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Chapitre 


Nombres complexes 


C’est plus Zamuzant en Z. 
Publicité Peugeot - 20 e siècle. 


Pour bien aborder ce chapitre 

En 1545, le mathématicien Gerolamo Cardano publie une formule donnant une solution par radicaux de l’équation 1 
x 3 — ax + b : 



Cette formule avait été découverte par les mathématiciens del Ferro et Tartaglia. Ce dernier l’avait communiqué à Cardano 
en lui demandant de s’engager à ne pas la publier, promesse que Cardano ne tint pas. 

Bombelli, en 1572, applique la formule à l’équation x 3 = 9x + 2 et il obtient : 

x= \/l + v /z 26+ ^1-^26. 

Il relève par ailleurs que x = 4 et x - -2 ±\/3 sont les 3 solutions de l’équation. Il se retrouve donc face au problème 
suivant : alors que les solutions de l’équation sont toutes réelles, il faut écrire des racines de nombres négatifs pour les 
calculer. Bombelli ne se démonte pas et il invente alors des règles de calcul permettant de manipuler des quantités de 
la forme a+\T-b avec b > 0 qui n’ont pas de sens. Il écrit par exemple \f-\ x = -1. Ces nouveaux nombres ne 
sont pas compris tout de suite et leur manipulation conduit à des absurdités. Au 17 e siècle, René Descartes propose, tant 
leur existence est contestable, de les appeler nombres imaginaires 1 2 . Il faut attendre la fin du 18 e siècle et les travaux de 
Caspar Wessel pour que la construction des nombres complexes soit bien formalisée et pour comprendre leur interprétation 
géométrique. Ses travaux passent malheureusement complètement inaperçus. Quelques années plus tard. Cari Friedrich 
Gauss redécouvre et popularise les travaux de Wessel. Il démontre en particulier le théorème fondamental de l’algèbre 
(voir théorème 21.24 page 778) qui dit qu’un polynôme à coefficients complexes de degré n admet n racines comptées 
avec leur multiplicité. 

Ce chapitre reprend et approfondit les notions apprises au lycée quant aux nombres complexes. On verra en particulier 
comment on peut les utiliser pour trouver les racines de certains polynômes à coefficients réels ou complexes, comment 
ils servent à résoudre des problèmes de géométrie plane ainsi que des problèmes d’analyse réelle comme celui de la 
primitivation de produits de fonctions trigonométriques ou la résolution d’équations trigonomé triques. Ce chapitre servira 
aussi d’introduction à la notion de structure algébrique et plus particulièrement à celle de groupe et celle de corps. Les 
groupes sont des objets fondamentaux et vous verrez qu’ils sont omniprésents dans le cours de mathématiques durant vos 
deux années en classe préparatoire. 

Les fonctions trigonométriques seront utilisées en permanence pendant ces deux années et ce dès ce premier chapitre. Il 
est indispensable d’avoir une connaissance parfaite du paragraphe B. 1 page 1 155 de l’annexe B. 

1 . Les nombres complexes ont été découvert en étudiant des équations polynomiales de degré 3 et non pas de degré 2 car les mathématiciens du 16 e 
siècle considèrent que des quantités comme x 2 + 1 sont strictement positives et que cela n’a pas de sens de chercher leurs racines 

2. Les nombres négatifs ne sont d’ailleurs alors guère mieux compris. Dans son dictionnaire raisonné des sciences, des arts et des métiers, d’ Alembert 

en parle comme d’une idée dangereuse : « Il faut avouer qu’il n’est pas facile de fixer l’idée des quantités négatives, & que quelques habiles gens ont 
même contribué à l’embrouiller par les notions peu exactes qu’ils en ont données. Dire que la quantité négative est au-dessous du rien, c’est avancer une 
chose qui ne se peut pas concevoir. Ceux qui prétendent que 1 n’est pas comparable à -1, & que le rapport entre 1 & -1 est différent du rapport entre 
— 1 & 1, sont dans une double erreur : (...) Il n’y a donc point réellement & absolument de quantité négative isolée : -3 pris abstraitement ne présente 
à l’esprit aucune idée. » 




Vous aurez aussi souvent à manipuler des sommes ou des produits (symbolisés respectivement par les symboles £ et ü). 
Il sera utile pour vous familiariser avec ces calculs de lire le paragraphe B. 2 page 1158, toujours dans l’annexe B. Vous 
y trouverez les définitions de ces symboles ainsi que des méthodes et des formules classiques : télescopage, formule du 
binôme, sommes géométriques, arithmétiques, etc ... Ces notions seront re-précisées au chapitre 8. 

1.1 Le corps € des nombres complexes 

1.1.1 Un peu de vocabulaire 


définition 1.1 9 Produit cartésien 

On appelle produit cartésien de deux ensembles A et B l’ensemble, noté A x B, des couples (a, b) où a e A et b e B. 
^ Notation 1.1 On notera A 2 le produit cartésien A x A. 

| Exemple 1.2 IR 2 est l’ensemble des couples de réels. 


Définition 1.2 O Loi de composition interne 

Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne une application de E x E dans E : 

I ExE — E 
^'1 (a, b) * — * a* b 


I Exemple 1.3 Si E = N, la multiplication ou l’addition des entiers forme une loi de composition interne. Ce n’est pas le 
cas de la soustraction car la différence de deux entiers positifs n’est pas toujours un entier positif. 

1.1.2 Construction de C 


Définition 1.3 Corps des nombres complexes 

Nous appellerons corps des nombres complexes que nous noterons C, l’ensemble IR 2 muni des deux lois internes æ et ® 
définies de la façon suivante. Pour tous couples [a, b ) , [a', b 1 ) g [R 2 , on pose 

{a, b) ® ( a ', b') = la + a! ,b+ b') 

{a, b) ® la', b') - lad - bb' , ab' + a' b) 


| Remarque 1.1 Nous expliciterons et justifierons l’utilisation du mot corps un peu plus loin. 

- Pour simplifier les écritures, nous noterons + et x (ou •) les lois de composition interne ® et ®. 

- Pour tout nombre réel a, nous conviendrons d’identifier le nombre complexe la, 0) avec le réel a. Nous noterons par 
ailleurs i le nombre complexe (0, 1). En appliquant cette convention et en utilisant la définition de l’addition et de la 
multiplication dans C, on peut écrire pour tout nombre complexe la, b), 

la, b) - a+i b. 

En effet, la, b) - la, 0) + (0 ,b). Par ailleurs, (0, b) = lb, 0) x (0,1) = i.b donc la, b) - a+i. b ou plus simplement a + ib. 


Proposition 1 . 1 

Le nombre complexe i précédemment introduit vérifie 


Démonstration On a i 2 = (0,1) x (0,1) = (-1,0) = - (1,0) =— 1. 


1.1.3 Propriétés des opérations sur C 

Avec les conventions d’écriture précédentes, l’addition et la multiplication définies sur IR 2 deviennent pour tous complexes 
a + i b et a! + i b 1 , 

la +ib) + la' + i b') -la+ a') + ilb+ b') 
la+ib)la' + ib') - laa' - bb') + Hab' + ba') 
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Proposition 1.2 Propriétés de l’addition dans C 

L’addition dans C 

- est associative : Vz, z', z" e C z + (z' + z ") = (z + z') + z" ; 

- est commutative : Vz, z! e C z+ z' = z' + z 

- possède un élément neutre 0 : Vz e C z + 0 = z ; 

- de plus, tout nombre complexe z — a+i b possède un opposé, —z = —a— ib. 

On résume ces quatre propriétés en disant que (C, +) est un groupe commutatif. 

Démonstration Vérifications laissées en exercice au lecteur. 

Re?narque 1.2 Expliquons brièvement ce qu’est un groupe. Cette notion sera développée et étudiée dans le chapitre 19. 
Considérons un ensemble G et une application ★ qui à un couple (x,y) d’éléments de G associe un élément noté x* y 
de G. Une telle application est appelée une loi de composition interne sur G. On dit que (G, *) est un groupe si * est une 
loi de composition interne sur G qui vérifie les propriétés suivantes : 

1 la loi * est associative : Vx, y, z e G, x * (y * z) = (x * y) * z. 

■jp la loi * admet un élément neutre e e G : Vx e G, xke-ekx-x. 

3 tout élément x de G admet un symétrique y:VxeG, 3y e G : x*y = y*x = e. 

Si de plus la loi ★ est commutative, c’est-à-dire si elle vérifie :Vx,yeG, x*y = y*x, alors on dit que le groupe est 
abélien (ou commutatif ). 

Il est clair que l’addition dans C vérifie ces propriétés. C’est aussi le cas de la multiplication dans C* 3 : 


Proposition 1.3 Propriétés de la multiplication dans C S 

La multiplication dans C 

- est associative : V z, z', z" e C z(z'z") = (zz')z" 

- est commutative : Vx, z' e C zz' = z'z 

- possède un élément neutre 1 : Vx e C zxl=z 

De plus, tout nombre complexe non nul z= a+i b possède un inverse z -1 vérifiant z x z -1 = 1 donné par 
_! a . b ~ | 

On résume ces quatre propriétés en disant que (C*, x) est un groupe commutatif. ^ 

Démonstration Prouvons l’existence d’un inverse. Soit z= a+ib un complexe non nul. Remarquons que (a + i b) (a - ib) = 
a 2 + b 2 . Le complexe z étant non nul, a 2 + b 2 ^ 0 4 . En divisant les deux membres de 1 ’ égalité par a 2 + b 2 , on trouve 

la+ib)x ^T^ = 1 

ce qui prouve que z possède un inverse z -1 qui s’écrit 
De plus, la multiplication est distributive par rapport à l’addition : 

Vz.z'.z" e C, z[z' + z") = zz 1 + zz” et (z+zf)z" - zz" + z'z”. 

On résume les deux propositions précédentes en disant que (C, +, x) est un corps. Nous définirons ce terme dans le chapitre 
19. 

Une conséquence importante est que les formules fondamentales suivantes sont valables dans C : 




a n -b n - (a-b)Z n k ll a n ~ 1 ~ k b k | 


\ l ~<l n+1 sia/1 

LU<t k = 

l-q $iq ^ 

n + 1 si q - 1 


Formule du binôme 
Formule de factorisation 

Somme géométrique 


Les deux premières seront démontrées dans le théorème 19.17 page 725 et la troisième dans la proposition 8.7 page 307. 

3. C* représente l’ensemble des nombres complexes privé de 0 

4. En effet, si la somme de deux nombres positifs est nulle, alors ces deux nombres sont nécessairement nuis. 
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1.2 Parties réelle, imaginaire, Conjugaison 


1.2.1 Partie réelle, partie imaginaire d’un nombre complexe 



Démonstration En utilisant les conventions précédentes, a + i b = 0 se lit (a, b) = (0, 0) ce qui est vrai si et seulement si a - 0 et 
b = 0. La suite en découle facilement. 

Dans toute la suite du chapitre a et b désignent des nombres réels sauf mention du contraire. 



Démonstration C’est une conséquence directe des définitions. 


1.2.2 Conjugaison 



Démonstration Calculs immédiats. 



Démonstration Calculs immédiats. Pour le quotient (3), on peut raccourcir les calculs en remarquant que si u = zl z' alors z- uz' 
et appliquer (2) . 
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Application 1.4 Mise sous forme algébrique d’un quotient de nombres complexes. Pour mettre sous forme algébrique 
3-2 i 

le complexe — — -, on multiplie le quotient, en haut et en bas par le conjugué du dénominateur : 

3-2 i (3 — 2i) (2— i) 4-7 i 1 
2 +| (2 + i) (2 — i) 2 2 -î 2 5 l ’ 

| Remarque 1.3 Si z e C alors zz e K* . 

1.3 Représentation géométrique des complexes 

1.3.1 Représentation d’Argand 

On notera & l’ensemble des points du plan et Y l’ensemble des vecteurs du plan. Soit SA = (O, T, "7) un repère orthonor- 
mal du plan. À tout point M de coordonnées (x, y) dans ce repère on peut faire correspondre le nombre complexe z-x+i y. 
On réalise ainsi une bijection de C vers le plan. À tout nombre complexe on peut faire correspondre un unique point du 
plan et réciproquement à tout point du plan on peut faire correspondre un unique complexe. Cette représentation est due 
au mathématicien français Jean Robert Argand (1768 - 1822) et va s’avérer d’un grand intérêt en géométrie. Certains 
problèmes de géométrie se traduisent très bien en calculs faisant intervenir des nombres complexes et réciproquement, 
certains calculs avec les nombres complexes ont une interprétation géométrique naturelle. 




Figure 1.1 - Représentation d’Argand 

De la même façon, on peut identifier l’ensemble des vecteurs Y du plan avec C en associant à tout vecteur ~v de Y de 
coordonnées (a, P) dans SA le complexe a + i P et réciproquement. 


Définition 1.5 Image d’un nombre complexe, affixe d’un point, d’un vecteur 

Soit SA= (O t ~i ,_]) un repère orthonormal du plan. 

- L ’ image du nombre complexe z-x+iy est le point du plan de coordonnées (x, y) dans le repère SA. 

- U affixe du point M de coordonnées (x, y) dans le repère SA est le nombre complexe z-x+iy que l’on notera Aff(M). 

- L’ affixe du vecteur D = a~î + p ~j est le complexe a+ i P que l’on notera Aff (" m ) . 


I Remarque 1.4 Les points du plan d’affixe réelle sont situés sur l’axe réel (O, T). Ceux qui ont une affixe imaginaire 
sont situés sur l’axe imaginaire (0,7*). 

1.3.2 Interprétation géométrique de quelques opérations 

On considère dorénavant et pour tout le reste du chapitre qu’un repère orthonormal SA — (O, T, ~j) a été fixé, ce qui permet 
d’identifier C au plan SP. 


Proposition 1.8 Propriétés de l’affixe 

Soient ~u et ~v deux vecteurs de Y. Soient A et B deux points de S? : 

| Aff (u +~v) = Aff (77) +Aff(V7| 
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Démonstration 

1. Supposons que Afffw) = a+ib et Aff(lT) = c+id alors H = aî + b~f , ~v = cT + cfj et~u+~v - ta + c)T + [b+ d)~j . Ce 
qui prouve que AffCiï + H) = [a+ c)+ i(b+ d) = (a+ ib)+{c+ id) = Afffw) + Aff(H). 

2. Comme OB = OA + AB, en utilisant l’égalité précédente, on obtient Aff(OB) = Aff(OA) + Aff(AB), soit Aff(B) = Aff(A) + 
Aff(ÀB). 



Démonstration Au point M de 3*, la translation de vecteur lî associe le point M 7 tel que OM r = OM +~u. Si z, z! et a sont les 
afûxes respectives de M, M' et ~u, la proposition précédente conduit àz' = z+a. 


Proposition 1.10 Interprétation géométrique d ez^l 

La réflexion d’axe (O, T) est l’application qui à tout point M d’affixe z associe le point d’affixe z. 


Démonstration La réflexion d’axe (O, i ) associe à 
proposition s’en déduit immédiatement. 


U point M de coordonnées 


0 le point M' de coordonnées (x, - 


1.4 Module d’un nombre complexe, inégalités triangulaires 



Démonstration Soit z=a+ibeC et soit M l’image de z dans 3? alors on sait que \z\ 2 = ||OM|| 2 = a 2 + b 2 . Par ailleurs, 
zz= («+ i bKa- ib) = a 2 + b 2 . 


Proposition 1.12 Propriétés du module 


Pour tout nombre complexe z, 


1. \z\ = 0oz = 0 

3. Re(z) « |Re(z)| « |z| 

2. \z\ = \z\ 

4. Im(z) ^ |Im(z)| « |z| 


Démonstration 

1. Soit z ~ a + i b e C tel que \z\ = 0 alors a 2 + b 2 ~ 0 ce qui n’est possible que si a = b = 0. Réciproquement, si z = 0 alors 

kl = o. 

2. Évident. 

3. Siz= a+ ib alors Re(z) = |a| = n/o 2 ^ \/ a 2 + b 2 = \z\. 

4. De même. 
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Démonstration 

1. Si z e C* , 



2. Si |z| = 1, le résultat précédent amène : - - Z. La réciproque est évidente. 


3. Pour la troisième, écrivons \zz'\ 2 ~ (zz , )(zz r ) = zzz! z! - \z\ 2 \z'\ 2 . On termine en passant à la racine carrée et en remarquant 
que |zz'| S 0 et que \z\ S 0 , |z'| S 0. 



Démonstration Soient deux complexes z, z' e C. 

1. On peut démontrer de manière géométrique la première inégalité triangulaire en remarquant que c’est une traduction, dans 
le cadre complexe, de celle vue pour le triangle en classe de cinquième. Si le point M est l’image du complexe z et le point 
N l’image du complexe z + z' dans &>, alors, dans le triangle OMN, ON ^ OM + MN. Comme Aff(MN) = Aff(N) -Aff(M) = 
z+ z' - z = z' , on a MN - \z'\. Par ailleurs, ON = |z + z'| et OM = \z\. On peut aussi démontrer cette première inégalité de 
manière algébrique. Développons le module au carré 

|z+z'| 2 = (z + z')(z+z') = |z| 2 + 2Re(zz') + |z'| 2 
En utilisant l’inégalité Re (zz'j S | z| | z / 1 , on en tire que 

Iz + z'l 2 *£ |z| 2 + 2|z||z'| + Iz'l 2 = (|z| + |z'|) 2 
et il sufGt de prendre la racine carrée de ces nombres positifs. 

2. Utilisons l’ inégalité triangulaire déjà démontrée : 

|z| = |(z + z') + (-z')l « |z + z'| + \-z!\ = |z + z'| + |z'| 


d’où \z\ - \z'\ ^ |z + z'\. On obtient de façon symétrique 

\z'\ = |(z+z') + (-z)| « Iz + z'l + lzl 

d’où également \z'\ - |z| ^ |z + z'|. Puisque \z\ - |z'| « |z + z'| et que -(|z| -\z'\)^\z+z'\,ona bien ||z| - |z'|| ^ |z + z'|. 



Démonstration Ces trois résultats proviennent de 1 ’ égalité I z - a\ = AM 


1.5 Nombres complexes de module 1 


1.5.1 Groupe U des nombres complexes de module 1 
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2. Le produit est associatif : Vz, z', z" e U, (z x z') x z" -z x {z! x z"). 

3. Le complexe 1 est élément de U et est l’élément neutre du produit : Vz e U, zxl = lxz = z. 

4. Si z est élément de U, alors son inverse — aussi. De plus, on a 

5. Le produit est commutatif : Vz, z' e U, z x z' = z! x z. 

On dit que (L, x) est un groupe commutatif appelé groupe des nombres complexes de module 1. 




Figure 1.2 - groupe U des nombres complexes de module 1 

Démonstration Soient z,z' e U. 

1. On a : |z x z'\ = |z| x |z'| = 1x1 = 1. Donc zx z' e U. 

2. L’associativité est une conséquence directe de l’associativité de la multiplication dans C. 

3. On a : | 1| = 1 donc 1 e U. La suite est évidente. 

4. On a : z x z = z x z = \z\ 2 = 1 donc z est l’inverse de z. En utilisant les notations introduites précédemment, on obtient 
z" 1 = l/z = z. 

5. La commutativité est une conséquence directe de la commutativité de la multiplication dans C. 

| Remarque 1.5 On verra dans l’exemple 19.10 page 722 une méthode plus rapide pour vérifier que (U, x) est un groupe. 

1.5.2 Exponentielle imaginaire 

On suppose ici connues les propriétés élémentaires des fonctions cosinus et sinus ainsi que les différentes formules de 
trigonométrie circulaire. On pourra se reporter à ce sujet à l’annexe B paragraphe B. 1 . Ce paragraphe doit être parfaitement 
maîtrisé. 


Lemme 1.17 

Soient ( a , b ) e IR 2 tel que a 2 + h 2 - 1. Il existe un réel (pas unique) 0 tel que a - cos0 et b - sin0. 

Démonstration Comme a 2 + b 2 = 1, on a nécessairement -1 1 et-l^b^ 1. L’image de R par la fonction cos étant [-1,1], 

il existe a e R tel que cosa = a. Comme : cos 2 a + sin 2 a = 1, il vient sin 2 a = b 2 . Une des deux égalités suivantes est alors vérifiée 
par a, sina = b ou bien sina = -b. 

- Si la première est vraie, nous posons 0 = a. 

- Sinon, la seconde est alors vraie et nous posons 0 = -a. 

Dans les deux cas, le réel 0 construit vérifie les deux égalités mentionnées dans l’énoncé du lemme. 
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Proposition 1.18 

Pour tout complexe ze U, il existe un réel 0 tel que z — cos 0 + i sin 0. 

Démonstration Soitz = a + ibe U. Par définition de U , a etb vérifient a 2 + b 2 ~ \ . Par application du lemme précédent, il existe 
donc 0 e IR tel que a- cos0 et fi = sin0. On a donc z = cos0+ isin0. 

Remarque 1.6 

Soit z e € et soit 0 e IR tel que z = cos 0 + i sin 0. On rapporte le plan à un repère orthonormé direct (O, T , ~j) . Soit ~u un 
vecteur d’affixe z alors 0 est une mesure de l’angle (T,~m j. Cette mesure est définie à 2kn près (fce Z). 



Figure 1.3 - Interprétation géométrique de la proposition 1.18 


Définition 1.7 Exponentielle imaginaire 

Pour tout réel 0 e IR, nous appellerons exponentielle imaginaire de 0 et nous noterons c ,e le nombre complexe défini par 


Remarque 1.7 

- Soit z e U. D’ après la proposition 1 . 1 8, il existe 0 e IR tel que z = e tQ . 

- Réciproquement, tout nombre complexe de la forme e' 0 est de module 1. Donc 


QJ = jze C | 30e IR,z= e* 0 } 


I Remarque 1.8 La définition précédente est justifiée par l’égalité suivante, qui généralise la propriété fondamentale de 
l’exponentielle réelle Va, fi e IR, e a+h - e a e b . 


Proposition 1.19 Ç 1 Propriété de morphisme de l’exponentielle imaginaire 
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Figure 1.4- e w 


Démonstration Soient 0, 0' e IR. On a : 


e'( 0+0 ) = cos (0 + 0') + isin (0 + 0') par définition de l’exponentielle d’i 

= (cos(0) cos(0') - sin(0) sin(0')) + i (cos(0) sin(0') + sin(0) cos 

= (cos(0) + i sin(0)) (cos(0') + i sin(0')) 

= e m e m ' 


un nombre imaginaire pur 

;(0 , )J par application des formules d’addition 


Remarque 1.9 

Afin d’expliquer cette terminologie, explicitons ce qu’est un morphisme de groupes. Cette notion sera étudiée dans le 
paragraphe 19.1.3 du chapitre 19. Soit (Gi,*i) et (G2, *2) deux groupes. On dit qu’une application tp de Gi dans G2 est 
un morphisme de groupes lorsque 

Vx.yeGi, tp(x*i y) = tp (x) * 2 tp (y) 


Nous pouvons alors reformuler la propriété précédente. 


Proposition 1.20 

La fonction exponentielle est un morphisme du groupe (R, +) sur le groupe (U, x) 


Remarque 1.10 

Avec les notations de la définition 1 .9, on définit 

• Le noyau du morphisme tp comme étant le sous-ensemble de Gi noté Kerip donné par : Kerip = {x e Gi | cp (x) = e 2 } 
où e 2 est le neutre de G 2 . 

• U image du morphisme tp comme étant le sous-ensemble de G 2 noté Imtp donné par : Irncp = {(p (x) | xe Gi}. 

Notre morphisme de groupes 


I (R,+) — (C*,x) 

(O — e 


a pour noyau I Kenp = 2 ttZ I et pour image I Imip = U 


Proposition 1.21 

Soient 0 et 0' deux réels, on a | e ,e - e ld ' <=> 3k £ Z, 0 = 9' + 2fcjt 


Démonstration Si e' 0 = e' 0 ’ alors e'^ 0 0 ^ = 0 et 0 - 0' = 2kn où keZ. Par conséquent 0 = 0' + 2kn avec keZ. La réciproque 
est évidente. 
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Démonstration En effet, si 0 e R, e i0 e i0 = e‘ <(> 0 * = e' x ° = 1. Par conséquent, l’inverse du nombre complexe e' 0 est e i0 . 
Comme e i0 e U, par application de la proposition 1.16, l’inverse de e 10 est aussi e* 0 , d’où les deux égalités ci-dessus. 



Démonstration Soit 0 e R. On a : 

| e !0 = cos0+ isin6 
[e -10 = cos0- isin0 

En additionnant la première équation à la deuxième et en divisant les deux membres de 1 ’ égalité obtenue par 2, on obtient la formule 
annoncée pour cos0. De même, en soustrayant la deuxième équation à la première et en divisant les deux membres de l’égalité 
obtenue par 2 i, on obtient la formule annoncée pour sin0. 

Bio 1 1 Leonhard Euler, né le 15 avril 1707 à Bâle et mort le 18 septembre 1783 à Saint-Pétersbourg. | I 

Peu après sa naissance les parents d’Euler déménagent à Riehen. Le père d’Euler 
est un ami de la famille Bernoulli et Jean Bernoulli, dont Euler profita des leçons, 
est alors considéré comme le meilleur mathématicien européen. Le père d’Euler 
souhaite que Leohnard devienne comme lui pasteur mais Jean Bernoulli qui a 
remarqué les aptitudes remarquables de son élève, le convainc qu’il est destiné 
aux mathématiques. 

Après ses études à Bâle, il obtient un poste à Saint-Pétersbourg en 1726 qu’il 
quitte pour un poste à l’académie de Berlin en 1741. Malgré la qualité de ses 
contributions à l’académie, il est contraint de la quitter en raison d’un conflit 
avec Frédéric II. Voltaire qui était bien vu par le roi avait des qualités rhé- 
toriques qu’Euler n’avait pas et dont il fut la victime. En 1766, il retourne à 
Saint-Pétersbourg où il décéda en 1783. 

Euler souffrit tout au long de sa vie de graves problèmes de vue. Fait remar- 
quable, il effectua la plus grande partie de ses découvertes lors des dix-sept 
dernières années de sa vie, alors qu’il était devenu aveugle. Il fut, avec 886 pub- 
bcations, un des mathématiciens les plus prolifiques de tous les temps. Il est 
à l’origine de multiples contributions en analyse (nombres complexes, introduction des fonctions logarithmes et 
exponentielles, détermination de la somme des inverses des carrés d’entiers, introduction de la fonction gamma, 
invention du calcul des variations, ...), géométrie (cercle et droite d’Euler d’un triangle, formule liant le nombre de 
faces, d’arêtes et de sommets d’un polyèdre, ...), théorie des nombres (fonction indicatrice d’Euler, ...), théorie des 
graphes (problème des sept ponts de Kônigsberg) ou même en physique (angles d’Euler, résistance des matériaux, 
dynamique des fluides... ) et en astronomie (calcul de la parallaxe du soleil,...). 



Démonstration Soit 0 e R. Montrons d’abord par récurrence la propriété pour ne N. 
- Sin= 0, on a : e‘*° = 1 = (e' e ) . L’égalité est donc vraie au rang 0. 
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- Supposons l’égalité vraie au rang n et démontrons-la au rang n+ 1 : 


g /(n+ 1)0 _ g i(.nd+Q) 

= e' :9 e in9 car exp est un morphisme de groupes 
= e' 9 |e ,9 j par hypothèse de récurrence 



Démontrons maintenant la propriété pour n e Z \ N. On a alors -ne N et on peut appliquer la relation que nous venons de prouver 
à l’entier -n. Cela donne : = je - ' 6 )". Mais d’après la proposition 1.22, on a e i( -~ n)Q = e - '" 9 = et [e - * 9 ]" = |^J , 

donc — Tg- J et l’on a bien e ! ” 9 = |e i9 j . La relation est alors démontrée pour tout ne Z. 

Les formules suivantes interviennent souvent dans les exercices. 


Proposition 1.25 Factorisation par les angles moitiés 

Pour tout réel x e IR : 


e lx + 1 = [e 1 ? + e % j = 2e^ cos^j | 

e lx - 1 = e 1 ? - e j « 2ie^ sin^j 




J 


Remarque 1.12 On a la factorisation de l’angle moitié plus générale (voir figure 1.6) : 


e +e y = e 




Bio 2 1 Abraham de Moivre né le 26 mai 1667 à Vitry-le-Frangois et mort le 27 novembre 1754 à Londres. 

Abraham de Moivre est un mathématicien français qui vécut la plus grande 
partie de sa vie en exil à Londres en raison de la révocation de l’Edit de 
Nantes. Il fut l’auteur de deux ouvrages majeurs en mathématiques. Le pre- 
mier, consacré aux probabilités "Doctrine of chance "et paru en 1718, s’in- 
téresse en particulier au calcul des probabilités d’un événement aléatoire 
dépendant d’autres événements aléatoires ainsi qu’aux problèmes de conver- 
gence des variables aléatoires. Le second, "Miscellanea Analytica ", paru en 
1730, est un ouvrage d’analyse dans lequel figure pour la première fois la 
fameuse « formule de Stirling ». On raconte cette histoire au sujet de sa mort. 

Il s ’ était rendu compte qu ’il dormait un quart d ’heure de plus chaque nuit. En 
utilisant cette suite arithmétique, il avait calculé à quelle date il mourrait : cela 
devait correspondre au jour où il dormirait 24 heures. Ce fut exactement ce 
qu’il advint. 
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1.6 Argument, fonction exponentielle complexe 


1.6.1 Argument d’un nombre complexe 


PROPOSITION 1 .26 Argument d’un nombre complexe, Argument principal d’un nombre complexe 
Soit z un nombre complexe non nul. Il existe au moins un nombre réel 0 tel que où p = \z\ e IR* est le module 

de z. 


- pe' 0 est une forme trigonométrique de z. 

- Le réel 0 est appelé un argument de z. 

Un tel nombre n’est pas unique : si 0o est un argument de z, l’ensemble de tous les arguments de z est donné par 
{0o + 2kn | k e Z}. On notera arg (z) = 0o [2tt] . Enfin, il existe un unique argument de z appartenant à l’ intervalle ] - tt, tt] . 
On l’appellera l’argument principal de z. 


Démonstration Soit z un nombre complexe non nul. Posons p = \z\ / 0, on a alors z/p e U. D’après la remarque 1.7, il existe 
0 e IR tel que : z/p = e' 0 ce qui prouve l’existence d’un argument de z. Si 0' e IR est un autre argument de z, on a bien : 0' = 0 [2ji] . 
En effet, en partant de z = e' 0 = e' 0 ' et en utilisant la proposition 1.21, il existe ke Z tel que 9' = 0 + 2fcn. 

Exemple 1.5 On a : 

argl = 0 [2 tt] arg/ = | [2 jt] arg-1 = tt [2jt] arg-/ = -- [2 jt] 



Figure 1.7 - Représentation trigonométrique d’un nombre complexe 
_Plan 1.1: | Comment calculer le module et un argument d’un nombre complexe donné | _ 


Soit z-a+ibeC* d’argument 0 e IR et de module p e IR* . Exprimons p et 0 en fonction de a et b : 

• On a p = |z| = Va 2 + b 2 

• Comme z — a+ ib — p(cos0+ Zsin0) = p( — — = — + i - 1. on cherche un unique réel 0 e]- tt, tt] 

v Va 2 + b 2 Va 2 + b 2 1 


vérifiant cos 0 = - 


V a 2 + b 2 


Proposition 1 .27 Produit et quotient de deux nombres complexes sous forme trigonométrique 

Soient deux nombres complexes non nuis : z = pe' 0 et z' = pV e , 


1. l^z^ppV^+^J 
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Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition 1.19. 



Démonstration Démontrons la première égalité, la démonstration des deux suivantes est identique. Notons 0 (respectivement Q' ) 
un argument de z (respectivement de z') et p (respectivement p') le module de z (de z'). Par application de la propriété précédente, 
zz' = pp' e 1 ( e+e ’) . Par conséquent arg (zz') = 0 + 0' [2 ji] = arg z + arg z' [2 ji] . 



Démonstration Soient ne Z et z e C* . L’écriture trigonométrique de z est z = pe (0 où 0 e R est un argument de z et p 
est le module de z. On a donc : z n - |pe (0 j = p n |e* 0 j = p n e ln ® par application de la formule de Moivre. Par conséquent, 
arg(z") = n6 ([2ti]) = ttarg(z) [2tt|. 


1.6.2 Fonction exponentielle complexe 

On suppose ici connues les propriétés de la fonction exponentielle réelle. On pourra à ce sujet consulter le paragraphe 



Remarque 1.13 

- Soit z - a+ibe C. On a e z - e a+lb - e a e lb = e“[cos b+i sin b] 

- Soit z = a+ ib e €. On a \e z \ - \e a e ib \ = \e a \ \e ib \ - \e a \ - e a car la fonction exponentielle réelle est strictement 
positive. 

- La fonction exponentielle complexe ne s’annule jamais : \e z \ = e a ^ 0. La fonction exponentielle complexe est donc à 
image dans C* . 

- La fonction exponentielle complexe prolonge la fonction exponentielle réelle ( ce qui signifie que sa restriction aux 
nombres réels coïncide avec la fonction exponentielle réelle). 

- Si Z est un complexe non nul, on peut l’écrire sous forme trigonométrique Z = pe !0 . Un complexe z — a + ib vérifie 

e z = Z si et seulement si e a e ib - pe' 0 . En prenant le module, on trouve que | a - ln(p) | puis ensuite | b-Q + 2kn | , 
(Are Z). " J 

f C — * C* 

- La fonction exponentielle complexe j z est surjective (Voir la définition 1 .7 page 1 139) mais pas injec- 

( z 1 ► e 

tive (Voir la définition 1 .6 page 1 138). Il sera impossible à notre niveau de définir un logarithme complexe. 



Démonstration 

• Soient z = a+ ib,z' = a' + il/ e C. En utilisant les propriétés de l’exponentielle réelle et imaginaire, e z e z ' = e a e ib e a ' e ib ' = 
e a+a' e i(b+b') _ e z+z' 

• Soit z e C. Par application de la propriété précédente, e z e~ z = e z ~ z = e° = 1. Par conséquent, e~ z est l’inverse de e z et (e z ) -1 = 

le~ z ). 

Vous pouvez maintenant étudier l’appendice B. 3 pour des applications très importantes de l’exponentielle imaginaire aux 
calculs trigonométriques. Avant cela, il est conseillé de lire l’appendice B. 2 pour vous familiariser avec les techniques de 
calcul de sommes et à la notation 
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1.7 Racines n-ièmes de l’unité 

Dans tout ce paragraphe n désigne un entier naturel non nul : n e N* . 


Définition 1 .9 Racine n-ième d’un nombre complexe 

Soit z e C. On appelle racine n-ième du nombre complexe z tout nombre complexe ( vérifiant I t, n 


| Exemple 1.6 i est une racine deuxième de -1, e~^~ est une racine cubique de 1, i\J 2 est une racine deuxième de -2. 


Définition 1.10 Racine n-ième de l’unité 

On appelle racine n-ième de l’unité une racine n-ième de 1, c’est-à-dire un nombre complexe z tel que \ z " = 1 1 .On 


notera V n l’ensemble des 
racines n-ièmes de l’unité : 


Remarque 1.14 

- Pour tout n ^ 1, on a : 1 e U„ et -1 e U„ si et seulement si n est pair. 

- OnaU„cU. En effet, si z e U„ alors z” = 1 et donc \z\ n -\z n \- 1. Comme |z| e IR* , cette égabté n’est possible que 
si |z| = 1. 

^ Notation 1. 7 Soient ra, n e Z tels que m^n. On note [m, n] l’intervalle d’entiers donné par : 

[m, n] = {fc e Z | ra « fc « n} . 


Proposition 1.31 Les racines n-ièmes de l’unité sont de la forme (»k-e « où k e [0, n - 1] 

Notons eu = e~ . Il y a exactement n racines n-ièmes de l’unité. Elles sont données par les puissances de w : où 

fce [0,n-l] 

H ü„ = {w fc | fce [[O, n — 1D | = je^ 2 | fce[0,n-l]} 


Démonstration Soit ze C tel que z n = 1. En prenant le module, on en déduit que |z| = 1. Il existe donc un unique réel 0 e [0,2 ti[ 
tel que z = e‘ e . On doit alors avoir e lnf) = 1, c’est-à-dire nd = 2fc;t avec fce Z. Comme on veut 0 e [0,2jt[, on doit avoir 0 « fc< n 
et donc k e [[0, n- 1]] d’où z = e‘ n = o) fc . Réciproquement, tout complexe de cette forme vérifie bien z n = 1. 


'Proposition 1.32 (U„, x) est un groupe commutatif 
L’ensemble (U„ vérifie les propriétés suivantes : 

1 . U„ est stable pour le produit (c-a-d : VÇ, Ç' e V„, f, x îf e U„). 

2. Le produit est associatif (c-a-d : VÇ, (" eU„, (Ç x £') x (" = ( x (g x £")). 

3. Le complexe 1 est élément de U„ et est l’élément neutre du produit (c-a-d : e U„, Ç x 1 = 1 x Ç =s Ç). 

4. Si î, est élément de U„, alors son inverse ^ aussi. De plus, on a : 



5. Le produit est commutatif (c-a-d : e Ll„, ( x Ç' = Ç' x Q. 

y QUrç, *) est donc muni d’une structure de groupe commutatif. 

Démonstration Soient e Un ; 

1 . On a : (Ç x £') " = x = 1. Donc Ç x e U„ . 

2. L’associativité est une conséquence directe de l’associativité du produit dans C. 

3. On a : 1" = 1 donc 1 e D n . La suite est évidente. 

4. Remarquant tout d’abord quel, - îf = 1. Donc l, El) n . Déplus : ( x Ç = ( x ( = 1 car Un c U. Par conséquent, Ç _1 = 1/Ç = Ç. 

5. La commutativité est une conséquence directe de la commutativité de la multiplication dans C. 
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Remarque 1.15 En fait, (U„, x) est un sous-groupe de (U,x) qui lui-même est un sous-groupe de (C*, x). Nous verrons 
là aussi plus tard comment prouver la propriété précédente de manière plus rapide (voir 46 page 722). L’application 
0 : U — U, z —>• z n est un morphisme de groupe de noyau U„. 




Figure 1.8- ü 3 


Figure 1.9 - U 4 




Figure 1.10 -U 5 


Figure 1.11 - U 6 


Proposition 1.33 O La somme des racines u-ièmes de l’un ité est nulle 

Soit un entier n> 2. On a : l + cu + w 2 + ... + co" -1 = £ z = 0 I. 

zeü„ 


Démonstration On utilise la formule d’une somme géométrique de raison u) ^ 1 et w” = 1 : 



Remarque 1.16 On utilisera très souvent les racines cubiques de l’unité. On note j = . C’est une racine cubique 

primitive de l’unité au sens où U3 = {1 ,j,j 2 }. Les puissances de j sont simples à calculer : 

fl si fc = 3p 
j k = lj si fc = 3p+l 
lj 2 si k-3p + 2 


Les propriétés suivantes interviennent souvent : 7 2 = j = Il j I et I 1 + 7 + j 2 = 0 
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Figure 1.12 - Racines cubiques de l’unité 


Proposition 1.34 Expression des racines n-ièmes d’un nombre complexe 
Un complexe non nul z - pe' 6 admet n racines n-ièmes données par 

Z k = p 1 ' y(% +g 7r) = p lln e æin u k , 

où tu = ou toute autre racine rc-ième primitive de l’unité. 

Démonstration Notons Zq = On a bien Z” = z et donc Z” = z si et seulement si (Z/Zo)" = 1 c’est-à-dire si et seulement 

si (Z/Zq) est une racine n-ième de l’unité. 

On pourra consulter plus tard l’annexe B paragraphe B.4.4 afin de voir le rôle des racines de l’unité dans la factorisation 
de certains polynômes. 

1.8 Équations du second degré 

1.8.1 Racines carrées 


Définition 1.11 Racine carrée d’un nombre complexe 

Soit un nombre complexe z e C. On appelle racine carrée de z une racine deuxième de z, c’est-à-dire un complexe Z 
vérifiant Z 2 = z. 


Par application de la proposition 1.34, on peut affirmer : 


Proposition 1.35 

Tout nombre complexe non nul possède exactement deux racines carrées. De plus, ces deux racines carrées sont opposées 
l’une de l’autre. 

^ Attention 1.8 La notation \fz n’a de sens que pour z e IR+. Si on l’utilise à mauvais escient, on aboutit vite à des 
absurdités. Par exemple : -1 = \/-ï 2 = V-ï * \f-ï - x/(— 1) x (-1) = \/ï= 1. 

Remarque 1.17 

- Le complexe nul z = 0 ne possède qu’une seule racine carrée 0. 

- Si x £ R+, ses deux racines carrées sont données par \fx et —yfx. 

- Si x e IR* , ses deux racines carrées sont données par i\J \x\ et -i\f\x\. En effet, la forme trigonométrique de x est 
x - \x\ e m . D’après la proposition 1.34, les deux racines carrées de x sont \f\x\e inl2 = i'/\x\ et \/\x\e 1 ' 12 e 2nl2 - -j'vTxf- 
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Pour calculer en pratique les racines carrées d’un nombre complexe z, le plus simple consiste souvent à mettre z sous 
forme trigonométrique et à appliquer les formules précédentes. On dispose également d’une méthode permettant de cal- 
culer les parties réelles et imaginaires des racines carrées de z. 

Plan 1.2 : | Comment calculer les racines carrées d’un nombre complexe | 

Soit z = a + ib e C. Soit Z-X+iY une des deux racines carrées de z : Z 2 = z. On a : 

[ |Z| 2 = |z| 

< ReZ 2 = Rez 
[imZ 2 = Imz 


On en déduit 

(X 2 +Y 2 = s/a 2 + b 2 
i X 2 - Y 2 = a 
[ 2 XY = Imz 

Et en particulier 

IX 2 + Y 2 = V a 2 + b 2 
i X 2 - Y 2 = a 
( XY est du signe de Imz 


Exemple 1.9 Calculons les racines carrées de z = 8 - 6i. Soit Z-X+iY une des deux racines carrées de z. Les réels X 
et Y satisfont 

) X 2 +Y 2 = n/IÔÔ= 10 
X 2 - Y 2 = 8 
XY est négatif 

Par addition des deux premières équations, on obtient : X = 3 ou X = -3. Par soustraction de ces deux mêmes équations, 
on obtient : Y = 1 ou Y = -1. Comme le produit XY est négatif, les seules possibilités sont X = 3etY=-lou alors X = -3 
et Y = 1. En conclusion, Z = 3- i ou Z = -3+ i. On vérifie au brouillon que ces deux complexes vérifient bien Z 2 = 8-6/. 

1.8.2 Équations du second degré 


Théorème 1.36 O Résolution d’une équation du second degré à coefficients complexes 

Soient a, b, c trois nombres complexes avec a # 0. Considérons l’équation d’inconnue z e € 


az 2 + bz+c - 0 (★) 

Notons le discriminant de l’équation O). On a : 


> Si A = 0, l’équation (★) admet une racine double zo donnée par : 

> Si A ^ 0 et si Ô désigne une des deux racines carrées de A alors l’équation (*) admet deux racines distinctes zi et Z 2 
données par : 


-b-8 I 


2 a 


]-EB 


Démonstration Soit z e C une solution de l’équation (*). Puisque a /O, nous pouvons écrire le trinôme 


0 = 


M 2 b 2 - 4ac 
2a) 4 a 2 


forme canonique 


En notant Z = z + b!2a, on doit avoir Z 2 = Al 4a 2 . 

- Si A = 0, alorsZ-0 c’est à dire z = -bl (2a). 

- Si A / O, en notant 5 une racine carrée complexe de A, (Z-ô)(Z+ô) =0 c’est à dire Z = ± 6 ou encore z = — ou z= — . 

On vérifie dans chacun des cas précédents que z est effectivement solution de l’équation. 


Corollaire 1.37 O Résolution d’une équation du second degré à coefficients réels 

Soient a, b, c trois nombres réels avec a ^ 0. Considérons l’équation d’inconnue reC 

ax 2 + bx+c-0 (★) 
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Notons son discriminant. Remarquons que A e R. On a : 

• Si A > 0, (*) admet deux solutions distinctes, toutes deux réelles x\ et X2 données par 


-b-s/Â 


-b+s/E 


Si A = 0, O) admet une seule solution xo donnée par : 

Si A < 0, (*) admet deux solutions distinctes, toutes deux complexes conjuguées x\ et X2 données par 


*! = " 


-b-iy/m 
2 a 


et 


X 2 = 


-b+is/\K\ I 


2 a 


Démonstration 

- Si A 5 0, une racine de A est donnée par 5 = \fK et les formules pour xq, x\ et X2 se déduisent de celles énoncées dans le 
théorème 1.36. 

- Si A < 0, une racine de A est donnée, d’après la remarque 1.17 par ô = iVJST, D’après les formules énoncées dans le théorème 

i ^ , -b-W 1ÂT -b+iy/\S\ . 

1.36, les deux racines de (*) sont x i = etX2 = qui sont bien complexes et conjuguées. 

On pourra se reporter à l’annexe B paragraphe ê. 4. 1 pour des précisions supplémentaires sur les trinômes du second degré 
et au paragraphe B.4.5 pour des applications des relations entre les coefficients et les racines d’un polynôme. 


1.9 Nombres complexes et géométrie plane 

1.9.1 Distance 


Proposition 1.38 

Soient A et B deux points du plan d’affixes respectives a et b. La distance de A à B est donnée par | AB = \b- a\ 
Démonstration L’afüxe du vecteur AB est donnée par Aff (B) - Aff (A). De plus, par définition, \b-a\ = ||AB|| = AB. 


1.9.2 Barycentre 

Proposition 1.39 

Soient A, B et G trois points d’affixes respectives a, b et g ; Soient a et P deux réels tels que a + P ^ 0. Alors, G est le 
barycentre des points A et B affectés respectivement des poids a et P si et seulement si 

|~â(g-a)+P(g-fr) =0. | 


Démonstration C’est une traduction en terme d’afüxe de l’égalité vectorielle aGA + fiGB = 0 qui définit le barycentre G. 

I Remarque 1.18 Si a = p = 1, le point G est le milieu du segment [AB], On a alors, avec les notations précédentes, 
l’égalité g - (a+b)l2. 


"Proposition 1.40 

Soient n 5* 2 un entier, A|,...,A„ des points du plan d’affixes respectives z\,....,z n . Soient ai a„ des réels tels que 

£ a ,• ^ 0. Le point G est le barycentre des points A, affectés des poids a,, i ~ 1, —, n si et seulement si son affixe z 

vérifie l’équation 




£a*(z/-z) = 0 
z=i 

J 

V 




Démonstration C’est une traduction en terme d’affixe de l’égalité vectorielle a,GA ( - = 0 . 
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1.9.3 Angles 


Proposition 1.41 

Soient A, B, et C trois points du plan tels que C est distinct de A et de B, d’affixes respectives a, b et c. Une mesure de 
l’angle (CA, CB) est alors donnée par 

Démonstration Remarquons tout d’abord que arg|— — - j = arg(b-c) -arg(a-c) [2 ji]. Par ailleurs b-c = Aff(BC) et a- 
c = Aff(CA). Donc arg (b- c) = (T, CB) et arg(a-c) = (T, CA). On conclut en utilisant la relation de Chasles pour les angles 
(CA, CB) = (T, CB) - (T, CA) [2jt] . 


(CA, CB) = arg|~ : ~j [2*1 


Corollaire 1.42 


Soient A, B, et C trois points du plan tels que C est distinct de A, d’affixes respectives a, b et c. 
c-b 

- A, B, et C sont alignés si et seulement si est réel. 

c-a 


- Les droites (CA) et (CB) sont perpendiculaires si et seulement si est imaginaire pur. 


1.10 Transformations remarquables du plan 

On notera & le plan et 'V l’ensemble des vecteurs du plan. On appelle transformation du plan toute application bijective 
du plan dans lui même. À toute transformation / du plan, on peut associer une application g du plan complexe dans lui 
même qui au complexe z d’image le point Mc^ associe l’affixe du point /(M) : 

H AfffM) H Aff(M') 0ÙM ' = /(M). 

On dit alors que g représente l’application f dans le plan complexe. 

1.10.1 Translations, homothéties 

Définition 1.12 Translation, homothétie 

- Soit ~u un vecteur du plan. La translation de vecteur ~u, notée r— , est la transformation du plan qui à tout point M e P? 
associe le point M' e & tel que MM' = ~u. 

- Soit Q un point du plan et À un réel non nul. L ’ homothétie de centre O et de rapport À, noté hn y \, est la transformation 
du plan qui à tout point Me^ associe le point M' e 3? tel que | QM' - ÀQM |. 


Remarque 1.19 

- Si le rapport d’une homothétie h vaut 1, alors h est l’application identique ( L’application identique de est celle 
qui à tout point Me^* associe lui même). 

- Les translations conservent les longueurs (on dit que ce sont des isométries ), les homothéties de rapport À les multi- 
plient par |À|. 

Proposition 1.43 

Soit Q un point du plan d’affixe eu et À un réel différent de 0 et 1. L’homothétie de rapport À et de centre O peut être 
représentée dans le plan complexe par l’application qui à tout z e C associe z' e C tel que (ou encore 

z' = Àz+(l-À)(D). J 

Démonstration Le point M 1 est l’image de M par hçi \ si et seulement si DM' = ÀLÎM ou encore Aff(M) - Aff(n) = À(Aff(M)' - 
Aff(O)) c’est-à-dire z'-w = À(z- w). 

1.10.2 Rotation 


Définition 1.13 Rotation 

Soient n e ^ et 0 un réel. La rotation de centre Q et d’angle 0, notée rn,e est la transformation du plan qui 
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Démonstration Soient z et z! les a fSxes respectives de M et M'. Si M f ü, on a : 

M' est 1 ’ image de M par la rotation de centre Cl et d ’ angle 0 o 
(QM, âî?) = 0 [2 ji] et DM = DM' o 

arg ( z-(T ) [27tl etlz_ W 1 = ^ 

arg (i^H 12711 et \v ^\ =1 ( * )- 

Soit pe ia une représentation trigonométrique de — — — . Les deux relations précédentes sont équivalentes à p = 1 et a = 0 [2n] . 
Donc O) est équivalente à — — — = e‘ e , soitz'-M = e i0 (z- to). Si M = C1 alors M 1 -Cl et z= z' = to. L’égalité z'-co = e' 0 (z - w) 
est alors trivialement vérifiée. 


1.10.3 Similitudes directes 



Démonstration Soit f la similitude représentée par z—* az + b. Ai, A2, A3, A4 des points de SP tels que Ai A2 et A3 / A4, z\ , 
Z2, Z3, Z4 leurs afbxes respectives et z’ v z’ 2 , z 2 , z\ les afûxes respectives de leurs images par f. Pour tout i e {1,2, 3, 4}, on a donc 
z!. = cizi + b. En particulier : 

J z' 2 -z[=a(z 2 -zi) 

\ Z4-Z3 = a(z 4 -z 3 ) 



Démonstration Soient f et f' deux similitudes directes représentées dans le plan complexe par, respectivement, z~ az + b et 
z~ a! z+ b' où (a, b) e C* x C et où (a', b') e <C* x C. Alors f'°f est représentée par z~ a'{az+ b) + b/ soit z^ aa'z+ a'b+ IJ . 
Notant a = a' a et P = a' b + b' et remarquant que a est non nul, on a représenté f'°f par z « az + P avec (a, P) eC* xCetf'of est 
donc bien une similitude directe. 
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'Proposition 1.47 N 

Soient (a, b) e €* x C. Soit / la similitude du plan représentée dans le plan complexe par az+b. 

- Si a - 1, / est la translation de vecteur d’affixe b. 

- Si a / 1, / admet un unique point invariant Q ( /(£2) = Q ) appelé centre de la similitude. De plus, dans ce cas, si 

1 . a est un argument de a, 

2. r est la rotation de centre O et d’angle a ( rn, a ), 

3. h est l’homothétie de centre Q et de rapport \a\ ( hn r \ a \ ), 

alors / s’écrit comme la composée de h et r : f = r o h - h o r. Le réel | a\ est appelé le rapport de la similitude et a 
est une mesure de l’angle de la similitude. En particulier, 

- si a € IR*, / est l’homothétie de centre Q et de rapport \ a\. 

^ - si \a\ - 1, / est la rotation de centre fl et d’angle a. 

Démonstration 

- Sia = 1, on reconnaît l’application étudiée dans la proposition 1.9. 

- Supposons maintenant a / 1 et recherchons les points invariants par f. Soit un tel point qu’on suppose d’affixe zq. zq est alors 

b 

solution de l’équation zq = azq + b. Cette équation possède une et une seule solution qui est zq = (car af 1 !). Notons O le 

point d’affixe zq. Q est donc l’unique point invariant de f. Soient M un point d’affixe z. Notons M ' le point d’affixe z' = f(z). 
On a : z' -zq ~ a(z-zq). Soient a un argument de a, h l’homothétie lia,|a| et r la rotation rn,| a | . Vérifions que f s’écrit comme 
la composée de h et de r . Notons z\ l’affixeder(M) etZ2 celle de h{r(M)). D’après les propositions 1.43 et 1.13 : 

z 1 -z 0 = e“ x (z-z 0 ) 

Z2-Zo = \a\(zi-z 0 ) 

donc 

Z2~ zq = \a\e m (z- zq) = a(z- Z q) 

ce qui prouve que Z2 = z' et donc que Z2 estl’affixe de /(M) On a donc bien montré que f = h°r. On montre de la même façon 
que /= r°h. 

Multimédia : On donne un rapport, un angle et un centre. On pointe avec la souris 
sur un z du plan complexe et le logiciel construit l'image de z par la rotation , 
puis l'image de ce point par l'homothétie 


En résumé 

i il faut savoir manipuler parfaitement les opérations suivantes sur les nombres complexes : addition, multiplication, 
conjugaison, calcul du module ou d’un argument, 
il faut connaître parfaitement les formules d’Euler et de Moivre. 

0 la fonction exponentielle complexe doit être bien maîtrisée. La technique de factorisation par les angles moitiés 
est d’un usage fréquent dans les exercices. 

4 il faut savoir calculer les racines carrées d’un nombre complexe ainsi que les solutions d’une équation du second 
degré à coefficients complexes. 

0 il faut avoir bien compris les groupes U et U„ tant au niveau algébrique que géométrique. 

ij|| les différentes transformations du plan doivent être bien maîtrisées ainsi que la traduction en terme d’affixe des 
notions d’angle ou de distance. 

Il est essentiel de compléter la lecture de ce chapitre par celle des paragraphes suivants de l’annexe B : 

1 Trigonométrie, voir paragraphe B.l page 1 155. 

0 Calculs de sommes, voir paragraphe B. 2 page 1158. 

||p Trigonométrie et complexes, voir paragraphe B. 3 page 1164. 

0 Calculs sur des polynômes, voir le paragraphe B.4.1 page 1168 consacré au trinôme du second degré ainsi que le 
paragraphe B.4.4 page 1176 consacré à la factorisation des polynômes grâce aux racines de l’unité. 
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1.11 Exercices 


1.11.1 Forme algébrique - Forme trigonométrique 

Exercice 1.1 MV I 

Donner l’écriture algébrique des nombres complexes suivants : 

1. zi = (|-2î)(| + |) 3. £3 = 1^37 5. z 5 = (2+i) 3 


2. Z2 = (1 — 2r) 2 

4. Z4 = JPÏ 

6. ze = (l + i) 2 -i2-i) 2 

Solution : 



1. Zi = i(7-5 î) 

3. z 3 = ^(l-3i) 

5. z 5 = 2 + 1 1 i 

2. z 2 = -3-4/ 

4. *4 = “0 -30 

6. ze = -3 + 6i 


Exercice 1.2 

On donne les nombres complexes 


z 1 = (Vë+iV2)l 


et 


z 2 = 


-l+is/3 
k + i & ' 

2 T i 2 


1. Mettre z\ et Z2 sous forme algébrique a+ i b. 

2. Déterminer le module puis un argument de z\, Z 2 et zi Z 2 . 

3. Déterminer le module puis un argument de Z = Z' = z%. Écrire Z et Z' sous forme algébrique. 


1 . Un calcul direct donne : z\ — \ i\/2 \ . De plus : Z2 = 


-l + iy/3 _ (- 1 +tv / 3)(|-t : ^) 


1 + i\É3 \. 


2. Il est alors clair que z\ - | v / 2e‘ Tl/2 | et que Z2-2{l/2 + \/3l2i) - \ 2e inl3 \ . 

3. Comme Z = z x lz 2 = v /2/2e' (It/2 - 7r/3) = V2/2e inl6 , il vient | |Z| = y/2/2 1 et | arg(Z) = tt/ 6 gn]] d’o 
. De même, Z' = z%= (2e in/3 ) 6 = 64e ,27t ~ | 64 | . 




Exercice 1.3 ■ Z> 

Déterminer le module et et un argument de z- 


Solution : Onmontre facilement quel + i\/3 = 2 e l ~3 etquel-i = \FLe l 3 d’où z - 2 10 e‘~^~ = 2 10 e car35n/3 = 
(36tt-7i)/3. Le module de z est donc 2 10 et un argument de z est - 



Exercice 1.4 ■ W 

1. Soit 0e [-Ji, tt] . Déterminer le module et un argument de : e lQ + 1 et e i0 -l. 

2. En déduire le module et un argument, pour 0 g ] - jt, jt [, de : 

cos0+ ï‘sin0+ 1 
cos0+ îsin0- 1 ' 


Solution : 

1. Par factorisation par les angles moitiés (voir proposition 1.25 page 30 ), on trouve : 

m ;0 ( ;0 :0 \ 0 ; 0 

z=e e + 1 = e l z le ? +e 2l=2cos-e2. 
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Il reste à étudier le signe de cos Comme 0 e [— tt, jt], alors | e [— tt/2, tt/2] et cos | s 0. Il vient donc : 
On montre de même que si z! = e' 0 - 1 alors : 


e 


e 

|z| = 2cos- 
2 

et 

arg(z) = - [2jt] 


z! = |e''2 - e“ ( 'zj = 2isin-e''2 = 2sin-eH2 + ?J. 

On étudie alors le signe de sin|. Comme G e [-ji,jt], sin9/2 S* 0 si 0 e [0,7t] et sin0/2 < 0 si 0 e [-jt,0[. Donc : 


|z'|=2 sin^ 

et 

ar g(z') = j 

| ^ + 71 [2ji] si 0 e [0, jt] 

i 8 + 3ji 

[2tt] si 0 e [ — 7x, 0 [ 





2. En utilisant les résultats de la question précédente, on obtient : 


_ cos0 + i sin0 + 1 _ e !0 + l _ e 1 ? 2cosf _ e _ f n 

’ cos0 + i sin0 - 1 ~ e i0 -l ~ e i| 2/sin| ” 2 


On obtient |Z| = |z| / \z'\ - I cotan -I etarg(Z) = arg(z) -arg(z') = 


J — tt/ 2 si 0 g [0,7i[ 

[-3? [2jt] si 0e ] — TT, 0[ 


Exercice 1.5 ■ V 

Trouver les entiers neN tels que (\/3+i) n soit réel. 


Solution : Comme \/3 + i = 2e 1 ^, si neN :(\/3 + i) n = 2 n e m ^ . Ce nombre est réel si et seulement si n\ = 0 [jt] 

c’est-à-dire si et seulement si n est un multiple de 6. 


Exercice 1.6 ■ 

On considère, pour G e U et neN, le complexe z - [1 -sin0 + /cos0]". Déterminer les réels 0 tels que Re(z) = 0. 


Solution : En utilisant la factorisation par les angles moitiés (voir proposition 1.25 page 30 ), on trouve : 
z—[l + e M2+W]n = 2«cos"(ji/4 + 0/2)e ( ' ntn/4+0/2) 

et donc : 

Re (z) = 2 n cos n (jt /4 + 0/2) cos(mi /4 + nG 12) 

Par suite : Re ( z ) = 0 si et seulement si \ 9 - 2A:jt + ji/2 | ou | 9= (2fc+ 1)ji/jj- jt/2~| où /ce Z. 


1.11.2 Polynômes, équations, racines de l’unité 

Exercice 1.7 Ç? 

Soit P le polynôme défini dans C par : 

P(z) = z 3 - z 2 + (5 + 7 i)z+ 10-2 i. 

1 . Montrer que P possède une racine imaginaire pure. 

2. En déduire une factorisation de P de la forme P(z) = (z-2i)Q(z) où Q est un polynôme du second degré à 
coefficients complexes. 

3. Résoudre alors P(z) = 0 et factoriser complètement le polynôme P sur C. 

Solution : 

1 . Le nombre complexe \ 2 i \ est une racine de P. 

2. P admet alors une factorisation de la forme P [z] - (z-2 i)Q(z) avecQ(z) = az 2 + bz+c un polynôme à coefficients 
complexes à déterminer. Par identification, on montre que Q (z) = z 2 + (-1 + 2 i)z + 1 + 5 i. 

3. En appliquant le théorème de résolution des équations du second degré à coefficients complexes, on trouve que 
les racines de Q sont -1 + i et2-3i. On a donc : | P - (z-2i) (z + 1- i) (z-2 + 3Q | . 
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Exercice 1.8 ■ V H 

Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants : 

1. z\ = —3 + 4 / 3. Z 3 — —24 — 10 ; 

2 . Z 2 = -5- 12 i 4. Z 4 -- i 


Solution : 

1. On utilise la méthode vue en cours. Soit Z-X+iY une racine carrée de z\ . (X, Y) vérifie le système : 

f X 2 + Y 2 — 5 
< X 2 - Y 2 = -3 . 

[xY >0 


Par addition-soustraction des deux premières équations, il vient que 2X 2 - 2 c ’est-à-dire X-±l et 2Y 2 - 8 c ’est-à- 
dire Y- ±2. On utilise alors que XY > 0 et on trouve que |z= 1 + 2^] ou |z = -l-^7~| . Réciproquement, on vérifie 
que ces deux solutions conviennent. 

2. On procède de même et on trouve que les deux racines carrées de zz sont | 2-3; | et | -2 + 3; | 

3. On procède encore de la même façon et on trouve que les deux racines de za, sont 1 1-5; | et | -1 + 5; | . 

4. On peut procéder comme avant. Mais on peut aussi utiliser la forme exponentielle de - i qui est -i - e' 3jl/2 donc 
Z = pe' fl est une racine carrée de - i si et seulement si 


P =1 

[20 = ^ [2jt] 

et alors p = 1 et Q - 3tt/4 [tt] . Donc Z = e ,37t/4 ou Z - e' 7lt/4 ce qui donne, sous forme algébrique Z — 
ou Z - -(-! + ;) . On vérifie réciproquement que ces deux solutions conviennent. 


Exercice 1.9 ■ Z> 

Déterminer les racines des polynômes suivants : 


1. z 2 + iz + 5-5i 3. z 2 - iz+l-3i 

2. z 2 + z-iz-5i 4. z 2 -3iz-3-i-0 


Solution : 

1. Le discriminant de z 2 + iz + 5-5 ; est A = -21 + 20;. Une racine carrée de A est 2 + 5 i. Les racines du polynôme 
sont donc : | 1 + 2 ; | et | - 1 - 3 ; | . 

2. Le discriminant de z 2 + z - iz - 5 ; est A = 18 ;. Une racine carrée de A est 3 + 3 i. Les racines du polynôme sont 
donc : | 1 + 2 ; | et \-2-i | . 

3. Le discriminant de z 2 - i z + 1 - 3 ; est A = -5 + 12 ; . Une racine carrée de A est 2 + 3 i . Les racines du polynôme 
sont donc : 1 1 + 2 ; | et | - 1 - ; 

4. Le discriminant de z 2 - 3 iz - 3 - i - 0 est A - 3 + 4 ;. Une racine carrée de A est 2 + i. Les racines du polynôme 
sont donc : 1 1 + 2 ; | et | - 1 + ; 


Exercice 1.10 ■ !■ 

Déterminer : 

1. Les racines troisièmes de -8. 2. Les racines cinquièmes de -i 3. Les racines sixièmes de i+ ~^ 

Solution : Soit z - pe‘ e e C avec p e IR* et 0 e IR. 

1. On a -8 = 8e in et z est une racine troisième de -8 si et seulement si p 3 = 8 et 30 = ti [2tt] . Il vient alors p - 2 
etQ- ji/3 [2ji/3], Donc z = | 2e M3 \ ouz = 2e ( ' t27l/3+n/3] = 2e in = \^2\ ou z = 2e mnl3+lll3) = 2e i5nl3 = \ 2e~ in ' 3 | . 
On vérifie réciproquement que ces trois nombres conviennent. 
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2. Comme - i-e on a : z 5 = - i si et seulement si p 5 — 1 et 56 = - f [2tt] c’est-à-dire si et seulement sip-1 et 

0 = - yjj [ ] . Les cinq racines cinquièmes de - i sont donc : | e ‘ C4fc ~ 1) Tü~j avec k g [0, 4] . 

3. De même, on montre que |+ ~^ = 2e~^~ . Par conséquent, z 6 = si et seulement si p 6 = 2 et 60 = [2n], 

cj — tt r tt i -4 I ■ (3fc+l)n 1 

c ’est-à-dire si et seulement si : p = v 2 et 0 = ^ [ f J . Les six racines sixième de y— ^ sont donc : \e a | avec 
k g [0, 5] . 


Exercicel.il 

Résoudre dans € l’équation 


(z - 1) 6 + (z - 1) 3 + 1 = 0 (*) 


Solution : Posons Z = (z - 1) 3 . L’équation devient alors Z 2 + Z + 1 = 0 qui admet deux solutions :Z\ - + - e 3 

, m _2in , , • (6fc+2)ji 

et Z 2 — — 2 - if = e ~3~ . On a alors (z- 1) = Zi ou (z - 1) = Z 2 . La première équation amène : \ z-e a +1 1 

avec k g [0,2] et ta seconde : \ z= e*~à ^ + 1 1 avec k g [0,2], On vérifie réciproquement que ces six nombres sont 
solutions de (*). 


Exercice 1.12 I W 

1. Résoudre dans C, l’équation 

(l + iz) 5 = (l-iz) 5 (*) 

2. Eu déduire les valeurs de tan — et tan — , que l’on exprimera sous la forme : 


\J p + qVn, in, p, q) g N 2 x Z 


( 1 . 1 ) 


3. En déduire la valeur de tan — . 

10 


En posant 0 .) = e‘~5~ , il existe kt [0,4] tel que : 
Alors : 


U = to fc 
. w k - 1 


On vérifie réciproquement, que 


kn 


est solution pour k e]0,4[. 


2. Résolvons de façon différente l’équation (★) en développant les deux membres à l’aide de la formule du binôme 
de Newton : 


1 + 5(iz) + 10(iz) 2 + 10(tz) 3 + 5(iz) 4 + (iz) 5 
= 1 - 5 (iz) + 10(tz) 2 - 10(zz) 3 + 5 ( iz) 4 - ( izf 
<=> 5iz+ 10(zz) 3 + (iz) 5 = 0 
<=► z [z 4 - 10z 2 + 5] = 0 

Et si z est une solution non-nulle, Z- z 2 est racine du trinôme 
Z 2 -10Z + 5 = 0 


qui possède deux racines réelles : 
et donc, les racines de (★) sont : 


Zi=5-2\/5 Z 2 = 5 + 2 V 5 


0, ±\J 5 + 2V5, ±\J 5-2V5 
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Comme tan — est strictement positif pour k- 1,2, et comme tan — < tan — , on trouve que 


tan — - y 5- 2\fb 


n— = ^5 + 2^5 


3. En utilisant la formule de trigonométrie : 


avec 0 = — , et en posant A = tan — , A doit vérifier : 

10 10 

V / 5-2\/5A 2 +2A-V / 5-2\/5 = 0 
et A est alors la seule racine positive de ce trinôme : 


V5-2 


V5-2V5 


Exercice 1.13 I W 13 

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z e <C : 


(z+i\ (z+i\ 


2. (z+ t)" = (z-i)" 


z-i Vz- 


1 . Soit z une solution de la première équation. On a nécessairement z ^ i car i n 'est pas une solution de 1 ’ équation . 

Posons Z = Z + 1 . Ce complexe vérifie 1 + Z + Z 2 +Z 3 =0. Remarquons que Z / 1 car il n ’ existe pas de complexe 
z-i 

z tel que Z+ [ - 1. Donc 1 + Z + Z 2 + Z 3 = — — — et Z vérifie : 1 - Z 4 = 0. Le complexe Z est donc une racine 

z 1 Z+l 

quatrième de 1 ’unité différente de 1, ce qui amène Z - On écrit ensuite que z = i — — - et on trouve les 

trois solutions | z - 1,0, -T] . On vérifie réciproquement que ces trois nombres sont solutions de l’équation. 

2. Considérons maintenant une solution z de la deuxième équation. Comme précédemment, il est clair que z ^ i. 
Posons U = — . Il vient alors U" = 1 et donc U est une racine n-ième de 1 ’unité différente de 1 : U = e 2 avec 


k e [1, n - 1] . On écrit alors que 


U + l 


Après factorisation par 1 ’ angle moitié, on trouve que z e j cotan — ; /c e [0, 1] j> . On vérifie réciproquement 

que ces nombres sont solutions de l’équation. 


Exercice 1.14 W 

Résoudre 


Solution : W On remarque que z - 0 est une solution de cette équation. Supposons alors z # 0. En prenant les 
modules, on a : |z| 3 = |z| = |z| et donc :\z\ = 1. Si z est solution, alors en multipliant par z on trouve que z 4 = |z| 2 = 1 
d’où z e {1, On vérifie réciproquement que ces solutions conviennent. L’ensemble solution de l’équation est 

donc : | {0,1, | . 


Exercice 1.15 ■ V 

Soit o) une racine n-ième de l’unité différente de 1. On pose 

S=Y, (fc+ l)w*\ 

k = 0 
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Déterminer une valeur de S. 

Indication 1.9 : On pourra calculer (1 - to) S. 


Solution : 


et S = 


(l-w)S = ( 1 -10) £ (Jfc+l)w* 

fc =0 

= ^(fc+D^-w^ 1 ) 

= (1 — (U) + 2 (tt) — u 2 ) + 3 (o) 2 - (o 3 ) + ... + « (io” _1 - w”) 

= 1 + (i) + ü) 2 + ... + ü)"~ 1 +mo” par télescopage 


= n 


Exercice 1.16 ■ W I 

Soit n e N, ns2. Calculer le produit des éléments de U„. 


Solution : 


ÇeU„ fc=0 fc=0 

1 = = e «n-m = | | 


Exercice 1.17 

Résoudre dans € l’équation 


1 + 2z + 2 z 2 H — + 2z” ^ + z n — 0 


Indication 1.9 : Multiplier par (1 - z). 


Solution : Soit z une solution de l’équation. Comme 1 n’est pas solution de l’équation, nécessairement z ^ 1. En 

multipliant l’équation par (1 - z), on se ramène à l’équation équivalente : 

(l + z)(l — z”) = 0 

Les solutions de cette équation sont les racines n-ièmes de l’unité différentes de 1 ainsi que -1. 


Exercice 1.18 ■ W I 

2(71 

Pour n S 2, on note (o-e » . Calculer les sommes suivantes : 

Si = X> fcp (peZ), S 2 =X S 3 = Lie/- 1 !- 
*= o k=a K k=o 


Solution : 

• La première somme est géométrique de raison co p . La raison est différente de 1 si 
multiple de n. Alors 

ojP” - 1 | 1 

et seulement si p n ’ est pas un 

Si p est un multiple de n, on trouve Si - n. 

• La deuxième somme se calcule grâce à la formule du binôme : 




-2" cos” - - 1 


en utilisant la factorisation par l’angle moitié 
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• La troisième somme se calcule en remarquant que 

|co fc — 1 1 = 2 1 sin — | =2sin — 


La première égalité est une conséquence de la factorisation de l’angle moitié et la seconde provient du fait que sinus 
est positif si k e [0, n - 1] . On introduit alors la somme E des exponentielles imaginaires correspondante que l’on 
calcule et finalement, 


E = 2£e 


lie 2 n 

sin ^ 


S 3 = Im (E) — 


2cotan(^-j 


Exercice 1.19 ■ Ws? ■ Racines primitives de l’unité 

Soit neN, nsi et soit (ne U„. On dit que w est une racine primitive n-ième de l’unité si et seulement si toute racine 
n-ième de l’unité s’écrit comme une puissance de co. Autrement dit : 

U„ = jw fc | k£ zj 


Soit k£ [0, n - 1] . Montrer que o.) -en est une racine primitive n-ième de 1 ’ unité si et seulement si k est premier 
avec n. 


Solution : 

| => | Par contraposée, si k et n ne sont pas premiers entre eux, alors ils admettent un diviseur commun d^± 1 : n-dn' 
et k- dk' avec n', k' e N. En particulier, w n ' = (e™« : d ] - 1 et 


{w r | r g N} c g QJ„ 


car n' < n. On en déduit que w n 'est pas primitive. 

| <= | Si k et n sont premiers entre eux alors d’après le théorème de Bézout, il existe a, b g Z tels que ak + bn-1. Donc 
pour tout l g [0, n—\\, 

I 2 ikn\ al _ 2 ikaln _ 2i(l -bn)ln _ 2iln 


et (o est bien primitive. 


Exercice 1.20 ■ H 

Posons a) = e~ et considérons X = w + w 2 + w 4 et Y = to 3 + w 5 + w 6 . 

1 . Montrer que Y -X et que ImX > 0. 

2. CalculerX+Y et XY. En déduire que X et Y sont solutions d’une équation du second degré puis calculerX etY. 

3. Exprimer ReX en fonction de cos 

4. En déduire que cos ^ est une racine du polynôme 8x 3 + 4x 2 - 4x - 1 = 0. 


Solution : On remarque que w est une racine septième de l’unité. 

1. On remarque que w = w 6 , w 2 = œ 5 et œ 4 = w 3 . Il est donc clair que Y = X. Par ailleurs, comme g [0, jt], 
on a : sin 22 > 0 et sin 4^ > 0. De plus | sin ^ | = sin ^ < sin ^ car sin est croissante sur [0, j]. Donc ImX — 
sin ^ + sin ^ + sin ^ > 0. 

2. On applique le cours : 1 + to + w 2 + w 3 + w 4 + w 5 + w 6 = -j- ^ = 0 car wi 7 -1. Il vient alors que X + Y = - l.Par 

ailleurs 

XY = œ 4 + co 5 + œ 6 + 3co 7 + w 8 + w 9 + œ 10 = w 4 + w 5 + w 6 + 3 + w + w 2 + w 3 = 2. 

En utilisant les relations entre les coefficients et les racines d’un trinôme du second degré, on obtient que X et Y 

sont racines du trinôme X 2 + X + 2. On en déduit que, comme ImX > 0, X = - 1 + i et que Y = - \ - i ^ . 


3. Remarquons que Re (oj 4 ) = Re (or 3 ) . Donc : 

ReX = Re (co + w 2 + co 4 ) 

= Re (co + co 2 + co 3 ) 

271 2ti 2ji 

= COS I-COS2 — +COS3 — 

7 7 7 

2 TT -) 2tt o 2it 2ti 

= cos — +2 cos 1 + 4COS 3cos — 

7 7 7 7 

o 271 9 271 271 

= 4 cos — 1-2 cos 2 cos 1 

7 7 7 

4. Comme Re(X) = -1/2, l’égalité précédente devient : 

1 O 271 2 271 2ti 

— = 4cos — +2cos 2cos 1 

2 7 7 7 

Soit : ^ 2jt 

8cos 3 — +4cos 2 4cos 1 =0 

7 7 7 

et on prouve que cos est une racine du polynôme. 


1.11.3 Application à la trigonométrie 

Exercice 1.21 ■ 

Pour xeR, linéariser les expressions suivantes : 

1. sin 2 x 3. sin 4 jc 5. cosxsin 2 x 

2. cos 4 x 4. sin 5 x. 6. cos 2 x sin 2 x 


7. cos a cos 

8. cos a cos b cos c 


Solution : 

1 . Par la trigonométrie : sin 2 x = (1 - cos(2x)) / 2 

2. On utilise les formules d’Euler et la formule du binôme : 


= — e i4j; + 4e* 2 * + 6 + 4e“ 2u: + e 



5. On calcule 


\e +e 




— (cos(3x) - cos(x)) 


6. De même : cos 2 x sin 2 x = 


7. Par la trigonométrie ou en utilisant les formules d’Euler : cos a cos b - 

8. On utilise les for mules d’Euler : 


- (cos (a - b) + cos (a + b)) 


cosacosbcosc- 


- (cos (a - b - c) + cos (a - b + c) + cos (a + b - c) + cos (a + b + c)) 
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Exercice 1.22 ■ ■ 

Pour tout x e IR, transformer : 

1. cos(3x) en un polynôme en cosx. 

2. sin(3x) en un polynôme en sinx. 

3. cos(4x) en un polynôme en cosx. 

Solution : 

1. D’après la formule de Moivre et la formule du binôme : 

cos(3x) + i sin(3x) = (cosx+ /sinx) 3 

= cos 3 x + 3 J sin xcos 2 x - 3 cos xsin 2 x - i sin 3 x 

et il vient en identifiant les parties réelles et imaginaires : cos(3x) = cos 3 x-3cosx sin 2 x mais sin 2 x — 1 -cos 2 x 
donc | cos3x = 4cos 3 x-3cosx| . 

2. Il vient aussi sin(3x) = 3 sin x cos 2 x - sin 3 x. Comme cos 2 x = 1 - sin 2 x, on obtient : | sin(3x) = 3sinx-4sin 3 x | 

3. On procède de même que dans la première question et on trouve | cos(4x) - 8 cos 4 x - 8 cos 2 x + 1 1. 


Exercice 1.23 ' <2 ! Équations trigonométriques 

Résoudre dans l’ensemble des nombres réels les équations trigonométriques suivantes : 


1. cos(2x) + cos(x) = 0 

2. sinxcosx=l/4 

3. tan(3x-f) = tan(x+Tp) 

4. cosx-\/3sinx= 1 


5. cos(2x-f)=sin(x+2f) 

6. sinx- l/sinx = 3/2. 

7. sinx + sin3x = 0 

8. 3cosx- \/3sinx = \/6 


1 . cos(2x) + cos(x) = 0 <=> cos (2x) = -cos(x) <=> cos(2x) = cos(x + Jt) <=> 2x = x + ti [2ji] ou 2x = -x- 
7T [231] <=>■ x = 71 [231] oux=-f fyp], 

2. D ’ après les formules de trigonométrie, cos x sin x = sin (2x) 12 donc cos x sin x = 1 /4 <=> sin (2x) = 1/2 <=> 2x = 
ti/6 [2ti] ou 2x = 7T-7T/6 [2tt] <=> x = ti/12 [tt] ou x = 5tt/12 [tt], 

3 . tan(3x- |) = tan(x+ o 3x- | = x+ ^ [tt] <=> 2x = tt [tt]<=>x = 0 [p], 

4 . cosx- \/3 sinx = 1 <=» |cosx- ^sinx = \ <=> cos | cos x - sin | sin x = cos y <=> cos(| + x) = cos| <=► 
| + X=| [2tt] ou § + x = -§ [2tt]«>x = 0 [2ti] ou x=-^[2tt] 

5. cos(2x- |) = sin (x + •<=> cos(2x- y) = cos(| -(x+ y 1 )) <=> cos(2x- |) = cos(-x- f) <=> 2x - f = 

-x-f [2 tt] ou2x-f = x+f [2 ti] <=> x = yg [^] oux=§ [2 ti] 

6. On suppose que x/0 [tt] On a : sinx - 1/ sinx = 3/2 <=> sin 2 x - 1 = 3/2sinx<=> sin 2 x- 3/2 sinx - 1 = 0. On 
effectue le changement de variable X = sinx et on cherche les racines du trinôme X 2 - 3/2X- 1 = 0 .On trouve 2 
et -1/2. Seule la deuxième racine amène des solutions pour notre équation. On résout alors sinx = -1/2 et on 
trouve x = -ti/6 [2ti] etx = 7r/6 + 7i [2tt] = 7tt/6 [2tt]. 

7. Cette équation se traite comme la première. On trouve x = 0 [ | ] 

8. On multiplie les deux membres de l’équation par et on effectue alors des calculs similaires à ceux de la 

troisième. On trouve x = -^ [2tt] ou x = - [2tt] . 


Exercice 1.24 ■ W I Équations trigonométriques 

Résoudre les équations trigonométriques suivantes : 

1. cos(2x) + cos(x) = -l 2. cos 4 x + sin 4 x = 1 3. cosx + cos2x + cos3x = -1 


Solution : 

1 . On utifise les formules de duplication : cos(2x) + cos(x) = -lo2 cos 2 x - 1 + cos x = - 1 <=> cos x (2 cos x + 1) = 
0<=> COSX = 0 OU COSX = - \ <=> x = | [3l] OU X = (7T + |) [231] = yp [2 tt] OUX = -y [2 ti]. 
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2. On utilise les linéarisations effectuées dans 1 ’ exercice 1.21 et on obtient : cos 4 x + sin 4 x = 1 <=> cos(4x) m 1 <=> 
4x = 0 [2 ji] <=>x = 0[jt/2]. 

3. On utilise les calculs de 1 ’ exercice 1 .22. On sait que cos(2x) = cos 2 x - 1 et que cos(3x) = 4 cos 3 x - 3 cos x, donc 
cosx + cos2x + cos3x = -1 <=> 2cos 3 x + cos 2 x-cosx = 0 <=> cosx(2cos 2 x + cosx- 1) = 0. Afin de résoudre 
2 cos 2 x + cos x - 1 = 0, on pose X = cos x et on cherche les racines de 2X 2 + X - 1 = 0 qui sont 1/2 et - 1 . Donc 
2cos 2 x+cosx- 1 = 0 si et seulement si cosx = 1/2 <=> x - ±tt/3 [2ji] ou cosx = -1 <=> x = tt [2tt]. Finalement 
les solutions de l’équation initiale sont : x = ti/2 [ji], x = ±ji/3 [2tt] et x = Jt [2ji]. 


Exercice 1.25 

Soient neN etQeM\ 2jiZ. 
1. Montrer que: 


2. En déduire : 


te m 

k = 0 



£cos(fc0) et £sin(fc0). 


3. En déduire : 


£ ksinkQ. 
fc= o 


1. Comme 0 e IR \ 23iZ, e M / 1 et en reconnaissant la somme des n+1 premiers termes d’une suite géométrique de 
raison e i0 , on a : 


, (n+pe (n+l)8 


L = Z 1 


2. Par ailleurs : 


£cos(fc0) = Rel£e a ' 0 J = 
f sin(fc0)=lm \£e ike = 


2 ) sinf 


3. Pour la dernière somme, il suffit de dériver l’égalité ZJ? =0 COS (W)) = cos^rcfj 
rapport à 0. On trouve alors 


sin^J^ 1 
sinê 2sinl 2 


" 1 [2n+ 1) cos (2n + 1)9 sin § - sin ( 2n +0 0 C os | 

£ ksinkQ =- rTi . 


Exercice 1.26 

On pose 


l<? 


= cos — C - tan - 


1. En utilisant la trigonométrie, montrer que A vérifie une équation du second degré. 

2. Exprimer A , B , C en utilisant des racines carrées. 


Solution : 

1. Pour tout x £ U, on a la formule cos (2x) = 1 -2sin 2 x. Appliquée à x - jt/12, il vient que sin 2 (ji/12) = 
(1 - cos (ji/6)) 12. Donc sin(3i/12) est une solution de X 2 - (2 - \/3) /4 = 0. 
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2. On résout cette équation. Ses deux solutions sont X = ± — 


. Comme sin(7i/12) > 0, il est clair que 


Pour calculer cos ( 71 / 12), on utilise alors la formule fondamentale de la trigonométrie et 


le fait que ce cosinus est positif. On trouve 


cos (71/12) = \J 1- sin 2 (ji/12) = yj 1 - = 


/2+V3 


Enfin, d’après la définition de la fonction tangente, il vient que 
sin (ti/ 12) _ 


tan ( 71 / 12) = 


cos (tt/12) 


Exercice 1.27 I W I 

Calculer la somme 


S=£ cos 2 — 


4 kn 1 4 2k 1 4 r 2iM _2ikn\ 1 ® 2ikjL 

S = X> 8 7 = ; L l 1 + cos — ) *$+ 4 L ( e 9 +e 9 ) = 2+ 4 L e 9 


la dernière égalité étant conséquence du fait que 

_ i2n i2x8xn i2x2xn i2x7n _i2x3xj 
e “5 “ -e 5 ,e 9 =e , e 3 


et e 5 — e 5 

(Placer les racines neuvièmes de l’unité sur un dessin !). On trouve alors par application du cours : 

2ikn 


7 i s 2 ucz m 


Exercice 1.28 IW H 

Pour tout ieR, calculer les sommes suivantes : 


3. S 3 = L? 0 C ° S f X (avec x / tt/2 [ti]). 

COS* X 


4. S 4 = L£_ 0 -r- (avec x ? tt/2 [ti]). 

* cc\q k y 
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Exercice 1.29 ■ W I 

Calculer V ne N*, £ (-l) p cos”(— ]. 

B=0 V ” ^ 



1.11.4 Application des nombres complexes à la géométrie 

Exercice 1.30 i 

Sot z un nombre complexe non nul. Placer sur un dessin les points d’afûxes respectives 

1. z, -z, z et -z. 

2. z, 2 z, iz, izetz+ 1 + i et y/ 2(1 + i) z. 

3. z, z -1 , zetz 3 si \z\ - 1. 


| Solution : Pour tout 1 ’ exercice , on appelle M le point d ’affixe z. 
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1 . On utilise que z est déduit de z par la symétrie d’axe 
les abscisses et que -z est déduit de z par la symétrie 
de centre O. 


2. Multiplier z par un réel non nul k revient à ap- 
pliquer au point M l’homothétie de centre O et 
de rapport k. Multiplier z par i revient à appli- 
quer à M la rotation de centre O et d’angle nl2. 
Ajouter au complexe z un complexe zq revient 
à appliquer à M une translation de vecteur d’af- 
ûxe zq. Comme \/2(l + i) — 2e‘ nl4 , multiplier z 
par V2(l + i ) z revient à appliquer à z la simil- 
itude de centre O, de rapport 2 et d’angle ni 4. 


3. Si z e U alors d’après le cours, z~ x = z. Par ailleurs, 
z = e' e où 0 est un argument de z. Donc z 1 2 3 - e 3 ‘ e et 
on peut alors placer le point d’aftixe z 3 . 



Exercice 1.31 ! 

Déterminer et représenter les ensembles de nombres complexes : 


1. Ei = {zeC | z- z}. 

2. E 2 = {zeC | \z\ «4}. 

3. E 3 = {z e C | \z—l] = \z+ 1 1(. 


4. E 4 = {z e C | |z— l + 2i| = 1}. 

5. E 5 = {zeC | Imz = -1} 

6. E 6 = {zeC | arg(z) = ti/4 [ji]} 


7. E 7 = {ze€ | arg(z) = tt/3 [2ti]}. 

8. E 8 = {ze C | arg(z- 1) = ti/6 [tt]} 

9. Eg = {ze C | arg(z- 1 + 2/) = ti/2 [2ji]} 


Solution : Dans toute la solution, on appelle M le point d’aftixe z. 

1 . Un complexe est égale à son conjugué si et seulement si il est réel donc Ei = R. 

2. On applique le cours : E 2 est le disque fermé de centre 0 et de rayon 4. 

3. Si A est le point d’aftixe -1 et B celui d’aftixe -1 alors |z- 1| = |z+ 1| si et seulement si d (M, A) = d Donc 
M est un point de la médiatrice du segment [A, B] , c’est a dire de l’axe imaginaire, donc E 2 — /R. 

4. D’après le cours E 3 est le cercle de centre le point d’aftixe 1 - 2 i et de rayon 1. 

5. L’ensemble E 3 est constitué de la droite passant par le point d’aftixe -i et parallèle à l’axe réel. 

6. L’ensemble Eg est la bissectrice principale. 

7. L’ensemble E7 est la demi-droite d’extrémité l’origine et formant un angle de tt/ 3 avec l’axe des abscisses. 

8. L’ensemble Eg est l’image par la translation de vecteur i de la droite passant par l’origine et le point d’aftixe 
(\/3+ /) 12 angle de ji/ 3 avec l’axe des abscisses. 

9. Enfin l’ensemble Eg est l’image par la translation de vecteur ~u (1-2/) de la demi droite [Oy). 
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Exercice 1.32 ■ Z> 

Soient A (1 + i) et B (4 + 3 i) . 

1 . Trouver 1 ’affixe du point C pour que le triangle ABC soit équilatéral direct. 

2. Trouver T affixe des points D et E pour que le quadrilatère ABDE soit un carré direct. 


Solution : 

1. Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si C est déduit de B par une rotation de centre A 

avoir Zc = e ,Tl/3 (zb - za) + z,\. Après calcul, on trouve que T affixe de C est 

. Réciproquement, on vérifie que ce point convient. 

2. Le quadrilatère ABDE est un carré direct si et seulement si on a en même temps : 

- le point D est l’image de A par une rotation d’angle -n/2 et de centre B. 

- le point E est l’image de B par une rotation d’angle ni 2 et de centre A. 

On trouve alors zd = -î (za~zb1 + zb c’est-à-dire | z D = 2 + 6/ 1 et ze - i (zb - z A ) + z A c’est-à-dire \ zu = 3-2/ |. 
On vérifie réciproquement que ces deux points conviennent. 


et d’angle Pi 13 donc on doit 
z c = 5/2 - VU + (2 + 3/2^) i 


Exercice 1.33 ■ V 

Calculer la longueur d’un côté d’un polygone régulier à n sommets inscrit dans le cercle unité. 


Solution : On calcule pour cela : 


1 in ( _in in\i 


Exercice 1.34 ■ V 

Soit ABC un triangle direct. On construit à l’extérieur de ce triangle les triangles ARC et BSC isocèles et rectangles 
respectivement en R et S. Si T est le milieu de [AB] , montrer que RST est rectangle et isocèle en T. 



Solution : Quitte à effectuer une translation, une rotation et une homothétie, on peut supposer que T affixe de T est 0, 
celle de A est -1 et celle de B, 1. On note c, r, s les affixe s respectives de C, R et S. Comme ARC est isocèle et rectangle 
en R, C est déduit de A par une rotation de centre C et d ’ angle ni 2. Donc c - r = i (- 1 - r) . De même, B est déduit de S 
par une rotation de centre S etd’anglen/2, donc l-s= i (c- s). On déduit de ces deux relations que 


Il est alors clair que is-r donc R est l’image de S par une rotation de centre T et d’angle nl2. Autrement dit, RST est 
rectangle et isocèle en T. 


Exercice 1.35 ■ W I 

Trouver tous les nombres complexes tel que les points M, N, P d’afûxes respectives z, z 2 et z A sont alignés. 


Solution : Il est clair que z - 0 et z — 1 sont solutions du problème. On suppose dans la suite que z / 0 et z / 1. 
On utilise la condition d’alignement de trois points dans le plan complexes et on trouve que M, N, P sont alignés si et 
seulement si [z 4 - z 2 ) / (z - z 2 ) e K (Remarquons que z - z 2 / 0 car z est différent de 0 et 1), c ’est-à-dire si et seulement 
si il existe a g IR tel que -z(z+ 1) = a. Résolvons 1 ’ équation z 2 + z + a = 0 pour a g IR. Son discriminant est A = 1 - 4a. 
Si An O, c’est à dire si a « 1/4, alors z = -l/2±\/l/4-a. Si A < 0, c’est à dire si a > 1/4, alors z = -1/2+ îV-l/4 + a. 
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) 1 / 4 1 

1 1/4 

-Enbleuf i:{ ]o ° a 1/4] _ * 1/2+ . 

n/1/4 — ex “ En bIeu : { 

[1/4, +oo[ — * IR 


a » — * \/-l/4 + a 

c , ( ]-oo,l/4] — K 

- En rouge f 2 :l a _ _ m _ 


( [1/4, + 00 ] — R 

- \/l/4 — ex rouge g2 • 

( a — * V-l/4 + a 

Donc, en faisant varier a, si a « 1/4, on voit que tous les réels sont solutions de l’équation. Si a > 1/4, alors tous les 

complexes de la forme -112+ ai avec 

a e IR* sont solutions de l’équation. On en déduit le lieu recherché : M, N, P 

sont alignés si et seulement si M est sur la droite réelle ou alors sur la droite passant par (-1/2,0) et parallèle à l’axe 

imaginaire. 




Exercice 1.36 V I Construction à la règle et au compas du pentagone régulier 

1. (a) i. Résoudre dans C l’équation z 5 - 1 O). 

ii. Posons (o = cos (^?) + i sin(^). Montrer que l’ensemble solution de l’équation (*) est: {l,co,co 2 ,co 3 ,co 4 }. 

iii. Représenter {l,co,co 2 ,to 3 ,to 4 } dans le plan complexe. 

iv. Calculer : 1 + co + co 2 + co 3 + co 4 . 

(b) On pose a - co + co 4 et P = co 2 + co 3 . 

i. Déduire de 1 (a )iv que a et P sont solutions de Z 2 + Z - 1 = 0 O *). 

ii. Exprimer alors a en fonction de cos (^) et p en fonction de cos (^P) 

( c ) Résoudre l’équation (**) et en déduire une valeur exacte de cos ( 4 ?). 

2. (a) On désigne par Ao, Ai, A2, A3 et A4 les points d’affixe respective 1, co, co 2 , co 3 et co 4 . 

i. Par quelle transformation simple passe-t-on de Ao à Ai ? puis de Ai à A 2 ? Généraliser ce résultat. 

ii. Quelle est l’abscisse du point H intersection de la droite (Ai A4) avec l’axe des abscisses ? 

(b) Soit le cercle de centre Q d’affixe et passant par le point B d’affixe i. On désigne par M et N les 
points où fo rencontre l’axe des abscisses, M ayant une abscisse positive. 

i. Prouver que M a pour afüxe a et que N a pour abscisse p. 

ii. Prouver que H est le milieu de [OM] . 

iii. Déduire de ce qui précède la construction à la règle et au compas d’un pentagone dont on connaît 
le centre O et un sommet Ao. Effectuer cette construction en se plaçant dans un repère orthonormal 
direct (0,T,j*) avec T = OAq. 


Solution : 


C 21 K 71 

(a) i. Les solutions dans C de l’équation z - 1 sont les 5 racines cinquièmes de l’unité : e 5 , k e [0,4] . 

. 2ni 2ikit , 

ii. Il est clair que co = cos + i sin(^PJ = e 5 . Il est aussi clair que, pour tout fce [0,4], e 5 = co. 

iii. Voir 1.10 page 34. 

iv. On reconnaît une somme géométrique de raison co donc : 1 + co + w 2 + a> 3 + co 4 = (l - te 5 ) / (1 - co) mais 
comme co 5 = 1, il vient : 1 + co + co 2 + co 3 + co 4 = 0. 

(b) Posons a = co + co 4 et P = co 2 + co 3 . 

2 i7t . 8 in _2in . ~ 4ztt « 6z"7t 

i. Ona:w-e~^~ etw =e~^~ -e . Il est alors clair que w = w . De même, w = etco 3 = e _ 5 _ = 



ii. On a a 2 + cc-l = (co + co 4 ) 2 + (co + co 4 ) - 1 = co 2 + 2co 5 + co 8 + co + co 4 - 1 = co 2 + 2 + co 3 + co + co 4 - 1 = 
1 + co + co 2 + co 3 + co 4 = 0. Donc a est solution de Z 2 + Z - 1 - 0. On fait de même pour p. 


56 


in. On a a = w + w 4 = w + co = 2cos et P = tu 2 + tu 3 = a > 2 + co 2 = 2cos (^) 

(c) Les racines de Z 2 + Z- 1 sont (-1- \/5) 12 et (-1 + \/5) 12. Comme e ]0 ,tt/2[ et que ^ e ]jr/2,jr[, il vient: 

cos = (-1 + \/5) /4 et cos ^ = (-1 - \/5) /4. 

2. (a) i. On passe de Ao à Ai, puis de A\ à A 2 , puis de A{ à Ai + i par une rotation de centre O et d’angle 2nl5. 

ii. L’abscisse du pointH intersection de la droite (A 1 A 4 ) est l’abscisse de Ai qui vaut cos = (-1 + \/5) / 4. 
(b) i. Par application du théorème de Pythagore dans le triangle QOJ, on obtient que le rayon du cercle est 
V5I2. Donc l’afûxe de M est -112 + V5I2 - a etl’afûxe de N est -1I2-V5I2 = P 

ii. L’afûxe du milieu de [OM] est (0 + a) 12 = (- 1 + \/5) / 4 ce qui correspond à l’afûxe de H.. 

iii. Pour construire un pentagone réguûer à la règle et au compas, on commence par tracer le cercle unité 
^0 de centre O et passant par Ao. On place ensuite le point B d’afûxe i et le point Cl d’afûxe -1/2. On 
trace le et le milieu £1 passant par B ce qui nous permet de construire les points M et N. On lève les 
perpendiculaires à l’axe des abscisses passant par M et N. Ces perpendiculaires intersectent le cercle 
unité en les points Ai, A 2 , A 3 et A 4 . 


Exercice 1.37 ■ W Propriété de l’angle au centre 

Dans le plan muni d’un repère orthonormal direct (O, T, y), on considère un cercle de centre fl, de rayon R > 0 et 
trois points A, B, M e c iS . Prouver la propriété de l’angle au centre : 

fe,fœ]=2(MA,MB| [2 ti] 


Solution : Quitte à effectuer une translation, on peut supposer que £1 = 0. En effectuant une homothétie de centre O et 
de rapport 1/R, on peut supposer que R = 1 et grâce à une rotation, on peut se ramener au cas où M est le point d’afûxe 
1 . Ces transformations n ’ affecteront par le résultat car elles conservent les angles orientés. On note a, b, m les afûxes 
respectives des points A, B, M. On sait que | a\ = \ b\ = 1 et que m = 1. Soit a, P € IR des arguments pour a et b. On sait que 

( OA, Ob| = arg — = arg e^~ a = P - a [2 ti] 


b- 1 e^-l sin fl) ,P-« p-cx 
l ) a- 1 e m - 1 sin(|) 2 

par factorisation par les angles moitiés. L’argument n’est connu qu’à 71 près car on ne connaît pas le signe de 
sin ( | J /sin (|). On en déduit que 2 MA, MB = p-a [2 tt] = OA,OB et la propriété de l’angle au centre est prouvée. 


Exercice 1.38 MW I 

Soit zeU\{l}. Montrer que : 

z+1 

e M. 

z-1 

On pourra prouver cette propriété par trois méthodes différentes : 

1 . Line méthode algébrique uülisant les propriétés du groupe U. 

2. Une méthode utilisant la factorisation par 1 ’ angle moitié. 

3. Une méthode géométrique. 


Solution : 

| Méthode algébrique : | Comme zeU\ {1}, on a : z _1 = z et 


z+1 

z-1 


(z+ 1 ) (z- 1 ) 

Iz-H 2 


z- Z 

\z-l\‘ 


. Im (z) 

■ = -2 1 e iR. 

l-z- 11 2 


| Avec les angles moitiés : | Comme zeU\{l], il existe 0 e ] 0, 2 tt [ tel que : z = e‘ e . Par factorisation par 1 ’ angle moitié : 



cosf 0 

i — = i co tan - e iR. 

sinf 2 


57 


| Méthode géométrique : | si A est le point du plan complexe d’ af fixe z, B celui d’afûxe 1 etC celui d’affixe - 1 , ABC est 
un triangle inscrit dans le cercle unité et BC est un diamètre de ce cercle. Par application du théorème de la médiane, 
(z + lA _ z + 1 

ABC est donc rectangle en A et arg I = | [ji ]. On en déduit que est un imaginaire pur. 


Exercice 1.39 IW H 

Déterminer les points M du plan d’affixe z tels que : 

z+l 

1. eK. 

z-1 

„ z+l 

2. eiU. 

z-1 


I z+ 1 I 
| z- 1 I 


Solution : Soit ze€ \ {1}. Supposons que M est le point du plan complexe d’affixe z, A est celui d’affixe 1 et B est 
celui d’affixe -1. On a : MA= \z- 1|, MB — \z+ 1| et |mB,Ma| = arg(frj). 

1. Supposons que : Z+ | e IR. Alors soit ce quotient est nul, dans quel cas M = B, soit |mB,Ma| = 0 [tt] et donc les 
points A, B, M sont alignés. La réciproque est évidente. Par conséquent : {z e C | |^-j e IR} = | IR \ {1} | . 

2. Supposons que : e ilR. Alors : |mB,Ma| = | [tt] . Le triangle MBC est donc rectangle en A et d’après le 

théorème de la médiane, M est un point de cercle de diamètre [ A, B], c’e st-à-dire un point du cercle unité différent 
de A. La réciproque est immédiate. Donc : {z e C | e iU} - 1 HJ \ {1} | . 

3. Supposons enfin que -'| | = 1- Alors : \z-l\ - \z+ 1| , ce qui s’écrit aussi : AM = BM. Donc M est un point 
de la médiatrice du segment [A, B] qui est l’axe imaginaire. Par conséquent : z e ilR. La réciproque est triviale et 
{zed;|f±f| = 1} = ® 

Exercice 1.40 ■ W I Une caractérisation des triangles équilatéraux 

Soient A, B et C trois points du plan complexe d ’af fixes respectives a, b et c. Montrer l’équivalence des assertions 
suivantes : 

1. ABC est un triangle équilatéral. 

2. j ou j 2 est racine du polynôme P = aX 2 + bX+c. 


Solution : Rappelons que comme j est une racine troisième de l’unité, on a : j 3 = 1 et 1 + j + j 2 = 0. De plus. 

6,71/3 6 ra e 4nt/3 j 2 et e 

3 = e “e 2iïï/3 = -j. On a la série d’équivalences : 
ABC est équilatéral 

« 

B est l’image de A par la rotation de centre C et d’angle ±ti/3 

<=> 

b-c=e inl3 (a-c) ou b-c- e~ inl3 [a-c] 

<=> 

b-c- -j 2 {a-c) ou b-c- -j {a - c) 


j 2 a+b-[l+j 2 )c-0 ou ja + b-(l+ j)c = 0 

« 

j 2 a+b+jc = 0 ou ja + b + j 2 c = 0 

« 

a y' 4 + bj 2 + c - 0 ou a j 2 + bj + c - 0 


j 2 est une racine de P ou j est une racine de P 


Exercice 1.41 9 W I 

Dans le plan muni d’un repère orthonormé direct (O, T, ~j), on considère un cercle de centre O sur lequel on place, 
dans le sens trigonométrique direct, 6 points distincts A,B,C,D,E et F de façon à ce que les triangles OAB, OCD et 
OEF soient équilatéraux. On note M, N et P les milieux respectifs de [BC] , [DE] et [FA] . On veut montrer que MNP est 
équilatéral. 

1 . Effectuer un dessin à la règle et au compas. 

2. On note z, z! et z!' les affixes respectives de A,C et E. Donner les a fûxes zb, zd et zf des points B, D et F en 
fonction de z, z! et z" . 

3. Donner les affixes zm, zn et zp des points M,N et P en fonction de z, z' et z" . 

4. Conclure (on pourra utiliser 1 ’ exercice 1 .40). 


58 


Solution : 


2. Le triangle OAB est équilatéral. Par conséquent, jZB = e l ^z . De même, on montre que I zd - e 1 ^ z' \ et 



3. Comme M est le milieu de [BC], zm - R 2 C = 


De même, on montre que : zn = 


4. On utilise le critère prouvé dans l’exercice 1.40. Pour montrer que MNP est équilatéral, il suffit de montrer que 
zm + jzN + j 2 z v = 0 .On a : 


a M + Jz N + j ‘■zp = 


= l -\e i *z+z' + j (e‘ 3 z! + z!'] + j 2 +Z |j 


I e * 3 +i 2 z+ l + je‘3 z"+ j + j 2 e‘3 z" 


mais 

• j 2 = - (l + j) = -e l 3 donc a -0. 

• je 1 ^ - j[ 1 + j] = j + j 2 = ~ 1 donc P = 0. 

• j 2 e l 5 = j 2 (l + j) = j 2 + 1 = -j donc y = 0. 
ce qui prouve le résultat. 


Exercice 1.42 W Formule de Héron 



Soit I le centre du cercle inscrit au triangle ABC. Les longueurs des côtés sont a - y + z, b-z + x et c-x + y. On 
appelle s le demi-périmètre x+y + z. Les angles en I vérifient a + P + y = tt. 

1 . Démontrer que r+ix= ue ia . 

2. Calculer (r + ix)(r + iy){r +iz). 

3. En prenant les parties imaginaires, démontrer que xyz = r 2 (x + y + z) . 

Ks-aKs-bKs-c) 

4. En dedurre que r — y . 
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5. Démontrer que l’aire du triangle ABC vaut 

,«/ = — + — + — = \/ s(s - d){s - b)[s - c) (Formule de Héron) 


Solution : 

1. Dans le triangle AIH rectangle en H, r — wcosa et x- Msina, d’où r+ix- w(cosa+ i sina) = ue m . 

2. fa+ix){r+iy)(r+iz) = ue ia ve i ^'we iy = uvwe^ a+ ^ + ^ = uvwe in - -uvw. 

3. En prenant les parties imaginaires, on a 0 — r 2 z + r 2 y + r 2 x - xyz, d’où le résultat. 

4. On en déduit r 2 s = xyz. Or s — x+{y + z ) = x+ a d’où x - s- a. Donc xyz = (s- a) (s— b) (s- c ) et donc 


(s - a) (s- b) (s - c) 


d’où le résultat. 


. r a. r 1 j r c r [ 

Donc ss = — + — H = - (a+b+c ) = rs = s \ ■ 

2 2 2 2 V 


(s-a)(s-fe)(s-c) 


Vs(s- a) (s- b) (s- c). 


1.11.5 Transformations du plan complexe 

Exercice 1.43 

Identifier les transformations complexes suivantes : 

5. fa :z — -z+2-i. 

6. fa:z~z. 

7. f 7 :z^(l + i)z+i. 

8. f8:z'->(l + iV3)z+l. 


1. fi : z | — * z+l + i. 

2. f 2 :z>-> e ml6 z. 

3. f 3 :z~e M3 z+l. 

4. / 4 :z'—2z+l-i. 


Solution : 

1 . La transformation f\ est la translation de vecteur d ’affixe 1 + i . 

2. La transformation f 2 est la rotation d’angle Jt/3 et de centre O. 

3. La transformation f 3 est une rotation. Son centre est le point d ’affixe solution de l’équation f (z) = z, c’est à dire 
z={l + i i/3) 12. L’angle de la rotation est tt/3. 

4. La transformation fa est une homothétie de rapport 2. Pour trouver son centre, on résout 1 ’ équation f [z] = z et on 
trouve z--l + i. 

5. La transformation fa est une homothétie de rapport -1 et de centre l + il2. 

6. La transformation fa est la symétrie d’axe (Ox). 

7. Comme 1 + i = \/2e m/4 , la transformation fa est la composée de 1 ’ homothétie de rapport \[2. et de centre - 1 avec 
la rotation d’angle ni 4 et de même centre. 

8. Comme 1 + i \/ 3 = 2e' H/3 , la transformation fa est la composée de l’homothétie de rapport 2 et de centre i\/3l3 
avec la rotation d’angle tt/3 et de même centre, ni 4 et de même centre. 


Exercice 1.44 ■ Z> 

Donner les applications qui représente dans le plan complexe les transformations suivantes : 

1. La translation de vecteur d ’affixe —2+i. 

2. La symétrie de centre i. 

3. La rotation d’angle n/6 et de centre 1. 

4. L’homothétie de rapport 3 et de centre 1 + 2 i. 

5. La simihtude de rapport 2, d’angle tt/3 et de centre 1 + i. 


Solution : 

1. z^z-2+i 

2. On peut voir la symétrie de centre O comme F homothétie de centre i et de rapport -1. Une telle transformation 
est représentée par f : z^ -z+b où beC. Pour trouver b, on utilise que f (i) = i et on trouve que b - 2i. 
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3. La transformation est représentée par une application de la forme : f:z<-* e ,7t/6 z + b où b e C. Pour trouver b, on 
utilise que f (1) = 1 et on trouve b = -\/(3) 12+1- i 12. 

4. La transformation est représentée par une application de la forme : f : z *-»■ 3z + b où b e €. Pour trouver b, on 
utilise que f (1 + 2 i) = 1 et on trouve b - -2-4i. 

5. La transformation est représentée par une application de la forme : f : z—* 2 e in/3 z+ b où b e C. En utilisant la 
même démarche que précédemment, on trouve que b = \/3 (1 - i). 


Exercice 1.45 ■ 

On considère : 

- le point n du plan complexe d’affixe 1+2 i 

- l’homothétie h de centre Q et de rapport 2. 

- la rotation r de centre fl et d’angle tt/4. 

- la transformation du plan complexe s-r°h. 
Donner l’écriture complexe de s. 


Solution : La transformation s est une similitude de centre Q, d’angle n/4 et de rapport 2. Pour tout z e C, on 
a donc s(z) = 2e inl4 z + b = \/2(l + i) z + b où b est un complexe à déterminer. Comme s(l + 2i) = 1 + 2 i, il vient : 


b=l + V2 + i [2-3V2). Donc 


s:z~V2(l + i)z+ I + V 2 + i(2-3\/2] 


Exercice 1.46 i 

Étudier la similitude s qui envoie le point A d’affixe i sur le point A' d’affixe 1 + V3/2 + i/2 et le point B d’affixe 1 + i 
sur le point B' d’affixe 1 + 3\/3 + 2i. 


Solution : Comme s est une similitude, il existe a, b e C tels que, pour tout z e C, on a : s (z) = az+b.De s (A) = A' et 
s (B) = B', on tire le système : 

jai + b = 1 + V3/2+ i/2 
|<3(l + i) + Z7 — 1 + 3 \/3 + 2 i 

On en déduit que a = 3/2 (l - iV 3) = 3e~ ml3 et que b = l/2(-l + 3\/3 +i (l +3\/3)). En résolvant l’équation s[z ) = z, 
on trouve que le point fixe fl de s a comme afûxe 1- i. La similitude s est donc la composée de l’homothétie de centre 
Q et de rapport 3 avec la rotation de centre fl et d’angle -Jt/3. 


Exercice 1.47 W I 

Démontrer que : 

1. la composée de deux symétries centrales est une translation. 

2. la composée d’une rotation et d’une translation est une rotation. 

3. la composée de deux rotations est une rotation ou une translation. 


Solution : 

1. La première symétrie centrale est représentée par une application de la forme f] : z ^ -z + b\ et la seconde par 
une application de la forme fï : z i — - z + £>2 où bi , e C . Si z e C alors /1 o f 2 {z) = z + b\ - £>2 et on reconnaît que 
fi ~ f 2 est une translation de vecteur d ’ afûxe b2~b\. 

2. La rotation est représentée par une application r : z e iQ z + b où 0 e IR et où b e C. La translation est représentée 
par t:z<->z+aoù ae€. Alors pour tout z e C, rof(z) = e‘ e z + e lQ a + b et on reconnaît encore une rotation 
d’angle 0. De même, to r (z) = e !0 z + a+ b qui est aussi une rotation d’angle 0. 

3. On note r : z <-* e 10 z + b et r' : z e 1 ®' z+b' les deux rotations avec 0, 0' g IR et b, b' e €. Pour tout z eC, on a 
r°r' (z) - e‘( 0+e ^ z + (e ie b' + b) et on reconnaît l’écriture d’une rotation d’angle 0 + 0'. 
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Chapitre 


Géométrie élémentaire du plan 


J’étais incapable de relancer la balle par 
dessus le grillage ; elle partait toujours à environ 
un radian de la direction où elle aurait dû aller. 

Richard Feynman - 1985. 


Pour bien aborder ce chapitre 

En plus de proposer quelques rudiments de géométrie plane, ce chapitre a deux vocations importantes : 

|g) la première est d’apprendre à calculer. On verra comment certains problèmes de géométrie se ramènent à effectuer 
des calculs qui peuvent s’avérer difficiles si on ne procède pas avec un minimum de méthode. 

la seconde de donner des représentations concrètes pour le cours d’algèbre linéaire qui nous occupera en seconde 
période. On verra que l’ensemble des vecteurs du plan est muni d’une structure algébrique particulière appelée 
espace vectoriel. La bonne compréhension des notions et propriétés des chapitres 23 et 24 passe par une bonne 
représentation de ces notions dans le cas particulier du plan (et de l’espace). 

Il est conseillé dans une première lecture de ne s’attacher qu’aux démonstrations marquées du signe O . 

Comme indiqué dans le programme, on suppose connues les notions suivantes : 


- calcul vectoriel - orientation 

- distance et norme euclidienne - angles et angles orientés 

- orthogonalité 


Ces différentes notions seront précisées dans les chapitres 23 et 27. 

Après quelques rappels sur les repères cartésiens et les coordonnées polaires, on introduit deux outils fondamentaux en 
géométrie (plane) : le produit scalaire et le déterminant. Le premier permet de tester l’orthogonalité de deux vecteurs et le 
second leur colinéarité. On mettra en évidence leurs propriétés algébriques (bilinéarité, (an ti) symétrie) et leurs propriétés 
géométriques (projection, calcul d’aire,...). 

On s’intéressera ensuite aux droites et aux cercles du plan. On déterminera leurs équations cartésiennes (sous une forme 
plus générale que celle vue au lycée), paramétriques (qui correspond en fait à l’équation du mouvement d’un solide au 
cours du temps suivant la droite ou le cercle considéré) et polaires. On mettra en place des méthodes efficaces de calcul 
de la distance d’un point à une droite. Elles serviront dans de nombreuses situations. 


2.1 Quelques notations et rappels 

Dans tout le chapitre on notera & l’ensemble des points du plan et "V l’ensemble des vecteurs du plan. 
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_Bio 3 | Euclide, né vers -325, mort vers -265 à Alexandrie | _ 


On sait peu de choses au sujet d’Euclide. 

Il parti en Égypte afin d’y enseigner les mathématiques et travailla au monseion a d’Alexan- 
drie. Il mena de nombreux travaux de recherche. Il est l’auteur des "Éléments". Ce texte, 
formé de treize livres, est une compilation du savoir mathématique de son époque. Il resta une 
référence pendant près de 2000 ans et contient, entre autre, les fondements de la géométrie du 
plan. 

C’est dans les Éléments que pour la première fois un travail mathématique a été réalisé sur la 
base d’une démarche axiomatique. 


a. Temple dédié ai 


es rattaché à la bibliothèque 



2.1.1 Addition vectorielle 



Figure 2.1- Addition vectorielle 

Rappelons que pour former la somme de deux vecteurs w et T de Y, il suffit de considérer trois points A,B,C de S 6 tels 
que ~u - AB et ~v - BC. Le vecteur somme ~u + ~v est alors donné par 

u + v — AB + BC AC. 

L’addition vectorielle vérifie les propriétés suivantes : 

- elle est associative : pour tous ~u,~v ,w dans Y, on a : 

Cu +~u)+w - ~u +Çv + w). 

- elle possède un élément neutre noté 0 : pour tout ~u dans "V : 

~u + 0 = 0 +~u -~u. 

Remarquons que le vecteur nul est représentable, pour tout point A de & par le vecteur AA. 

- chaque vecteur H dans 'V possède un vecteur symétrique ~v vérifiant : 

~u +~v = ~v +~u - 0. 

On notera -~u le vecteur ~v symétrique de ~u . Comme 0 = AB + BA=BA+AB = BB= 0, cette notation conduit à celle 
ci : -AB = BA. 

- l’addition dans Y est commutative : pour tout ~u, ~v de Y, 

~u +~u =~v +~u. 

Pour résumer ces quatre propriétés, on dit que le couple {Y, +) est un groupe commutatif. 

2.1.2 Produit d’un vecteur et d’un réel 

Â tout nombre réel À et à tout vecteur ~u e Y, on peut associer le vecteur X.~u. Ce produit que l’on dit externe possède les 
propriétés suivantes : 

- Pour tout vecteur ~u eY,l-~u -~u. 
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- Pour tous réels À, |i et tous vecteurs «ef, (À.p) = À(pT7). 

- Le produit par un scalaire est distributif par rapport à l’addition vectorielle : pour tout réel À et tout vecteurs 77 , 77 de 
y, à (77 + U ) = \u + \~v. 

- Le produit par un scalaire est distributif par rapport à l’addition des réels : pour tout réels À, p et tout 77 de Y, (À+p)77 p 

A77 + p77. 

On dira, pour résumer ces 8 propriétés de l’addition vectorielle et du produit externe, que le triplet {Y, +, .) est un espace 
vectoriel sur IR. 

2.1.3 Vecteurs colinéaires, unitaires 


Définition 2.1 O Vecteurs colinéaires 

Deux vecteurs 77 et 77 de Y sont colinéaires si il existe un réel À tel que 77 - À 77 ou un réel q tel que 77 - q77. 


I Remarque 2.1 

Le vecteur nul est colinéaire à tous les vecteurs du plan. Il est d’ailleurs le seul vecteur du plan à vérifier cette propriété 
(exercice !). 


Définition 2.2 V Vecteur unitaire ou normé 

Un vecteur est dit unitaire ou normé si sa norme est 1. 

2.1.4 Droites du plan 

% Notation 2.1 

Soit A un point de ^ et 77 un vecteur de Y. On note A + 77 l’unique point B de donné par AB = 77 . 


Définition 2.3 Droite vectorielle 

Soit 77 un vecteur non nul du plan. On appelle droite vectorielle dirigée par 77 le sous-ensemble de Y, noté Vecf (77), 
des vecteurs du plan colinéaires à 77 . 

Nect (77) = {Au | À e IR} 


Définition 2.4 Droite affine 

Soit A un point du plan & et 77 un vecteur non nul de Y. La droite D passant par A et dirigée par ~u est l’ensemble 
des points du plan de la forme A +\~u où À est réel. 

D = {A+À"u | ÀeM}=A + Vect("u). 

Un vecteur non nul de Y est un vecteur directeur de la droite donnée par le couple (A, 77) si il est colinéaire à 77. 


Remarque 2.2 Remarquons que si une droite D est donnée par le couple (A, 77) et si M est un point du plan, alors on a : 
MeDo3ÀelR:M = A+ ÀT7 o AM = ÀT7 o AM et 77 sont colinéaires. 


Définition 2.5 V Droites parallèles, orthogonales 
On dit que : 

- deux droites sont parallèles si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires. 

- deux droites sont orthogonales (ou perpendiculaires ) si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux. 


2.2 Modes de repérage dans le plan 

2.2.1 Repères Cartésiens 


Définition 2.6 O Base 

- Un couple de vecteur (T, f) de Y est une base de Y si et seulement si ces deux vecteurs sont non colinéaires. 

- Une base est dite orthogonale si les deux vecteurs la composant sont orthogonaux. 

- Elle est dite orthonormale si elle est orthogonale et si les deux vecteurs la composant sont de plus unitaires. 
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Figure 2.2 - Repère cartésien 


I Re?narque 2.3 En vertu de la remarque 2. 1 page 64, si {u , ~v) forme une base du plan, alors aucun des deux vecteurs 
~u, U n’est nul. 


Proposition 2.1 Caractérisation des bases du plan 

Soit ~u,~v e Y. Le couple (~u,~v) forme une base du plan si et seulement si : 

[~Va,pelR, au +[3~u = 0 => a = P = 0 


Démonstration 

| => | Nous allons effectuer un raisonnement par contraposée (vous pouvez consulter la page 1128 si vous n’êtes pas familier avec 
ce type de raisonnement). Supposons que (u ,~v) ne soit pas une base du plan. Alors H et ~v sont colinéaires. Donc il existe 
P' e IR tel que ~u = f) r D . On prouve ainsi l’existence de deux réels a = 1 et P = -P' non tous deux nuis tels que au + plT = 0 et 
l’implication directe est prouvée. 

| <= | Effectuons à nouveau un raisonnement par contraposée. Supposons qu’il existe deux réels a et P non tous deux nuis tels que 

- Sia/ 0, on obtient : ~u = -\Ma~v et les vecteurs ~u, U sont colinéaires. Ils ne peuvent donc pas former une base du plan. 

- Sia - 0 alors P est non nul et on a : ffu = 0 , ce qui n ’est possible que si ~v = 0. D’après la remarque précédant la proposition, 
[~u,U) ne forme là encore pas une base du plan. 

L’implication réciproque est ainsi prouvée. 


Définition 2.7 Repère Cartésien, Origine d’un repère, repère orthogonal, orthonormal 

Un repère cartésien 33 du plan 33 est donné par un triplet (0,~t,~f)où O est un point de 33 et où (T, 7*) forme une 
base de y . 

- Le point O est Y origine du repère. 

- Si les deux vecteurs T et 7 sont orthogonaux, on dit que 33 est un repère orthogonal. Si ils sont de plus unitaires, le 
repère 1% est alors dit orthonormal. 

- Les droites passant par O de vecteur directeur respectifs T et y sont appelés axes du repère 33 et sont notés (Ox) et 

(Qy)- , 


Définition 2.8 Repère orthonormal direct 

Un repère orthonormal (O, T, 7*) est dit direct si l’angle Çî ,_]) a pour mesure |. 


'Proposition 2.2 Coordonnées cartésiennes d’un vecteur, d’un point 

Soit (0,7,7)un repère du plan 33 . 

- Soit ~u un vecteur de "5^et (T, ~J) une base de "3. Il existe un unique couple de réels (x, y) tel que 



« =x7 + y7- 


Ce couple (x,y) représente les coordonnées ( ou les composantes) du vecteur ~u dans la base (T, f). On notera cela 
sous une des formes suivantes : 

u(x,y), u * ou «(*). 

- Soit M un point du plan 3? et (0, T ; 

, 7 )un repère 33 de Il existe un unique couple de réels (x, y) tel que 


V 

OM = xT + y7- 
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Ce couple (x, y) représente les coordonnées du point M dans le repère Pë. De même que précédemment, on écrira : 


M(x;y), M ou M 


Démonstration Soient 77 un vecteur de Y et soient ~u\ le projeté de 77 sur (Ox) parallèlement à (O y) et uz le projeté de 77 sur 
(O y) parallèlement à (Ox). On a : 77 - u[ + W2- Comme ü[ est colinéaire à T et «2 est colinéaire à ~j , il existe des réels x et y tels 
que U] = xi etU2 = yj . Par conséquent : 77 - xT + y~J . 

Ce couple ( x,y ) est de plus unique : si (x',}/) est un autre couple de réels tels que : 77 = x'T + /"/, on obtient, par soustraction : 
0 = (x-x')T + (y-y')T. soit encore : (x-x , )T = {y 1 -y)~j . Comme T et ne sont pas colinéaires, cette égalité n’est possible 
que si x = x' et y = y 1 . 


Remarque 2.4 

- Cette proposition permet d’identifier l’ensemble des points du plan avec l’ensemble IR 2 . En effet, si un repère cartésien 
£% est fixé dans Pë , à tout point M de PY correspond un unique couple de réels (x, y) : ses coordonnées. Réciproque- 
ment, à tout couple de réel (x, y) correspond un unique point M de ^ dont les coordonnées dans le repère considéré 
sont données par ce couple. 

- De même, si une base & est fixée, on peut identifier l’ensemble des vecteurs du plan avec IR 2 . Notons 0^ l’application 
qui à un vecteur 77 de Y lui associe ses coordonnées (x, y) dans Pë : 




M 


IR 2 

M ' 


La proposition 2.2 dit que Q^g est bijective. Cette identification « respecte » de plus l’addition et la multiplication par 
un scalaire. Ainsi, si 77 et 77' sont deux vecteurs du plan qui ont pour coordonnées respectives 77 et 77 1 dans âë 
alors 


% (m) = (x,y) et 8<g (77') = (x', y') 


et le vecteur 


77 + 77' = xT + y 7 + x'~i + y'y = (x + x') T + (y + y') f 
a pour coordonnées (x + x', y + y') ce qui s’écrit aussi 

Qgg (77 + 77') = (x + x', y + y') 

En identifiant les relations 2. 1 et 2.2, on obtient 


( 2 . 1 ) 


( 2 . 2 ) 


On montrerait de plus facilement que, si À est un réel, alors Qag (A77) = X ■ (77), ce qui n’est qu’une autre façon de 

dire que À 77 a pour coordonnées L* . Pour résumer ces deux égalités, on dit que 0* est une application linéaire. Une 
|Ay 

application entre deux espaces vectoriels qui est à la fois linéaire et bijective est appelée un isomorphisme d’espaces 
vectoriels. 

- Si on connaît les coordonnées d’un point A |^ A j et celles d’un point B dans un repère (O, T, ~j), on obtient celles 


Il de AB. Ainsi, x i + y j — AB = AO + OB = OB - OA = xb i + yB J - xa i -yx] = (xb - xa) i + (yB - yA) J et donc 

en identifiant : AB ( Xb Xa ) . 

[yB ~ La) 


Proposition 2.3 Identification de & et de Y avec IR 2 

En résumé : 

- un repère -M {0,~i ,~f ) étant fixé dans PY , l’application qui a un point de PY associe ses coordonnées dans PP?, est une 
bijection de dans IR 2 . Cette bijection permet d’identifier le plan et IR 2 . 

- une base Së étant fixée dans Y , l’application 0^ qui à un vecteur de Y lui associe ses coordonnées dans 'Pë est 
bijective et linéaire. Si on prend un peu d’avance sur le chapitre 23, on dit que 0^ est un isomorphisme d’espaces 
vectoriels. Cet isomorphisme permet d’identifier Y et IR 2 . 
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Bio 4 1 René Descartes, né 31 mars 1596 à La Haye, mort à Stockholm le 1 1 février 1650 1 . 

René Descartes est un philosophe, physicien et mathématicien français. La pensée 
de Descartes a eu des répercussions fondamentales sur la philosophie et la science 
moderne. Il est l’auteur du fameux "Discours de la méthode". En tant que scien- 
tifique, les lignes suivantes, extraites de ce discours, devraient vous interpeller. La 
méthode fixe quatre principes pour la conduite de l’esprit humain : « Le premier 
était de ne recevoir jamais aucune chose pour vraie, que je ne la connusse évidem- 
ment être telle : c’est-à-dire, d’éviter soigneusement la précipitation et la préven- 
tion ; et de ne comprendre rien de plus en mes jugements, que ce qui se présenterait 
si clairement et si distinctement à mon esprit, que je n’eusse aucune occasion de le 
mettre en doute. Le second, de diviser chacune des difficultés que j’examinerais, en 
autant de parcelles qu’il se pourrait, et qu’il serait requis pour les mieux résoudre. 

Le troisième, de conduire par ordre mes pensées, en commençant par les objets 
les plus simples et les plus aisés à connaître, pour monter peu à peu, comme par 
degrés, jusqu’à la connaissance des plus composés ; et supposant même de l’ordre 
entre ceux qui ne se précèdent point naturellement les uns les autres. Et le dernier, 
de faire partout des dénombrements si entiers, et des revues si générales, que je fusse assuré de ne rien omettre. ». 
Bien que François Viète utilise déjà une notation semi- symbolique, René Descartes est le premier à utiliser une 
notation entièrement symbolique. Il est à l’initiative de l’introduction des lettres latines dans les notations mathéma- 
tiques. Il propose d’utiliser les premières lettres de l’alphabet ( a , b , c, ...) pour les paramètres et les dernières (x, 
y, z, ...) pour les inconnues. Nous utilisons toujours cette convention ! Descartes est aussi à l’origine de la notion 
de repère du plan et de ce qu’on appelle maintenant la géométrie analytique, ce qui nous intéresse ici. On raconte 
que c’est en observant une mouche qui se promenait sur les carreaux d’une fenêtre, qu’il aurait pensé à définir, à 
l’aide des carreaux, des coordonnées du plan. Descartes comprit le premier qu’on peut transformer un problème de 
géométrie en un problème algébrique. La géométrie de Descartes est publiée en français en 1637 et traduite en latin 
par Van Schooten en 1649, puis, dans une édition considérablement augmentée et commentée en deux volumes en 
1659 et 1661. Cette seconde édition favorisera considérablement la propagation des idées de Descartes. 



2.2.2 Changement de repère 



Figure 2.3 - Changement de repère 


Un changement de repère consiste à changer simultanément l’origine O' et la base ( i' , ~j') d’un repère cartésien 
(O', i' en l’origine O et la base Çî ,_]) d’un nouveau repère (O, T, ~j). Soit M un point du plan ,9* de coordonnées 

(x'.y'j dans l’ancien repère .5?' et de coordonnées (x,y) dans le nouveau repère Sé.. Cherchons à exprimer les nouvelles 
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coordonnées (x,y) en fonction des anciennes (x',y'). Notons (xo'.yo'l l es coordonnées de O' dans .7. On a 

x' i + ÿT = O'M 

È O'O + ÔM 
| ÔM-OO' 

= x7 + y7-x 0 'T-y 0 '7 
= (x-x 0 ')7 + (y-yo')7 

Si (a, P), (y,ô) désignent les coordonnées respectives de 7' et ~J' dans ,7, on a aussi 

x7'+y'7' = x'(a7 + p7)+y'(y7 + ô7 

= (ax' + yy')7 + (px' + Ôy')7 


On obtient alors les relations recherchées 

f x-xcy =ax' + yy' 

1 y - y 0 ' = Px' + Ôy' 

Proposition 2.4 Changement de repère 

Soit M un point de & de coordonnées (x', y') dans un premier repère .7' et de coordonnées (x, y) dans un second repère 
<7. Soient (xo'.yo'l les coordonnées de O' dans ,7, (a, P), (y,ô) les coordonnées respectives de 7' et ~j' dans -7. Les 
nouvelles coordonnées (x, y) de M en fonction des anciennes (x', y') sont données par les relations 


jx-xcy = cxx' + yy' 
jy-yo' = Px' + ôy' 


Remarque 2.5 Sous forme matricielle, cette relation s’écrit ( y j = ( p 8 ) ( y' ) + ( y^ 


Proposition 2.5 9 Changement de repère entre deux repères orthonormaux directs 

Soient ,7(0, 7, 7) et ,7(0', 7', 70 deux repères orthonormaux directs. Notons 0 = (7,7'j. Les nouvelles coordon- 
nées (x,y) d’un point M du plan ,7 dans le repère .7 s’expriment en fonction des anciennes (x',y') dans le repère .7' 
par 


J x — x 0 / = cos 0 x'-sin 0 y' 

1 y _ yo' = sin 0 x' + cos 0 y' 

où (xooyo') représente les coordonnées de O' dans le repère ,7. 

Démonstration Par projection sur les axes (0,7) et (0,7). on obtient, pour les vecteurs i' et ]' les relations 

{ 7 ' = - sin 07 + cos 07 

Par application de la proposition précédente avec a = cos0, P = sin0, y = -sin0 et 8 = cos0, on obtient la formule de changement 
de base annoncée. 


Remarque 2.6 


Sous forme matricielle, cette relation s’écrit 


y 


cos 0 -sin 0 \ [ x' 
sin 0 cos 0 j\ y 1 


X 0 ' ) 

yo' )' 


Équation cartésienne 


Définition 2.9 É? Équation cartésienne 

Soit ,7 (0,7,7)un repère. Une équation F(x,y) = 0 est une équation cartésienne d’une partie <7 du plan si on 
l’équivalence 

M(x,y) eio F(x,y) = 0. 





Exemple 2.2 Un repère orthonormal (O, T, 7") du plan étant fixé, l’ensemble des points du plan d’équation cartésienne : 

• y - x - 1 = 0 est la droite affine dirigée par le vecteur 7 + 7 et passant par le point de coordonnées (0, 1) . 

• x 2 + y 2 - 1 = 0 est une équation du cercle de centre O et de rayon 1. 

2.2.3 Repères polaires 



Figure 2.4 - Repères polaires 


Proposition 2.6 Ç? Repère polaire, pôle, axe polaire 

Soit 7, y )un repère orthonormal direct. Soit 0 un réel. Soit &(&) le repère (O, 7 (0) , 7 (0)) image de par une 

rotation de centre O et d’angle 0. Ce repère, qui est encore orthonormal direct , est le repère polaire attaché au réel 0. De 
plus 

I M(0) = cos07 + sin07 

\ 7 (0) = - sin 07 + cos 07 


Le point O est appelé le pôle et la droite orientée (0, 7 ) est appelée l’axe polaire de ce repère. 


Démonstration Les rotations sont des transformations du plan qui conservent les mesures d’angles orientés et les longueurs. 
L’image d’un repère orthonormal direct par une rotation est donc encore bien un repère orthonormal direct. Les formules sont 
obtenues par projection des vecteurs u(6) et v(Q) sur les axes de 3%. 

I Remarque 2.7 Si on considère un repère orthonormal direct ^(0,7,7), 0 un réel, /7(0) le repère polaire associé à 0 : 
(0,7 (0) ,7 (0)) et si on identifie 7 à C via le repère .7, on a Aff(7 (0)) = e' 0 et Aff(7 (0)) = z'e' 0 . 

^ Notation 2.3 II est fréquent de rencontrer les notations (u r , «9) pour le couple (iz(0), i/(0)). 


Définition 2.10 Coordonnées polaires d’un point 

On rapporte le plan & à un repère orthonormal direct ,7(0, 7, 7)- On dit que (r,0) € P 2 est un couple de coordonnées 


polaires pour le point M [x, y) 0, & si et seulement si 


I x=r cos0 
\ y=r sin0 


Remarque 2.8 

- Si M e & a pour affixe z / 0 alors un couple de coordonnées polaires pour M est donné par (r, 01 où 0 est un argument 
de z et r est le module de z. 

- Si M un point du plan distinct du pôle de coordonnées polaires (ro, 0o) alors les autres couples de coordonnées polaires 
pour M sont les couples (r,0) vérifiant 


[ r = -r 0 
[ 0 = 0 O + Ji [2 ji] 


1 0 = 0o [2 ti] 

- Les coordonnées polaires de l’origine sont données par n’importe quel couple (0,0) où 0 e P. 

LAN 2.1: | Comment calculer les coordonnées polaires d’un point à partir de ses coordonnées cartésiennes ] _ 
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Soit Me & de coordonnées cartésiennes ( x , y) dans un repère orthonormal direct Si tel que xS 0. Un couple de 
coordonnées polaires pour M est donné par (/', 0) avec 


Équation polaire 


Définition 2.11 Équation polaire 

Soit Si (O, T, 7*), un repère orthonormal direct. Une équation F(r,0) = 0 est une équation polaire d’une partie ffS du 
plan lorsqu’un point M appartient à si si et seulement si l’un des couples de coordonnées polaires (r,0) de M vérifie 
F(r,0) = 0. 


I Exemple 2.4 Un repère orthonormal (O, T, ~f) du plan étant fixé, l’ensemble des points du plan d’équation polaire 
• 0 = 0 est l’axe (0,T) de Si. 

• r — 1 est le cercle de centre O et de rayon 1. 

2.3 Produit scalaire 

2.3.1 Définition 

^ Notation 2.5 Si ~u est un vecteur de ’Ÿ , on note ||~m || sa norme. Si A et B sont deux points de Si tels que ~u = AB, la 
norme de ~u est donnée par la longueur AB. 


Définition 2.12 Produit scalaire 

Le produit scalaire de deux vecteurs ~u et ~v du plan "V , noté lï.Ü (on rencontrera aussi les notations (Tï\~u) ou encore 
[u | U)) est défini, de manière géométrique, par : 


J ~u.~u = | u|| I U I cos (u,~u) si les deux vecteurs ~u et ~v sont non nuis 
| ~u.~v - 0 sinon. 


Remarque 2.9 

- Le produit scalaire ne dépend pas de l’orientation choisie dans le plan. 

- ~u ~u = ||"a ][ . |["u || cos ("u , ~u j = | ~u || 2 . En résumé, 


Proposition 2.7 V 

Deux vecteurs ~u et ~v de 'Ÿ sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. 


Démonstration Si un des deux vecteurs ~u ou U est nul, le résultat est immédiat. Supposons que H et~u ne sont pas nuis. 

| => | Si~iï et "F sont orthogonaux alors ^u,~v^ = ni 2 [tt] etcos("w,"y j = 0 etHSv - ||"w || ||"y|| cos("m,"v) = 0. 

| <= | Réciproquement, si ~u.~u = 0 alors ||"m || ||"y|| cos("w,"y) = 0. Mais comme ~u et~v ne sont pas nuis, on a nécessairement 
cos Çu , U ) = 0, c’est à dire , ~v j = n/2 [jt] et~u,~u sont bien orthogonaux. 

2.3.2 Interprétation en terme de projection 


Définition 2.13 Mesure algébrique 

Soit D une droite de & orientée par un vecteur unitaire ~u. Soient A et B deux points distincts de D. La mesure 
algébrique AB est l’unique réel À tel que AB = X~u. 


Proposition 2.8 Projection orthogonale 

Soit D une droite et soit A un point du plan Il existe un unique point A' de D tel que le vecteur AA' soit orthogonal 
à la droite D. Ce point est appelé le projeté orthogonal de A sur D. 
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Figure 2.5 - Interprétation en terme de projec- Figure 2.6 - angle obtus 

tion du produit scalaire : angle aigu 


Démonstration Soit~iï un vecteur unitaire directeur de D. Soit U un vecteur unitaire de 'Ÿ choisi en sorte que le couple Çu,~u) 
forme une base orthonormale du plan. Considérons le repère orthonormal ) où O est un point de D. Soient (xa, y a) les 

coordonnées de A dans ce repère. Un point M est élément de D si et seulement si dans M, son ordonnée est nulle. Considérons donc 
M(x,0) un point de D. On a AM(x-xa,-J'a)- Ce vecteur est orthogonal à D si et seulement si il est colinéaire à U, c’est-à-dire si 
et seulement si x-xa = 0. On prouve ainsi à la fois l’existence et l’unicité de A'. 

I Remarque 2.10 Soit &(0, T , ) un repère orthonormal et A un point du plan de coordonnées (x, y) dans ce repère. La 

droite des abscisses est orientée par le vecteur T. Si A x est le projeté orthogonal de A sur (Ox) alors OA x = x. 


Proposition 2.9 V Interprétation du produit scalaire en terme de projection 

Soient ~iï et ~v deux vecteurs de "V . Soient O, A, B trois points de £? tels que OA = ~u et OB = ~v . Soit H le projeté 
orthogonal de B sur la droite (OA). Choisissons pour cette droite l’orientation donnée par le vecteur OA. On a alors 

| m.7 = üâ.ôh| 


Démonstration Avec l’orientation choisie pour la droite (OA), ||"n || = OA= OA. Si (u,~u) est un angle aigu, alors ||1T || cosfw ,U) = 

OH et si Cm, “F) est un angle obtus alors ||~m || cos Cm, 7) = -OH. Par conséquent, ||~Cj| cos(u,~u) = OH et~u.~v = ||~w || ||~? || cos{u,~v) = 
OA. OH. 

2.3.3 Propriétés du produit scalaire 


Proposition 2.10 Z> Symétrie du produit scalaire 

Le produit scalaire est symétrique : si ~u et ~v sont deux vecteurs de 'f alors | ~m.~m - ~v.~u 


Démonstration II suffit d’écrire ~u.~v = ||"m|| ||1T|| cos("m,"m) et ~v lu = ||"m || ||lî|| cos Çv ,~u) puis d’observer que Cm, "F) = 
-CF, m) et que la fonction cosinus est paire. 


Proposition 2.11 Bilinéarité du produit scalaire 

Le produit scalaire est bilinéaire : pour tous vecteurs ~u , u], ~U2, ~v, pj, ï>2 de 'V et pour tous réels Ai, 
|jîdAiüi+À2^^A et ^AiÜi^A2M2L^^AiMi^+^2^^J 


Démonstration Supposons que ~u f 0. Soient T = et O un point de & . Soit f le vecteur image de T par la rotation de 
centre O et d’angle j. Le triplet {0,~i ,~]) forme un repère orthonormal direct âê du plan. Dans cette base, les coordonnées de 

- usontlx, 0) avec x=\\u\\. 

- v{ sont (x 1( yi) 

- V2 sont (X2A/2)- 

- A1M1 + À2M2 sont(ÀiXi + À2X2,Àiyi + À2y2)- 
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Par application de la proposition 2.9, il vient : 

7.(ÀiPi + À2Ü2) = xiX\X\ + À2X2), ~u.v\=x.x\ et ~iï.V2 = x.X2 

Ceci prouve que 7. (À 1 V 1 +A 2 V 2 ) - 77.7 + À27.Ï7 La seconde égalité se démontre de la même façon ou en utilisant la symétrie 
du produit scalaire et la première égalité. 

Proposition 2.12 777 Expression du produit scalaire dans une base orthonormale 

Soit (T, T) une base orthonormale et soient 7, 7 deux vecteurs de 'V de coordonnées ~u\ et 7 \ , dans cette base. 

\y \ÿ 

Alors 

[jTT^xx^^yJ 


Démonstration 7 Comme 7 = xi + y~j et 7 = x’ 7 + y'”/*, par bilinéarité du produit scalaire, il vient 

7.7 = (x7 + y7).(x'7 + y'7) 

= x7.(x'7 + y'7) + y7.(x'7 + y'7) 

= x.x'7.7 + x/7.7 + yx'7.7 + yy'77 

Comme 7 et 7 sont orthogonaux, d’après la proposition 2.7, on a : 7.7 = 0. Par ailleurs, 7 et 7 étant unitaires, on a 7.7 = 
II' 7 1| • ||' 7 1| = 1 et 7-7 = || 7|| . || 7|| = 1. Il vient alors que 7.7 = xx! + y/. 

"Corollaire 2.13 Ç? Expression de la norme d’un vecteur dans une base orthonormale N 

Soit (7,7) une base orthonormale. Soient 7 un vecteur de coordonnées 7 dans cette base. Alors 

Si (0, 7 , 7) est un repère orthonormal et que A et B sont deux points de & de coordonnées A( jca, y a) , B ( jcb , yB ) dans ce 
repère alors 

AB = ||Àb|| =yj(x B - 

I 

Démonstration Ces formules sont immédiates. Pour la première, on a ||7|| = 77.7 = \J x 2 + y 2 . Pour la seconde, il suffit 
d’appliquer la première au vecteur AB dont les coordonnées sont données par (xb - xa, yB - yA)- 

2.3.4 Interprétation en termes de nombres complexes 

Proposition 2.14 Ç 1 

Un repère orthonormal (0,7,7) étant fixé, on peut identifier 'V et C. Si 7 et 7 ont pour affixes respectives z et z', 
alors 


Démonstration Exercice... 

2.4 Déterminant 

2.4.1 Définition 

Définition 2.14 7 Déterminant 

Le déterminant de deux vecteurs du plan Y 7 et 7, noté det(7,7) est défini, de manière géométrique, par : 


{ det(7,7) = 1 7 1 1 7 1 sin(7,7) si les deux vecteurs 7 et 7 sont non nuis 
det(7,7) = 0 sinon. 
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Remarque 2.11 

- Le déterminant dépend de l’orientation choisie dans le plan. Si on avait choisie l’orientation contraire, on aurait un 
déterminant de signe contraire. 

- Pour tout 7 £ 'Y , det (7, 7) = 0. En effet, si 7 ^ 0 , detf w,7) = ||7|| • ||7|| sin |7,7j = 0 et si 7 - 0 le résultat est 
immédiat. 


Proposition 2.15 V 

Deux vecteurs 7 et 7 sont colinéaires si et seulement si I det (7,7) - 0 


Démonstration Si l’un des deux vecteurs 7 ou 7 est nul, alors la proposition est évidente. Supposons qu’aucun des deux 
vecteurs est nul. 

| => | Si 7 et 7 sont colinéaires alors (7,7) = 0 [tt] et sin (7,7) = 0. Il vient alors que det (7 , 7) = || 7 || • || 7 || sin (7 , 7 j = 0. 

| <= | Réciproquement, si det(7,7) - ||7|| • ||7|| sin(7,7) = 0 alors comme ~u et~v sont non nuis, cette égalité n’est possible que 
si sin = 0 ce qui amène ("u,"uj = 0 [tt] et les vecteurs ~iï et U sont donc colinéaires. 

Remarque 2.12 Un corollaire immédiat à cette proposition est que trois points du plan A,B et C sont alignés si et 
seulement si det(AB, AC) = 0. 


2.4.2 Interprétation en terme d’aire 



Figure 2.7 - Interprétation en terme d’aire du déterminant 


Proposition 2. 16 Ç? Interprétation du déterminant en terme de projection 

Soient ~u et ~u deux vecteurs de 'Ÿ . Soient O, A, B trois points de & tels que OA = ~u et OB = ~v. Soit H le projeté 
orthogonal de B sur la droite (OA). Choisissons pour la droite (BH) l’orientation dans le sens directement orthogonale à 
OA. On a alors : 

| det(~u,~u) = 0A. 5ïïT| 

La valeur absolue de ce déterminant correspond à l’aire du parallélogramme construit selon les vecteurs ~u et ~v . 

Démonstration Il est clair que ||~m|| = OA. Compte tenu de 1 ’ orientation choisie pour (HB) , si a est la détermination de (u,~v) 
appartenant à ] — jt, tt] alors 

- si a est positif, ||T|| 810(77,7) = HB 

- si a est négatif, ||7|| sin(7,7) = -HB. 

Par conséquent ||77|| sin(77,7) = HB etH.~v = ||77|| ||7|| sin(7,7) = OA.HB. 

2.4.3 Propriétés du déterminant 


Proposition 2.17 Z> Antisymétrie du déterminant 

Le déterminant est antisymétrique : si 7 et 7 sont deux vecteurs de "V alors | det(7,7) - -det(7,7) 


Démonstration C’est une conséquence directe du fait que sin(7,7) = -sin(7,7). 
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Proposition 2.18 O Bilinéarité du déterminant 

Le déterminant est bilinéaire : pour tous 7, 7[, Ü 2 , 7, ~ü\, 7 de Y et pour tous réels Ài, À 2 , on a 


Démonstration Supposons 17/0. Soient 7 = et O un point de 3? . Soit ~J le vecteur image de 7 par la rotation de centre O 
et d’angle \. Le triplet (O, T, ~J)forme un repère orthonormal direct 3% du plan. Dans cette base, les coordonnées de : 
-usontlx,OUvecx=\\u\\. 

- vi sont (xi,yi) 

- Ü2 sonUx^). 

- \\v[ + \2V2 sont (Ai jri +A2X2,Ai3/i + A2y2)- 
Par application de la proposition 2.16 : 

det("w,AiPÎ + A2P2) = .c(Aiyi + A 2 y2)> det(l7, v[) = x.y\ et det(l7,i^) = x.y 2 . 

Il vient alors det("w,AiPÎ + A2P2) = Ai det(7, 7) + A2 detfH, ï^). La seconde égalité se démontre de la même façon ou en utilisant 
P antisymétrie du déterminant et la première égalité. 


( Proposition 2.19 OOO Expression du déterminant dans u 

ne base orthonormale directe 

A 

Soit (7,7) une base orthonormale directe et soient 7, 7 deux vecteurs de 'V de coordonnées 7 
base. Alors 

det(7,7) = xy' -y x' 

\ X et 7 1 X , dans cette 

\y \ÿ 

On notera \ X X , le déterminant det(7, 7). On a donc 

1 y y 1 




det(7,7) = | X X , I 
\ y y \ 

-y'-x'yj 


v 





Démonstration Comme 7 = xi + y~] et ~v = x'7 + y'~) , par bilinéarité du déterminant, on 


det(7,7) 


det(x7 + y7,x'7 + y'7) 

xdet(7,x'7 + y'7) + ydet(7,x'T + y'7) 

x.x'det(7,7) + xy det(T,7) + yx'det(7,7) + yÿ detCf ,~f). 


Comme la base (T, 7) est orthonormale et directe, det(T,7) = 1 et det(7>7) = -1. D’après la proposition 2.15, det(7,7) = 
det(7»7) = 0- On obtient alors det(l7,l7) = xy 1 - yx' . 


2.4.4 Interprétation en terme de nombres complexes 


Proposition 2.20 0 

Un repère orthonormal direct (0, 7, 

z', alors 

,7) étant fixé, on peut identifier Y et C. Si 7 et 7 ont pour affixes respectives z et 


| det(7,7) = Im(z.z'). | | 


Démonstration Exercice... 


2.4.5 Application du déterminant : résolution d’un système linéaire de Cramer de deux équa- 
tions à deux inconnues 


Soit 




' ax + by-ot 
cx + dy -\ 3 


On appelle déterminant de ce système le réel 8= ad - bc. Ce système linéaire est dit de Cramer si et seulement si son 
déterminant Ô est non nul. On a alors la proposition suivante. 
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Proposition 2.21 Ç> 

Si 0?} est un système de Cramer alors il admet un et un seul couple solution (x, y) donné par 


I ex Z? I I a a I 

(3 d \ c p 

et y = 

ad -bc ad- bc 


Démonstration 

1 Prouvons l’unicité du couple [x,yj. Soient (xi,yi) et (X2,y2) deux couples solutions de (y). On vérifie facilement que le 
couple (X, Y) = (x2 - Xi , y2 - yi) est solution du système 

lax + by = 0 
\cx+dy = 0 ' 

Ceci prouve que dans le plan, identifié a IR 2 par le choix d’un repère orthonormal, les vecteurs (a, b) et (c, d ) sont tous deux 
orthogonaux au vecteur (X,Y ). Mais comme 

det((a,b),(c,d)) = | “ ^ |=ô/0, 

les deux vecteurs (a, b) et ( c,d ) ne sont pas colinéaires. Le vecteur (X,Y) étant orthogonal à deux vecteurs non colinéaires 
ne peut être que nul donc X = 0 et Y = 0. Ceci prouve que x\ = X2 et que yi = y2 et donc 1 ’ unicité du couple solution. 

2 Pour prouver l’existence du couple [x,y], il suffit de vérifier que le couple donné dans l’énoncé de la proposition est bien 
solution de (y), ce qui ne pose pas de difficulté. 

| Remarque 2.13 Si le déterminant du système est nul alors ce système admet soit une infinité de solutions soit aucune. 


2.5 Droites 

2.5.1 Préambule : Lignes de niveau 


Définition 2.15 *9 Ligne de niveau 

Soit a un réel. Une partie si du plan est une ligne de niveau a d’une fonction F : 3? — » IR si si est solution de l’équation 
F(M) = a. 

Me si o F(M) = a 


2.5.2 Lignes de niveau de M ^ ü.AM 



M 0 


F(M) = a 


Figure 2.8 - Ligne de niveau de M >-► S.AM 


Proposition 2.22 c? 

{ @> > R 

— *■ . La ligne de niveau a de 
M ' — » u .AM 

F : F(M) = a est donnée par la droite dont la direction est orthogonale à "u et qui passe par le point Mo de & défini par 
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Démonstration Posons U = "u/||"u|| et considérons V un vecteur unitaire de y tel que (A, U, V) forme une repère orthonormale 
directe de y. Soient (x, y) les coordonnées de M dans ce repère et a un réel. Comme ~û ( || "u || , 0) et AM (x, y) , on a : 

F(M) = a "m .ÂM = a => x. || "m || = a => x - Æ| 

ce qui prouve que si M est élément de la ligne de niveau F(M) = a alors M est élément de la droite orthogonale à ~u passant par le 
point Mo tel que AMg = a. ■ 

Réciproquement, si M est élément de cette droite alors les coordoonées de M dans le repère (A, U , V) sont de la forme (a/||"n ||, y) 
où y e IR et on vérifie facilement que F CM) = "m .AM = a. Donc M appartient à la ligne de niveau F(M) = a. 

2.5.3 Lignes de niveau de M -» det [ü, AM j 


M 0 


AMq = 


F(M) = a 


y 



Figure 2.9 - Ligne de niveau de M >— • det(«,ÀM) 


Proposition 2.23 V 

f 

m — * a 


Soient A un point de 9* , m un vecteur non nul de Y, a un réel et G : 1 

_ — > . La ligne de niveau a de 

M > — <• det(u,AM) 

G : G(M) = a est donnée par la droite de vecteur directeur ~u et qui passe par le point Mq de S 6 défini par 

AM 0 = a^p- 1 

où ~u est le vecteur directement orthogonal à ue t de même norme. 




Démonstration Comme dans la démonstration de la proposition précédente, posons U = "w/||"w || et considérons V un vecteur 
unitaire de y tel que (A, U , V) forme une repère orthonormal direct de y . Soient ( x , y) les coordonnées de M dans ce repère. Soit 
aunréel. Comme ~u (||"n|| ,0) et AM(x, y), on a : 

G(M) = a => detfu ,ÂM) = a =» y. || k§ = a => y = p^ 

Donc si M(x, y) vérifie 1 ’ équation G(M) = a alors il est élément de la droite de vecteur directeur H passant par le point Mo tel que 
AMq = a.-prj. Réciproquement, si M est élément de cette droite, alors ses coordonnées dans le repère (A, U, V) sont de la forme 
(jc, ex/ 1| T? ||) où x e IR et on vérifie facilement que M est élément de la ligne de niveau G(M) = a car G(M) = det("n ,AM) = a. Par 
ailleurs, si ~v - || ~û || V , on obtient bien AMo = a. ^ et ~v est comme indiqué dans la proposition. 

2.5.4 Représentation paramétrique d’une droite 

Cette représentation peut être utilisée quand on connaît un point et un vecteur directeur de la droite étudiée. 


Proposition 2.24 Représentation paramétrique d’une droite 

Soit <^(0, T, 7") un repère du plan. Soit D une droite du plan passant par un point A de coordonnées (xa> yA) dans & et 
dirigée par le vecteur non nul II | ^ . D admet comme représentation paramétrique : 


= xa + f a 
= La + f P 


;feR 


(*) 
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(Ce qui signifie que M(x M ,y[vi) e D o 3À 0 e i j * M )• 

( yM = yA + Ao P 

Démonstration Si M [x, y) e D alors les vecteurs AM et H sont colinéaires. Il existe donc un réel t tel que AM = tu et l’égalité 
des coordonnées de ces deux vecteurs se traduit par les égalités (*) . Réciproquement, les égalités (*) impliquent 1 ’ égalité vectorielle 
AM = tu et le fait que le point M e D. 

Exemple 2.6 Soit O, T, 7 *) im repère du plan. Déterminons une équation paramétrique de la droite D passant par le 
— *• |3 

point : A (1, -2) et dirigée par le vecteur : u L . 

Par application du théorème précédent, une équation paramétrique de D est : 


I x=l+3 ta 
\ y- -2 + 5tp 


t e IR 


2.5.5 Équation cartésienne d’une droite 

Cette représentation est aussi utilisable quand on connaît un point et un vecteur directeur de la droite en question. On 
se remémorera au préalable ce qu’est une équation cartésienne (voir la définition 2.9 page 68 ). 


Proposition 2.25 OOO Équation cartésienne d’une droite 

Soient &(0, T , ) un repère orthonormal du plan, a, p, c trois réels tels que a et P ne sont pas tous deux nuis. 

1 . La droite D passant par le point A de coordonnées (x A , yA) dans et dirigée par le vecteur non nul ~u | ^ admet 
une équation cartésienne de la forme 

2. Réciproquement, l’ensemble des points du plan d’équation ax + |3y + c = 0 est une droite de vecteur directeur 


3. Deux telles équations représentent deux droites confondues si et seulement si elles sont proportionnelles. 


Démonstration 

1. On pourrait démontrer 0 
constater que 


e égalité en éliminant le paramètre t dans l’équation paramétrique de D. Il est plus rapide de 
M(x,y)eD => det("n,AM) = 0 

=* l-P 

I « y-yA | 

=> - (a(x- xa) 1 + P(y- ta!) = 0 

=> ax+Py=-(ax A + Py A ) 


qui correspond à l’égalité recherchée avec c = -(cxxa + Py A ). 

2. Réciproquement, si ax + P y + c = 0 est une équation cartésienne d’un sous ensemble srf du plan et si A(x a , y A ) est élément 
de ce sous-ensemble alors ses coordonnées vérifient V équation ax+Py+c = 0 et, pour tout M(x,y) de srf : a(x-x A ) + P(y- 
y A ) + c = 0. Donc, pour tout point M de té , det(AM,"w) = 0 où H (-fi, a). ■</? est donc la ligne de niveau 0 de l’application G 
de la proposition 2.23. srf est donc, d’après cette proposition, la droite orthogonale à ~u passant par A. 

3. Considérons les deux équations cartésiennes 


( 1 ) aix+Piy+ci =0 et ( 2 ) a 2 x + fi 2 y+ c 2 = 0, 


la première représente une droite Di et la seconde une droite D 2 . Si ces deux équations sont proportionnelles, alors tout point 
M dont les coordonnées (x, y) vérifient l’équation (1) (o M e Di) vérifient aussi l’équation (2) et donc est aussi élément de 
D 2 . Ceci prouve que Di = D 2 . Réciproquement, si une droite D possède deux représentations cartésiennes (1) et (2) alors, 
ut (— (3 [ ,U| ) et «2 (-fi 2 ,a 2 ) étant deux vecteurs directeurs de D, ils sont colinéaires et il existe donc k e K* tel que a 2 = ko .\ , 
f>2~ kft] . Considérons un point A(x A , y A ) de D et étudions les égalités 

[ aiX A + P!y A +Ci = 0 

1 a 2 x A + p 2 yA + C2 = 0 ' 


on montre que c 2 = kc\ et donc que (1) et (2) sont proportionnelles. 
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I Remarque 2.14 Une droite donnée dans un repère orthonormal possède une infinité d’équations cartésiennes propor- 
tionnelles. 


Exemple 2.7 Soient un repère orthonormal du plan, D une droite passant pas le point A(l,-1) et dirigée 

par le vecteur ~u . Calculons une équation cartésienne de D dans âf. 

Soit M(x,y) £ &. On a : 


Mef <=> AM et ~u sont colinéaires «=> det |AM, ~u j = 0 <= 
Une équation cartésienne de D est donc : | 2x-y-3 - 0 | 


I X-1 1 I 
I y+ 1 2 I 


:0<=>2x-y-3 — 0 


2.5.6 Droite définie par deux points distincts 

Cette méthode est à utiliser pour déterminer l’équation cartésienne d’une droite quand on connaît deux points de cette 
droite. Soit D une droite passant par les points A et B de & de coordonnées respectives (xA.yO et (xb, yn) dans un 
repère orthonormal direct du plan. On détermine une représentation paramétrique ou une équation cartésienne de D en 
remarquant que D admet AB comme vecteur directeur et en se ramenant à une des méthodes développées dans l’un des 
deux paragraphes précédents. 


2.5.7 Droite définie par un point et un vecteur normal 


Définition 2.16 O Vecteur normal 

Soit D une droite du plan et ~n un vecteur non nul orthogonal à un vecteur directeur de D. ~n est un vecteur normal à D. 


La proposition qui suit permet de calculer l’équation cartésienne d’une droite quand on connaît un point et un vecteur 
normal de cette droite. 


Proposition 2.26 O 

Le plan étant rapporté à un repère orthonormal, on considère une droite D d’ équation cartésienne ax + |3y + c = 0. Alors 
le vecteur I H (-(La) I est un vecteur directeur de D et I ~v (a, (3) I est un vecteur normal à D. 


Démonstration S? Le fait que ~u (-fi, a) est un vecteur directeur de D a déjà été prouvé dans la proposition 2.25. Le vecteur 
~v (a, fi) est par ailleurs clairement orthogonal àH et est donc un vecteur normal à D. 


Proposition 2.27 O Équation d’une droite définie par un point et un vecteur normal 

Un repère orthonormal étant fixé, la droite D passant par le point A(xa, yA) et de vecteur normal ~n (a, P) a pour équation 
|^(x-XA)+£(y-^)^oJ. 

Démonstration SoitM(x,y) un point du plan. Supposons que Me D alors AM.Ti = 0, ce qui s’écrit aussi u(x-xa) + P(y-yA) = 
0. Réciproquement si M vérifie cette égalité alors le produit scalaire AM.7Î est nul et les vecteurs AM et ~n sont orthogonaux. Le 
vecteur AM dirige donc la droite D. A étant un point de cette droite, ceci n’est possible que si M e D. 


2.5.8 Distance d’un point à une droite 


Définition 2.17 O Distance d’un point à une droite 

Soit D une droite et M un point du plan. On appelle distance Je M à D et on note J(M,D) la plus petite distance entre 
M et un point de D. 


Remarque 2.15 Si H est le projeté orthogonal de M sur D et si N est un point de D alors, d’après le théorème de 
Pythagore, 

MN 2 = MH 2 + HN 2 3=MH 2 

Le minimum de la distance entre M et un point de la droite existe, est atteint en H et vaut MH. 
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Figure 2. 10 - Distance d’un point à une droite 


Proposition 2.28 O 

Soit Si (O, T , f) un repère orthonormal direct du plan. Soit D une droite du plan : 


• passant par un point A(xa, yA) 

• de vecteur normal ~n 

Soit M(xyi, yvi) un point du plan, alors 


» de vecteur directeur u 
• et d’équation cartésienne a 


det AM,"m AM-" 


_ \ax M + byM+c\ 


V a 2 + b 2 


Démonstration v> Soit H le projeté orthogonal de M sur D. 

• Par application des formules de trigonométrie dans le triangle AHM rectangle en H, on a 

| |H|||R|||sin(^)| |det(ÂM,u)| 

d(M,D) = HM = AM sin AM,"w = ! - 1 


RI " IR 

» Par ailleurs, toujours par utilisation de la trigonométrie dans le triangle AHM, on a aussi 

rf(M,D) = HM = Am|cos|aM, n j| = & = W 

» Enfin, prenant pour ~n le vecteur normal à D de coordonnées (a, b), on a 

d(M D) = 1^' ”1 = |«(x M -^A) + fc(yM-yA)| = |gx M + byM-(gAA + fcyA)| _ |«*M + fcyM + c| 

car Ae D et donc ax/\ + by^ + c = 0. 


2.5.9 Équation normale d’une droite 


Définition 2.18 O Équation normale d’une droite 

On dit que a x + |3y = c est une équation normale d’une droite si a 2 + p 2 = 1. 


Proposition 2.29 O 

Soit Si (O, T, ~j) un repère orthonormal du plan. Pour toute droite D du plan, il existe des réels 0 et p tel que xcosG + 
ysinG = p soit une équation normale de D dans Si. 


Démonstration Soit ax+by = c une équation cartésienne de D. Alors 
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Figure 2.1 1 - Équation normale d’une droite 


est une équation proportionnelle à notre première équation et est donc une autre représentation cartésienne de D dans Si. Comme 


+ (^FLf) 


il existe ( défini modulo 2 tt) 0 e R tel que 


\/FLF \/FLF" 

^ . Une équation de D est donc xcos 0 + y sin0 = p et cette équation est, par construction, normale. 


Remarque 2.16 

- Si xcos 0 + j/sin0 = p est une équation normale d’une droite D dans un repère orthonormal Si, la seule autre équation 
normale de D dans Si est xcos(0 + 71) + ysin(0 + jr) = — p 

- Interprétation géométrique de 0 et p : Soit D une droite du plan rapporté à un repère orthonormal direct Si (O, T , ~j ) . 
On suppose que D ne passe pas par l’origine de ce repère. Soit H le projeté orthogonal de O sur D et soit xcos0 + 

y sin0 = p une équation normale de D. Le vecteur 1 1 | est un vecteur normal à D. Par conséquent, il est colinéaire 
au vecteur OH. Donc (t,Oh| = 0 [ji]. De plus, 


d(0,D) = 


|0 x cos0 + O x sin0- p\ 
V cos 2 0 + sin 2 0 


= \P\ 


I et donc \p\ = d(0,D). 

- En corollaire à cette dernière remarque, si xcos0 + ysin0 = p est une équation normale de D et si M est un point du 
plan alors <i(M,D) = |xcos0 + ysin0- p\. 

2.5.10 Équation polaire d’une droite 

Dans tout ce paragraphe, on considère un repère orthonormal direct 3#(0, T , ~j ) et un repère polaire Si§ (O, ~u (0) , ~v (0)) . 


Proposition 2.30 O Équation polaire d’une droite passant par le pôle 

Une droite D passant par le pôle O du repère polaire Siq a une équation polaire du type 


où 0o est un réel. Ceci signifie que si le point M est représenté par le couple de coordonnées (tm> 0m) dans Si§ alors M 
est élément de D si et seulement si 0 m = 0o- 

Réciproquement, une telle équation est celle d’une droite passant par le pôle O de Si 9. 


Démonstration Soit ~u un vecteur directeur de D. Soit 60 une mesure de l’angle ÇT ,~u). M est élément de D si et seulement si il 
existe a e IR tel que OM = tu, c ’ est à dire si et seulement si (| t\ , 0q) ou (| f| ,0q + x) forme un système de coordonnées polaires de 
M. 

L’équation 0 = 0q [ji] définie donc bien une équation polaire passant par O et dirigée par ~u. 




Proposition 2.31 V Équation polaire d’une droite ne passant pas par le pôle 

Une droite D ne passant pas par le pôle O du repère polaire f%Q admet une équation polaire du type 


|^^os(0-0o)J 

où p- d (O, D) et où 0 O = |~T, Oh| [2tt] , H étant le projeté orthogonal de O sur D. 
Réciproquement, une telle équation est celle d’une droite ne passant pas par le pôle O de , 


Démonstration On utilise une équation normale de la droite D et son interprétation géométrique. Comme la droite D ne passe pas 
par l’origine, elle admet une équation normale de lu forme xcos 0o + y sin 0 q = p où 0o e IR et où p / 0. Quitte à changer do en 0o+Jt, 
on peut même supposer que p > 0. Si (r, 0) est un système de coordonnées polaires pour un point M du plan, alors les coordonnées de 
M sont données dans .ié parle couple (rcos0, rsin0). Le point M appartient à D si et seulement si r(cos0cos0o +fisin OsinOo) = p, 
c’est-à-dire si et seulement si r = COS (g_g 0 ) • 

2.5.11 Intersection de deux droites, droites parallèles 

Dans tout ce paragraphe, on considère un repère orthonormal "7, ~f) . 


Proposition 2.32 

Soient D et D' deux droites d’équations respectives ax+by - c et a'x+b'y = d dans ffé où [a, b) e R 2 \ {(0,0)} et 
[a 1 , b') e IR 2 \ {(0,0)}. 

- D et D' sont parallèles si et seulement si les couples (a, b) et [a 1 , b') sont proportionnels, c’est à dire si et seulement si 
| h ^/ | = 0 (Dans ce cas soit les deux droites sont confondues soit leur intersection est réduite à l’ensemble vide). 

- Si D et D' ne sont pas parallèles, elles ont un unique point d’intersection. 


Démonstration Les vecteurs H {-b, a) et u! [-b', a') sont, respectivement, des vecteurs directeurs de D et D'. D et D' sont 
parallèles si et seulement si ces deux vecteurs sont colinéaires, c’est à dire si et seulement si 


Cette dernière quantité étant égale à | ^ y |, la première partie de la proposition est démontrée. 

Si par ailleurs D et D ' ne sont pas parallèles, alors ab' - ba' / 0 et, d’après la proposition 2.21 page 75, le système 
possède une unique solution : 

b'c-bc' 
ab' - ba' 


{a'x + b'y = d 


2.6 Cercles 

2.6.1 Définition 


Définition 2.19 Cercle 

Le cercle de centre O et de rayon R ^ 0 est l’ensemble des points du plan situés à une distance R de O : 

|Me & : ||qm||=r} 

Ce cercle sera noté ^(Q.R). 


2.6.2 Équation cartésienne d’un cercle 

Dans tout ce paragraphe, on considère un repère orthonormal fié {O, i , j). 
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Figure 2.12- Équation cartésienne d’un cercle 


f 1 \ 

Proposition 2.33 Equation cartésienne d’un cercle 

Une équation cartésienne du cercle de centre O et de rayon R 0 est donnée par 

(x - a) 2 + (y - P) 2 = R 2 

ou sous forme développée 

^^^-2ax-2Py + c^^-^^0^ 

Réciproquement, si un sous-ensemble du plan satisfait une telle équation, alors ce sous-ensemble est le cercle de rayon 
Jt et de centre Q. , 

Démonstration <2 Appelons c <£ le cercle de centre O et de rayon R > 0. 

Supposons que M (x, y) est un point de r ê . Alors ||om|| = R et élevant au carré |nivl|| = R 2 ce qui s’écrit (x-a) 2 + (y- P) 2 = R 2 . 
Réciproquement, si les coordonnées de M (x, y) vérifient (x - a) 2 + (y - P) 2 = R 2 alors || QM || = R 2 et || !!M || = R. Par suite M e r é . 

Proposition 2.34 

L’équation x 2 + y 2 - 2ax - 2[iy + y = 0 représente : 

1 . L’ensemble vide si a 2 + p 2 - y < 0. 

2. Le cercle de centre £l(a, p) et de rayon R = \Jo 2 + P 2 - y si a 2 + p 2 - y ^ 0. 

Démonstration Remarquons que 

x 2 + y 2 - 2ax - 2Py + y = (x - a) 2 + (y - P) 2 - a 2 - P 2 + Y- 

Si a 2 + P 2 - y < 0, cette équation cartésienne ne peut avoir de solution. Sinon, on applique la proposition précédente. 

2.6.3 Représentation paramétrique d’un cercle 


Proposition 2.35 Ç? Représentation paramétrique d’un cercle 

Soit ^(0,T, ~j) un repère orthonormal. Le cercle de centre 0(a,P) et de rayon R > 0 admet comme représentation 
paramétrique 

(Ce qui signifie que M e < îf (Q, R) o 3 9 0 e IR < 

v : 

fx = a + Rcos0 
1 , 0eR 

[y = P + Rsin0 


xm =a + Rcos0o^ 
yM = P + Rsin0 o 

/ 


Démonstration Soit M(xm, Ym) tel qu’il existe un réel 0o vérifiant : 

Jx m = a + Rcos0o 
IYm = P + Rsin0o ' 
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Figure 2.13 - Représentation paramétrique d’un cercle 


On vérifie facilement que (xm , j/m) vérifie 1 ’ équation (x-a) 2 + (y- P) 2 = R 2 . 

Réciproquement, soit M(xm, JT^r) £ if (O, R). Les coordonnées de M vérifient (xm -a) 2 + (j/m ~P) 2 = R 2 . Posons a = et b = 

Comme a 2 + b 2 = 1, il existe un réel 0o tel que a = cos0o etb = sin 0g. Donc 
jx M = a + Rcos0 o 
ITM = P + Rsin0o 

2.6.4 Équation polaire d’un cercle passant par l’origine d’un repère 


r . n 

Proposition 2.36 Ç? Equation polaire d’un cercle passant par l’origine d’un repere 

Soit âê(0,~i ,~f) un repère orthonormal. Soit Q(a,|3). Le cercle f de centre O, passant par O et de rayon R > 0 admet 
comme équation polaire 

|~r = 2acos9 + 2[3sin6~| 

ou, de manière équivalente 

|~r~- 2Rcos(9 - 9p)~| 

où (R, 0o) est un système de coordonnées polaires pour Q. 

Réciproquement, toute équation de la forme r = 2acos0 + 2|3sin0 est l’équation d’un cercle de centre n(a,|3), passant 
j>ar l’origine O de £% et donc de rayon - \/a 2 + \i 2 . ^ 

Démonstration Soit f un cercle de centre O, passant par O et de rayon R > 0. Comme O est élément de if, f admet une équation 
cartésienne de la forme : x 2 + y 2 - 2ax - 2 fi y - 0. Remplaçant x par r cos 0 et y par r sin 0, on obtient : 

x 2 + y 2 - 2<xx - 2Pj/ = 0 
<=> r 2 -2r(acos0 + Psin0) = O 
( r = 2acos0 + 2p sin0 (1) 

1 r = 0 (2) 

La seconde équation admet pour ensemble solution le singleton {O}. La seconde peut être ainsi réduite : si (R,0o) est un système de 
coordonnées polaires pour O, r ~ 2Rcos(0 - 0o) est équivalente à (1). Comme le point O vérifie cette équation (pour 0 = 0o + j), 
les deux conditions (1) et (2) se résument à (1) r = 2acos0 + 2psin0 ou encore r = 2Rcos(0 - 0o). 

Réciproquement, si un ensemble du plan admet comme équation polaire r = 2a cos 0 + 2p sin 0 alors c ’est le cercle de centre Ci(a, P) 
et passant par O. 

2.6.5 Caractérisation d’un cercle par l’équation MA.MB = 0 


Proposition 2.37 Caractérisation d’un cercle par l’équation MA.MB = 0 

Soit 30(0, T, ~f) un repère orthonormal. Soient A(xa,}/a) et B(xb, yn) deux points du plan. Soit ^l’ensemble des points 
M du plan vérifiant 

MA.MB = 0. 

Alors if est le cercle de diamètre AB. Une équation de if est donnée par 





Figure 2.14 - Caractérisation d’un cercle par l’équation MA.MB = 0 


Démonstration Soit I le milieu de [A, B] . Pour tout point M du plan : 

MA.MB = 0 

=> ^MI + ÏÂj . |mi + ÏB j = 0 
=> MI.MI + (ÎA + ÎB).SS + ÎB.ÎA= 0 

=> MI 2 -IA 2 = 0 
=> IM = IA 

car IA + IB = 0 .En résumé, si M est élément de if alors IM = IA, c ’est à dire M appartient au cercle de diamètre AB . 
Réciproquement, si M est élément du cercle de diamètre AB alors IM = IA et remontant les implications précédentes, on montre que 
Me if. 

I Retnarque 2.17 La précédente proposition est une reformulation du théorème de la médiane vu au collège :« Un 
triangle est rectangle si et seulement si un de ses côté est un diamètre de son cercle circonscrit ». 


2.6.6 Intersection d’un cercle et d’une droite 



Figure 2.15 - d(fî,D) >R 


Figure 2.16 - d(fî,D) = R 


Figure 2.17 - d(Q,D) < R 


Proposition 2.38 ü 

Soient D une droite et ‘é’ (Q, R) un cercle de rayon R > 0. 

1. Si c/(n,D) > R alors Dn^ = 0. 

2. Si d{Q, D) < R alors D n if est formée de deux points distincts. 

3. Si d(Q,D) h R alors D n if est constitué d’un unique point. Si M est ce point, on dit que D est la tangente au 
cercle if au point M. M est le projeté orthogonal de Q sur D. 

Démonstration Soient D une droite et if (O, R) un cercle de rayon R > 0 et de centre O. 

1. Si dip., D) > R, il ne peut y avoir de point d’intersection entre if etD. 
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2. Si cl = d(Q,D) < R, nommons H le projeté orthogonal de Cl sur D. Pour tout point M de D, !!M 2 + HM 2 = DM 2 , soit 
d 2 + HM 2 = DM 2 . M est élément de if n D seulement si on a à la fois DM 2 = R 2 et HM 2 = DM 2 -d 2 , c’est a dire seulement 
si HM 2 = R 2 - d 2 . Supposons que H oriente la droite D, il y a alors deux possibilités pour M, elles sont données par 


Réciproquement, les deux points M données par cette dernière égalité sont bien éléments de if n D. 

3. Supposons enfin que d (O, D) = R. Cette distance est celle entre Cl et H, le projeté orthogonal de Cl sur D. H est donc élément 
de if n D et c’est le seul élément possible de cette intersection. 


r , > 

Proposition 2.39 Equation cartésienne de la tangente à un cercle 

Soit ) un repère orthonormal. Soit f un cercle de centre Q(a, p) et de rayon R>0. < f admet comme équation 

cartésienne : 

x 2 + y 2 - 2ax- 2f>y + y = 0 

(avec y = a 2 + |3 2 -R 2 ). La tangente à c f en Mo (xq, yo) e if admet pour équation cartésienne 

^ y 

Démonstration Un vecteur normal à la tangente à if en Mo est donné par OMo \ Un point M f est élément de cette 

|yo-p i y 

tangente si et seulement si OMq.MqM = 0. On obtient ainsi une équation cartésienne de la tangente à if en Mo : 

(x 0 -a)(x-x 0 ) + ()/o-PXy-yo) = 0 (*) 


Soit en développant : 

Comme Mo X ° est élément de i 

|yo 


xxo + yyo - a [x - x 0 1 - P (y ■ - yo ) - *o “ yo = 0 

tangente, x^ + y^- 2axo -2Pyo + Y = 0 et l’équation cartésienne de départ (*) est équivalente à 
xqx+ yoy- a(x 0 + x) - P(y 0 + y) + Y - 0 


En résumé 

H II convient d’avoir bien compris : 

- l’utilité du produit scalaire 

- l’utilité du déterminant 

et les différentes méthodes pour les calculer. 

0 II faut savoir effectuer des changements de repère, vous en aurez un grand besoin en physique. 

Il faut savoir calculer rapidement et sans hésitation : 

- l’équation cartésienne 

- l’équation paramétrée 

- l’équation polaire 
d’un cercle et d’une droite. 

^ il faut aussi savoir calculer la distance d’un point à une droite et l’aire d’un parallélogramme dans le plan avec le 
déterminant. 

^ Au terme de ce chapitre, vous devrez savoir organiser des calculs afin de pouvoir les effectuer dans des conditions 
optimales. 
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2.7 Exercices 

Attention 2.8 Penser à dessiner, cela aide souvent à résoudre un exercice. 


2.7.1 Produit scalaire et déterminant 

Exercice 2.1 ' 

Soient ~u et ~u deux vecteurs du plan. Développer : 

1. ||"m+"î/|| 2 -|["m -"?|[ 2 . 

2. det [H +~v ,~u -~v) 

Solution : 

1. Comme le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique, on a, pour tous vecteurs ~a et b du plan : 
||"a|| 2 - | b | = Ça + b\a - b) donc 

l'a +~v || 2 - ||"w ~~u\\ 2 - (2~u\2b) 

= 4(ÏÏfv) 

2. De même, comme le déterminant est une forme bilinéaire anti-symétrique alternée, il vient : 

det [~u +~v ,~u -~v) = 2det(u,~u) 


Exercice 2.2 

Soient A, B et C trois points du plan. Montrer que : 

det(ÀB,Âe] = det(BC,BA] = det(cA,CB] 

1. En raisonnant géométriquement. 

2. En utilisant la bilinéarité et F antisymétrie du produit scalaire 


Solution : 

1. Orientons le triangle ABC dans le sens direct. On peut choisir une détermination dans [0, tt] pour les trois angles 
|aB, Acj, | CA, CB J, |bC,Ba|. Les trois déterminants sont alors positifs et sont de plus chacun égaux au double 
de l’aire du triangle ABC, ce qui prouve les égalités. 

2. D ’ après la relation de Chasles et en utihsant la bilinéarité et 1 ’ antisymétrie du produit scalaire : 


det(AB,Ac) 


det(ÀB,ÀB + Bc] 

det (ÀB, Àb] + det (ÀB, Bc) 

-det(ËA,Bc] 

det(BC,BAj. 


On prouve de même la dernière égalité. 


Exercice 2.3 ■ V H 

Dans le plan, on considère un parallélogramme ABCD. On note E le pied de la perpendiculaire menée de C à (AB) . On 
note F le pied de la perpendiculaire menée de C à (BD). Montrer que BD.BF - ||BC|| 2 + BA.BE. 
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Exercice 2.4 ■ W 

Soit ABCD un parallélogramme. Montrer que 

AC 2 + BD 2 = AB 2 + BC 2 + CD 2 + DA 2 . 


Solution : Soit I le milieu de [AC] et donc aussi le milieu de [BD] . 

AB 2 + BC 2 + CD 2 + DA 2 = ÀB.ÀB + BC.BC + CD.CD + DA. DA 

= (ai + ïb] . (ai + bï] + (m + ic] . (bî + ïc] + (ci + îd] . (ci + îd] + (di + îa] . (di + ïa] 

= AI 2 + IB 2 + 2ALÎB + BI 2 + IC 2 + 5.ÏC + CI 2 + ID 2 + 2CI.ÎD + DI 2 + IA 2 + 2DI.ÎA 
= 4AI 2 + 4BI 2 + 2ALÎB + 2ÂÎ.ÏD + 2BÎ.ÎC + 2DI.ÏC 
= AC 2 + BD 2 + 2ÂÎ. (ÎB + î3j + 2 (bÎ + Di] .ÏC 
= AC 2 + BD 2 


2.7.2 Coordonnées cartésiennes dans le plan 

Exercice 2.5 ■ <2 I 

Calculer une équation cartésienne puis une équation paramétrique de la droite S : 

1. passantparA(2,l) et de vecteur normalU - (1,-1). 

2. passant par A[-1,0) et de vecteur directeur ~u = (1,-2). 

3. passant par A(l, 2) etB(-2,3). 

4. passant par 1 ’ origine et parallèle à la droite S)' : x + y - 1 = 0. 

5. passant par A(l, 1) et perpendiculaire à la droite St' :\ X ; t e IR. 

[y =-i+t 


Solution : 

1. Comme S> admet H comme vecteur normal, une équation cartésienne de S est de la forme x- y + c = 0 avec ce IR. 
Comme Ae@, on a c = -1 et S \ x- y -1-0. Un vecteur directeur à S est celui de coordonnées (1,1) donc une 
-2+ t 


équation paramétrique de Si est S : 


— 1 + t 


; f g IR. 


2. Comme S est dirigée par u elle admet comme vecteur normal celui de coordonnées (-2, -1) ou encore n - 
(2, 1). Une équation de S est donc de la forme 2x + y + c = 0 où c e IR. Comme Ae®, il vient que c — 2 donc 

S> :2x+y + 2-0. Une équation paramétrique de Si est S : < X 1+? ;ïelR. 


3. Comme A et B sont des points de S), le vecteur AB = (-3, 1) dirige S) et le vecteur ~n = (1,3) dirige S. Une équation 
cartésienne de Si est alors de la forme x + 3y + c - 0 avec c e IR. Comme Ae®, on trouve que c= -7 et finalement 

( x =1-3 t 

S) : x + 3y - 7 = 0. On trouve par ailleurs qu ’ une équation paramétrique de S est St -A ^ ; t e IR. 

4. Comme S et S)' sont parallèles, le vecteur ~n = (1,1) normal à Si' est aussi normal à Si et donc une équation 
cartésienne de S est de la forme x + y + c = 0 avec c e IR. Comme O e S, c = 0 et S) : x + y - 0. Un vecteur 

directeur à S est ~u — (- 1, 1) et une équation paramétrique de Si est S : \ X * ; t e IR. 

\y =t 

5. Un vecteur directeur de Si' est ~n = (2, 1) qui est normal à S) car les deux droites sont perpendiculaires. Une 
équation de S est donc delà forme 2x+y+ c- 0 avec ce IR. Comme Ae® alors c= -3 et S : 2x + y-3 = 0. Un 

^ [ x — 1 — t 

vecteur directeur de S est U - (-1,2) donc une équation paramétrique de S est Si A ; t e IR. 

[y =1 + 2 1 


Exercice 2.6 ■ <2 

Calculer une équation cartésienne de la droite S) d’équation paramétrique 


[y =2-3t 


Solution : On pourrait lire sur l’équation paramétrique de 3) les coordonnées d’un point et d’un vecteur directeur de 
Os. Procédons autrement : 

x =l-f \ t = l ~ x 2 -y 

y =2-3 1 \t 3 

et donc @ :-3x+y + l = 0. 


Exercice 2.7 A? 

On rapporte le plan à un repère orthonormal direct. On considère les points A(- 1, - 1), B(2, 3) et C(3, -3) . 

1 . Calculer 1 ’ aire du triangle ABC. 

2. En déduire la distance de A à la droite (BC). 

3. Former une équation de la droite (AB). 

4. En déduire la longueur de la hauteur issue de C et retrouver l’aire du triangle ABC. 


1. L’aire de ABC est donnée par : - — Lp — - = y = | 11 1 - 

2. Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC). (AH) est donc une hauteur de ABC et l’aire de ABC est aussi donnée 

par : Comme BC = V37, on trouve : 


3. Le vecteur AB (3,4) dirige la droite (AB). Par conséquent, une équation de (AB) est | -4x + 3y- 1 - 0 | . 

4. La longueur de la hauteur issue de C est la distance de C à la droite (AB). Par conséquent : d (C, (AB)) = 


— . L’aire du triangle ABC est alors donnée par 


AB x d(C,(AB)) 




Exercice 2.8 V 

Dans le plan rapporté à un repère orthonormal, on considère les points A 


et B 


-2 
3 ' 


1. Écrire une équation cartésienne de la droite (AB). 

2. Déterminer la distance du point c|j à la droite (AB). 


3. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H de C sur (AB). 

4. Retrouver la distance du point C à la droite (AB) en utilisant la question précédente. 


Solution : 

1. Soit Mf 

I y 


un point du plan. Il appartient à la droite (AB) si et seulement si det(AM, AB) = 0, ce qui donne une 


équation cartésienne de la droite (AB) : | (AB) : 5x + 3y + 1 = 0 |. 

|5 + 3+l| 9 

2. Avec la formule du cours, d(C, (AB)) = — . 

VÿTÿ VM 

3. Comme ~n - (5, 3) est normal à (AB), il dirige (CH) et une équation paramétrique de (CH) est (CH) 
Les coordonnées de H sont solutions du système : 


= 1+5 1 
= 1+3 1 


) x = l + 5f 

y = 1 + 3f . 

5x + 3y+l =0 

On trouve t = -9/34, x = -11/34 et y = 7/34. Donc H (-11/34,7/34) . 

4. Il suffit de calculer la norme de CH = (45/34, 27/34) , on trouve || Ch|| = V81/34 = 91 Vm. 


Exercice 2.9 ■ W 


Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, on considère le point fij^ • Parmi toutes les droites passant par fi, 
déterminer celles qui sont à distance 1 du point a| ^ . 


Solution : On peut décrire toutes les droites passant par fi (sauf la droite verticale) à l’aide d’un seul paramètre, la pente 
m. L’équation cartésienne d’une telle droite 92 m est donc (y -2) = m(x - 1), c’est-à-dire | : mx - y + (2 - m) — 0 |. 

La distance du point A à la droite 2 m est alors donnée par la formule : 


\-m-4 + 2-m\ 2\m+\\ 


Cette distance vaut 1 si et seulement si 4 (m + 1) 2 = m 2 + 1, c’est-à-dire 3 m 2 + 8 m + 3 = 0, et on trouve les deux pentes 
-4+y/ï — 4— v7 

solutions, ni\ et m.2 = . On vérifie ensuite que la droite verticale passant par fi ne convient pas en 

écrivant son équation cartésienne x = 1 et en calculant la distance de A à cette droite qui vaut 2. 


Exercice 2.10 ■ 9? 

Calculer la distance du point A à la droite 2 dans les cas suivants : 

1. A (0, 0) et (2 passe par B (5, 3) et est dirigée par ~u{ 1,2). 

2. A (1,-1) et 92 passe par B (-1, 1) et est perpendiculaire à ~n (2,3). 

3. A (4, 1) et (2 est la droite d ’ équation cartésienne x + 2y + 3 = 0. 



Dans le plan muni d’un repère orthonormal direct, on considère les 4 points A(-l, 3), B(-6,-2), C(2,-6) etD(3,l). 

1 . Montrer que ABCD est un trapèze. 

2. Calculer les coordonnées de l’intersection de ses diagonales. 

3. Montrer que ses diagonales sont perpendiculaires. 

4. Calculer l’aire de ABCD. 


Solution : 

1. Comme AD = (4, -2) et BC = (8, -4) il est clair que BC = 2AB et que les droites (AD) et (BC) sont parallèles. Par 
suite, ABCD est un trapèze. 

2. On calcule une équation cartésienne de (AC). Cette droite est dirigée par AC = (3,-9) ou encore par le vecteur 
~u — (1,-3). Un vecteur normal à cette droite est donc ~n = (3,1). Une équation cartésienne de (AC) est donc de 
la forme 3x + y + c - 0 avec c e IR. Comme A e (AC), il vient que c = 0. Donc (AC) : 3x + y = 0. On montre de 
même que (BD) : -x+ 3y = 0. On remarque que ces deux droites passent par l’origine du repère donc leur point 
d’intersection est O. 

3. Un vecteur normal à (AC) est ~n — (3, 1) et un vecteur normal à (BD) est ~n' = (-1,3). 11 est clair que ~n ■ ~n ' - 0 et 
donc que les diagonales sont perpendiculaires. 

4. On utihse la formule vue au collège. Si si désigne l’aire de ABCD alors si = (petite base + grande base) x 
hauteur/2. On sait que petite base = || AD |j -2\fh et grande base = || BC || = 4\/5. De plus 


hauteur = d (A, (BC)) = 


|detAB,Bc| 

iiscii 




4\/5 4\/5 


et s/ -45. 
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Exercice 2.12 ■ V 

On considère deux droites @ et & d’équations respectives : 

D: 3x + 4y + 3 = 0 et D' : 12x-5y + 4 = 0 


1 . Montrer que ces deux droites sont sécantes. 

2. Déterminer une équation de chacune de leurs bissectrices 1 . 

Solution : 

1. Un vecteur directeur de D est H (-4,3) et un vecteur directeur de D' est ~u' (5, -12). Ces deux vecteurs ne sont 
pas colinéaires donc ces deux droites ne sont pas parallèles. 

2. Soit M (x, y) un point du plan. On a la série d’équivalences : 

M est un point d’une des bissectrices aux deux droites 
<=> d(M.,®) = d[M,@') 

|3x + 4y + 3| _ |l2x-5y + 4| 

^ 5 ' 13 

<=> 13(3x + 4y + 3) =5(l2x-5y + 4) ou 13(3x + 4y + 3) = -5(l2x-5y + 4) 

-21x + 77 y + 19 = 0 ou 99x + 27y + 59 = 0. 

Donc les bissectrices ont pour équation | -21x + 77y + 19 =~ 5 ~| et | 99x + 27y + 59 - 0~| . 

Exercice 2.13 ■ W I Bissectrices de deux droites 

On considère deux droites @ et non parallèles et d’équations normales respectives : 

x cos 0 + y sin 0 - p = 0 et xcos0' + ysin0' - p' - 0 
où p,p'eR et 0,0' e IR, 0 / 0' [ji], 

1. Déterminer une équation normale de chacune de leurs bissectrices 2 . 

2. Montrer que si ~u et ~u' sont des vecteurs unitaires qui dirigent les droites S) et S>' alors les vecteurs H + u! et 
~u — u' dirige chacune de ces deux bissectrices. 

3. Montrer que ces deux bissectrices sont perpendiculaires. 


Solution : 

1 . Soit M (x, y) un point du plan. On a la série d’équivalences : 


M est un point d’une des bissectrices aux deux droites 

|xcos0 + ysin0-p| |xcos0' + ysin0'-p'| 
cos 2 0 + sin 2 0 cos 2 0' + sin 2 0' 

<=>|xcos0 + ysin0-p| = |xcos0' + ysin0'- p'\ 

<=>xcos0 + ysin0- p = xcos0' + ysin0'- p' ou xcos0 + ysin0- p = - (xcos0' + ysin0' - p') 
<=> (cos0- cos0')x+ (sin0-sin0')y = p-p' ou (cos0 + cos0')x+ (sin0 + sin0')y = p + p' 


0+0 . o—o 0+0 . o—o . o+o o—o . o+o o—o . 

^-2sin sin x + 2cos sin y -p-p ou 2cos cos x + 2sin cos y-p + p 


0+0' 2(p — p') 


e+e' _2(p + p') 


ce qui est licite car 0^0' [tt]. Les équations des deux bissectrices sont donc : 


0+e' 0+0' 2 (p-p') 

-an , + cos y = _ 


Ces deux équations sont de plus normales. 


1. Rappelons qu’un point est sur une bissectrice de deux droites si et seulement si les distances de ce point à chacune des deux droites sont égales 

2. Voir la note 1 
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2. Comme ~u et ~u' sont unitaires, on peut supposer que ~u - (cos0,sin0) et que ~u' = (cos0',sin0') alors 

_ -, . . . - n „ e-0' ( 0+0' . 0+0') 

u + u - (cos0 + cos0 ,sin0 + sin0 J = 2cos Icos ,sin I 

qui dirige clairement la première bissectrice. De même : 

~u-~u' = (cos0-cos0',sin0-sin0') =2sin^- |-sin^-,cos^-j 
qui dirige la deuxième. 

3. Comme ("ïî + ~ÏÏ ') . {u, - ~u') = || ~u || 2 - || ~ÏÏ' || 2 = 0, les deux bissectrices sont perpendiculaires. 


Exercice 2.14 I W I 

Dans le plan, on considère trois points A, B et C non-alignés. Une droite 3 coupe les droites (BC), (AC) et (AB) en A', 
B' et C' respectivement. Par A' on mène les parallèles à (AB) et (AC) qui coupent respectivement aux points E et F la 
parallèle à (BC) menée par A. Montrer que les droites (B'E) et (C'F) sont parallèles. 

Indication 2.8 : Le problème est indépendant du repère choisi, à vous donc de choisir un bon repère... 


Solution : Faire un dessin ! 

- Choix du repère : 3% - (A, AB, AC) . Dans ce repère, a| ^ , B | * , c|^ . Comme B' est sur la droite (AC) , il existe beU 

|0 le 

tel que B' L .De même, il existe c e IR tel que C'L . 

- Équation cartésienne de la droite 3) - (B'C') : un point Mf est sur cette droite si et seulement si det(B'M, B'C') = 0, 


c’est-à-dire (B'C') : bx + cy - bc = 0 . 


- On calcule de même 1 ’ équation de la droite (BC) et 1 ’on trouve (BC) :x + y- l= 0. 


- Coordonnées de A' : puisque A' est sur la droite (B'C') et sur (BC), ses coordonnées vérifient le système 


| x+y =1 
[ bx + cy -bc 


On en tire 

A' 

c(l - b) 

c-b 
H 1 - c) 

. On remarque que le cas où b - c correspond à une droite 3) parallèle 



b-c 



à (BC) ce qui est exclu par l’énoncé. 

- Équation cartésienne de la droite 3> r , parallèle à (BC) passant par A : on trouve | @' : x + y = 0 |. 

r c(i - b) 

\ x = ïT + X 

- Coordonnées de E : il existe À e IR tel que E = A' + AAB, c’est-à-dire < ^ . Puisque Ee®', x + y -0 

\y =- 


et on en tire que 



fo(l-c) 

c 

c-b 


btl-c) 


c-b 


- Coordonnées de F ; de la même façon, en écrivant F = A' + ÀAC', on trouve que 



c(l - b) 

P 

c-b 


c(l - b) 


c-b 


- Pour montrer que (B'E) et (C'F) sont parallèles, calculons 


Le résultat est montré. 



fo(l-c) 



c(l - c) 

B'E 

c-b 
b[b- 1) 

et 

C'F 

c-b 
c( 1 - b) 


c-b 



c-b 


Ensuite, calculons le 
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Exercice 2.15 W I 

On considère un point A J ^ de 1 ’axe (Ox) et un point B J ^ de 1 ’axe (O y) . 

|0 | a — À 

1. Écrire l’équation cartésienne de la médiatrice du segment [AxB;J. 

2. Montrer que lorsque À varie, cette médiatrice passe toujours par un point fixe. 


et seulement si (x - A) 2 + y 2 = x 2 + (y - a + à) 2 . Ceci amène l’équation cartésienne 


2Àx + 2(À - a)y - 2Àa + a 2 = 0 


2. On remarque que le point C 


\a/2 

\a!2 


appartient à toutes les droites 92 \. 


Exercice 2.16 ■ W I 

On considère dans le plan euclidien un triangle équilatéral (ABC) . On choisit un repère orthonormé d ’ origine le milieu 

de [AB], avec le vecteur i = ^ dans lequel A et BP avec a > 0. 

IIABII I 0 1° 

1 . Déterminer les coordonnées du point C. 

2. Écrire les équations cartésiennes des droites (AC) et (BC). 

3. Montrer que si M est un point intérieur au triangle, la somme des distances de M à chaque côté du triangle est 
constante. 

4. Retrouver ce résultat en partitionnant le triangle ABC en trois triangles dont on déterminera les aires grâce au 
déterminant. 


1. Si c| c , on calcule ||AC|| 2 = c 2 + a 2 qui doit valoir ||AB|| 2 = 4a 2 d’où l’on tire c= VU a et donc c|^^. 


(AC) : V3ax-ay+V3a 2 = 0 


| (BC) :V3ax+ay-\/3a 2 = o| 

3. Soit un point m| ^ intérieur au triangle. La distance de M à la droite (AB) vaut y (y St 0). Appliquons la formule 

du cours pour calculer la distance de M à la droite (AC) : 

|\/3ax- ay +\/3a 2 | \/3x-y+\/3a 

a(M,AC) = . = 

V3a 2 + a 2 2 

On a utilisé que le point M était à droite de la droite (AC) pour enlever la valeur absolue. De même, 

d(M BC) = \^ ax+a y-^ a2 \ = -s/3x-y+s/3a 
V3a 2 + a 2 2 

La somme des trois distances est constante et vaut \/3a. 
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4. Si U, V et W sont trois points du plan, on notera ,'Mjvw 1 ’aire du triangle UVW. On a : 

d (M, (AB)) + d (M, (BC)) + d (M, (CA)) 

|det(ÂM,ÂB]| |det(BM,Bc]| |det(cM,CA)| 

= -^- + ^T + ^Ï- 

= srf\+ srf 2 + 

où sf i estl ’aire du parallélogramme porté par les vecteurs AM et AB, si 2 est 1 ’aire du parallélogramme porté par 
les vecteurs BM et BC et si 2 est l’aire du parallélogramme porté par les vecteurs CM et CA. Mais si\ — 2æ/mab, 
si'i — 2æ/mbc et si 3 = 2æi4ica- Donc : 

d (M, (AB)) + d (M, (BC)) + d (M, (CA)) = 2 (æ/ M ab + æ/ M bc + -s^mca) = 2 æ&bc 
ce qui prouve que la somme des trois longueurs est constante. 


Exercice 2.17 MW I 

Dans le plan, on considère un triangle (ABC) et on note I le milieu du segment [BC]. Une droite passant par I coupe 
les droites (AB) en D et (AC) en E. Déterminer le lieu des points d’intersection des droites (BE) et (CD). 


Solution : On se place dans le repère (A, AB, AC). Danc ce repère 
1 1/2 

1 . le point I a comme coordonnées IL ^ 

2. la droite passant par D admet comme équation cartésienne : (y - 1/2) = À(x- 1/2) avec À / 0 (puisque cette droite 
n’est pas parallèle à (AB) ni à (AC). 

3. les coordonnées des points D etE sont D| 1/2- 1/2À, e| ^ ^ \/2 


4. la droite (BE) admet comme équation cartésienne : (1 - À)x + 2y = 1 - À 

5. la droite (CD) admet comme équation cartésienne : 2Xx + (À - l)y = À - 1. 


6. l’intersection de ces deux droites est formée du point : M 


À+i 


^ + 2 (les deux droites ne sont pas 

+ ÀTÏ 


parallèles lorsque Xf=-1). 

7. Le point M est sur la droite d’équation x + y = 0. L’application À ^ ~ étant une bijection de (R \ {0} vers 

À + 1 

M\{- 1 , 1 ), on trouve tous les points de cette droite sauf ceux d’abscisse 1 et- 1 . 


Exercice 2.18 ■ W I 

On considère dans le plan euclidien un triangle isocèle (ABC) avec AB = AC. On considère un point D qui varie sur le 
segment [AB] et un point E sur le segment [BC] tels que D'E = -BC où D' est le projeté orthogonal de D sur (BC) . Par 
le point E, on mène la perpendiculaire à la droite (DE). Montrer que cette droite passe par un point fixe I. 


Solution : On choisit le repère orthonormé tel que AL , B ^ et C L . Notons D' rV on a alors E \ "!" ^ . On détermine 
r n \a 0 0 0 0 


l’équation cartésienne de la droite (AB) : \ax- by+ ab — 0 , les coordonnées du point D 


A 

aX+ab 


puis l’équa- 


tion cartésienne de la perpendiculaire en E 
polynôme en X : 


On peut voir cette équation comme un 


À[Z?+ — ] + [ b(b-x ) + ay\ - 0 
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Il suffit d’annuler le coefficient de X et le coefficient constant pour voir que cette droite passe toujours par le point 



Exercice 2.19 I W I 

Dans le repère canonique du plan, on considère deux points sur les axes a| ^ et b| ^ ^ ^ . On note C le point tel que 

(OACD) soit un rectangle. On note 92 \ la perpendiculaire à la droite (AB) passant par C. Montrer que la droite 92\ passe 
par un point fixe à déterminer lorsque X varie. 


Solution : 


c 


x 

a-X 


. Pour obtenir l’équation cartésienne de 92 on traduit CM.BA = 0 et l’on trouve 


Q)\ : Àx+ (À- à)y-2aX + a 1 2 - 0 
que 1 ’on peut écrire comme un polynôme en X : 

X{x + y-2à) + {-ay+ a 2 ) = 0. 


En considérant le point I 


I* 

|y 


avec x et y qui annulent les deux coefficients de ce polynôme, on trouve le point fixe 


Exercice 2.20 HW H 

Déterminer l’intersection des droites Di et D 2 : 


Di 


y 


2t-l 
— t + 2 


te IR 


D 2 


x 

y 


t+2 
3f + 1 


te IR 


Solution : 

1. On prend deux paramètres distincts t et u et on égale les abscisses et ordonnées pour obtenir le système : 

f 2t- 1 = u + 2 ,, . [ 2 t-u = 3 „ l „ 1 „ 13 

< „ „ , d ou ( „ , d ou -lu =1 et u - — . On en déduit u - — + 2= — et 

l -t + 2 = 3w + 1 \ -t-3u - -1 7 7 7 

3 1 4 

2. ü(2, - 1) est vecteur directeur de Di , donc «(1,2) est vecteur normal de Di . Donc une équation cartésienne de Di 
est x + 2 y - k. k est déterminé en écrivant que (pour t - 0) M(-l,2) e Di soit k - -1+2x2 - 3. Maintenant 
on traduit : un point de D 2 vérifie cette équation de Di : t + 2 + 2(3 1 + 1) = 3 soit t = - - et on conclut comme 
ci-dessus. 

Moralité : L’intersection de deux objets géométriques se traite bien lorsqu’un est défini en paramétrique et l’autre 
par équation cartésienne. 


2.7.3 Géométrie du triangle 

Exercice 2.21 ■ W Centre du cercle circonscrit d’un triangle et médiatrices 

Soient A, B, C trois points non alignés du plan P2. Montrer que les médiatrices du triangle ABC sont concourantes en 
un point O centre du cercle circonscrit au triangle : 

1. En utilisant la définition et les propriétés de la médiatrice d’un segment. 

2. En effectuant des calculs dans un repère bien choisi. 


1. La médiatrice du segment [AB] admet comme vecteur normal AB, celle du segment [AC] admet comme vecteur 

normal AC. Les points ABC étant non alignés, ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires et donc ces deux médi- 
atrices ne peuvent être parallèles. Elles se coupent alors en un point qu’on notera O. On a : OA = OB = OC. On 
déduit de ces égalités que O est le centre du cercle circonscrit à ABC et que O est élément de la médiatrice de 
[BC] . Par conséquent, les trois médiatrices du triangles sont concourantes en O. 
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2. On peut aussi proposer la solution calculatoire suivante. On peut choisir un bon repère orthonormé dans lequel 
les coordonnées de A, B et C sont A | ^ , B | ^ , C | ^ . Les milieux des côtés du triangle ont pour coordonnées. A' | > 

B' | > C'| (a ^ . Les perpendiculaires issues respectivement de C', B' et A' ont pour équations cartésiennes : 


x = 


a+b 
2 ’ 


- = 0, -bx+cy+- 


et on vérifie qu ’ elles passent par le point 


I (a + b)/ 2 
l \cl2+abl2c 


Exercice 2.22 ■ Centre de gravité et médianes d’un triangle 

Soient A, B, C trois points non alignés du plan SP. Soient G l’isobarycentre de ABC. 

1 . Soit I le milieu de [BC] . Montrer que AG = |AI. En déduire que G est élément de la médiane de ABC issue de A. 

2. En déduire que les médianes du triangle ABC sont concourantes en G. 


Solution : 

1. Comme G est l’isobarycentre de ABC, on a : GA+ GB + GC = 0 . Utihsant la relation de Chasles, on en tire : 
GA+GA+AI + IB + GA+AI + IC = 0 c’est-à-dire : 3GA + 2AI = 0 d’où la relation annoncée. La médiane issue de 
A étant la droite (AI), il est alors clair que G est élément de cette médiane. 

2. On démontrerait de même que, si J désigne le milieu de [AC] et K celui de [AB] : BG = |BJ et CG = |CK. Le 
point G appartient donc à la médiane de ABC issue de B et celle issue de C. Les trois médianes de ABC sont donc 
concourantes en G. 


Exercice 2.23 I W Centre du cercle inscrit à un triangles et bissectrices 

Soient A, B, C trois points non alignés du plan SP. Montrer que les trois bissectrices intérieures du triangle ABC sont 
concourantes en un point K du plan et ce que ce point est centre du cercle inscrit à ABC (c’est à dire le cercle tangent 
aux trois côtés du triangle). 


Solution : Notons dx, cfe et de les bissectrices intérieures de ABC issues respectivement de A, B et C. Les points A, 
B et C n’étant pas alignés, d,\ et dÿ ne sont pas parallèles et se coupent en un point K du plan. Par définition d’une 
bissectrice, on a : d (K, (AB)) = d (K, (AC)) = d (K, (AB)) = d (K, (BC)). Par conséquent, d (K, (CA)) = d (K, (CB)) et K est 
élément de la bissectrice issue de C. On en déduit que les trois bissectrices intérieures de ABC sont concourantes en 
K. Notons Ka, Kb, Kc les projetés orthogonaux de K sur respectivement (BC), (AC) et (AB), on a : d (K, (AB)) = KKc, 
d (K, (AC)) = KKb et d (K, (BC)) = KKa- D’après ce qui a été fait précédemment, on peut affirmer que ces trois longueurs 
sont égales : KKa = KKb = KKc- Le point K est donc le centre du cercle if circonscrit au triangle KaKbKc- II reste à 
montrer que les trois côtés du triangles ABC sont tangents à ce cercle. Comme Ka est le projeté orthogonal de K sur 
(BC), la droite (BC) est perpendiculaire à un rayon du cercle if et est donc tangente à if. On fait de même avec les 
droites (AC) et (AB) et on montre que if est bien le cercle inscrit à ABC. 


Exercice 2.24 ■ W Orthocentre d’un triangle 

Soient A, B, C trois points non alignés du plan SP. 

1. En exprimant chacun des vecteurs de l’expression ci dessous au moyen de vecteurs d’origine A, montrer que 
pour tout point M de SP on a : 

ÀB.CM + BC.ÀM + CA.BM = 0. 

2. Montrer que la hauteur issue de A dans le triangle ABC et celle issue de B ne sont pas parallèles. On notera H le 
point d’intersection. 

3. Montrer que AB.CH = 0. En déduire que les hauteurs du triangle ABC sont concourantes. Le point de concours 
est V orthocentre du triangle. 
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Solution : 


1 . Soit M un point du plan. 

ÂB.CM + BC.ÂM + CA.BM = ÂB. (cA + Âm) + (ËA+Âc) .ÂM + CA. [ËA + Âm] 

= (âb + ba).âm+(âc+ca).âm + (âb + ba).ca 
= 0 

2. La hauteur issue de A admet comme vecteur normal BC et celle issue de B le vecteur AC. Les points ABC n’étant 
pas alignés ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires et les deux hauteurs ne peuvent donc être parallèles. Elles 
sont donc sécantes en un point qu ’on notera H. 

3. Utihsant l’égalité établie dans la première question avec M = H et le fait que H est à l’intersection des hauteurs 
issues de A et de B, on obtient : AB. CH = 0 . On en déduit que H est élément de la hauteur issue de C et que les 
trois hauteurs de ABC sont concourantes en H. 


Exercice 2.25 ■ W Droite d’Euler d’un triangle 

Dans un triangle ABC non équilatéral et non aplati, on considère l’ orthocentre H, le centre O du cercle circonscrit et 
le centre de gravité G. 

1. Exprimer OG en fonction de OA, OB et OC. 

2. Soit ~v - 30G - OH. Montrer que ~v est orthogonal à AB. 

3. En déduire que OH = 30G. 

La droite passant par ces trois points est appelé droite d’Euler du triangle ABC. 


Solution : 

1 . Comme G est 1 ’isobary centre de A, B et C, par la relation de Chasles, on obtient : OG = | joA + OB + OC j . 

2. On appelle I le milieu de [AB], Il vient : 

~vÂ B = (3ÔG-5h).ÂB 

= (ôa+ôb+ôc-ôh].âb 
= (hc+ôa+ôb).âb 

= HC.AB + ^OA+ OBj .AB car HC dirige la hauteur issue de B 
=0 

= (oi + IA+01 + ÎBj.ÂB 
= 20LÂB car LA = -ÏB 

= 0 car 01 dirige la médiatrice du segment [AB] 


3. En effectuant le même calcul, on pourrait montrer que "u .AC = 0. Par conséquent, le vecteur ~u est à la fois 
orthogonal à AC et AB. Mais le triangle ABC n’étant pas plat, ceci n’est possible que si ~v = 0 , c’est-à-dire 
seulement si OH = 30G. Le triangle n ’ étant pas équilatéral, on en déduit que les points O, G et H sont ahgnés. La 
droite portant ces trois points est appelée droite d’Euler du triangle ABC. 


Proposons une preuve calculatoire de cette propriété : 

Dans un repère orthonormé adapté, les coordonnées de A, B et C sont AH, BT , CL, le centre de gravité a pour 


les trois hauteurs ont pour équation cartésienne 


x = 0, -bx + cy+ab- 0 , -ax+ cy+ ab - 0 


d’où le point d’intersection des hauteurs : 



Pour trouver le centre du cercle circonscrit, on peut chercher 
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l’intersection des médiatrices ou résoudre ||OA|| 2 = ||QB|| 2 s ||OC|| 2 ce qui donne 


I (a + 0/2 

\cl2+ ab!2c 


On calcule ensuite 


det(HG,HQ) = 


I (a + by 3 
|c/3 + ablc 


(a+b)l 2 I 
c!2 + 3abl2c\ 


ce qui montre que ces trois points sont alignés. 


Exercice 2.26 ME W Formules des sinus, d’Al-Kashi, de Héron 

Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC non aplati de sens direct (c’est-à-dire qu’on passe du point A au 
point B, et du point B au point C en tournant dans le sens direct) . On note : a - BC, b - CA, c - AB, A = BAC, B = CBA, 
C = ACB et srf l’aire de ABC. On note aussi R le rayon du cercle circonscrit à ABC, r le rayon du cercle inscrit à ABC 
et p - \ [a + b + c) le demi-périmètre de ABC. 

1. Montrer que det(AB,Acj = det^BC.BAj = det ^CA.CbJ = 2.t/ 

2. En déduire la formule des sinus : 

a _ b _ c abc _ 

sinA sinB sinC 2,«/ 

3. Prouver les formules d’Al-Kashi : 

a 2 = b 2 + c 2 -2bccosÂ, b 2 = c 2 + a 2 -2cacosB, c 2 = a 2 + b 2 -2abcosB 

Ces formules généralisent la formule de Pythagore dans un triangle quelconque. 

4. Déduire des deux dernières questions la formule de Héron : 

stf - ^frcsinÂ = ^ - yjp[p- a)[p-b)[p- c) - rp 


Solution : 

1. Chacun des 3 déterminants est égal, le triangle étant direct, à 2srf . 

2. Par définition du déterminant et utilisant les égalités précédentes, on a : 

||Àb|| |aC I sinÂ= ||bc|| ||ba|| sinB = ||ca|| ||cb|| sinC = 2^ 


c’est-à-dire : 


focsinA= ac sin B = afosinC = 2 æ/. 


En divisant ces dernières égalités par abc, on obtient : 


sin A sinB sinC 2sf 
abc abc' 


Par ailleurs, si on note I le milieu de [BC] et O le centre du cercle circonscrit à ABC, 1 ’ angle inscrit BAC intercepte 
le même arc de cercle que l’angle au centre BOC. Par conséquent : BOC = 2BAC = 2A. Par ailleurs, comme 
OB = OC, le triangle BOC est isocèle en O et BIO est rectangle en I. Dans ce dernier triangle, on peut écrire : 
sinBOI = ce qui amène : — ^ = 2R. 

3. On a : 



= BC.BC 

= (ba+àc).(ba+àc) 

= BA.BA - 2ÀB.ÀC + ÀC.ÀC 
= ||ba|| 2 -2||àb|| ||àc||cosbâc + ||àc|| 2 
= c 2 -2bccosA+ b 2 


On obtient les deux formules suivantes par permutations des lettres a, b et c. 


4. Les deux premières égalités découlent directement des résultats établis dans la seconde question . Si K désigne le 
centre du cercle inscrit dans le triangle ABC et si K A , K b , Kc désignent respectivement l’intersection de ce cercle 
avec les côtés [BC] , [AC] , [AB] de ABC alors KK A , KK B , KKc sont les hauteurs respectives des triangles KBC, KAC 
et KAB et ces hauteurs sont toutes de longueur r. Les aires de ces trois triangles sont donc respectivement y, y 
et y. Comme ces trois aires partitionnent celle du triangle ABC, on a:,e/=y+y + y = (a+fc+c)r _ p r p n fj n> 
on a : 


-bc sinA 
2 

-bc\/ l-cos 2 Â 
2 

- cosÂ) (l + cosÂ) 


par application des formules d’Al-Kashi 


- (2 bc -a 2 + b 2 + c 2 ) (2 bc +a 2 -b 2 - c 2 ) 
l -\J{[b+c) 2 - a 2 ) (a 2 - ( b - cf ) 

- y/ (.{b + c) + à) ((& + c) - a) [a - [b - c)] (a + {b - c)) 
-\/{-a+ b+ c) {a+ b+ c) {a- b+ c) (a + b- c) 


a+b+c a+b+c-2a a+b+c-2b a+b+c-2c 


yj p[p-a)[p-b)[p-c ) 


Exercice 2.27 ■ VV I 

On considère un triangle (ABC). On note A', B', C' les symétriques respectifs des points A, B, C par rapport aux points 



Solution : L’aire d’un triangle (ABC) est la moitié de l’aire du parallélogramme ^ det(AB,AC). En notants -é le double 
de l’aire du triangle ABC et si' le double de celle de A'B'C', on calcule en utilisant la relation de Chasles : 

si' = det(Â'B',Â'C') 

= det(A'B + BB',A'A+AC') 

= det(BA + 2BC,2BA + CA) 

= det(ÀB, ÀC) + 4 det(BC, BA) - 2 det(CB, CA) 

— si + 4si + 2 si — 7 si 

L’aire du triangle (A'B'C') vaut donc 7 fois l’aire du triangle (ABC). 


2.7.4 Cercle 

Exercice 2.28 ■ V 

Déterminer le centre et le rayon des cercles d’équations cartésiennes : 
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1. x 2 + y 2 - 4x + 4y - 1 = 0 


2. x 2 + y 2 - 6x + 8y + 24 = 0 


Solution : 

1. x 2 + y 2 -4x + 4y- 1 a 0 <=> (x-2) 2 + (y + 2) 2 = 9. Cette première équation est celle d’un cercle de centre (2,-2) 
et de rayon 3. 

2. x 2 + y 2 — 6x + 8y + 24 = 0 <=> (x - 3) 2 + (y + 4) 2 = 1 qui est l’équation d’un cercle de centre (3, -4) et de rayon 1. 


Exercice 2.29 i 

Soient if le cercle de centre 0(2; -1) et de rayon et *3 la droite d’équation 2 x + y- 0. Déterminer les droites qui 
sont tangentes à et parallèles à S). 


Solution : Un droite parallèle à Si a une équation cartésienne de la forme 2x + y + c = 0 avec ceR. Si de plus S' 
est tangente à alors d (eu, S') - VE 12 ce qui amène : |3 + c\ / VE - VE 12 et donc : c - 112 ou c - 1112. La droite S’ 
est donc celle d’équation cartésienne : 1 2x + y+ 1/2 = 0 | ou | 2x + y + 11/2 = 0 |. Réciproquement, ces deux droites sont 
solutions du problème. 


Exercice 2.30 ■ W I 

On considère le cercle d’équation 


et le point a| ^ 


:x 2 + y 2 + x-3y-3 = 0 

Une droite passant par A est tangente au cercle au point M. Calculer la longueur AM. 


Solution : Le cercle est de centre o| et de rayon R où R 2 = 11/2. Puisque OM.AM = 0, d’après le théorème de 
Pythagore, AO 2 = AM 2 + R 2 . On en tire AM = 3. 


Exercice 2.31 I 

On considère le cercle d’équation 

c €\ x 2 + y 2 + 10x-2y + 6 = 0 

et la droite d’équation 

S: 2x+y-7 = 0 

Écrire les équations cartésiennes des tangentes au cercle Sé’ et parallèles à la droite @. 


Solution : Le cercle est de centre o| ^ et de rayon R = 2 VE. Une droite parallèle à Q) a pour équation cartésienne 
9) t :2x + y+ f = 0 

Cette droite est tangente au cercle ( £ si et seulement si d(fl,3i t ) = R, c’est-à-dire si et seulement si |f-9| = 10. On trouve 
deux valeurs de t, t\ = 19 et Î2 = -1, d’où les deux droites : 

2x + y+19 = 0et2x + y-l=0 


Exercice 2.32 ■ W I 

On considère le cercle d’équation 

c €\ x 2 + y 2 +4x- 6y- 17 = 0 

et la droite d’équation 

5x + 2y- 13 = 0 

Trouver l’équation cartésienne du diamètre de perpendiculaire à la droite r 3t. 
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I _2 

Solution : Le cercle c iê a pour centre O I et pour rayon R = \/3Ô. Le diamètre passe par O et celui recherché ne peut 
être verticale car il est perpendiculaire à Si. Il a donc pour équation cartésienne y-3=m(x + 2),c ’est-à-dire 
3> m : mx-y+ (3 + 2m) = 0 

Un vecteur normal à 92 m est njj, | et un vecteur normal à est ~n | ^ . Pour que les deux droites soient perpendiculaires, 

il faut et il suffit que nZ.H - 0, c’est-à-dire m - 2/5. On trouve donc l’équation du diamètre : 

|~2~x - 5y + 19 - Ô~| 


Exercice 2.33 ■ W ■ 

Tracer la courbe d’équation y = -3 + v / 21 - 4x- x 2 

Solution : On doit avoir (y + 3) 2 = 21 -4x-x 2 , c’est-à-dire 

(x + 2) 2 + (y + 3) 2 = 25 

|_2 

Ou reconnaît un demi-cercle de centre Q ^ de rayon R = 5 situé au dessus de la droite d’équation y - -3. 


Exercice 2.34 ■ W H 

I 3 

Déterminer les cercles de centre fil ^ qui coupent la droite d’équation 
2x- 5y + 18 = 0 

eu deux points A, B avec AB = 6. 

Solution : Il suffit de déterminer le rayon du cercle. En appelant H le projeté orthogonal de Q sur 92 et en utilisant le 
théorème de Pythagore, 

R 2 = QH 2 + (AB/2) 2 

Ou calcule QH 2 = 29, puis R 2 = 38. L’équation du cercle est donc 

| (x - 3) 2 + (y + 1) 2 = 38 | 


Exercice 2.35 ■ W 

Déterminer les équations de cercles tangents aux deux droites d’équation 4x-3y + 10 = 0, 4x-3y-30 = 0 et dont le 
centre se trouve sur la droite d’équation 2x + y - 0. 

Solution : Si l’on note fl| ^ fe centre du cercle, il faut que d{n,9d\) - c/(0,@ e ), ce qui donne 10a + 10 = -10a + 30 
et 1 ’on tire a - 1 . Ou trouve O | ^ et le rayon du cercle vaut 4. 

Exercice 2.36 ■ W H 

Ou considère le cercle d’équation 

\ x 2 + y 2 - 6x + 2y + 5 = 0 
I 4 

Par le point A 4 , ou mène deux tangentes au cercle. Calculer la distance d entre les points de tangence. 
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I 3 

Solution: Le cercle est de centre Q ^ , de rayon R = \/5. Une droite passant par A est d’équation y + 4 = m(x- 4) 

: nu-y-4(m+ 1) = 0 

En écrivant que d{Cl, S) m ) - R, on trouve une équation du second degré en m : 

2m 2 -3m -2 - 0 

dont les racines sont m\ -2 et mz- -1/2. Comme m\m2 — -1, les deux tangentes sont orthogonales, et en appelante 
et D les points de tangence, QCAD est un carré de diagonale | d — yTïïj . 

Exercice 2.37 ■ W 

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, déterminer les droites passant par l’origine, orthogonales et tangentes à 
\2 

un cercle de centre QL . 


Solution : Les équations de deux droites passant par l’origine sont de la forme y = mx et y - m'x. Pour que ces 
deux droites soient orthogonales, il faut que 1 + mm' - 0, c ’est-à-dire m' --l/m (m - 0 ou m' - 0 correspondrait aux 
deux axes qui ne sont pas solution du problème). Un cercle de centre Cl est tangent à ces deux droites si et seulement 

si d 2 (Cl,C& m ) = d 2 (0,@_i/ m ) ce qu’on traduit par = —j^~, c’est-à-dire 3m 2 -8m -3 = 0, trinôme qui 

possède les deux racines m\ -3 et m2- -1/3. Les deux droites solutions sont de pente 3 et -1/3. 


Exercice 2.38 ■ W I 

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, on considère deux points a| j et B | 

1. Écrire l’équation cartésienne de la droite (AB). 

2. On considère le cercle d’équation : 

x 2 +y 2 -8x- 10y + 37 = 0 

Déterminer la distance entre la droite (AB) et ce cercle. 


Solution : 

1. On trouve 

2. L’équation cartésienne réduite du cercle est 

[x - 4) 2 + (y - 5) 2 = 4 
|4 

C’est donc le cercle de centre Cl L et de rayon 2. La distance du centre Cl à la droite (AB) est donnée par : 


La distance du cercle à la droite est donc 


7 — 2\[2 


Exercice 2.39 ■! W I 

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, pour À > 0, on note le cercle de centre | ^ tangent à 1 ’axe (O y) et 

le cercle de centre ^ tangent à l’axe (Ox). Déterminer les coordonnées des deux points d’intersection de ces cercles, 
| A 

puis le lieu de ces points lorsque À varie. 
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^x : (x-À) 2 + y 2 = À 2 
r x : (x - À) 2 + (y - X) 2 = A 2 

Un point P | * appartient à ces deux cercles si ses coordonnées vérifient les deux équations. En formant la différence des 
deux équations, on tire y = À/2. En reportant dans la première équation, on trouve 
4X 2 - 8Àx + À 2 = 0 


d’où x\ 


(2+x/3)À 


- et x 2- 


(2- v / 3)À 


. d’où P\- 


X\2+V3 tr . X\2-y/3 


1 


et Qa- 


1 


. Les points décrivent les droites d’équations 


y=(.2 + s/3)xety=(.2-s/3)x. 


Exercice 2.40 HH W I 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé St, - {0,7, J). On considère le point A -{a, a) (a>0). 

1. On considère la famille des cercles c € t passant par A et O. On désigne par t l’abscisse du centre de Former 
l’équation cartésienne de 

2. Le cercle ’tét coupe la droite (Ox) en O et un second point K t . Former l’équation cartésienne de la tangente D f 
à ‘lot en K f . 

3. Déterminer en fonction de t l’équation cartésienne de la normale à Df passant par A puis les coordonnées de la 
projection orthogonale H f de A sur D t . 

4. Reconnaître l’ensemble des points H f lorsque t varie. 


Solution : 

1. Comme d(C t ,0) - d(C t ,A), on trouve 

: x 2 + y 2 — 2tx+2(t — à)y = 0 

On aurait pu partir également d’une équation cartésienne générale d’un cercle passantpar O : 
x 2 + y 2 +2ax + 2|3y = 0 

et dire que le point A appartenait à ce cercle. 

2. Kf|^, C f ? d’où l’équation cartésienne de la tangente : C f K f -K f M = 0 ; 

tX+(t—à)Y—2t 2 = 0 

3. Le vecteur n L | ^ t ^ est orthogonal à la droite On écrit 

r~ a 1 =0 => (/-a)(X-a)- f(Y- a) = 0. 

|Y -a t-a | 

On trouve 


4. C’est la droite d’équation y- x- a. 

Exercice 2.41 ■ W I 

On considère le point B = (a, 0) du plan et un cercle Y? passant par B de centre P = (xo, yo) • 

1. Écrire l’équation de . 

2. On considère une droite passantpar O d’équation 


y - mx 

Écrire une condition nécessaire et suffisante sur m pour que cette droite soit tangente à c ê. 
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3. Trouver l’ensemble des points P tels que les deux tangentes à r to passant par l’origine soient orthogonales. 


1 . 

(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 = (*o - «) 2 + Po 

2. Cette droite est tangente au cercle si et seulement si d( P, @) = R, ce qui donne 

\y 0 -mx 0 \ r 2 2 

=(jc 0 -ar + >g 


Ou trouve la condition 


[a 2 + yl-2ax 0 \m 2 - 2x°y 0 m+(x 0 -a) 2 = 0 


3. 


Les deux pentes m\ , m2 doivent vérifier m\ m,2 — 1, c 'est à dire puisqu ’ elles sont racines d’une équation du second 
degré : 

(x 0 -a ) 2 _ _ i 

a 2 + y^- 2amo 


Après développement, on trouve xfi = y\ d’où 


(x 0 - 2a) 2 + y„ = 2 a 2 


C’est le cercle de centre (2 a, 0) de rayon \[2a. 


Exercice 2.42 ■ W Droite de Simson d’un triangle 

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé - (O, i , j), on considère un triangle (ABC) avec a| ^ , B | ^ et c|^ , 

(a,b,c^0 et b / c). 

1. Déterminer l’équation du cercle <€ circonscrit au triangle (ABC). 

2. Écrire l’équation cartésienne de la droite (AB) et donner un vecteur n[ normal à cette droite. 

3. Écrire l’équation cartésienne de la droite (AC) et donner un vecteur «2 normal à cette droite. 

4. On considère un point M\ X ° du plan. On note A! le projeté orthogonal du point M sur la droite (BC), B' le projeté 

|yo 

orthogonal de M sur la droite (AC) et C' le projeté orthogonal de M sur la droite (AB). Trouver les coordonnées 
des points A’, B', C'. 

5. Montrer que les points A', B', C' sont alignés si et seulement si le point M se trouve sur le cercle e é’. Dans ce cas, 
la droite portant les points A', B' , C' et M est la droite de Simson du triangle ABC. 


Solution : 

1. L’équation d’un cercle est de la forme x 2 + y 2 +ax+f>y+y - 0. En traduisant que a|^, b|^, c|^ sont sur le cercle, 
on trouve le système 

fap + y = -a 2 
<ba+ y = -b 2 
lca + Y = -c 2 

En résolvant, on en tire a, |3, y et l’équation du cercle : 


La droite (AC) a pour équation cartésienne : 


(AC) : ax+cy-ac - 0 
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et un vecteur normal à cette droite est ni | ^ . La droite (AB) a pour équation cartésienne 
(AB) :ax+by- ab = 0 


et un vecteur normal à cette droite est « 2 1 ^ . 



4. Les trois points A',B',C' sont alignés si et seulement si det(A'B',A'C') = 0, c’est-à-dire si et seulement si après 
calculs : 

99 , a 2 + bc 

Xq +yè ~ ib+c)x o - — y 0 + bc = 0 

c ’est-à-dire si et seulement si le point M est sur le cercle circonscrit au triangle (ABC) . 


Exercice 2.43 H W I 

On considère deux cercles et f. Déterminer le lieu du milieu des points Me^ et M' e f tels que les tangentes 
aux cercles en M et M' soient orthogonales. 


Solution : Considérons le repère d ’ origine le centre du premier cercle et tel que le centre du deuxième cercle soit M | ^ . 
L’équation des deux cercles est alors : 

(<f: x 2 + y 2 = r 2 

{x - à) 2 + y 2 = R 2 

le point M est d’afûxe z = re‘® et le point M' d ’affixe z' - a + Re' 9 . Les tangentes en M et M' sont dirigées par les 
-J-sin9 -t|-sin9' , , . 

vecteurs u\ CQS g et u I cos g/ ■ Les tangentes sont orthogonales si et seulement si 


sin 9 sin 9' + cos 9 cos 9' = sin(9 + 9') = 0 
c’est-à-dire 9' = kn - 9. Alors le milieu de [MM'] a pour afhxe : 

Z = I [«+ re'' 0 + Re'-M] = | + [1^] e i0 = | + pe i( “ +8) 

où e = + 1 et 


Lorsque 9 varie entre 0 et 2n, le point P décrit le cercle de centre | (milieu des centres des deux cercles) et de rayon 

p = -\fWTÏÏ. 


Exercice 2.44 ■ W Puissance d’un point par rapport à un cercle 

Soit M un point et if un cercle de centre O. Une droite A passant par M coupe en deux points A et B, éventuellement 
confondus si A est tangente à if. 

Démontrer que MA.MB ne dépend pas de la droite A choisie. 
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Solution : 


Soit I le milieu de [AB] . 


MA. MB = MA. MB 



Ce nombre s ’ appelle la puissance du point M par rap- 
port au cercle c ê. 

Rappelons la méthode utilisée en classe de seconde : 

Les triangles MBA' et MAB' sont semblables. En effet ils ont l’angle AMA' en commun. De plus les angles MBA' et 
MB'A sont inscrits dans le même cercle et interceptent le même arc A' A. Ils sont donc égaux. 

On en déduit : 

MA- _ MB MA.MB = MA'.MB'. 

MA MB' 

L’inconvénient de cette méthode est qu ’il faut distinguer tous les cas de figure : M àl ’ intérieur ; à 1 ’ extérieur , sur le cercle 
fo. Triangles aplatis, etc. 

Exercice 2.45 ■ W 

On considère dans le plan euchdien un cercle de centre fl et de rayon R. Soit M un point du plan. On appelle puissance 
de M par rapport au cercle C, le réel 

ji c (M) = ||ÔM|| 2 -R 2 

a. On considère une droite passantpar M et qui coupe le cercle C en deux points A et B. Montrer que 

tt c (M) = MA.MB 

b. On considère deux cercles non-concentriques C et C' et 1 ’on appelle axe radical 1 ’ ensemble des points M du plan 
vérifiant ne (M) = jic (M') . Montrer que cet ensemble est une droite orthogonale à la droite joignant les centres 
des cercles. 



Figure 2.19 - Exercice 2.45 


Solution : 

a. Introduisons le point A' symétrique de A par rapport à fl. En utilisant que [AA'] est un diamètre, donc que 
BA.BA' = 0, calculons 

MA.MB = MA. (MA' + Â'B) 

= MAÜA' 

= (Mn + QA).(MQ + QA') 

= ||MQ|| 2 + MQ.(QA+QA') + OA.QA' 

= Il MO || 2 — R 2 
= 7rc(M) 


106 


b. On se place dans un repère orthonormé dans lequel : 


(C) : x 2 + y 2 = R 2 (C') 

: (x - d) 2 + y 2 - r 2 

où o||| et Q' | q sont les centres des cercles de rayon R et r . 

On calcule 

7i c (M) = jic(M') x 2 + y 2 - 

-R 2 = (x - d) z +y 2 -r 2 

•«=> 2 dx - R' 

2 + d 2 -r 2 

On trouve l’équation d’une droite orthogonale à (Fin')- 



Exercice 2.46 I W I 

Par le sommet A d’un carré ABCD, on mène une droite qui rencontre la droite (BQ en E et la droite (CD) en F. 
Démontrer que la droite qui joint le point F au milieu I du segment [BE] est tangente au cercle inscrit au carré et 
rencontre la droite (DE) en un point M situé sur le cercle circonscrit au carré. 



Solution : On considère le repère orthonormé d’origine le centre du carré et d’axes parallèles aux axes du carré. Alors 
a| ^ , B | > C | ^, D | ^ . On considère la droite qui passe par A, E, F. En notant m sa pente, son équation cartésienne est 


y+a- m(x+a). On en déduit les coordonnées de 


E 


a 

(2m- 1) a 


Ensuite l’équation cartésienne de la droite (FI) : 


| a( 2 - m ) 
F m 

. Puis les coordonnées de 

l\ U 

| a 


\(m-\)a 


| (FI) : m(m- 2)x + 2(l - m)y+ a(m 2 -2m + 2) =~Ôj 


On calcule la distance de l’origine à cette droite : 


d( O, (FI)) = 


a\m 2 -2m + 2\ 
\/m 2 (m- 2) 2 + 4 (m - 1) 2 


mais comme ( m 2 - 2m + 2) 2 = m 2 (m - 2) 2 + 4(1 - m) 2 = m i - 4m 3 + 8 m 2 - 8m + 4, on trouve que cette distance vaut a 
et par conséquent, la droite (FI) est bien tangente au cercle inscrit dans le carré. Cherchons ensuite les coordonnées du 


point M. 


, M = D + ÀDE d’où si M 


J jc =(2\-ï)a 

jy = [l + 2(m— 1)À] 
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m 2 - 2 

Comme M e (FI), on tire À = et ensuite 

m 2 -2m + 2 



a(m 2 - 2) 

M 

m 2 - 2m + 2 

a(m 2 -4m + 2) 


m 2 -2m + 2 


On vérifie ensuite que d(0,M) 2 = 2a 2 . 

Exercice 2.47 ■ W H 

On considère un cercle de centre O et de rayon 1 . On considère un diamètre [AB] de ce cercle et un point C sur le cercle 
différent de A et de B et non situé sur la médiatrice de [AB] . On appelle D le point de la droite (AC) qui se projette 
orthogonalement sur (AB) en O. La tangente au cercle au point C coupe la droite (AB) en un point P. Montrer que la 
droite (AC), la perpendiculaire à [AB] issue de P et la perpendiculaire à (BD) issue de B sont concourantes. 



Solution : On considère un repère orthonormal direct centré en O, d’axe (Ox) parallèle à [AB] tel que a| ^ , b|^. Il 

existe 0 e IR tel que c|^g ■ Comme C n’est pas situé sur la médiatrice de [AB], cos0 # 0. On calcule une équation 
cartésienne de la droite (AC) dans ce repère et on trouve : 

|~ÇAC) :sin0x-(cos0 + l)y + sin0-Ô] 


Puis on calcule les coordonnées de 


D |tan0/2 


La tangente en C au cercle a pour équation cartésienne 


| Te : cos0x + sin0y = 1 1 


et on trouve les coordonnées du point P 


I1/COS0 

I 0 


On note I l’intersection de la perpendiculaire à (BD) passant par 


B et de la perpendiculaire à (AB) passant par P ; I = B + X~n où 7 jj tan ^ 2 est orthogonal au vecteur BD. En utilisant que 
xi-ll cos0, on trouve que 


I1/COS0 
| tan0 


Il ne reste plus qu ’à vérifier que ce point appartient à la droite (AC) : 


Exercice 2.48 ■ W I 

Soient [AB] et [PQ] deux diamètres d’un cercle c €. Par le point A on mène la parallèle à (PQ) qui rencontre au point C 
le cercle et en I la droite joignant le point Q au symétrique P' de P par rapport à (AB). Soit H le point de rencontre de 
la droite (AQ) et de la perpendiculaire à (AB) menée par le point I. Montrer que les points P, C et H sont ahgnés. 


Figure 2.21 - Exercice 2.48 


Solution: On choisit un repère orthonormé en sorte que A BE, P C ? S ?, Q C ° S ^,P' C ° S ®. On cherche C sous 
^ 0 0 sinG - sin0 -sin0 


la forme C = A + ÀOP 


avec À g IR. Comme xl. + yl,-\, on trouve X-2 cos 0 et finalement 


On cherche ensuite les coordonnées de I = A+ ÀOP avec y\ - - sin 0 ce qui donne À = -1 et 


I cos (20) 
J |sin(20) 


J-(1 + COS0) 
-sin0 


— f COS0 


-(1 + COS0) 

ensuite les coordonnées de H = A + ÀQA. Puisque xu - x\, on trouve que À = et ensuite 

1-COS0 

H 

sin 0 cos 0 


1-COS0 


cos 0(2 cos 0+ 1) 


l-2cos0 HP . 1 - 2 cos 0 


on voit que ces deux vecteurs sont cohnéaires et donc les trois points P, Q, H sont alignés. 


2.7.5 Coordonnées polaires 

Exercice 2.49 i 

Déterminer 1 ’ équation polaire d’un cercle t é’ de centre (a, P) et de rayon R > 0. 

Solution : Une équation cartésienne de ( é' est : (x-a) 2 + (y- P) 2 = R 2 , ce qui donne, passant en coordonnées polaires 

jx - rcos0 .1 r 2 -2r(cxcos0 + Psin0)=R 2 -a 2 -p 2 I. 

[y = rsin0 I 1 


Exercice 2.50 ■ V 

Déterminer une équation normale et une équation polaire des droites d’équation cartésienne : 

1. y=V3x 2. x + y + 2 = 0 3. x + \/3y-l = 0 


Solution : 

1. L’équation normale de la droite d’équation y = \/3x est ^x- \y — 0. Si (r,0) est un couple de coordonnées 


polaires pour [x,y), on a : 

I e = f m|- 


I y = rsin0 


et r-^cos0- jrsin0 = 0, ce qui amène : rcos| + 0 = 0 c’est-à-dire 


2. 


De la même façon, 1 ’ équation normale de la droite d ’ équation x + y + 2 = 0 est ^x+^y-t- \/2 - 0, ce qui s ’ écrit 
encore : xcos | + y sin j + \f2 = 0. On a donc : r cos (f - 0) = -y/2. Une équation polaire de la droite est alors : 


y/2 

r r, c’est-à-dire : 

r v' 5 


cos (ti - 1 + 0) 

cos(^+e) 
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3. Par la même méthode, on trouve pour l’équation normale 


= 0 et pour l’équation polaire 


Exercice 2.51 ■ V 

Déterminer une équation normale et une équation polaire de la droite passant par A (1, 0) et B (3, 2) . 


Solution : Le vecteur AB = (2, 2) dirige (AB) donc une équation cartésienne de (AB) est de la forme x + y + c- 0 avec 
c e IR. Comme A est élément de cette droite, c = - 1 et (AB) : x + y - 1 = 0 . Une équation normale de la droite est donc 
Y x+ ^y- y- Si (r,0) est un couple de coordonnées polaires pour (x, y), on a : ^rcos0 + -^rsin0 = y c’est-à-dire 

r (cos7r/4cos0 + sinjr/4sin0) = y et donc 


V2 

2cos (0-71/4) 


Exercice 2.52 ! 

Déterminer une équation polaire des cercles suivants donnés par leur équation cartésienne. En déduire leur centre et 
leur rayon : 

1. x z + y 2 -3x-3y = 0 2. x 2 + y 2 - \Zl2 x + 2y = 0 


Solution : 

1. En passant en coordonnées polaires, l’équation devient : r 2 - 3r(cos0 + sin0) - 0 ce qui s’écrit aussi : 
r = 3(cos0 + sin0) ou r - 3v / 2(^r<:os0+ ^sinoj, c’est-à-dire . j r - Sy^cosfO- f )~j . Son centre admet donc 
comme coordonnées polaires f j, c’est-à-dire comme coordonnées cartésiennes : |) et son rayon vaut : 

3y/2 


2. De la même façon, on prouve que : | r = 4cos(0-|) | est une équation polaire du second cercle. Son rayon est 
donc 2 et son centre admet comme coordonnées polaires (2,^) c’est-à-dire comme coordonnées cartésiennes : 

(a/3,1) 


Exercice 2.53 MW I 

Dans le plan, on considère un cercle et un point O de ce cercle. Déterminez l’ensemble des projections orthogonales 

du point O sur les tangentes au cercle c €. 


Solution : 

1. Choix du repère. Notons fl le centre du cercle. Considérons le repère orthonormé direct Sfr = (O, i , j ) avec 

i - • Dans ce repère, n||| et 1 ’ équation du cercle fi s’écrit 

(x-R) 2 +y 2 = R 2 

2. Soit 0 e [0, 2 tt] et Me | U ^ un point du cercle. L’équation cartésienne de la tangente au point M@ au cercle 

s’écrit 

(Tg) : cos0(x-R) + sin0y = R 

Notons He la projection orthogonale du point O sur la droite Tg. Puisque le vecteur "w dirige la normale 

en Mg, Hg = O + \ n . Comme le point H appartient à la droite Tg, on trouve X - R(1 + cos0), on obtient les 
coordonnées polaires du point Hg ; 

p = R(1 + cos0) 

On reconnaît une cardioïde (voir la section 6.3.3 page 246). 
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2.7.6 Lignes de niveaux 

Exercice 2.54 I v>s? I 

Soient deux points distincts du plan A et B et soit k un réel. Étudier l’ensemble des points M du plan tels que MA 2 - 
MB 2 = k. 

Indication 2.8 : On pourra considérer I le milieu de [AB] . 

Solution : On a la série d’équivalences : 

MA 2 -MB 2 = k 

[ma-mb].(ma+mb] = fc 

« -ÀB. 2MÎ + ÎA + ÏB = k 

V =7 car I est le milieu de [AB] y 

«=> ÂB.ÎM = - 
2 

et, appliquant le cours, M est élément de la droite normale à AB passant par le point P tel que : IP = . 


Exercice 2.55 B W I 

Soient A et B deux points du plan non nécessairement distincts et soit un réel k. Étudier l’ensemble des points M 
du plan tels que 

MA.MB = k. 


Solution : Si A et B sont confondus, alors l’égalité MA.MB = k s’écrit ||am|| - k et est le cercle de rayon \fk et 
de centre A si k > 0, ^ est réduit au point A si k- 0 et ^ = 0 si k < 0. Supposons que A et B sont distincts. Soit I le 
milieu de [AB], On a la série d’équivalences : 


MA.MB = k 

<=»■ 

(MI + iA).(MI + ÎB ) = fc 

«■ 

MÎ.MI + MI. ÎA+ÎB + ÎA.ÎB = k 


1= "o car I est le milieu de [AB]; 

« 

H-H-* 

— 


Par conséquent, notant R = k + |j Ia| 

| , % t est le cercle de centre I et de rayon \/R si R > 0 , ^ = {1} si R = 0 et ^ = 0 si 

R < 0. 



Exercice 2.56 I 

Soient A et B deux points distincts du plan, ~u et ~v deux vecteurs distincts de plan. Déterminer les points M du plan 
tels que : 

ÂM- u = BM-1?. 


Solution : On a : 


AM • ~u - BM • ~u 

^ âm-u=(ba + âm)-7 

<=> AM- {u -~v) - BA-"u 

Posons a = B A- U et w -~u -~v . Appliquant le cours, V ensemble des points M du plan vérifiant AM - ~u - BM ■ ~u estla 
droite de vecteur normal ~w passant par le point P tel que : AP = -p||- . 
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Exercice 2.57 ■ W I 

Soient A et B deux points distincts du plan et ~u un vecteur non nul. Déterminer les points M tels que 
U.ÂM+U.ËM = 0. 


Solution : Notons I le milieu de [AB]. 

"m.AM + "m.BM = 0 

<=> u -(ÀI + Ïm) + 'm-(bI + Ïm) = 0 
<=> ~u ■ IM = 0 car I est le milieu de [AB] 

Par conséquent 1 ’ ensemble recherché est la droite de vecteur normal ~u passant par I. Remarquons que cette exercice est 
un cas particulier du précédent dans le cas où ~v - -~u. 


Exercice 2.58 El W I 

Soient A et B deux points distincts du plan et ~u un vecteur non nul. Déterminer les points M tels que 
detfu.AM) + defCw,BM) = o. 


Solution : Notons I le milieu de [AB]. 

detfu.ÀM) + detfu , BM) = O 
^ det ( u , AI + Îm) + det ( u , BI + Îm) = O 
det ("u , IMj = O car I est le milieu de [AB] 
et 1 ’ ensemble recherché est la droite dirigée par ~u et passant par I. 
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Chapitre 


Géométrie élémentaire de l’espace 


Pour bien aborder ce chapitre 

De la même façon que dans le chapitre consacré à la géométrie plane 2, ce chapitre a pour vocations de vous familiariser 
avec le calcul algébrique et de vous donner des représentations pour les objets étudiés dans les chapitres 23 et 24 d’algèbre 
linéaire. 

Là encore, on pourra passer dans une première lecture les démonstrations qui ne sont pas marquées par un et se 
focaliser sur les autres parties. 


3.1 Préambule 

Dans tout ce chapitre on notera l’ensemble des points de l’espace et Y l’ensemble des vecteurs de l’espace. 

De la même façon que dans le plan, on peut additionner les vecteurs de l’espace ainsi que les multiplier par des scalaires 
réels. Pour résumer l’ensemble des propriétés de cette addition et de cette multiplication, qui sont les mêmes que pour les 
vecteurs du plan, on dit que le triplet (Y, +, .) possède une structure d’espace vectoriel sur IR. 

3.1.1 Combinaisons linéaires de vecteurs, droites et plans dans l’espace 

^Définition 3.1 V Droite vectorielle, droite affine N 

- Soit ~u un vecteur non nul de l’espace. On appelle droite vectorielle engendrée (ou dirigée) par ~u l’ensemble D des 
vecteurs de l’espaces cohnéaires à ~u : 


D = fu en BÀeIR: ~v=\~u} 

- Soient A un point et ~u un vecteur de l’espace. La droite affine passant par le point A et de vecteur directeur ~u est 
l’ensemble @ des points M de l’espace tel que les vecteurs AM et ~iï sont colinéaires : 

= |Me | 3Ae IR : ÂM = A"m}- 

V 

I Remarque 3.1 Se donnant deux points distincts A et B de l’espace, la droite de l’espace passant par les points A et B 
est la droite passant par A et dirigée par AB. 


Définition 3.2 O Combinaison linéaire de deux vecteurs 

Soient ~u, ~v et w trois vecteurs de l’espace. On dit que w est combinaison linéaire des vecteurs ~ù et ~v si et seulement 
si il existe deux réels a, P e IR tels que w = au + 


Définition 3.3 O Plan Vectoriel, plan affine 

- Soient "w et "u deux vecteurs non colinéaires de l’espace Y. On appelle plan vectoriel engendré (ou dirigé) par les 
vecteurs ~u et ~v l’ensemble, noté £5*, des | vecteurs ] de Y qui sont combinaisons linéaires de ~u et ~v : 

SP - {a"w + | a, P e IR} . 
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- Soient ~u et ~v deux vecteurs non colinéaires de l’espace Y et Ae § un point de l’espace. On appelle plan affine 
engendré (ou dirigé) par les vecteurs ~u et ~v et passant par A l’ensemble, noté AP, des | points | M de S tels que le 
vecteur AM est combinaison linéaire de ~u et ~v : 

^ = |m e <^ | 3 (a, p) £ IR 2 : ÂM = au + 0V } . 


Remarque 3.2 

- Avec les notations précédentes : M est élément du plan affine passant par A et engendré par ~u et ~v si et seulement si 
le vecteur AM est élément du plan vectoriel engendré par ~u et 17 : AP. 

- Le couple (~u, U) forme une base de AP. 

- Le triplet (A, 17,17) forme un repère de .AP. 

- On peut aussi définir un plan affine AP en se donnant trois points non alignés A, B et C de S. On définit le plan affine 
passant par ces trois points comme étant le plan affine passant par A et engendré par les vecteurs AB et AC. 


Définition 3.4 O Vecteur normal 

Un vecteur est dit normal à un plan AP si et seulement si il est orthogonal à tous les vecteurs de ce plan. 


I Remarque 3.3 

- Se donner un plan vectoriel revient à se donner un vecteur normal à ce plan. 

- Se donner un plan affine revient à se donner un vecteur normal à ce plan et un point de ce plan. 

3.1.2 Vecteurs coplanaires, bases 


Définition 3.5 O Vecteurs coplanaires 

Trois vecteurs non nuis sont coplanaires si l’un des trois est élément du plan engendré par les deux autres (ou ce qui 
est équivalent si l’un de trois est combinaison linéaire des deux autres). 


I Remarque 3.4 En prenant la négation de ce qui précède : trois vecteurs sont non coplanaires si et seulement si on ne 
peut écrire aucun des trois comme combinaison linéaire des deux autres (on dit qu’ils sont linéairement indépendants). 


Définition 3.6 A? Base de l’espace 

Un triplet de vecteurs de Y : (u,~u ,~w) est une base de Y si il est formé de trois vecteurs non coplanaires. 


Proposition 3.1 ç 0 Coordonnées d’un vecteur dans une base de l’espace 

Soit Çu,~v , w) une base de Y. Tout vecteur ~x de Y s’exprime comme une combinaison linéaire unique des 3 vecteurs 
~u,~v et Av c’est-à-dire : 

VxeY, 3!(a,p,y) e M 3 : ~x - au + (3“u + yw 

Le triplet (a,p, y) est appelé coordonnées de ~x dans la base ~u,~v,Av). On notera : 

J a 

x m ou x P ou aussi x (a, p, y) 

Iy VyJ 


Démonstration 

- Soit AP le plan engendré par ~u et AJ . Soit rng le projeté du vecteur m sur AP parallèlement à w. Il existe y e IR tel que 
Ah = toq + y Au. Comme TtÏq est élément du plan engendré par ~u et ~v , il existe (a, P) e IR 2 tel que Trio = au + P"v. Donc 

- Ce triplet est unique : Si il existe un autre triplet (a', P', y') e IR 3 vérifiant Ah = a'"w + p'V + y' Av alors (a - a')"w + (P - P')lT + (y - 
y ')Au = 0 . Supposons qu’un des trois ; a- a', P - P', y- y' ne soit pas nul, par exemple a -a', alors 

Ai = | Y ~ Y '^ 


et Ai est combinaison linéaire de AA et Au, et est donc élément du plan engendré par ces deux vecteurs, ce qui est contradictoire 
avec notre hypothèse de départ. Le triplet (a,p,y) est donc unique. 


114 





Définition 3.7 3 Base orthogonale, orthonormale 

Soit 38{u ,~v ,~w) une base de "V . Si les vecteurs ~u,~v , w sont deux à deux orthogonaux, on dit que la base 38 est 
orthogonale. Si ils sont de plus unitaires, on dit que 38 est orthonormale. 


3.1.3 Orientation de l’espace, base orthonormale directe 

Comme on F a vu dans le chapitre 2, il est important, pour pouvoir définir certaines notions ou résoudre certains problèmes, 
de savoir orienter l’angle formé par deux vecteurs donnés. Dans le cas du plan, il est facile de fixer cette orientation. Il 
suffit de décider, entre le sens horaire et le sens trigonométrique, quel sera le sens positif. Dans le cas de F espace, les 
choses sont plus compliquées. Considérons deux vecteurs i et j de F espace non colinéaires et nommons £5* le plan 
vectoriel qu’ils engendrent. Ce plan sépare F espace en deux demi espaces @\ et @2- Supposons que chacune de ces deux 
parties contient un « observateur » du plan & nommé @\ pour ê\ et 02 pour <?2- Chacun de ces deux observateurs peut 
orienter le plan t? mais le sens trigonométrique pour 0\ correspond au sens horaire pour ©2 et le sens horaire pour 0\ 
correspond au sens trigonométrique pour ©2- L’orientation d’un plan dans Fespace dépend donc de « la position d’où 
on l’observe». Nous allons tout d’abord expliquer ce que signifie orienter l’espace puis nous en tirerons un procédé 
permettant d’orienter les plans de l’espace. 




indirect 




Figure 3.1 - Trièdre direct, trièdre indirect 


Il existe plusieurs règles mnémotechniques pour fixer une orientation de Fespace. Parmi celles ci, donnons celle dite « du 
bonhomme d’ampère ». 

Considérons (O, i , j , k) un repère orthonormal de Fespace. Soient I, J et K des points de S tels que 01 = i , OJ = j , 
OK = k . On considère un « observateur » placé les pieds en O, la tête en K et qui a le point I devant lui. 

Par convention, on dit que : 

- le repère (O, i , j , k) est direct si l’observateur a le point J à sa gauche. On dit aussi que la base {i , j , k) est directe. 

- le repère (O, i , j , k ) est indirect si l’observateur a le point I à sa droite. On dit aussi que la base ( i , j , k) est indirecte. 
Choisir une orientation de l’espace, c’est choisir de travailler avec les repères directs, ou avec les repères indirects. Si on 
fixe un repère dans Fespace, on choisit une orientation. 


Remarque 3.5 Considérant une base de Fespace 38 : 

- Si on échange deux vecteurs de 3ê, on change l’orientation de 38. 

- Si on échange un des vecteurs de 38 avec son opposé, on change l’orientation de 38. 

- Si on effectue une permutation circulaire sur les éléments de 38 on ne change pas son orientation. 


Définition 3.8 3 Orientation d’un plan dans l’espace 

Étant donnés un plan & et un vecteur normal ~n à ce plan, il existe une unique orientation du plan & telle que pour 
toute base orthonormale directe (u,~v) de ce plan, le triplet (~u,U ,~n) forme une base orthonormale directe de <3. On 
dit que le plan 3? est orienté par ~n. 
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Figure 3.2 - Coordonnées cartésiennes 


3.2 Mode de repérage dans l’espace 

3.2.1 Coordonnées cartésiennes 

Définitions 


Définition 3.9 Repère de l’espace 

On dit que le quadruplet Si[0,~u,~v, w) e^x/ 3 est un repère de l’espace ê si et seulement si [~u,~v ,Tù) est une base 
de y. O est appelé origine du repère Si. 

• Le repère Si est dit orthogonal si et seulement si la base {u,~u , w) est orthogonale. 

• Le repère Si est dit orthonormal si et seulement si la base ( ~u,~v ,~w ) est orthonormale. 


Proposition 3.2 O Coordonnées d’un point dans un repère cartésien 

Soit &\o, i , j ,k j un repère cartésien de l’espace. Soit M e S un point de l’espace. Il existe un unique triplet 
(a, [i, y) e IR 3 tel que OM -ai + P j + y k . Ce triplet s’appelle les coordonnées de M dans le repère Si. On le note : 


M 



ou aussi M(a,p,y) 


Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition 3. 1 

Remarque 3.6 La donnée d’un repère Si de é> permet de construire l’application : 

IR 3 
la 

P 

Iy 

où (a,p, y) sont les coordonnées de M dans Si. Cette application est bijective et permet d’identifier S et IR 3 . De même, 
on peut identifier y et IR 3 . 



Calcul algébrique avec les coordonnées 
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Démonstration Par définition, on a : ~u - x i + y j + zk et u' = x' i +y' j + z' k . Par conséquent : 


« w + (W = (ax+ p*') 7 + {cty+ a'/) 7 + (az + aV) I 

ce qui prouve le résultat. 

Norme d’un vecteur, distance entre deux points dans un repère orthonormé 
Définition 3.10 Norme d’unvecteur 

Soit ~u un vecteur de 'f possédant AB comme représentant dans 'f où A, B e ê. On appelle norme de ~u et on note || ~u 
la longueur AB. 



Démonstration Z> Soit M e S tel que OM = ~u . Soient : 

• H le projeté orthogonal de M sur le plan horizontal : |o, i , j j . 

• I le point de (Ox) donné par : 01 = x i . 

• J le point de (O y) donné par : 01 = y j . 

Par définition du projeté orthogonal, le triangle OMH est rectangle en H. De plus, comme le repère M est orthonormal, le triangle 
OIH est rectangle en I. Par application du théorème de Pythagore dans ce triangle, on a 
OH 2 = OI 2 + IH 2 . 

Par application du même théorème dans le triangle OMH, on a aussi 

OM 2 = OH 2 + HM 2 . 

Il vient alors 


OM 2 = OI 2 + IH 2 +HM 2 



Démonstration Les coordonnées du vecteur AB sont 

\xb-*a 
AB tb-ta 
Ub-za 

Si on applique à ce vecteur la formule précédente, on obtient le résultat escompté. 
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3.2.2 Coordonnées cylindriques et sphériques 




y 


(a) Coordonnées cylindriques (b) Coordonnées sphériques 

Figure 3.3 - Coordonnées cylindriques et sphériques 


Multimédia : Animation: on déplace un point dans l'espace et on représente géométriquement 
ses coordonnées cartésiennes et sphériques/cylindriques 


'Définition 3.11 O Système de coordonnées cylindriques 
Soient : 

'Si O, i , j , k J un repère orthonormal de l’espace 


M y un point de é 


• P le projeté orthogonal de M sur le plan (Oxy) muni du repère orthonormal Sio |p, i , j j. 

On appelle système de coordonnées cylindriques de M par rapport à Si tout triplet de réels (r,0,z) tel que 


OM = r~u (0) + z k 


- (r, 0) est un système de coordonnées polaires pour P relativement à .Hq. 

• r est le réel positif tel que OP = r~u (0) 

V » z est la cote de M dans Si. 


Proposition 3.6 Lien entre les coordonnées cylindriques et les coordonnées cartésiennes 

Soit Sê[o, i , j , k j un repère orthonormal de l’espace, M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes (x,y,z) 
dans Si et de coordonnées cylindriques par rapport à Si (r, 0, z) . On a : 


x= rcos0 
y - rsin0 
z = z 


Démonstration S? Soit M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes (x, y, z) dans Si. Soit P le projeté orthogonal de 
M sur le plan horizontal ^O, i , j j et (p, 0) un système de coordonnées polaires pour P par rapport au repère orthonormal direct 
Mo (o, i , j ) . Avec ~u (0) = cos0 i + sin0 j , on a OP = pu (0) et : 

ÔM = ÔP + PM 

= ru {Q) + zk 
- rcos0 i + rsin0 j +z k 

d’où le résultat. 


Définition 3.12 <9 Système de coordonnées sphériques 

Soient Si- ^O, i , j , k j un repère orthonormal de l’espace, M un point de l’espace et P son projeté orthogonal sur le plan 
horizontal (o, i , j j . 
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On appelle système de coordonnées sphériques de M par rapport à Si tout triplet de réels (r,0,(p) tel que : 

•HH- 

• (p, 0) est un système de coordonnées polaires de P par rapport au repère orthonormal direct |o, i , j j . 

• (p est la mesure de l’angle | k ,Om| élément de [0 ,tt]. 
tp est appelé la colatitude du point M et 0 la longitude. 

Remarque 3. 7 

- 0 étant une mesure de l’angle orienté | i , Opj, il est défini modulo 2 tt. 

- L’angle ^ fc,OMj n’est pas orienté car on n’a pas choisi d’orientation du plan (zOM). C’est pour cela que sa mesure 
est donnée modulo jt. 

- On utilise parfois la latitude : § - tp à la place de la colatitude. 

Proposition 3.7 O Lien entre les coordonnées sphériques et les coordonnées cartésiennes ' 

Soient Si (o, i , j , k j un repère orthonormal de l’ espace, M un point de F espace de coordonnées cartésiennes [x, y, z) 
dans Si et de coordonnées sphériques (r,0,(p). On a : 

) x= rsin(pcos0 
y — rsin(psin0 
z - rcostp 


Démonstration <2 Soit M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes [x,y,z] dans & et soit P le projeté orthogonal de 
M sur le plan horizontal (ü, i , j j . Soit (p, 0) un système de coordonnées polaires pour P par rapport au repère orthonormal direct 
Si o (0,7J) et : u (0) = cos07 + sin07- On a : ÔP = p~u (0) et ; 

OM = rcos(j) k + rsimp~u (0) 

= rcosqik +rsin(pcos0 i +rsin(psin0 j 

d’où le résultat. 

Remarque 3.8 Si à la place de désigner la colatitude, tp désigne la latitude alors les formules précédentes deviennent : 

( x - rcostpcos0 
< y- rcostpsin0 
[z = rsintp 


3.3 Produit scalaire 

3.3.1 Définition 


Définition 3.13 O Produit scalaire 

Soient ~u et ~v deux vecteurs de Y. Soient O, A, B trois points de S tel que : OA = ~u et OB = ~v et SS 6 la plan contenant 
ces 3 points. On appelle produit scalaire de ~ÏÏ et ~u leur produit scalaire dans le plan Si . En particulier, si lî et ~u sont 
non nuis, on a 

j i.~v - ("m, 7) = || 77 1| . 1 7 1 .cos0 
où 0 est une mesure de l’angle |oA, OBj dans le plan Si . 


Remarque 3.9 

- Cette définition ne nécessite pas de définir une orientation dans la plan & et l’angle 0 = |oA,OBj ne doit pas néces- 
sairement être orienté. En effet, si on change l’orientation du plan, l’angle 0 est changé en son opposé ce qui laisse 
invariant son cosinus. 

- \\uf=u.u. 
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Démonstration C’est une conséquence de la même propriété mais dans le plan. 


3.3.2 Expression dans une base orthonormale 



Démonstration Soit & le plan vectoriel engendré par U et U. Le vecteur ~u +~v est élément de . Les propriétés du produit 
scalaire dans le plan permettent d’écrire 



Le produit scalaire des deux vecteurs ~u et ~v dans l’espace coïncide avec celui dans le plan SP. On obtient donc la formule 
annoncée. 


Théorème 3.10 WO Expression du produit scalaire dans une base orthonormale 

Soient Siï^O, i , j , k j un repère orthonormal de l’espace, (x, y, z) et {x',y , ,z') les coordonnées respectives des vecteurs 
~u et ~v de Y dans S%. On a 



Démonstration Z> On a || "u || 2 = x 2 + y 2 + z 2 et || U || 2 = x' 2 + y' 2 + z' 2 . Par ailleurs 


||u + 7|| 2 = (x + xf + (y + /) 2 + (,.W) 2 

= x 2 + 2xx' + x' 2 + y 2 + 2y/ + y' 2 + z 2 + 2 zz! + z' 2 . 

Par application de la formule établie dans le lemme précédent, on obtient l’expression mentionnée pour le produit scalaire. 

3.3.3 Propriétés du produit scalaire 



Démonstration C’est clair en passant en coordonnées. On peut aussi voir cette proposition comme une conséquence directe du 
fait que le produit scalaire dans le plan est symétrique, voir proposition 2.10 page 71. 



Démonstration C’est clair en passant en coordonnées. 



Démonstration Laissée en exercice... 
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3.4 Produit vectoriel 


3.4.1 Définition du produit vectoriel 


«A» 



Figure 3.4 - Produit vectoriel de deux vecteurs dans l’espace 


Définition 3.14 Produit vectoriel 

On suppose qu’on a choisi une orientation de l’espace. Soient ~u et ~v deux vecteurs de Y. Soient & un plan de l’espace 
contenant ces deux vecteurs et k un vecteur normal unitaire à &>. Fixant k , on fixe une orientation de J 21 . On appelle 
produit vectoriel de "u et ~v le vecteur, noté ~u a U ou ~u x ~v , donné par 

~u r\~v = det("M,"u) k. 


Remarque 3.10 fondamentale II y a deux choix possibles pour un vecteur normal unitaire à & : k ou - k . Le produit 
vectoriel dépend donc à priori du choix fait au départ pour ce vecteur normal. 

Notons Çïï a-j ~v) le produit vectoriel construit en ayant choisi le vecteur k et (u a — ~u) le produit vectoriel construit 
en ayant choisi le vecteur - k . Notons aussi det— Ciï , ~v ) le déterminant des vecteurs "u et "u dans le plan & orienté par 
k et det — Çu,~v) le déterminant des vecteurs ~u et ~v dans le plan & orienté par - k . 

En choisissant le vecteur - k à la place du vecteur k , on change l’orientation de S 6 , et donc le signe de l’angle orienté 
Cu,~v ) ainsi que le signe du déterminant du couple (u,~v). Mais ce changement de signe est compensé par le changement 
du vecteur k en le vecteur - k : Çiï A~r~v) = det-^Cu,!;) k = -det -^Çu,~v){-k)-(u. a ~v). 


Corollaire 3.14 Norme du produit vectoriel de deux vecteurs 

Si ~u et ~v sont deux vecteurs de "V : 

||"m a - ? I l = \detÇiï,~v)\ = ]|'u|| . ||T || . |sin(7î,^}j 


Démonstration En utilisant la déünition du déterminant de deux vecteurs dans le plan et si ~n est un vecteur normal unitaire à un 
plan vectoriel contenant ~u et U, on obtient : 

lï “ A-iT|| = HdetfM.-iT) n || = |det(u ( lT)| | H || = |det(u,ir)| = ||7Î|| .||7||.|sin(^|. 

I Remarque 3.11 

- | sin("ï<, U)| ne dépend pas de l’orientation choisie pour le plan & contenant les deux vecteurs ~u et ~v . 

- ||"w /\~v || est l’aire du parallélogramme construit àpartir des vecteurs ~u et ~ù . 


Corollaire 3.15 Caractérisation de la colinéarité de deux vecteurs via le produit vectoriel 

Deux vecteurs de Y sont colinéaires si et seulement si leur produit vectoriel est nul. 


Démonstration Considérons un plan & contenant ces deux vecteurs. Ces deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur 
déterminant dans le plan est nul. 

I Remarque 3.12 

- Soient i et j deux vecteurs orthogonaux (respectivement orthogonaux et unitaires) de Y. Alors ( i , j , i a j ) forme 
une base orthogonale (respectivement orthonormale) directe de l’espace. 
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- La droite passant par le point A et de vecteur directeur ~u est l’ensemble des points M du plan vérifiant 

AMa « = 0 . 


3.4.2 Interprétation géométrique du produit vectoriel 

Soient ~u et U des vecteurs de V et w - ~u a ~v . On obtient w à partir de ~u et 17 en composant : 

1. La projection sur un plan £? orthogonal à ~u. L’image de ~u par cette projection est un vecteur üj de norme 
1 1 ~v 1 1 1 sin (u , ~v ) | . (Remarquons que cette dernière expression est indépendante de F orientation de F espace choisie) . 

2. La rotation d’angle j dans le plan LP orienté par le vecteur normal 17 qui transforme le vecteur üj en un vecteur 
V 2 de même norme que v[ et directement orthogonal à "w et "u 

3. L ’homothétie de rapport ||"u|| qui transforme V 2 en un vecteur Ü 3 de norme ||H|| ||17|| | sin(H,l7)| directement 
orthogonal à ~u et ~v . V 3 est donc par définition égal à "m a U. 

3.4.3 Propriétés du produit vectoriel 


Proposition 3.16 Le produit vectoriel est antisymétrique 

Si ~u et ~v sont éléments de 'f alors 


Démonstration C’est une conséquence directe de l’antisymétrie du déterminant de deux vecteurs dans le plan. 

Interlude 

Lors d’une première lecture, on pourra passer directement à la proposition 3.22 page 123. Ce qui suit permet de démontrer 
cette proposition mais n’est pas important pour la compréhension du chapitre. 


Définition 3.15 Application linéaire dans l’espace 

Soit / : y — » y. On dit que / est linéaire si pour tout couple (’ u,~v ) de y 2 et tout réel À, 
fÇiï + !î) = fÇu) + fCv) et = 


Proposition 3.17 Caractérisation des applications linéaires 

Soit f-.y — s y. f est linéaire si et seulement si, pour tout couple (u,~v) de 'V 2 et pour tout couple de réels (a, P) 


Démonstration Laissée en exercice. 


Proposition 3.18 

Une application composée de deux applications linéaires est encore linéaire. 


Démonstration Laissée en exercice. 


Définition 3.16 Application bilinéaire 

Une application / -.y xy — » 'V est dite bilinéaire si elle est linéaire en chacune de ses variables, ce qui signifie que 
pour tout vecteurs ~u , ~u de y : 

_ f y — - 

- si on fixe u : /( u , .) : < — 
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Quelques exemples d’applications linéaires fort utiles pour ce qui vient... 


Soit ~u un vecteur de "V . Soient (O, i , j ,k) une base orthonormale directe telle que i et ~u sont colinéaires et telle que 
( j , k ) est une base du plan orthogonale à ~u. 



Démonstration Soient U etU' deux vecteurs de Y de coordonnées respectives (x, y, z) et (x 1 ,y',z') dans ( i , j , k) alors p(v ) 
est le vecteur de coordonnées (0, y, z) et p(v') est le vecteur de coordonnées (0 ,y',z'). Comme ~v + ~v' admet (x + x 1 ,y + y'.z+z') 
comme coordonnées, pÇv + ~v') admet comme coordonnées (0,y + y' , z + z') qui sont aussi celles du vecteur pÇv) + pÇv'). Par 
conséquent, pÇv) + pÇv') = pÇv +~v'). 

Soit X un réel. Le vecteur X 17 a pour coordonnées (Xx,Xy,Xz). Les coordonnées de pOCu) sont donc (0,Ày,Àz) qui sont exactement 
les coordonnées deXpÇv). Donc pQCv) = Xp[v). 

On a prouvé que p est linéaire. 



Démonstration Les vecteurs de ce plan sont ceux de coordonnées (0 ,y,z). Soit ~v un vecteur de ce plan. L’image par r de ~v 
est le vecteur de coordonnées (0 ,-z,y). On prouve la linéarité de cette application en passant aux coordonnées, comme dans la 
proposition précédente. 



Démonstration Soient U et v' deux vecteurs de Y . On a 


h k Cv + v ') = kÇv + v ’) = k~v + kv' = h k Çv) + h k (v'). 

Si X est un réel, on a aussi 

h k lXv) = k{X-v) = Xh k m 

ce qui prouve la linéarité de h. 

I Remarque 3.13 

- En particulier l’homothétie h de rapport k = ||~u || est linéaire. 

- Cette proposition est une reformulation du théorème de Thalès. 


Ces trois exemples vont nous permettre de démontrer que le produit vectoriel est bilinéaire. 



Démonstration Fixons ~u dans Y . L’application : 



est linéaire comme composée des trois applications linéaires p, r et h. Pour montrer que <p est bilinéaire, il faut encore montrer 
que, pour U fixé dans Y et pour tout ~u, u' dans Y et X réel, 

Cu+u')a-v = uaU + u' aU et {X~u)a~u = X~u a~v 

Ces deux propriété découlent de 1 ’ antisymétrie du produit vectoriel et de la linéarité de 6_p. Par exemple pour la première égalité, 
on procède ainsi 

Cu + u') A ~V = -~U A ÇÏÏ + u') = (-7) A fu + = 0.- f U + u') = 0,- f U) + 6,- (i/) = -~v A M - ~U A u’ = U A ~U + u' A ~V 

3.4.4 Expression dans une base orthonormale directe 
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Théorème 3.23 WÇ? Expression du produit vectoriel dans une base orthonormale 

Soit dél^i , j , k j une base orthonormale directe. Soient 7 et 7 des vecteurs de 7 de coordonnées respectives (x, y, z) 
et (x',y',z') dans .7. Les coordonnées (X,Y,Z) de 7 a 7 sont données par : 

x= * K 1 

I Z Z \ 


x II y '\ 

Autrement dit : 

^ yz'-y'z 
7 A 7 zx' - z'x 
xy' - x'y 



Démonstration V On a : 

~u = xi + yj + zk et U = x'l + ÿj + z'l. 

Utilisant la bilinéarité du produit vectoriel et les relations 

i a j = k j a i - - k j a k = i k a j = - i k a i = j i a k = - j 

7 a 7 = 7 a7 = Îa1= 0' 

qui découlent du fait que Së est une base orthonormale directe, on peut écrire : 


ce qu’il fallait démontrer. 


= xx" i a i +x}/ i a j +xz' i a k 

+yx'l a 7 +yÿ 7 Aj + yz’j a 7 

+z7 A: a i +zy/ k a j +zz! k a k 
| xÿlc-xzfj 
-yx / k + yz' i 
+zx ) J-zy , l 

= (yz'-y'z)7 + (zx'-z'x)7 + (x/-x'y)I 


3.5 Déterminant ou produit mixte 

3.5.1 Définition 


Définition 3.17 Déterminant, produit mixte 

Soient 7, 7, 7 trois vecteurs de l’espace 7 . On appelle déterminant ou produit mixte de ces trois vecteurs 
le nombre réel , noté [7,7,7] ou det(7,7,7), et donné par : 

[dëtÇ 77^7)^(7^777j 


3.5.2 Expression dans une base orthonormale directe 


Théorème 3.24 Expression du déterminant dans une base orthonormale directe 

Soit i , |, fcj une base orthonormale directe de 7. Soient 7, 7, 7 trois vecteurs de 7 et soient (x, y, z), (x',y',z') 
et (x", y", z") leurs coordonnées respectives dans cette base. Alors : 



x x' x" 


det(7,7,7) = 

y y' y" 

= x" £ ^ -y" 


z z' z" 

| z z | 


Z , I + z" I X ^ I 

* I \ y y \ 
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Démonstration Ç? Il suffit de calculer le produit mixte de ces trois vecteurs en utilisant les formules vues pour calculer le produit 
scalaire et le produit vectoriel de deux vecteurs dans une base orthonormale directe. 

Remarque 3.14 

Le moyen mnémotechnique suivant, appelé règle de Sarrus, permet de calculer le déterminant de trois vecteurs assez 
facilement en additionnant les produits formés le long des flèches bleues et en soustrayant ceux formés le long des flèches 
rouges : 



3.5.3 Propriétés du produit mixte 


^Proposition 3.25 Le produit mixte est antisymétrique 


N 

Soient ~u, ~v , w trois vecteurs de Y. 

• On change le signe du produit mixte de trois vecteurs en permutant deux de ces trois vecteurs : 


det("u,"M, w) - -det("M,"p, Tu) 

(1) 


detfw, = -det l~ÏÏ,U,~w) 

(2) 


det(w, ~u,~u) - -det {u,~u, Tù) 

(31 


• Le produit mixte est invariant par permutation circulaire 

detfu, - ?, u/) = det [~v,w,JÎ) = detCiu, 

U,v) (4) 


J3n résume ces trois propriétés en disant que le produit mixte est antisymétrique. 

J 


Démonstration 

• Démontrons (1) ; 


detf?,-^) = (ÜaÏ).^ 

= (-"n a 1 î).w par antisymétrie du produit vectoriel 

= -{u AlT).m 

= -det [u,~u,w) 

• Pour démontrer (4), il faut se placer dans une base orthonormale directe de Y et calculer, dans cette base, en utilisant la formule 
3.24, les trois déterminants det (T ,w,~u), det[w ,~u ,~u), det(~u ,~v ,~w) et vérifier qu’ils sont égaux. 

• Pour démontrer (2), on peut remarquer que d’après (4), det("M,ïu,lT) = det (IT.IÎ.IS) et appliquer (1). 

• Enfin d’après (4) et (1), det(ü5,"ï/,7<) = detfu ,~iï ,u>) = - det ("w ,"?,!?) 


Proposition 3.26 Le produit mixte est alterné 

Soient ~u,~u,~w trois vecteurs de "V . Si deux de ces trois vecteurs sont égaux alors le produit mixte de ces trois vecteurs 
det("u,"u, w) est nul. 

Démonstration Partant de l 'égalité det {ÿu ,~ù,~w) = -det("M,"u, w), si~u = ~v , on obtient det(~u,~u,w) = -det (u.ll.w) ce 
qui amène det(~u ,~u ,~ut) = 0. 


Définition 3.18 Application trilinéaire 

Une application (p : Y 3 — IR est dite trilinéaire si et seulement si : 

• pour tout ("m , ~v ) fixé dans Y x V , X application : w (p [u , ~v , w) est linéaire . 

• pour tout [~v, w) fixé dans Y x Y, l’application : ~u —► (p[~u,~v ,~w) est linéaire. 

• pour tout (u,u>) fixé dans Y x Y, l’application : U • cp est linéaire. 
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Proposition 3.27 Ç> 

Le produit mixte est trilinéaire. 


Démonstration 

• Fixons (77 ,77) dans Y x 'f et montrons que V application : cp : Tu det(TT, TT, w) est linéaire. Soient a, a' deux scalaires et w, 
77' deux vecteurs de Y . On a 


ip[<xw+a'w') 


det(77,77,a77 + a'77') 

(uy)Jaw + a'W) ^ 

a (77 a 77) . 77 + a! (77 a 77) .77' par linéarité du produit scalaire 
a det (77 , 77, 77) + a' det [TT , TT , w') 
arp (77) + a'<p (77') 


• Fixons maintenant (77,77) dans Y x Y et montrons que l’application cp : ~u ■— det (77,77,77) est linéaire. Il suffit de remarquer 
que pour tout TT dans Y , comme le produit mixte est antisymétrique, det (77,77,77) = -det (77,77,77) et que l’application 
77 « -det (77, 77, 77) est, d’après le premier point, linéaire. 

• On montre la linéarité de 77 « det (77, 77, 77) delà même façon. 


3.5.4 Interprétation géométrique 


Théorème 3.28 Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leur produit mixte est nul 

Soient 77 , 77, 77 trois vecteurs de Y. Ces trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leur produit mixte est nul. 


Démonstration Si un des trois vecteurs TT, TT, 77 est nul, le résultat est clair. On suppose donc désormais qu’aucun de ces 
trois vecteurs n’est nul. 

| => | Supposons que TT, TT, 77 sont coplanaires. Une des deux assertions suivantes est alors vraie : 

1 : TT et TT sont colinéaires et on a donc 77 A 77 = 0 ce qui entraine que det (77, 77, 77) = (77 a 77) .77 = 0. 

2 TT et TT ne sont pas colinéaires et donc 77 a 77 est un vecteur orthogonal au plan engendré par TT et TT. Comme Tu est 
élément de ce plan, 77 a 77 est orthogonal à Tu et nécessairement : det (77,77,77) = (77aT7).77 = 0 

| <= | Supposons que det(77,77,77) = 0. Alors : 

1) si TT et TT sont colinéaires, il est clair que 77,77,77 sont coplanaires.. .(ces trois vecteurs sont éléments du plan engendré 

2 sinon, 77 A 77 est un vecteur orthogonal au plan engendré par TT et TT et comme (77 A 77) .77 = 0, 77 est aussi orthogonal 
à 77 a 77 et est donc nécessairement élément de ce plan. 



Théorème 3 .29 T? Interprétation du produit mixte en terme de volume 

Soient 77, 77, w trois vecteurs de Y. Notons Y le volume du parallélépipède & construit à partir de ces 3 vecteurs. On 
a : 


Démonstration 9 Si les trois vecteurs sont coplanaires, le résultat est évident. On suppose donc que ce n’est pas le cas. Soient 
O, A, B et C des points de l’espace tels que TT = OA, 77 = OB et 77 = OC. 

• Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite dirigée par 77 a 77. OH est la hauteur du parallélépipède 8P. OH est donnée par : 

OC | cos (77 a 77, 77)| = ||77|| | cos (77 a 77,77) | 
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• Le parallélogramme formant la base de 9 est porté par les vecteurs U etU et son aire sd est donnée par : 

III “Il FU sin( «,-?)!= p Air II 

Le volume Y de & est donc donné par : 

y = si x OH 



3.6 Plans dans l’espace 


3.6.1 Représentation paramétrique des plans 



Démonstration Soit M [x, y, z) un point de 1 ’ espace . Supposons que M est élément du plan ','Y alors le vecteur AM est combinaison 
linéaire des vecteurs U et U. Autrement dit, il existe des scalaires a, fi e IR tels que AM = au + P 17 . En récrivant cette égalité avec 
fx=x A + ax 7? +Px- 
des coordonnées, on obtient < y - y A + ay-j + fiy-j 
[z=z A + az ri +f>z 1 ; 

Réciproquement, si les coordonnées du point M (x, y, z) vérifient le système précédentes, on montre que AM = du + plT et donc 
que Me SA. 

3.6.2 Représentation cartésienne 


Pour tout ce paragraphe, on fixe un repère orthonormal direct ^O, i , j , k j de l’espace 



nécessairement det(AM,~u ,~uj = 0. 

Réciproquement, si det (aM,~m .lîj = 0 alors les vecteurs AM, ~u, U sont coplanaires ce qui n’est possible que si le point M est 
dans le même plan que celui passant par A et engendré par II, U , c’est à dire & (car~u et 17 ne sont pas colinéaires par hypothèse). 


127 





Corollaire 3.32 

Soient A (xa, yA> za), B (x B ,yB, z B ), C (xc.yc. zc) trois points non alignés de l’espace ê. Alors M (x, y, z) e ê est élément 
du plan affine & passant par A, B et C si et seulement si 

I X-Xa Xb-Xa X C -Xa I 

y-yA yB-yA yc-yA =o 

I Z-Za Zb-Za Zc-ZA I 


Démonstration II suffit d’appliquer la proposition précédente à H = AB et ~v = AC et d’exprimer le produit mixte avec les 
coordonnées de ces vecteurs. 


( 1 | 
Proposition 3.33 Ç>W Equation cartésienne d’un plan 

• Soit & un plan affine passant par un point A(xA,yA»ZA) de l’espace ê et admettant le vecteur ~n ( a,b,c ) comme 
vecteur normal alors une équation cartésienne de est 

• Réciproquement, l’ ensemble des points M (x, y, z) vérifiant F équation ax+by+cz-d où a, b, c, d sont des réels et 
où a, b, c ne sont pas tous nuis est un plan affine de vecteur normal | ~n (q,b,c)~|t. 


Démonstration 

• M est élément de éP si et seulement si AM et ~n sont orthogonaux et donc si et seulement si AM.~n = 0. Exprimant cette dernière 
égalité avec les coordonnées des vecteurs considérés, on retrouve la formule proposée. 

• Si a f 0, posons A ( - ^ , 0, ûj sinon, si b /O, posons A (o, - p o) sinon on a forcément c / 0 et nous posons A (o, 0, - j j . Comme 
le point M [x, y, z ) vérifie 1 "équation ax+by+cz = d, on a AM.IÎ -0 et donc M est un point du plan passant par A et de vecteur 
normal ~n. 


Définition 3.19 Équation normale d’un plan 

Soit un plan affine d’équation ax+ by + cz = d. Comme dit plus haut, le vecteur ~n (a, b, c) est un vecteur normal à 
Si ce vecteur est de plus unitaire, c’est à dire si 

||7î || 2 = a 2 + b 2 + c 1 = 1 

alors l’équation ax + by + cz = d est appelée équation normale de 3P. 


Interprétation géométrique de l’équation normale 

Soit & un plan et H le projeté orthogonal de l’origine O de Si sur Posons : ~u - |=g|. Considérons les 3 angles non 
orientés : 


On a donc 


cosa= i ,~u, cos|3= j Âu 
et ~u (cos a, cos (3, cos y). Comme ~u est unitaire, on a aussi cos 2 a 


et cosy= kH 
■ cos 2 P + cos 2 y = 1. Par ailleurs 


M (x, y, z) e & 


HM."m = 0 
(ÔM-OH).n =0 

|xi + y j + zk - h~u j .~u = 0 où h - || OH || 
cosax + cosPy + cosYZ = h. 


Cette dernière égalité forme une équation normale de 
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Position relative de deux plans 

L’espace est ici encore rapporté à un repère orthonormal direct fp\o, i , j , k j . 

Définition 3.20 Plans parallèles 

Deux plans de l’espace sont parallèles si et seulement si ils admettent un vecteur normal non nul commun. 


Définition 3.21 Z> Plans perpendiculaires 

Deux plans de l’espace sont perpendiculaires si et seulement si ils admettent des vecteurs normaux non nuis orthogo- 
naux^ 


Proposition 3.34 Caractérisation de la perpendicularité ou du parallélisme de deux plans à partir de leurs' 
équations cartésiennes respectives 

Soient PP et fP' deux plans d’équations cartésiennes respectives 

ax+by + cz = d et a'x+b’y + c'z-d’. 

Les vecteurs ~n ( a , b, c ) et ~n' [a 1 , b', c') sont donc, respectivement, des vecteurs normaux à 'PP et à PP' . 

1 Les plans PP et PP' sont parallèles si et seulement si il existe un réel À ^ 0 tel que 

a! = Xa, b' - Xb et d = Xc 

2 Les plans PP et PP' sont confondues si et seulement si il existe un réel X ^ 0 tel que 

a' - Xa, b' - Xb, d = Xc et d' - Xd 

3 Les plans PP et PP' sont perpendiculaires si et seulement si 

ad + bb' + cd - 0 

V J 

Démonstration P 

1 P? et P' sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires ce qui est se traduit en termes de 
coordonnées par les 3 égalités ci dessus. 

2 3? et PP' sont confondues si et seulement si, à la fois, ils sont parallèles et si ils ont un point commun A (xa, Ta» ^a) . D’après 
le point précédent, ceci est équivalent à 

a' = Xa, b' = Xb, c' = Xc et axA + by A + cz A - d = a'x A + b' y A + d zp,- d! - 0 

On obtient alors 

(Xa - a) x a + (Xb -b)y^ + (Àc - c) za - d + d' = 0 

ou encore 

(A- 1) [ax A + by A + cz A ) - d + d' = 0 

Et comme A est élément de PP, on a aussi 

(X-l)d- d+ d' = 0 

Ce qui prouve que d' = Xd 

3 Les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux, c’est-à-dire si et seulement 
si ~nPn' = 0, de quoi découle l’égalité à prouver quand on la transcrit en coordonnées. 


Proposition 3.35 V 

Soient 0* et PP' deux plans de l’espace de vecteurs normaux respectifs ~n et ~n’ . Si PP et PP' sont sécants alors leur 
intersection est une droite de vecteur directeur ~n a ~n’ . 

Démonstration P Soit A un point de l’intersection des deux plans PP et PP' . 

Si le point M est élément de P n PP' alors AM est orthogonal à~n et à H '. Par conséquent, AM est colinéaire à~n A~n' et M 
appartient à la droite passant par A dirigée par ~n a ~n' . 

Réciproquement, supposons que M appartient à la droite passant par A dirigée par ~n a ~n' , alors le vecteur AM est orthogonal à ~n 
et à Tl'. Comme A est élément des plans PP et PP' , nécessairement M est élément de PP et PP' et donc de P n P' . 

3.6.3 Distance d’un point à un plan 
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Figure 3.6 - Plans sécants dans l’espace 


Proposition 3.36 O Distance d’un point à un plan 

Soit & un plan affine de vecteur normal ~n. Soit M un point de l’espace et H son projeté orthogonal sur On appelle 
distance du point M au plan & la distance MH. On la note : d (M, fl» 0 ). C’est la plus petite distance du point M à un 
point A de & : 

VAe^, d (M, &) = HM ^ AM. 


Démonstration Soit A e fP . Le théorème de Pythagore appliqué dans le triangle AHM permet d’écrire AH 2 + HA 2 = AM 2 . 
Comme HA 2 3= 0, on a MH 2 « AM 2 et donc MH « MA. 


Figure 3.7 - Distance d’un point à un plan 


| Remarque 3.15 H est l’unique point de & tel que les vecteurs MH et 7 î sont colinéaires. 

Deux méthodes de calcul de la distance d’un point à un plan 


Théorème 3.37 O Quand le plan est donné par un point et deux vecteurs directeurs 

Soit S? un plan défini passant par un point A, engendré par les vecteurs ~u et ~v et de vecteur normal ~n. Soit M un 
point de l’espace. On 


(mau)-AM det [u, u,AM 


| "ma T | 


| ~ÏÏ A ~U | 
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Démonstration W Soit H le projeté orthogonal de M sur Plaçons nous dans le plan défini par les points A, H 
une mesure de l’angle non orienté ^~h,MaJ. On a MH = AM-|cos0| . 

Par ailleurs 


MH = AM-|cos0| 


||7?|| ||AM |cos0| |«-Am| 

P = 


M. Soit 0 


ce qui prouve la première formule. Pour la seconde, il suffit d’appliquer la première avec ~n = ~Ü a~v qui est bien un vecteur normal 
à & . Enfin, par définition, on sait que ("m a"u)-AM= det AmJ 


Théorème 3.38 Quand le plan est donné par une équation cartésienne 

On rapporte le plan à un repère orthonormal S%. Soient Sd un plan d’équation cartésienne ax+by + cz + d - 0 et 
un point de l’espace. On a 


_ \ax M + byM + czM + d\ 


V a 2 + b 2 + c 2 


Démonstration ( 0 Au regard de l’équation cartésienne de SP le vecteur Si ( a,b,c ) est normal pour SP . On considère un point 
A(x A ,y A ,z A ) e S? . En utilisant la formule précédente, on obtient 

ItT-amI 

d(M,£») = 1 1 

\q{x M -x A ) + b{y M -y A ) + c{zM-z A )\ 
d a 2 + b 2 + c 2 

| axm + byM + czm ~{ax A + by A + cz A ) \ 
da 2 + b 2 + c 2 
\ax M + byM + czM + d\ 


ît comme A est élément de SP, c 


da 2 + d 2 + c 2 
a ax a + by A + cz A = -d. 


3.7 Droites dans l’espace 


3.7.1 Représentation paramétrique 


f P roposition 3.39 Représentation paramétrique d’une droite 1 

Soit un repère orthonormal de l’espace. Soit ^ 

? une droite passant par un point A (xa, yA> £a) et de vecteur directeur 

| u l x H > y~iï > z Hj ■ Une équation paramétrique de est : 



[x~X A + tx-fi 
\ y = y A + t y- 
\z= Z A + tz-fi 


v 


J 


Démonstration II s’agit d’une traduction en termes de coordonnées de l’égalité 3À e R : ~v = À"u . 


3.7.2 Représentation cartésienne 

Proposition 3.40 OOO Représentation cartésienne d’une droite 

Soit & un repère orthonormal de l’espace. On se donne des réels a, b, c, d et a’, b’, d , d ' tels que les triplets (a, b, c ) et 
[a', b', d) sont non nuis et non proportionnels. L’ensemble des points du plan dont les coordonnées vérifient le système 


J ax + by + cz + d -0 
[ a'x + b' y + d z + d' -0 


est une droite de vecteur directeur où ~n (a, b, c ) et 1 V [a 1 , b', d). 

Réciproquement, toute droite admet au moins un système d’équations de ce type. 
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Démonstration Les triplets la, b, c ) et (a', bl ,d)n ’ étant pas proportionnels, les vecteurs normaux au plan P2 d’équation ax+ by+ 
cz+ d = 0 et SP’ d’équation a! x+bf y+d z+d' = 0 ne sont pas colinéaires et ces deux plans ne sont pas parallèles. Leur intersection 
forme donc une droite affine d’après la proposition 3.35. Un système d’équations cartésiennes pour cette droite est donné par le 
système (*) . 

Réciproquement, si P2 est une droite affine dirigée par ~u e ’L et passant par A e Y, alors si on complète le vecteur H en un trièdre 
direct [îI,U ,~w) de l’espace, il est clair que 52 est l’intersection des plans passant par (A, 77 ,17) et & [A, Tl, Tu). La droite St 
admet donc bien un système d’équations du type indiqué. 


3.7.3 Distance d’un point à une droite 


Proposition 3.41 Ç? Distance d’un point à une droite 

Soit une droite de l’espace passant par le point P et de vecteur directeur 77. Soit A un point de l’espace et H son 
projeté orthogonal sur St (H est l’unique point de S tel que les vecteurs AH et 77 sont orthogonaux). On appelle distance 
de A à S la distance AH. C’est la plus petite distance de A à un point de S. Elle est notée d (A, S). 


Démonstration Voir la preuve de la proposition 3.36. 


Théorème 3.42 

Soit S une droite de l’espace passant par le point A et de vecteur directeur 77. Soit M un point de l’espace. On 


||uaAm|| 


Démonstration Soient H le projeté orthogonal de M sur la droite St. SoitO une mesure de l’angle non orienté |aH,Am|. On 
a : AH = AM | sin 0 1 . Par ailleurs, on a 

|«aÀm|| = ||«|| ||Âm|| |sin0| 

d’où l’égalité. 


3.7.4 Perpendiculaire commune à deux droites 


Définition 3.22 7? Droites orthogonales, droites perpendiculaires 

• Deux droites affines de l’espace sont orthogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs le sont. 

• Deux droites affines de l’espace sont perpendiculaires si et seulement si elles sont à la fois sécantes et orthogonales. 


I Remarque 3.16 Si S et S' sont deux droites parallèles, il existe une infinité de perpendiculaires commune à ces deux 
droites. Elle effet, elles sont contenues dans un même plan et il existe une infinité de droites perpendiculaires à ce plan. 


Proposition 3.43 ç 0 Perpendiculaire commune à deux droites 

Soient S et S' deux droites non parallèles, il existe une unique droite A perpendiculaire à la fois à S et à S' . Cette 
droite est appelée perpendiculaire commune aux deux droites S et à S 1 . Si de plus S est dirigée par 77 et si S' est 
dirigée par 77' alors A est dirigée par 77 A 77'. 


Démonstrati on g? 

» | Existence] Soient : 

• H un vecteur directeur de S et A un point de St 

• 77' un vecteur directeur de S' et A' un point de St' . 

Posons w=uau'. Comme les droites St et S’ ne sont pas parallèles, leurs vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires et donc 
Tu est non nul. Notons SP le plan donné parle triplet (A, 77 ,w) et P2' le plan donné par le triplet (A',77',77). Un vecteur normal 
à P2 est 77 = "m a Tu et un vecteur normal à P? 1 est 77' = 77' a Tu. Ces deux plans ne sont pas parallèles. En effet, si c’était le 
cas, alors 77 et 77' seraient colinéaires. Il existerait donc des scalaires a, P non tous deux nuis tels que au aw + {Lu' a Tu = 0 ce 
qui amènerait (a77 + p77') aTv = 0 . Alors ~w serait élément du plan vectoriel engendré par 77 et 77 ce qui n’est pas possible par 
définition de Tu . L’intersection des plans PP et P? 1 est donc une droite affine A qui est dirigée par Tu et donc perpendiculaire aux 
deux dro ites PP et PP' . 

» | Unicité] Soit A' une droite affine perpendiculaire aux deux droites PP et 32)' . Alors un vecteur directeur Tu' de A 1 est orthogonal 
à la fois il 77 et à Tl' . Autrement dit w' est colinéaire à Tu = "w a Tl' . De plus. A' est incluse dans le plan affine (A ,77,7c) ainsi 
que dans le plan (A', H',w). Par conséquent A' = 6. 
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Figure 3.8 - Perpendiculaire commune à deux droites 


Plan 3.1: | Pour déterminer la perpendiculaire commune à deux droites | 

Dans l’espace muni d’un repère orthonormal direct, on considère deux droites non coplanaires 3> et & telles que 

- S) est dirigée par le vecteur ~u et passe par le point A 

- & est dirigée par le vecteur ~u' et passe par le point A' 

Pour déterminer une équation cartésienne d’une perpendiculaire commune à Si et & : 

«§| On forme le vecteur ~u - ~u a ~u' . 

i|g| On forme une équation cartésienne ax+by + cz + d-0 du plan 3? passant par A et engendré par ~u et~v .Ce 
plan contient S. 

On forme une équation cartésienne a! x+b 1 y+ d z + d' - 0 du plan £5*' passant par A et engendré par ~u et ~v . 
Ce plan contient S). 

L’intersection de 3? et de 3?' est une droite dirigée par ~v . Par construction, cette droite est la perpendiculaire 
commune A à S) et à S)' . Un système d’équations cartésiennes pour A est donc : 

^ \ax+by+cz + d =0 
\a! x+b' y+ d z + d' =0 


Proposition 3.44 Z> Distance entre deux droites non parallèles 

Soient 3f et 3C' deux droites non parallèles. Soient A la perpendiculaire commune à ces deux droites, H le point 
d’intersection de A avec et H' le point d’intersection de A avec S' . Pour tout points M de 33 et M' de 3i>' , on a : 

avec égalité si et seulement si H = M et H' = M'. La distance d (H, H') est appelée distance de S> à S>' et se note 

d [&,&'). 


Démonstration Ç? MH dirige 3/> et H'M' dirige S>' . Ces deux vecteurs sont donc orthogonaux à HH'. D’après le théorème de 
Pythagore, on a : 

||mm '|| 2 = ||Sffl+HV || 2 + ||ïni?|| 2 . 
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Il vient alors MM' S HH' et o 
équivaut à H = M et H' = M'. 


;t seulement si ||mH + H'M'|| = 0, c’est à dire si et seulement si MH + H'M' = 0 c 


Théorème 3 .45 O Calcul de la distance entre deux droites non parallèles 

Soient et $>' deux droites non parallèles de vecteurs directeurs respectifs ~u et ~u ', passant respectivement par les 
points M et M'. On a : 



Démonstration Soit A la perpendiculaire commune aux deux droites & et & . Comme précédemment notons H le point 
formant l’intersection de & et A, ainsi que H' le point formant l’intersection de & et A. On a = HH' = ||hH'||. Les 

vecteurs ~u r\~u' et HH' sont colinéaires donc 


Par conséquent 


On a de plus 

|det(l< > 7<',MM']| 


|(tA^HH'J=||«Au'||||HH'||. 

| ("w a "m ') .HH' | |det(«,u'W)| 

HH - ITTa-S'I = IIuau'II 

| det (7? , 77 MH + HH' + h'm'] | 

|det|"M,"w',HH'j|car ~u et MH ainsi que ~u' et H'M' sont colinéaires 

| [u A ~u r ) ,HH'| par définition du produit mixte 

|| "m a "w' || | HH' I car les vecteurs ~u a ~u ' et HH' sont colinéaires 


d’où l’égalité. 


3.8 Sphères 

3.8.1 Généralités 


Définition 3.23 Sphère 

Soient A un point de l’espace et R e IR+ un réel positif non nul. On appelle sphère de rayon R et de centre A l’ensemble, 
noté S* (A, R) des points de l’espace situés à une distance R de A : 

S* (A, R) = {M £ S\ AM = R} 


Proposition 3.46 V 

L’ensemble des points M de l’espace vérifiant 

MA-MB = 0 

est la sphère de diamètre [AB]. 



Démonstration Soit I le milieu de [AB] . Soit Med'. On a : 

MA-MB = 0 <=> |S3+ ÏÂ] . |K3 + Ïb] = 0 <=> ||mi|| 2 -ÎA.ÎB = 0 IM = IA 

Proposition 3.47 W9 Équation cartésienne d’une sphère 

Soit un repère orthonormal de l’espace. La sphère de centre A (a, b, c ) et de rayon ReB’ admet comme équation 
cartésienne : 

||]| (x- a ) 2 + [y- b ) 2 + (z- cf - R 2 = o| 


Démonstration II suffit d’écrire que : M(x, y, z) e 5? <=> ||am|| = R 2 . 
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3.8.2 Sphères et plans 


Proposition 3.48 Position d’un plan par rapport à une sphère 

Soit 53 une sphère de centre A et de rayon Rel*. Soient d 6 un plan de l’espace et H le projeté orthogonal de A sur 

&. 

• Si d (A, &) > R alors & n 53 = 0. 

• Si d (A, &) = R alors 33o53 = {H}. 

• Si d (A, < R alors 3? n 53 est le cercle de centre H et de rayon \/R 2 -d 2 (A, &). 

Dans le deuxième cas, on dit que 83 est le plan tangent à la sphère 53 au point H. 


Démonstration Soit Me 33 . Par application du théorème de Pythagore, d( A,M) 2 = d(A,H) 2 + d(H,M) 2 = d (A, 33) 2 + d (U,M) 2 . 
Par conséquent, M ey si et seulement si R 2 = d (A, M) 2 = d (A, 33) 2 + d (H,M) 2 . 


3.8.3 Sphères et droite 

Soit 3% ^O, i , j , k j un repère orthonormal de l’espace. 

On étudie dans ce paragraphe l’intersection entre une sphère 53 et une droite 33. Afin de simplifier le problème, on peut 
supposer que 32) est dirigée par le vecteur k , que O est le centre de 53. Une équation cartésienne de 53 dans 33. est alors : 
x 2 + y 2 + z 2 = R 2 où R e K* est le rayon de 53. 

S) coupe le plan passant par O et dirigé par les vecteurs i et j en le point A{a,b,0). Elle est donc paramétrée par : 

1 y-h ■ 

\z=t 


Proposition 3.49 Position d’une droite par rapport à une sphère 

Posons d = d (O, . On a : 

• Si d > R alors 33 et 2/ ont une intersection vide. 

• Si d - R alors 33 et 2/ ont un point commun et un seul. On dit que la droite est tangente à la sphère. 

• Si d < R alors 32 et 53 ont exactement deux points en commun. 

Démonstration On a :M[x,y,z) e 32r\S3 <=> x= a,x= b,z = t et x 2 +y 2 +z 2 = R 2 <=> x = a,x= b,z = t et a 2 + h 2 + t 2 ~ 
R 2 . Comme d = a 2 + b 2 , on a : M [x,y,z] e 5) <=> t 2 = R 2 - d 2 . 


En résumé 

@ Il convient d’avoir bien compris : 

- l’utilité du produit scalaire 

- l’utilité du déterminant 

- l’utilité du produit mixte 

et les différentes techniques pour les calculer. 

0 II faut savoir calculer rapidement et sans hésitation 

- l’équation cartésienne et de l’équation paramétrée d’un plan 

- l’équation cartésienne et de l’équation paramétrée d’une droite 

- l’équation cartésienne d’une sphère 

3 II faut savoir retrouver rapidement aussi les formules de changements de coordonnées sphériques et cylindriques. 

Elles seront utilisées à la fois en mathématiques et en physique. 

^ Les différentes formules pour calculer la distance d’un point à un plan, d’un point à une droite, entre deux droites, 
ou le volume d’un parallélépipède doivent être bien connues. 
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3.9 Exercices 


3.9.1 Produits scalaire, vectoriel et mixte 

Exercice 3.1 ■ W 

Soient ~u, ~u etw trois vecteurs de l’espace. Montrer que : 

~u a [~v a w) - (Çiï .w) ~v - {Çu .~v) w 


Solution : Considérons un repère orthonormal direct 

10, i , j ,k \ dans lequel les coordonnées de ~u sont (a, 0,0), 

celles de ~v sont [a', b', 0) (il suffît pour cela que i et j engendrent un plan contenant ~u et~v) et celles de u> sont 

(a", b”, c"). On a alors : 



la 

1 a! 1 a" 

1 a 1 b'c" 1 0 

"m A [U A w) — 0 A 

\b' a \b" 

= 0 a -a!c" = \aa"b' - aa!b" 

|o 

|o | c" 

|o \a'b" -b' a" \ -aa'c" 

et : 


1 a! la" 1 0 

{uÇui)~u — {u 

."?) w = aa"\b' - aa'lb" = \aa"b' - aa'b" 



|o \c" \ -aa'c" 

d’où l’égahté. 




Exercice 3.2 ■ W !■ 

Dans l’espace, on considère un vecteur ~u unitaire et une base orthonormale directe ( i , j , k). 

1. Calculera - || ~u a i || 2 + ||"m a j || 2 + ||T< a k || 2 . 

2. En déduire que l’une de ces trois normes est supérieure ou égale à \f2Î3. 


Solution : 

\ x _J 0 _\~ z _\ y 

1. Notons ~u \y . Alors ~u a i z ,"ma j 0 ,"ma k\-x . Par conséquent, a- 2(x 2 + y 2 + z 2 ) = 2 puisque \\u\\ 2 - 1. 

\z |-y | x | 0 

2. Par l’absurde, si les trois normes étaient toutes strictement inférieures à i/2/3, on aurait2 -a< 213+213+213 = 2, 
ce qui est absurde. 


Exercice 3.3 ■ W I Identité de Jacobi 

On rapporte l’espace à une base orthonormale directe. Soient quatre vecteurs ~a, b ,~c, d de l’espace. 
1. Montrer l’identité de Jacobi : 


~a a (b a"c) + 1»a(ca«)+ca(oa b) - 0 


2. Montrer que 


3. Montrer que 


Ça a b).Çc a d) - 


a.d\ 

’b.'dl 


Ça a b) a ("c a d) - det("a, b, d)~c -detfa, b,~c)d 


Solution : 

1 . Utilisons la formule du double produit vectoriel : 

~a a (fo a"c) + 6a(ca1) + 'ca(1a b) 

= ("a."c) fo - Ça. b)~c + (b.~a)~c - ( bÇc)a + Çc . b)~a - Çc Ça) b 

= o' 
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2. 


Ça /\~b\~c A~d) 


detfa , b ,~c A d) par définition du produit mixte 

det( b,~c a dÇa) car le déterminant est invariant par permutation circulaire 
{b a ("c a d) l'a) 

« b | d) ~c - < b Çc ) d Ça) d’après la formule du double produit vectoriel 
{b\d) ÇcÇa) - (bÇc) (dÇa) par bilinéarité du produit scalaire 
I ÇaÇc) Ça\d) I 
| (bÇc) (b\d) | 


3. Utilisons à nouveau la formule du double produit vectoriel : 

Ça a b) a Çc a d) = ^“a a fij.dj'c — ((^ a &)•"?] d 
- detÇa, b , d)~c -detÇa, b ,~c) d 


Exercice 3.4 ■ W I 

On considère deux vecteurs Ça, b) de l’espace. Résoudre l’équation vectorielle 
r+flAr = b 


Solution : Soit ~x une solution. En prenant le produit scalaire avec ~a, on trouve que 
~aÇx =~a.b 

En prenant le produit vectoriel avec ~a, et en utilisant la formule du double produit vectoriel, on obtient 
~a a ~x + ÇaÇxÇa - \\a || 2 ^ -~a a b 
d’oùl’on tire (remplacerai a ~x par b -le et H.~x par "a. b ) que : 

le = \=r-^[b - H a b +Ça.b)~a] 

1+ Il a || 2 

On vérifie réciproquement en utilisant la formule du double produit vectoriel que ce vecteur est solution. 

Exercice 3.5 i 

On considère deux vecteurs ~a et b non-nuls et orthogonaux. Résoudre l’équation vectorielle : 

{ ~x /\ ~a -b 
b /\~x =H 

Solution : Soit ~x un vecteur solution. On calcule b a Çx /\~a) = b a b = 0 d’où en utilis ant la formu le du double 
produit vectoriel, (b .H)~x -(b ,~x)~a - 0 . Mais puisque ~a.b - 0 et que ~a Ç 0 , on en tire que \ b .~x - 0~| . De la même 
façon, en calculant ~a a (b a le), on trouve que | ~alx = 0~| . Puisque le vecteur ~x est orthogonal à~a et à b , il existe 
À e IR tel que ~x = À "a a b . Alors en calculant 

XÇa a b) a a- À.||"a || 2 b 

on doit avoir X = — . De même, en calculant 

Il a || 2 

~b a (À a a ~b)^X\\b\\ 2 ~a 

on doit avoir X - — — . Par conséquent, 

Il b || 2 
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- Si Hall /Il b\\,Sé-0. 

-SMHIM.HfljH 

où . 5 ^ est l’ensemble solution du système étudié. 


Exercice 3.6 ■ W 1 

Soient quatre vecteurs ~ci, b ,~c , d de l’espace. Montrer que 

Ça.~c) x ib.~c) + Ça a"c).(& a ~c)~ Ça. b) x ||c || 2 


Solution : Calculons 


("a a"c) 


| b a"c j = det("a,"c , b a"c) 

= detfc, b r\~c,~a) 

- ["c a(ù A"c)]."a 

- [l'eu 2 b-{bÇçfç]Ça 

= \\~c\\ 2 li.b -(b.~c)Ça.~c) 


Exercice 3.7 ■ W 

Soit n & 3 et n vecteurs de l’espace cq vérifiant £" =1 â; = 0 . Montrer que 

y, cq AClj = ^ 0 / A Ôy 

1 <(<7<n 1 sS i< jsStt-l 


Solution : Puisque la première somme vaut 


et que 


on en déduit le résultat. 


L(L^ a «/) = L(L^ a «/) + L«î a ^ 

7=1 ;=1 ' 7=1 1=1 ' Ï =1 

^ÔÎAÔ^ = ^^ÔîjAâ^ = -â^AÔ^ = 0 


3.9.2 Coordonnées cartésiennes dans l’espace 

Exercice 3.8 

Pour chacun des plans SP suivant calculer une équation cartésienne et une équation paramétrée : 

1. Le plan SP passant par A(1,0, 1) et de vecteur normal ~n - ( 1 , — 1 , 2) . 

2. Le plan SP passant par A (0, 1, 1) et engendré par ~u - (1, - 1, 0) et ~v - (0, 0, 2) . 

3. Le plan 3? passant par A (1, - 1, 0) et parallèle au plan J2 : x - 2z + 1 = 0. 

4. Le plan S? passant par A (1 , - 1 , 1) et perpendiculaire à la droite Si : 


j2x-y+l = 0 
\x-y+z- 2 = 0 


5. Le plan 3? passant par les points A(l, 0,1), B (0, 1,-1) etC(2,l,0). 

, ( x = -3+ t 


6. Le plan SP contenant les droites S : 


x-y+1 

y-z-2 



= 2— t 
= 2-2 1 


7. Le plan 3? passant par A (1, 0, 0) et perpendiculaire aux plans SI : x - 2y + z - ] -0 et S.' : y-2z + 1 = 0. 

8. Le plan SP passant par les points A(l, 0,-2) etB(0,-l,l) et perpendiculaire au plan SI : x- y + z - 1. 


138 


Solution : 


1. Une équation de £5* est de la forme x - y + 2z+ d - 0 avec défi. Mais comme A e SP, d = -3 et donc SP : 
x- y + 2z-3 = 0. Pour trouver une équation paramétrée de SP, il nous faut connaître deux vecteurs ~u et ~v qui 
engendrent ëP . Il suffit de prendre deux vecteurs non colinéaires et orthogonaux à ~n. C’est le cas par exemple de 

{ x = l + s + 2î 
y = s ; s, te IR. 

z = 1 - t 

2. Comme & est engendré par Tl = (1, —1,0) et~v - (0,0,2), il admetH' = (-2, -2,0) ou encoreU = (1,1,0) comme 
vecteur normal. Son équation cartésienne est donc de la forme x+y + d- 0 avec de U. Comme A e SP, d — -1 et 

) x -s 

y -1- s ; s, f g IR. 
z =1+2 t 

3. Comme le plan SP est parallèle au plan SP : x - 2z + 1 = 0 il admet ~n = (1,0, -2) comme vecteur normal. Son 
équation est donc de la forme x-2z+ d-0 avec de U. On utilise les coordonnées de A pour calculer d--l. 
Donc SP : x - 2z - 1 = 0. Pour déterminer une équation paramétrique de SP, il nous faut connaître deux vecteurs 
H et ~v engendrant SP. On peut procéder comme dans la première question. On peut aussi chercher ces vecteurs 
dans le plan vectoriel P : x - 2z = 0. On choisit par exemple ~u = (2, 0, 1) et ~v = (0, 1, 0) . Il vient alors & : 

{ x =1+2 t 
y = -1 + s ; s, f e R. 
z = t 

4. Un vecteur directeur à SP est donné par (2, -1,0) a (1,— 1,1) = (— 1, —2, — 1) et ce vecteur est normal à SP. On 
termine alors comme dans la première question et une équation de SP est x + 2y + z = 0. On cherche alors deux 
vecteur engendrant ce plan. On peut prendre ~u = (1, 0,-1) et ~v = (2, - 1, 0) et une équation paramétrée de SP est 

{ x =s + 2t 
y =-t ; s, te [R. 

z — —s 


5. Les vecteurs AB = (-1,1, -2) et AC = (1, 1, — 1) ne sont pas colinéaires et ils engendrent SP . Un vecteur normal 
au plan est donc ~n = AB A AC = (1,-3, -2). On termine alors comme dans la première question et on a SP : 


x - 3y - 2z + 1 = 0. Une équation paramétrée est SP 


-1-s+t 

= s + t ; s, t e IR. 
= 1 - 2s- t 


6. Comme le système : 


x-y+1 =0 

y-z-2 =0 


y =2— t 

z =2-2 t 


admet (-1,0, -2) comme solution, les deux droites sont sécantes en le point A (-1,0, -2) et elles définissent bien 
un plan. Un vecteur directeur de @ est ~u - (1,-1, 0) a (0, 1, -1) = (1,1,1). On lit sur l’équation paramétrée de SP' 
un vecteur directeur de SP' qui est ~u = (1, - 1, -2) . Donc un vecteur normal à & est ~n - ~u a ~u = (- 1, 3, -2) et en 
utilisant les coordonnées de A, on trouve que & : -x + 3y-2z-5 = 0. Comme les vecteurs H et ~v engendrent 
= -1 + s+ t 

8P,ona&> :{y -s-t ; te IR 
= — 2 + s — 2f 


7. Les plans SI : x - 2y + z - 1 =0 et Si' : y - 2z + 1 =0 ne sont pas parallèles et s’intersectent suivant la droite 
SP : | X 2^ + ] ^ g Cette droite est encore perpendiculaire à .SP et un vecteur directeur pour cette droite 

donné par (1,-2, 1) A (0, 1,-2) = (0,2,1) est normal à SP . On en déduit que £P : 2y+z = 0. Par ailleurs, tout vecteur 
normal à £1 ou à Si' est élément du plan vectoriel associé à & donc SP est le plan passant par A et engendré par 

{ x = 1 + s 
y = -2s + f ; te IR 
z = s-2f 
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8. Le vecteur ~n = (1,-1, 1) normal à SI : x- y + z = 1 est élément du plan vectoriel associé à P. Le vecteur 
AB = (-1,-1, 3) est aussi élément de ce plan vectoriel et donc SP est le plan passant par A et engendré par ~n et 
AB. En particulier, ~n A AB = (-2, -4, -2) est normal à SP. Une équation cartésienne de P est donc x+2 y+z+ = 0. 


x = 1+s - t 


Une équation paramétrée est SP : y 


— —s— t ; feM. 
= —2 + s + 3î 


Exercice 3.9 

On considère la droite SP passant par A - (1, —2, 0) et dirigée par ~u = (1,1,— 1). Soit B = (0, 1,-2) un point de l’espace. 

1 . Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de B sur SP. 

2. Calculer de deux manières différentes la distance de B à la droite P. 



Exercice 3.10 i 

On considère les plans S? et SP' d’équations respectives x-y + z+l-0et2x+y-z-l-0. 

1 . Vérifier que ces deux plans ne sont pas parallèles. 

2. Déterminer une paramétrisation de leur intersection SP. 

3. Donner une équation cartésienne du plan SP passant par A — (1, 1, 0) et perpendiculaire aux deux plans S? et SP' . 


Solution : 

I 1 _J 2 

1 . Un vecteur normal à 2P est ~n - 1 et un vecteur normal à SP' est «'11. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires 


donc les plans ne sont pas parallèles. Leur intersection est alors une droite SP. 
2. SP est dirigée par le vecteur 


H a n' - -1 a 1 = 3 

I 1 -1 p 


10 


I o 


x-y+z+1 
\2x+y-z-l = 0 


ou encoreparle vecteur~u — 1 . Un point de S) est : M 0 . On l’obtient à partir du système •< 

|l |-1 l 

en fixant y = 0 et en résolvant le système à deux équations et deux inconnues ainsi obtenu. Une paramétrisation 

de est alors : \ y = t 

z = -1 + t 


3. Le plan SP passant par A = (1,1,0) et perpendiculaire aux deux plans SP et SP' admet H comme vecteur norma l. 
Son équation est donc de la forme : y + z + c- 0. Comme A € JP, c = - 1 et une équation de JP est |y + z-l = o| . 
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Exercice 3.11 W I 

On considère les plans 33 et JS d’équations respectives 3x - 4y + 1 =0 et 2x - 3y + 6z - 1 = 0. Déterminer 1 ’ ensemble 
des points équidistants de 3? et 32. 


Solution : Soit M (x, y, z). On a la série d’équivalences : 

dm,3 g ) = d(M,S) 

' |3x-4y + l| _ |2x-3y + 6z-l| 

^ V32 + 42 " \/2 2 + 3 2 + 6 2 ~ 

« 7|3x-4y+l| =5|2x-3y + 6z-l| 

<=> 7(3x-4y+l) =5(2x-3y + 6z-l) ou 7(3x-4y+ l) = -5(2x-3y + 6z- l) 

<=> llx- 13y-30z + 2 = 0 ou 31x-43y + 30z = 0 

Le lieu des points équidistants de S 6 et 32 est donc la réunion des plans d’équations llx - 13y-30z+ 12 = 0 et 31x- 
43y + 30z + 2 = 0. Ces deux plans sont appelés plans médiateurs de 33 et 32. 


Exercice 3.12 3 

Calculer : 

1 . La distance du point A(l, 2, 1) au plan 33 : x - 2y + 3z = 1. 

! x=l + 3t 

2. La distance du point B(l, 2, -1) à la droite 3) paramétrée par < y = 2 - t avec f e KL 

I z = 2t 


2 x-y+z - 1 
x-y+z = -1 


3. La distance du point C (1, 0, 2) à la droite A définie par 

4. Déterminer la distance entre les droites 3) et 3$' d’équations respectives 


-x+y-z- 1 
x-y + 2z- 1 


[ 2x-y-z = 0 
[ -x-2y + 3z = 0 


|lx l-2x l + 3x 1 — 1| 


2. Un vecteur directeur de 3 est : ~u - 1 et un point de 33 est : M 2 . Par conséquent : d (B, 33) = 


ll" ABM ll 


3. Un vecteur directeur de A est : it = - 1 A -1 = -1 et un point de A est : M 0 . Par conséquent : d (C, £ 
1 1 -1 -3 


l“ ACM l 

NI ' 


m 


|-i I 1 II _ I 2 1-1 1-5 

4. Un vecteur directeur de 3) est ~u = 1 a -1 = 1 et un vecteur directeur de 33' est u’ — -1 a -2 = -5 ou mieux : 
|-1 | 2 |o |-1 | 3 |-5 

^ I 1 I -3 1° _ll 11 I 1 

U 1 = 1. Un point de 33 est M 0 et un point de 33' est M' 0, par conséquent, comme ~u a u! = 1 a 1 = -1 

1 2 0 0 ! 0 


| det u , u! , MMj 

“W 


3\/2 


Exercice 3.13 C? 

On considère le plan & représenté paramétriquement par : 


fx =2+À-p 

•jy =3-À+2p (À, pl e K 2 

(z = 1 + 2À + p 
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1 . Donner une équation cartésienne du plan 9>. 

Il 

2. Déterminer la distance du point A 1 au plan SP. 


3. Donner une équation cartésienne delà droite passant par le point A. et perpendiculaire au plan 9*. 


Solution : 


I 2 1 1 h 1 h 5 

1 . Le plan passe par le point Q 3 et est dirigé par les vecteurs "u — 1, U\ 2 .Le vecteur ~n — ~iï a ~v -3 est normal 

I 1 I 2 I 1 I 1 

au plan. L’équation cartésienne est donc de la forme -5x - 3 y + z + c - 0. Puisque fl e 9, on trouve que c - 18, et 
donc 

j~9: -5x-3y + z + 18 = 0 | 

2. Utilisons la formule du cours : 


d( A,9) = 


1-5-3+1 + 181 
V5 2 + 3 2 + l 2 


11 

v^5 


3. La droite est dirigée par le vecteur ~n d’où une équation paramétrique : 


{ x = 1 - 5À 
y = 1-3À 
z = 1 + À 


En éliminant le paramètre, on obtient une équation cartésienne : 

Jx+5z-2 = 0 

|y+3z-4 = 0 


Exercice 3.14 

On considère la droite d’équation : 

jx+y-z+1 =0 
[2x-y + z-2 =0 

11 

Déterminer la distance du point O 2 à cette droite. 


I 1 I 2 

Solution : Le vecteur ~u\ 1 est normal au plan g?\ , le vecteur ~v - 1 est normal au plan 9*2 ■ Puisque 9 — n 9*2 , 

|-1 | 1 

I ° 1° 

le vecteur ~u a ~v -3 dirige la droite S>. On peut également prendre comme vecteur directeur le vecteur ~n 1 qui lui est 
|-3 |l 

I 1/3 

proportionnel. Cherchons un point A de la droite 9. En choisissant z-0, on trouve par exemple A -4/3 . Et alors : 

I o 


d[o.,m = 


||AQa «|| 
ll"w II 


>/l9 

y/3y/2 


Exercice 3.15 W ! 

Il 

Soit a e M et le point A 1 . Ou considère les quatre plans d’équations : 
| a 


Pi : x + y - 1 = 0, P 2 : y + z- l = 0,P3: x + z - 1 = 0, P 4 : x-y + z = 0 
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Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a pour que les projections orthogonales de A sur les quatre plans 
soient 4 points coplanaires. 


Solution : Un vecteur normal au plan (Pi) est «î 1 . En notant Ai y le projeté orthogonal de A sur le plan Pi, il existe 
|o \z 

À e IR tel que Ai = A+ \~n : 

{ x - 1 + À 
y = 1 + À 
z = a 

11/2 

Comme Ai e Pi , on a (1 + À) + (1 + À) - 1 = 0 d’où 1 ’on tire À = -1/2 et Ai 1 /2 . Par la même méthode, on trouve 

| a 

I 1 11 — a/2 11- a/3 

A2 l-a/2, A3 1 et A4 l + a/3. Les quatre points sont coplanaires si et seulement si det(A| A2,A| A3,A| A4) = 0, 

| al 2 | al 2 | 2a/3 

ou encore (pour simplifier les calculs), det(2AiA2,2AiA3,6AiA4) = 0. En développant, on trouve que 2 a(a+ 1) = 0, 
c ’est-à-dire \ a-0 ou a- -l\ . 


Exercice 3.16 9? 

On considère les deux droites de £3 d’équations cartésiennes : 


lx — 2z+l 

ly=*-i 


, f x = z + 2 
' ly = 3z — 3 

Montrer qu ’ elles sont coplanaires et former une équation cartésienne de leur plan. 


Solution : Soit M I y . A /ors M e @ n ssix = 3, y = 0,z= 1. Donc les deux droites sont concourantes et par conséquent 

| z 

coplanaires. On trouve le plan d’équation 

2x+y-5z-l-0 


Exercice 3.17 ■ ■ Faisceau de plans 

Soit @ une droite d’équations cartésiennes : 


^ J ax+by + cz+d =0 
| a'x + b' y + c'z+d' =0 

On appelle faisceau de plans issu de @ l’ensemble des plans de l’espace contenant 

Montrer qu ’un plan 3? est élément du faisceau issu de 92 si et seulement si il a une équation cartésienne de la forme : 
& : a (ax +by+cz + d) + fi [a'x + b' y + c'z + d')~ 0 
où a, P e IR sont deux réels non tous deux nuis. 


la la' 

Solution : Posons ~n - \b et~n' - \b' .Un vecteur directeur à 92 estH - ~n rfn' . Notons Y la plan vectoriel engendré par 

\c | d 

~n et~n'. Tout vecteur de ce plan est orthogonal à tout vecteur directeur de 92. Réciproquement, tout vecteur orthogonal 
à un vecteur directeur de 92 est élément de Y . 
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| => | Supposons que SP est élément du faisceau issu de ©. Un vecteur N normal à SP est orthogonal à~u et est donc 
élément du plan vectoriel "V . Par conséquent, il existe a, P g IR non tous deux nuis tels que N = on + [in'. Une 
équation de 9 1 est alors de la forme a (ax + by + cz) + P (a'x + b' y + c'z) + D = 0 où D g K. Considérons un point 
M g Comme les coordonnées de M vérifient à la fois les équations de @ et 2?, on obtient : D = ad + fid'. On a ainsi 
prouvé qu’une équation cartésienne de SP est de la forme proposée. 

| <= | Réciproquement, supposons que -SP ait une équation cartésienne de la forme : 9 : a [ax+ by + cz + d) + 
P [a'x+b'y + c'z + d') - 0. Un vecteur normal à 9 est on +P ~n' qui est orthogonal à ~u car élément de ’f . La 
droite © et le plan SP sont donc parallèles. On considère alors un point M de @. Comme les coordonnées de M véri- 
fient les équations de SP, elles vérifient l’équation de 9 et donc M g SP. Le plan 9 contient alors nécessairement la 
droite SP. 


Exercice 3.18 B W I 

Trouver l’équation cartésienne du plan SP passant par les points A = (1, 1 , 1) et B = (2,1,0) et tel que la droite 

I x + 2y + z-2 
[x + y-z + 3-0 


soit parallèle à 9*. 

Indication 3.0 : Utiliser la notion de faisceau de plans développée dans 1 ’ exercice 3.17 page 143 


Solution : Une équation paramétrique de (AB) est 


y =1 .On en tire une équation cartésienne de (AB) : 
z - 1- t 


\ y - i =o 

[x+z — 2 = 0 


Le plan 9 > doit appartenir au faisceau issu de (AB) : 

9>:x + \y + z-{ 2 + À) =0 


On trouve un vecteur directeur de © : 


u - 


-3 
2 . 


Comme Si est parallèle à SP, le vecteur ~u doit appartenir au plan vectoriel d’équation x+\y+z= 0 ce qui implique que 


À = 2 d’où 

\9> : x+2y+ z-4 = 0\ 


Exercice 3.19 

On considère les droites 


I x=z-l 
jy = 2z+l 


y = 2;c+l 
z = 2;c-l 


Montrer qu’il existe un unique couple de plans [SP, SP') tels que 


9>II9' 


Déterminer une équation cartésienne de SP et 9*' . 

Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans développée dans l’exercice 3.17 page 143 


Solution : Supposons qu ’il existe deux plans SP et SP' vérifiant les conditions de l’énoncé. Comme © c 9,9 appartient 
au faisceau de plan issu de © et comme ©' <= 9', 9 *' appartient au faisceau de plan issu de ©'. Il existe alors 0,0' g IR 
tels que : 

5*:(x-z + l)+0(y-2z-l)=O 
9 1 ' : (y-2x-l) + 0'(z-2x+l) =0 
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On écrit l’équation cartésienne des plans vectoriels associés : 

P : x + 0y - (1 + 20)z = 0 
P':-2(l + 0')x + y + 0'z = O 

I 1 1-2(1 + 0') 

Ces deux plans sont parallèles si et seulement si les vecteurs 0 et 1 sont colinéaires. En utilisant le 

|— (1 + 20 ) | 0 ' 

produit vectoriel, la condition de parallélisme s’écrit donc : 

{ 00' + 20 + 1 = 0 (00' + 20 + l = 0 

2(1 + 20) (1 + 0') -0' = 0 <=> < 400' + 40 + 0' + 2 = 0 

1+20(1 + 0') = 0 [ 200' + 20 + 1 = 0 

En soustrayant la première et la troisième équation, on trouve 00' = 0. Mais Q- 0 est impossible d’après la première 
équation, donc 0' = 0. Il vient alors 0 = -1/2. On trouve finalement : 

|g®:2x-y + 3 = o| et | &>’ : -2x + y- 1 = 0 | 

Réciproquement, on vérifie que les plans 2? et SP' donnés par ces deux équations cartésiennes sont solutions du prob- 
lème 


Exercice 3.20 W I 

Trouver l’équation cartésienne des plans contenant la droite © dirigée par U = (-1,0,2) passant par A - (2,3, -1) et 
qui se situe à distance 1 du point B = (0, 1,0). 

Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans développée dans l’exercice 3.17 page 143 


Solution : Une équation cartésienne de © est donnée par : 


_ (2x + z-3 = 0 
y-3 = o 


Si un tel plan £5® existe alors c ’est un plan du faisceau issu de Si et il existe XeR tel que : 
5»:2x + Ay + z-3(l + À) =0 

et alors 


-6 + 2v / 6 


On en tire deux plans £5® possibles. On vérifie réciproquement que ces deux plans sont solutions du problème. 


Exercice 3.21 ■ <?<? I 

On considère dans l’espace muni d’un repère 91, , les deux droites d’équations : 

f x-z-a = 0 ^,jx + 2y + z-2b -0 
[y + 3z + 1 —0 1 3x + 3y + 2z — 7 —0 

où (a, b) £ K 2 . 

1 . Montrer qu ’ elles ne sont pas parallèles. 

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) pour que les deux droites soient sécantes. Former alors 
l’équation cartésienne de leur plan. 


Solution : 

1. On trouve un vecteur directeur de : d = (1, —3, 1) et de ©' : d' = (1, 1,-3). Us ne sont pas colinéaires et donc 
les droites ne sont pas parallèles. 

2. On détermine un point A de ^ . On suppose que x — a et on reporte dans le système définissant 9). Il vient 

\ z —0 

0 et donc A(a, -1,0). On fait de même pour 9> . On suppose que y = b et on reporte dans le 
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système définissant Il vient < X Z ^ donc A' (7 -3b, b, 3b- 7) e 3d' . De plus A ^ A'. Les deux 

[3x+3b+2z—7 - 0 

droites sont sécantes si et seulement si det | d , d AA' j = 0, c’est-à-dire si et seulement si -8a-8b+32 — 0 ce qui 
s’écrit aussi \ a + b = 4~| . On pourrait aussi procéder ainsi. Les deux droites sont concourantes si et seulement si le 
système de 4 équations à 3 inconnues est compatible. On écrit : 


r x ~ z = 

a 

rX -z= a 


r x -z= a 


I y+3z = 

-1 

J y + 3z= -1 


J y + 3z= -1 


| x+2 y +z= 

2 b^' 

| 2 y + 2z = 2b- a 

L 3 -L 1 ^ 

| -2z= b— j + 1 

^-l 2 

l 3 jc + 3y + 2z = 

7 

l 3y + 5z=7-3a 

L 4 — 3Li 

i -4 z= 10-3 a 

L 4 - 3L 2 


Donc le système est compatible si et seulement si 2 [b - f + 1) = 10 - 3a c ’est-à-dire si et seulement si | g + b - 4~| . 
On calcule facilement que l’équation du plan alors formé par les deux droites est I 2x + y + 2 - 2a + 1 = 0 I. 


Exercice 3.22 ■ V 

Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé, on considère les points A 


3 1° I 

0 , B 1, C 
-1 |l | 


2 

1 et D 


1 . Calculer la distance 


entre les droites (AB) et (CD). 


Solution : La distance est donnée par 

det(AB,CD,AC) 
d~ 1 1 

IIABaCDII 

Après calculs, on trouve que 

Vïs/7 



Exercice 3.23 I I v’s? 

On considère dans £3 la droite 

g [x = az+ p 
- [y = bz+ q 

1° I ° 

et les points A0,A'= 0 .On suppose que A ^ Si et que A' & S. 

| h | -h 

1 . Donner une équation cartésienne du plan 3? (respectivement 3?') passant par le point A (resp A!) contenant la 
droite S. 

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a, b, p, q, h pour que & et 3?' soient perpendiculaires. 
Indication 3. 0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans développée dans 1 ’ exercice 3.17 page 1 43 


Solution : 

1. Le plan S? appartient au faisceau de plans issu de la droite S. Son équation cartésienne est de la forme 
(&>) : Q(x - az - p) + (y - bz + q) = 0 

(s’il est différent du plan d’équation x- az+ p). Il contient le point A si et seulement si 

q bh~t-q 

ah+ p 

(On suppose que ah+p/0. Comme AtSP, si ah+p- 0, le plan cherché serait le plan d’équation x-az-p- 0). 
On trouve alors l’équation cartésienne de : 

-( bh + q)x+ (ah + p)y + (aq - bp)z+ h(bp - aq ) = 0 

En utilisant la même technique, on trouve une équation cartésienne du plan 3?' : 


-(bh -q)x+ (ah - p)y + (bp - aq)z+ h(bp - aq) = 0 
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2. Les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si 

( bh + q) ( bh -q)+ ( ah + p)(ah- p) - [aq - bp) 2 = 0 

c’est-à-dire 

h 2 (.a 2 + b 2 ) = p 2 {b 2 + 1) + q 2 {a 2 + 1) - 2 abpq. 


Exercice 3.24 ■ W I 

Dans l’espace euclidien E = [R 3 , rapporté à un repère orthonormé direct, on considère deux droites 92 \ et @2 d’équation 
cartésienne 


I x + y-3z + 4 = 0 
|2x-z+l =0 


-z+l=0 

-z+1-0 


1. Trouvez une équation cartésienne de la perpendiculaire commune A à 92\ et 3) 2. 

2. Déterminez la distance entre les droites 92 \ et @2 par deux méthodes différentes : 

(a) la première utilisant le cours. 

(b) la seconde utilisant le plan S? contenant la droite @2 et parallèle à la droite 92 \ 


Solution : 

11 U _ _| 3 

1 . Le vecteur d\ 5 dirige la droite 92 \ et le vecteur d 2 1 dirige la droite @2 • far conséquent, le vecteur d\ a tfe 1 
\2 fl. |— 4 

dirige la perpendiculaire commune A. Écrivons une équation du plan 22\ contenant la droite 3\ et orthogonal à 
@2 - En fixant z = 0 dans l’équation cartésienne de 92 \ , on trouve qu’un point de Di est Ai (-1/2, -7/2,0). Le plan 
in 

S?\ passe par A\ et admet ~n \ — ~u a d\ = 2 -5 comme vecteur normal. On a donc : 22 \ : llx-5y + 7z- 12 = 0. 

I 7 

De même, on détermine une équation cartésienne du plan S?2 contenant @2 et orthogonal à @1 . En fixant z - 0 

___ I 5 

dans l’équation cartésienne de @2, on trouve qu’un point de D2 est A2 (-1,-1, 0). Le vecteur ~n 2 - ~u a rf 2 = 1-7 

I 2 

est normal à £5*2 donc P2 : 5x - 7y + 2 z 

On en tire une équation cartésienne de A 


jllx-5y + 7z-12 = 0 
[5x-7y + 2z-2 = 0 


2. (a) D’après le cours 


|detp,^,Â^)| 

PA^|| 


1 1 ] 
5 ] 

L 1/2 I 
L 5/2 = 

4 

1 2 ] 

L 0 | 

V26 


(b) Pour calculer d(3 1 , @2) , considérons le plan 3* contenant la droite @2 et parallèle à la droite 92 \ . Un vecteur 
normal à ce plan est d\ a rfe et comme A 2 e 3*, une équation cartésienne de 3? est 3x + y - 4z + 4 = 0. 

La distance entre 92 \ et @2 est la distance entre un point quelconque de 92 \ et le plan 22. On trouve 


rf(®i,^z) = d(Ai,P) = 


|3 x (-1/2) - 7/2 + 4| 

V26 


4 

n/26 


3.9.3 Sphères 

Exercice 3.25 9? 

Calculer la distance entre la droite 


x-y+z-0 
x+z= 1 
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et la sphère 


5?: x 2 + y 2 + z 2 — 6x + 2y — 4z = -5 


Solution : En faisant apparaître des carrés, on montre que 

SP : (x-3) 2 + (y + 1) 2 + (z-2) 2 = 9 

donc le centre de la sphère est Q (3, - 1, 2) et son rayon vaut R = 3. Si on fixe z-0 dans 1 ’ équation de 92, on trouve qu ’un 
pointdeSi est A(l, 1,0). Un vecteur directeur de Si est~u de coordonnées 

I 1 I 1 l _1 

-1 A 0 = 0 . 

I 1 I 1 I 1 

Alors 

d(n,9)= l|An ^" =^ = VÏ2 et d {SP, @>) = | VÏ2 — 3 |. 

Il Mil V2 1 1 


Exercice 3.26 9? 

1. Montrer que x 2 + y 2 + z 2 -2x-4y-6z + 5 = 0 est l’équation d’une sphère S* dont on déterminera le centre et le 
rayon. 

2. Étudier 1 ’ intersection de SP avec le plan 2P d ’ équation x+y+z-1-0. On précisera les éléments géométriques 
de cette intersection. 


Solution : 

1. L’équation x 2 + y 2 + z 2 -2x-4y-6z+5 = 0 s’écrit aussi : (x - l) 2 + (y-2) 2 + (z-3) 2 = 3 2 . On reconnaît l’équation 
d’une sphère de centre | 0(1, 2, 3)] et de rayon [IT]. 


2. On applique le cours : d (O, SP) = 


= \x<» + yn + zn-l\ _ 5^3 


V3 


< 3. SP n IP est donc un cercle. Déterminons son 


centre et son rayon. Soit A un point de ce cercle et B le projeté orthogonal de O sur SP . Le triangle QAB est 
rectangle en B, OA est un rayon de la sphère SP donc OA =3 et de plus : OB = En a pphquant le théorème 
de Pythagore dans ce triangle, on trouve AB = ^ ■ Par conséquent, le rayon du cercle intersection de SP avec le 

ît | — | . Il reste à déterminer les coordonnées du point B qui est aussi le centre de ce cercle. La droite 


plan SiP vaut 

(OB) est perpendiculaire à SP et est donc dirigée par le vecteur ~n 1 qui est normal à fP. Cette droite est donc 


paramétrée par : < y 


= l+t 
= 2+ t , 
= 3 + f 


1 


t e IR. Les coordonnées de B sont solutions du système : 


f y—2+t 
z — 3+t 
x+y+z- 1=0 


Exercice 3.27 Ç? i 

Soit une droite 92 de l’espace et A, B deux points distincts tels que les droites (AB) et 92 soient orthogonales et non- 
coplanaires. Déterminer le lieu des centres des sphères passant par A et B et tangentes à 


Solution : Dans un bon repère, on a : 

1 -a 
A 0 , 

1 a 

B 0 et 2 

\z=h 


1 0 

|o 

^ ' jx= 0 
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1 ° 

Comme CIA - QB, Cl est dans le plan médiateur de [AB] , Q y . On traduit que est tangente à la sphère par d(CÏ,3i - 

| z 

R = ||AO||. On trouve alors 2 hz = -y 2 -h 2 + a 2 , c’est une parabole dans le plan médiateur de [AB]. 

Exercice 3.28 ■ V ^ _ 

On muni 1 ’ espace d’un repère orthonormal £%\o, i , j , A: j . On considère la sphère y d ’ équation : 

x 2 + y 2 + z 2 -2x + 4y + 6z-ll-0 

ainsi que le plan y d’équation : 

3x-4z+ 19 = 0. 

1 . Donner le centre Cl et le rayon R de y. 

2. Déterminer l’intersection de y et de y. 

3. Donner une représentation paramétrique de la droite A perpendiculaire à y qui passe par Cl. 

4. Trouver les coordonnées des points M et N de y respectivement le plus proche et le plus éloigné de y en 
précisant les distances correspondantes (ces points sont sur A). 


Solution : 

1. On a : 


x 2 + y 2 + z 2 — 2x + 4y + 6z- 11 =0 <=> (x- 1) 2 + (y + 2) 2 + (z + 3) 2 — 25 
Par conséquent y est la sphère de centre | Q (1,-2, -3) | et de rayon | R = 5 | . 

2. Apphquant le cours : 


Vâ 2 ?! 2 

L’intersection de y et de y est donc vide. 

3. Un vecteur directeur à A est un vecteur normal à y . Par conséquent le vecteur ~n \ 0 dirige A. Une équation 
paramétrique de A est donc : 


x- 1+3? 

y - -2 

z=-3-4t 


4. Les points de y à distance maximale et minimale de y sont les solutions du système : 

1 (x - l) 2 + (y + 2) 2 + (z + 3) 2 = 25 
x- l + 3t 
y —2 
z — 3-4t 




Le point le plus près de y est donc M et le plus loin est N. 


Exercice 3.29 I Ç? 

Montrer qu’il existe une et une seule sphère, dont on déterminera le rayon et le centre, intersectant les plans x-let 
z — —1 suivant les cercles d’équations cartésiennes : 

Sê’i : < X ~ 1 , et 

[ y 2 - 2y + z 2 + 6z + 2 = 0 \x 2 -4x+y 2 -2y = 0 
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Solution : On a : 

y 2 - 2y + z 2 + 6z + 2 = (y - 1) 2 + (x + 3) 2 - 8 et X 2 -4x + y 2 -2y = (x-2) 2 + (y- 1) 2 -5 

donc % est le cercle de centre Qi (1, 1, -3) et de rayon 2\fï, 562 est le cercle de centre 0.2 (2, 1,-1) et de rayon \/5. Le 
centre O de la sphère SP se trouve à l’intersection de la droite perpendiculaire au plan x = 1 et passant par Q| et de 
la droite perpendiculaire au plan z--l et passant par 0.2, donc O (2, 1, -3) . Calculons maintenant son rayon. Le point 
A(0,0,-1) est élément de ^2 et donc de SP. Calculons |ao| = 1/9 = 3 et le rayon de S? est 3. 


Exercice 3.30 ■ W 

Montrer qu’il existe une et une seule sphère SP tangente en A (1,2, 1) à la droite ® :\ X ^ Z et tangente 

[2x-y-3z = -3 

f2x + y + 2z = -3 

en A (1,-1 -2) à la droite ® A .On déterminera son centre et son rayon. 

[x-y-z = 4 

Solution : Supposons qu ’une telle sphère SP existe. Notons Q (xn, yn,zn) son centre. En utilisant les équations cartési- 
ennes de @ et®' , on calcule ~u = (-5, -1,-3) un vecteur directeur de ® et ~u ' — (1,4, -3) un vecteur directeur de ®' . 
Comme les deux droites sont tangentes à la sphère, on doit avoir OA - "m = 0 et OA' u' - 0 ce qui amène les deux équa- 
tions : 5xn + yn + 3zn = 10 et xn + 4yo - 3zn = 3. Comme A, A' e SP, on doit aussi avoir || Oa|| = |j OA' |j ce qui amène 
l’équation : yn + zq - 0. On résout alors le système : 

( 5x n + yn + 3zn =10 
xn+4yn-3z n =3 
yn + xn =0 

et on trouve O (76/37, 5/37, -5/37) . On en déduit que le rayon de SP est \/894. Réciproquement, on vérifie que cette 
sphère convient. 
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Fonctions usuelles 


Pour bien aborder ce chapitre 

Our fédéral income fax law defines the tax y to be paid in terms of the income x ; it does so in a clumsy enough way by 
pasting several linear functions together, each valid in another interval or bracket of income. An archeologist who, five 
thousand years from now, shall unearth some of our income tax returns together with relies of engineering Works and 
mathematical books, will probably date them a couple of centuries earlier, certainly before Galileo and Vieta. 

Weyl, Hermann ; The mathematical way of thinking 


L’objet de ce chapitre est d’introduire les différentes fonctions utilisées de manière usuelles en classe prépa. Aux fonctions 
logarithme, exponentielle et trigonométriques connues depuis le lycée s’ajouteront les fonctions logarithmes et exponen- 
tielles de base quelconque, les fonctions puissances ainsi que les réciproques des fonctions trigonométriques. Nous intro- 
duirons aussi une nouvelle famille de fonctions : les fonctions hyperboliques (qui sont à l’hyperbole équilatère ce que les 
fonctions trigonométriques sont au cercle unité) ainsi que leurs réciproques. 

Nous utiliserons à plusieurs reprises dans ce chapitre des théorèmes qui ne seront énoncés et démontrés que beaucoup 
plus tard dans l’année. Parmi ces théorèmes, notons les trois suivants : 


Théorème 4.1 Théorème de la bijection 

Soit I un intervalle et soit une application / : I — IR. On note J = /(I). On suppose que la fonction / est 
LJ continue sur I. 

(^~H 2 ^) strictement monotone sur I. 

alors la fonction / réalise une bijection de l’intervalle I sur l’intervalle J et sa bijection réciproque / -1 est une fonction 
continue et strictement monotone sur J de même sens que /. 


1 Théorème 4.2 V Dérivation de la bijection réciproque 9 

1 Soit / : I — R. On suppose que : 


1 (hT) / est strictement monotone sur l’intervalle I. 

/ est dérivable sur !» 


■Î^hT) V.rel, f'{x)ï 0 


1 alors / réalise une bijection de l’intervalle I sur l’intervalle J = /(I) et son application réciproque, / 1 est dérivable sur 1 

J et 



(/ ') fof -i | 
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Théorème 4.3 Ç> La dérivée d’une fonction est identiquement nulle sur un intervalle et seulement si cette 
fonction est constante sur cet intervalle 

Soit / : I -*• R. On suppose que : 

(^T) / est dérivable sur un intervalle I. 
alors la fonction / est constante si et seulement si Vx e I, f'(x) = 0. 


On retrouvera le premier théorème et sa démonstration en 1 1 .52 page 439 et le second en 12.7 page 474. Le troisième sera 
établi en 12.13 page 478. 

Multimédia : Traceur de courbe réciproque: on donne le graphe d'une fonction. On pointe 
sur un point du graphe et on obtient son symétrique par rapport à la bissectrice principal 
On affiche le vecteur tangent en ce point au graphe initial et on obtient le vecteur 
tangent au graphe de la réciproque correspondant. En cliquant sur un bouton, on affiche 
le graphe entier de la réciproque. 


4.1 Fonctions logarithmes, exponentielles et puissances 

4.1.1 Logarithme népérien 

Nous verrons au chapitre 13 dans le théorème 13.30 page 53 1 que toute fonction continue sur un intervalle I de IR possède 
une primitive sur cet intervalle (voir 13.30). La fonction x >— — définie sur IR* admet donc une primitive sur IR* . On 
pourrait montrer, mais c’est difficile, que l’on ne peut exprimer cette primitive avec des fonctions usuelles (fonctions 
polynomiales, fractions rationnelles, fonctions trigonométriques). Il faut donc introduire une nouvelle fonction. 


Définition 4.1 O Logarithme népérien 

On appelle logarithme népérien et on note ln l’unique primitive s’annulant en 1 de la fonction définie sur IR* : x <-* — . 



| Remarque 4.1 ln( 1) = 0 


Théorème 4.4 Propriétés de la fonction ln 


- La fonction ln est continue sur IR* . 

- La fonction ln est dérivable sur IR* et 

- La fonction ln est même c é?°° sur IR* , 

- La fonction ln est concave sur R* 



ce qui signifie qu’elle est dérivable et que toutes ses dérivées sont dérivables. 


Démonstration Les primitives d’une fonction sont, par définition, dérivables. La fonction ln est donc dérivable sur R* . Une 
fonction est continue là où elle est dérivable (voir la proposition 12.2 page 471 ). Donc ln est dérivable et par suite continue sur R* . 
Sa dérivée, qui est la fonction / : R* — R, x — * 1/x est ‘é 00 donc il en est de même de ln. Comme la dérivée f de ln est une fonction 
strictement positive, ln est strictement croissante sur R* . Enfin, pour tout x e R* , f" (x) = -1/x 2 est strictement négative sur R* 
donc ln est concave. Vous pouvez consulter le paragraphe 12.5 page 481 qui traite de ce sujet. 


Corollaire 4.5 

Soient I est un intervalle de IR et u : I — > IR 

* une fonction dérivable. La fonction x —> ln(w(x)) est dérivable sur I de 

dérivée, pour tout x e I : 

an u) 'M = idË 
u(x) 



Démonstration C’est une conséquence directe du théorème de composition des fonctions dérivables. 
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Démonstration 

(l La méthode pour prouver cette égalité est classique, il faut la retenir. Fixons y e R* et notons Qy la fonction 



Cette fonction est dérivable sur K* comme composée et différence de fonctions dérivables. De plus, 

* , y 1 1 1 

VxeR*, 

D’après le théorème 4.3, Q y est une fonction constante sur R* . Elle est donc constante sur R* et il existe c e R tel que : 
Vx e R* , Qy (x) = c. Déterminons cette constante. c = Q y (1) = lny-lnl -lny = 0. Ce qui prouve que, pour tout x dans 
R* , 0 p (x) =ln [xy) -lnx + lny s 0. 

2 Soit x e R* . Par application de la proposition précédente, on a les égalités 

0 = lnl = ln|-j = ln|x.-j = lnx + ln-. 

desquelles découlent le résultat. 

3 Soient x, y e R* , par application des deux dernières égalités 

ln|— j =ln|x.ij =lnx + ln- =lnx-lny. 

4 Par récurrence. 



Démonstration 

- La fonction In est strictement croissante etlnl = 0, donc ln2 > 0. D’après la dernière égalité de la proposition précédente, pour 

tout ne N, on peut écrire ln (2”) = n ln2. On en déduit que ln(2”) * +oo. La fonction ln n’est donc pas majorée. Comme 

elle est strictement croissante, on peut affirmer, par application du théorème de la limite monotone 1 1.25, que lnx *• +oo. 

- Par application du théorème d’opérations sur les limites et par utilisation de la limite précédente. 



Démonstration L’existence du nombre de Néper est une conséquence du théorème des valeurs intermédiaires qui sera vu dans le 
chapitre 12. L’unicité est une conséquence directe de la stricte monotonie de ln. 
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Démonstration 


Pour tout 1 5 1, on a i ^ -^=. Fixons x> 1. Il vient que ~ « fi ^/= ce qui s’écrit aussi lnx ^ 2 (v/3c— l) 2\fx. Divisant cette 

inégalité par x, on obtient 0 S —2' S -^= ce qui amène, par application du théorème des gendarmes 11.19, ; » 0. 

X sfx X X-+CO 




Démonstration <2 Il suffit d’étudier le signe de la fonction Q : 

3 
2 

1 
O 

-1 
' -2 
-3 
-4 

Figure 4.1 - Logarithme népérien 
| Remarque 4.2 La tangente en (e, 1) passe par l’origine du repère. 

4.1.2 Exponentielle népérienne 



| ]-l,+oo[ i— R 
I x • — » ln(l + x)-x 
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^Proposition 4. 11 Ç> Exponentielle népérienne > 

La fonction ln définie une bijection de R* sur son image R. L’application réciproque est appel ée fonction exponentielle 
népérienne et est notée exp. 


R — ► R* 
y > — » exp y 


VxeR*, | exp (lnx) = x~ 
Vye R, | ln(expy) = y 

La fonction exp 

- est strictement croissante et strictement positive. 

- est continue R. 

- est dérivable sur R et Vx e R,| exp' (x) = exp (jc) |. 

- est de classe Sé’°° sur R. 





y 


Démonstration '0 Posons f = ln. La fonction f est : 

(m) dérivable sur R+ . 

de dérivée strictement positive sur R+ 
donc strictement croissante sur R* 

Par application du théorème de la bijection 4.2, on peut affirmer que f est bijective et que sa bijection réciproque f~' 
sur R et à valeurs dans R* . De plus si yo e R 


/MW= /'rw) s 


-=/ '(yo) 


Notons exp la fonction f 1 
De plus, comme lnx < 


r 1 (yo) 

is venons de montrer que exp' (yo) = exp (yo). Il est alors clair que exp est c é?°° si 


| Remarque 4.3 exp 0 = 1 et exp 1 - e 


Proposition 4.12 Propriétés algébriques de la fonction exponentielle 

Pour tout x,y e R et n e Z 


|^^(^+y)^e^We}^(y)J 


exp (x - y) = 


exp (y) 




Démonstration <2 Démontrons la première affirmation. Les autres se prouvent de même. Soient x,y e R. Comme exp est la 
bijection réciproque de ln, il existe x', y' e R* tels que ln (x') = x et ln (y') = y. On peut alors écrire 

exp (x + y) = exp (lnx' + lny') = exp (ln (x'y')) = x'/ = exp (x) exp (y') . 

Notation 4.1 D’après la formule 4, exp(n) = exp (l.rt) = e”, on conviendra de noter pour tout x e R, e x - expfx). 


Proposition 4. 13 1 

Vxe R, | exp x 5= 1 + x~ 
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Démonstration g? Il suffit d’étudier le signe de la fonction 




4.1.3 Logarithme de base quelconque 


Définition 4.3 Logarithme de base a 
Soit a un réel strictement positif et différent de 1 : 

a eR' \ {1}. On appelle logarithme de base 

a l’application notée 

log a définie par 

f 1! — > IR 


log„ x : 

\ x _ ÎH 



l lna 



Remarque 4.4 

- Si a - 10, on obtient le logarithme décimal qu’on note log. 

- Si a - e, log a = ln. 

- log a 1 = 0 et log a a = 1. 
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Proposition 4.15 


Soient a g R* \ {1}, x, y g R* et n g Z.. 


1 lo ga( x y) = lo g a x + log a y 

3 log a(^) = log ^- log a y 

2 iog 4^) =-i ° g « x 

4 log a x" = nlog a x 


Démonstration Ces différentes égalités se démontrent en revenant à la définition de log a et en utilisant les propriétés du loga- 
rithme népérien. 


Proposition 4.16 

Pour tout a g IR* \ {!}, la fonction log a est de classe < ^ > °° sur R* et 


VxgR* log ' (jc) = — ^ — 
jcln « 


- Si a g] 1; +oo[, log a est strictement croissante et concave. 

- Si a e]0; 1 [, log a est strictement décroissante et convexe. 

Démonstration Soit a e R* \ {1}. La fonction log a est de classe c €' x> sur R* comme quotient de fonctions c € co sur R* . Déplus, 
pour tout xe R*, log^fx) = Il (xln a) et log" (x) = -1/ (x 2 ln a). 

- Si a e]l;+oo[, alors lna > 0, log^ est donc strictement positive et log^ est strictement négative. Donc log a est strictement 
croissante et concave. 

- Si ae]0;l[, alors lna< 0, log^ est donc strictement négative et log(( est strictement positive. Donc log a est strictement décrois- 
sante et convexe. 


4.1.4 Exponentielle de base a 


Proposition 4. 1 7 Exponentielle de base a 

Soit a e R* \ {1}. La fonction log a définie une bijection de R+ sur R. On appelle exponentielle de base a et on note 
exp a , la fonction définie de R dans R* comme application réciproque de log a . 

Vxg R+, exp a (ln a x) = x 

Vye R, ln a (exp a y)-y 

De plus, exp' a est c ê°° sur R et 

VxgR, exp' a (x) = ln a exp a (x) 


Démonstration Soit a e R* \ {1}. Posons f = log a . La fonction f 
(^T) est dérivable sur R* . 

(^frT) possède une dérivée sur R* strictement positive si a e] 1; +oo[ et strictement négative si a e]0; 1 [ 

& et est donc strictement croissante sur R* si ae]l;+oo[ et strictement décroissante sur R* si ae]0;l[. 

Par application du théorème de la bijection 4.2, on peut affirmer que f possède une bijection réciproque / -1 dérivable si 
valeurs dans R+ . De plus si yo e R 


f ' (yo) /'(/-' (yo)f 


- = ln a/ 1 (yo) . 


Notant exp a la fonction f 1 


lna/ 1 (y 0 ) 

1 1 de montrer que : exp' a (yo) = ln aexp a (y 0 ). Il est alors clair que exp a est de classe c é?°° si 


Proposition 4.18 
Soit a g R* \ {1}. On a 

| Vy G R, exp a (y) - expfy ln(q)) 


Démonstration Soit y g R. Posons x = exp a (y). On a log a (x) = y ou encore = y ce qui donne lnx = ylna et en passant à 
l’exponentielle x - exp (ylna). On a bien prouvé que exp a (y) = exp(yln(a)) 
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Proposition 4.19 

Pour tout a e IR* \ {1}, x, y e IR et n e Z : 


1 exp a 0 = 1 et exp fl 1 - a 

4 exp a (nx) = (exp fl x ) n 

2 exp a (x + y) - exp a (x) exp fl (y) 

5 exp fl xexp fc x = exp ab x 

, , exp (x) 

3 exp a x-yj = — 

exp fl (y) 

exp„x 

6 = expa x 

exp è x b 


Démonstration II suffit d’appliquer la formule précédente et les propriétés des fonctions logarithme et exponentielle. 
Notation 4.2 S’inspirant de la dernière égalité de la propriété précédente, si a e R* \ {1} et si x e IR, on notera 

a x = exp a (x) = exp (xln a) . 


I Remarque 4.5 

- On retrouve la notation précédente exp x = e x . 

- Remarquons aussi que \ x - exp (xlnl) = 1. 

Avec ces notations, la propriété précédente devient : 


'Proposition 4.20 0 


Pour tout a, fi e IR* x, y e IR et n e Z : 


1 a? = 1 et a 1 = a 

4 a nx =(a x ) n 

2 a x+ y = a x a y 

5 lab) x = a x b x 

3 a x -y=^ 

e (!)*=? 

a y 

b x 



Figure 4.3 - Exponentielles de base a 


4.1.5 Fonctions puissances 


Définition 4.4 V Fonction puissance 

Soit flei. On appelle fonction puissance d’exposant a la fonction définie sur IR* par 


J IR* — -IR 
[ x » — * x a = exp(alnx) 
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Remarque 4.6 

- (po est la fonction constante égale à 1. 

- (pi = I d. algébriques 


Proposition 4.21 Ç? Propriétés algébriques des fonctions puissances 


Pour tout a, b g IR, x, y g IR* 



i x a+b = x a x b 

4 (x a ) b = x ab 


-a 1 

5 x° = l 


2 X ~ X® 

6 l fl = l 


3 [xy) a = x a y a 

7 ln(x a ) = alnx 



Démonstration C’est une conséquence directe de la définition et des propriétés des fonctions logarithme et exponentielle. 


^Proposition 4.22 

„ [J^* 

* ( ^ x a est 

- continue IR* . 

- dérivable sur IR* et Vx g IR* , tp' a (x) = ax°~ l . 

- de classe ( -ê°° sur K* . 

De plus, 

- si a > 0, tp a est croissante, cp fl (x) ► 0 et 

x^o + 

tya U) > +oo. 


- Si a — 0 , tp a : x — ■ x° = 1 est constante. 

- Si a < 0, (p« est décroissante, ip a (x) » +oo et 

x->0 + 

l Pa ( X ) > +00. 



- Si a > 1 ou si a < 0, (p fl est convexe et si 0 < a < 1, tp fl 
est concave. 



V J 

Démonstration ip a est de classe c é?°° sur K* comme composée de fonctions c é?°°. De plus, par application du théorème de 
dérivation des fonctions composées, pour tout x e IR* 


q>a (x) = - exp (alnx) = ax 1 x a = ax a ~ 


Compte tenu du signe de cette dérivée, qui est donné par celui de a, on en déduit les variations de ip a . Calculons la limite de ip a en 
+oo. On sait que pour tout xeM*, x a = exp(alnx). Déplus : Inx — — - — * +oo. 

- Si a > 0, alnx — — — — * +oo et par composition de limite : x a = exp Calnx) — — — — * +oo. 

- Si a = 0,0= alnx 0 et : x a = x° = 1 + ^ 1. 

- Si a < 0, alnx * -oo et par composition de limite : x a = exp (alnx) ► 0. 

La limite en 0 se calcule de même. 


Remarque 4 . 7 

- Si a > 0, on peut prolonger tp a par continuité en 0 en posant cp a (0) = 0. 

- Si a > 1, (p fl est même dérivable en 0 : ip' fl (0) = 0. 

- Si 0 < a < 1, (p' a (x) — ^ +oo et le graphe de tp a possède une tangente verticale à l’origine. 

Attention 4.3 Pour dériver une fonction de la forme w(x) = m(x)" w ( là où elle est définie et dérivable...), il faut 
au préalable la mettre sous la forme w[x) = exp (n(x) ln(u(x))) puis utiliser la formule de dérivation des fonctions 
composées. A titre d’exercice, on montrera que : 


u/(x) = w(x) \ v’(x) ln (u(x)) + i/(x) ~~~ ] 
l u(x) J 


4.1.6 Comparaison des fonctions logarithmes, puissances et exponentielles 
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Proposition 4.23 
Pour tout a, p, y > 0 

jc p |lnjc| Y » 0 

x^O 



Démonstration Comme P, y > 0 : 



par composition de limite et par utilisation de la limite usuelle — * 0. La seconde limite se prouve de même. 


Corollaire 4.24 9W 



Pour tout a, p, y > 0 




e oix 




| \x\^e ax ► 0 | 


Démonstration La démonstration est identique à la précédente. 


4.2 Fonctions circulaires réciproques 

4.2.1 Rappels succincts sur les fonctions trigonométriques 

Effectuons un rappel sur les fonctions trigonométriques. 


Proposition 4.25 Fonction sinus 
La fonction sinus, notée sin est : 

- définie sur IR. 

- à valeurs dans [-1,1]. 

- impaire. 

- 2jr-périodique. 
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- de classe ^°° sur IR. 

De plus, la restriction de la fonction sinus à 



Proposition 4.26 Fonction cosinus 
La fonction cosinus, notée cos est : 

- définie sur IR. 

- à valeurs dans [-1,1]. 

- paire. 

- 2jr-périodique. 

- continue sur IR. 

- dérivable sur IR et 


- de classe 'to°° sur IR. 

De plus, la restriction de la fonction cosinus à [0 ,tt] est strictement décroissante 




Proposition 4.27 Fonction tangente 
La fonction tangente, notée tan, et donnée par 



- impaire. 

- JT-périodique. 

- continue IR \ 1 — + fcn | A: e Z 





- de classe c £°° sur R \ j ^ + fcrc | k e z|. 

De plus, la restriction de la fonction tangente à J est strictement croissante. 



| Remarque 4.8 On prouve la dérivabilité des fonctions trigonométriques dans l’exercice 4.13 page 185 

4.2.2 Fonction Arcsinus 



Proposition 4.28 Fonction arcsinus^ ^ 

La fonction sinus est une bijection de ^ J sur [-1; 1], La bijection réciproque est appelée fonction 
notée arcsin 





Démonstration Ç? La fonction sinus, sur l’intervalle — est 

l 2 21 

& continue 
& strictement croissante. 

Par application du théorème de la bijection 11.52, on peut affirmer que la fonction sinus, restreinte à l’intervalle [~; définie 
une bijection de [~; sur [-1; 1], La bijection réciproque, nommée arcsin, est définie sur [-1; 1] et a valeurs dans . 

Posons I = ]~-,-[.La fonction sinus est de plus 
& strictement monotone sur I 
(^7ÈT) dérivable sur I. 

et vérifie Vx e I, sin' (x) = cosx y 0 

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2 et affirmer que arcsin est dérivable sur J s sin I = 
]-l,l[. Pour tout y e J, on a 

i 1 1 

arcsin y = —— ; — - = ; — r 

sin' [arcsin y J cos [arcsin y) 




caria fonction cosinus est positive sur 


4.2.3 Fonction Arccosinus 


cos [arcsin y) = 1 - sin 2 (arcsin y) = \J\-y 2 

~ ^ [ et donc arcsin' y = . On vérifie sans peine les propriétés restantes. 


^Proposition 4.29 C? Fonction arccosinus 
La fonction cosinus est une bijection de [0, jt] sur [-1, 1] 
notée arccos : 

i I- 1 - 

arccos : < 

\ y 

Sa bijection réciproque est appelée fonctio 

] — [0,71] 

1 — jt arccos y 

\ 

arccosinus et est 

Vy e [-1,1] , 

cos (arccos y) = y 


Vxe [0 ,ti] , 

arccos (cosx) = x 


De plus arccos : 

est strictement décroissante sur [-1, 1] . 


y 
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Figure 4.9 - Fonctions cosinus et arccosinus 



Démonstration La fonction cosinus, sur l’intervalle [0, ji] est 
<£)■ continue. 

CD strictement décroissante. 

Par application du théorème delà bijection 11.52, on peut affirmer que la fonction cosinus, restreinte à l’intervalle [0,ti], définie une 
bijection de [0, jt] sur [-1,1]. La bijection réciproque, nommée arccos, est définie sur [-1,1] et à valeurs dans [0, ji] . La fonction 
cosinus est de plus, avec I = ]0, tc[ : 

CD strictement monotone sur I 
dérivable sur I. 

CD et vérifie Vx e I, cos' (x) = - sin x / 0 

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2. La fonction arccos est dérivable sur J = cosl = 
]— 1, 1 [ et pour tout y e J, on a 

a ccos y C0S /^ arcc0S yj -sin (arccos y) 

Mais 

sin (arccos y) = J 1 - cos 2 (arccos y) = ^1 - y 2 

caria fonction sinus est positive sur ]0,ji[. Donc arccos' y = . On vérifie sans peine les propriétés restantes. 
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Démonstration g? La preuve est laissée en exercice. Il suffit de dériver la fonction 0 : 
d’appliquer le théorème 4.3. 




arccosx + arcsinx 



y=! 

X' — >arccos x 
X ' — ► a rcsin x 


Figure 4.10 - Symétrie des graphes des fonctions arcsinus et arccosinus par rapport à la droite y - f 


4.2.4 Fonction Arctangente 


^Proposition 4.3 1 C? Fonction arctangente 
La fonction tangente est une bijection de J-^,* 
arctangente et est notée arctan : 

arctan : 


à valeurs dans IR. Sa bijection réciproque est appelée fonction 


y • — ► arctan y 


Vxe 


Vye IR, 

1411 ' 


tan (arctan y) - y 
arctan (tan x) = x 


La fonction arctan 

- est strictement croissante sur IR. 

- est impaire. 

- est continue sur IR. 

- est dérivable sur IR et : 


Vy e IR, arctan' y - - 


- est Sé’ 00 sur IR. 

- réalise une bijection de IR dans ] — 7 t/2, 7t/2[. 


y -oo o 



y 


Démonstration V La fonction tangente est 
<D strictement monotone sur I 
(44) dérivable sur I. 

CD et vérifie Vxe I, tan' (x) = — y 0 

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2. On en déduit que tan est bijective et que sa bijection 
réciproque arctan est dérivable sur J = tan(I) = R. Pour tout y e 1 


in' (arctan y) 1 + tan 2 (arctan y) 1 + y 2 
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On vérifie sans peine les propriétés restantes. 


Proposition 4.32 
Pour tout xeR* : 


9? 4.1 


1 f- 

arctan x + arctan — = < 2 n 

X y 2 


si x>0 


si x<0 


Démonstration 9 La preuve est laissée en exercice. Il suffit, là encore, de dériver la fonction 0 : x —*• arctanx + arctan — sur les 
intervalles K* et IR* puis d’appliquer le théorème 4.3. 


4.3 Fonctions hyperboliques 

4.3.1 Définitions et premières propriétés 

Sinus et Cosinus hyperboliques 


Définition 4.5 W Sinus et Cosinus hyperboliques 

Les fonctions sinus hyperbolique sh et cosinus hyperbolique ch sont définies sur IR par 


( U 


Remarque 4.9 Toute fonction / : I c R — • R se décompose de manière unique en la somme d’une fonction paire et 
d’une fonction impaire 

f (x) + f (— x) , /(x) + /(-x) 


Vxe I, f (x) = 
/(x) + /(-x) 


est impaire. Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyper- 


bolique sont respectivement la partie paire et la partie impaire de la fonction exponentielle dans cette décomposition. 


Proposition 4.33 
| Pour tout x e IR : 

2 


3 | ch 2 x - sh 2 x = 1 1 


Démonstration Calculs immédiats. 
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Proposition 4.34 Ç> 

Les fonctions ch et sh sont dérivables sur IR avec, pour tout x e IR 




Démonstration 

• Les fonctions ch et sh sont de classe c é?°° sur IR comme combinaison linéaire de fonctions ‘¥°° sur IR. Appliquant les théorèmes 
de dérivation, on vérifie sans peine les formules annoncées pour leurs dérivées respectives. 

• sh et ch sont respectivement impaire et paire par construction. 

• ch est une fonction strictement positive sur IR car la fonction exponentielle est strictement positive sur IR. Par conséquent, sh a 
une dérivée strictement positive sur IR et est strictement croissante sur IR. 

• Par application des propriétés sur les limites d’après les limites de la fonction exponentielle à ses bornes, on vérifie sans peine 
les limites annoncées. 

• Évaluant sh en 0, on vérifie immédiatement qu ’ elle s ’ annule en 0. Comme elle est strictement croissante et continue, on en déduit 
qu’elle est strictement négative sur IR* et strictement positive sur IR* . 

• La fonction dérivée de ch sur IR étant sh, on déduit de cette dernière propriété que ch est strictement décroissante sur IR* et 
strictement croissante sur IR* . 
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Tangente hyperbolique 





Démonstration Ç? th est de classe c €°° sur R comme quotient de fonctions de classe “y? 00 sur IR, son dénominateur ne s’annulant 
jamais. Appliquant les formules de dérivation d’un quotient, si xe R 


L’imparité est facile à prouver. Pour les limites aux bornes du domaine, par factorisation et utilisation des limites usuelles, on 
obtient 
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4.3.2 Formulaire de trigonométrie hyperbolique 

Tout comme les fonctions cosinus et sinus permettent de paramétrer le cercle unité, les fonctions ch et sh donnent 
une paramétrisation de l’hyperbole équilatère de sommets (1,0) et (-1,0). Le formulaire de trigonométrie hyperbolique 
ressemble fort au formulaire de trigonométrie classique. On le trouvera dans l’annexe E paragraphe E.2. 

Donnons à titre d’exemples les formules d’addition. 


'Proposition 4.37 Ç? Formules d’addition pour les fonctions hyperboliques 


;,yG IR : 



ch(x + y) 

= chxchy + shxshy 


ch(x-y) 

= chxchy-shxshy 

th(x + y) 

sh(x + y) 

= shxchy + chxshy 

th(x-y) 

sh(x-y) 

= shxchy-chxshy 


thx + thy 
1+thxthy 
thx-thy 
1 -thxthy 


4.3.3 Fonctions hyperboliques inverses 

Fonction argument sinus hyperbolique argsh 


^Proposition 4.38 Z> Fonction argument sinus hyperbolique ' 

La fonction sinus hyperbolique définie une bijection de IR sur son image IR. L’application réciproque est appel ée fonction 
argument sinus hyperbolique et notée argsh : 


, f IR — ► K 

argsh: i y „ 

VyelR, sh (argsh y) = y 
Vx G IR, argsh (sh x) = x 


La fonction argsh 

- est impaire. 

- est continue sur IR. 

- est dérivable sur IR et 

V y £ IR, argsh' y = 1 

Vf + I 
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- est strictement croissante sur IR. 

- réalise une bijection de IR dans IR. 

- est de classe c ^ 00 sur IR. 


X 

-oo 0 +oo 

V^+ï 

+ 1 + 

argsh 



Démonstration La fonction sinus hyperbolique, sur l’intervalle IR 
O est strictement monotone 
est dérivable 

& et vérifie : Vx e I, sh' (x) = chxf() 

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2 et affirmer que sh est bijective de R dans R. Sa 
bijection réciproque argsh est de plus dérivable sur shR = R et pour tout y e R 

argsh' y - 1 _ 1 

sh' (argsh y) ch (argsh y) 

Mais 

ch (argsh y) = y/l + sh 2 (argchy) = y/l + y 2 



Expression logarithmique : 

On résout l’équation y = — — — soit e Zx - 2 ye x - 1 = 0. En posant T = e x , on résout T 2 - 2yT - 1 = 0. On a deux racines 
Ti = y+ \J 1 + y 2 et T 2 = y - \J 1 + y 2 dont une seule est positive. D’où x = lnT| = ln(y+i/l + y 2 j. 

Donc argsh y = ln ^y + \/l + y 2 j . 


Vérification : Lorsqu’on dérive /(y) = ln |y + i/l + y 2 j on obtient /'(y) = 
Comme /(O) = 0, on a bien /(y) = argsh y sur l’intervalle IR. 


Vi+y 2 


VEE i 2 - y 

+y 2 2yJ\ +y 2 1 

l + \Jl + y 2 i/l + y 2 


Fonction Argument cosinus hyperbolique argch 


170 




/Proposition 4.39 O Fonction argument cosinus hyperbolique N 

La fonction cosinus hyperbolique, restreinte à IR+, définit une bijection de IR* sur son image [l,+oo[. L’application 
réciproque est appelée argument cosinus hyperbolique et est notée argch. 


argch : 


[l,+oo[ — * IR 


Vye [l,+oo[, 
Vxe IR+, 


argch y 


ch (argch y) = y 
argch (ch x) - x 


La fonction argch 

- est continue sur [1, +oo[. 

- est dérivable sur ] 1, +oo[ et : 


Vye]l,+oo[, argch' y = - 


- est strictement croissante sur [1, +oo[. 

- réalise une bijection de ] 1, +oo[ dans IR. 

- est de classe Cé’ 00 sur ]l,+oo[. 


y 

1 +00 

yff+l 

Il + 

argch 

^ +00 
0^ 


Démonstration ( -0 La fonction cosinus hyperbolique, sur l’intervalle R+, est 
continue. 

CD strictement croissante. 

Par application du théorème de la bijection 4.1, on peut affirmer que la fonction cosinus hyperbolique définie une bijection de 
I = R+ sur son image J = [1, +oo[. La bijection réciproque, nommée argch, est définie sur J = [1, +oo[ et à valeurs dans I = R+. La 
fonction cosinus hyperbolique est de plus 

CD strictement monotone sur I 

dérivable sur I. 

CD et vérifie : Vx e I, ch'(x) = shx/0 

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la fonction réciproque 4.2 et affirmer que argsh est dérivable sur J. De plus, 
pour tout y e J 

argCh,3 ' S ch' (argsh y) = sh(argchy)' 
sh (argsh y) = yj ch 2 (argch y) - 1 = y/ y 2 - 1 

car la fonction sinus hyperbolique est positive sur R+ . Donc argch' y = 1 . On vérifie sans peine les propriétés restantes. 

Expression logarithmique : 

Soit 0. On résout F équation y = — pour y ÿ 1, soit e 2x -2ye x +l = 0. En posant T = e x , onrésoutT 2 -2yT+l = 0. 

On a deux racines Ti = y + y/ y 2 - 1 et T 2 = y - y/y 2 - T dont une seule est supérieure ou égale à 1 (leur produit égale 1). 
D’où x = lnT! = ln (y + yj y 2 - 1 j . 

Donc argch y — ln ^y + \J y 2 - 1 j . 

l , 2 y V^î , 2y 

Vérification : Lorsqu’on dérive pour y > 1, /(y) = ln(y+ y] y 2 - l] on obtient /'(y) = 2 ^ y = — 1 2 ^ r - 

* ’ 1 + Vy 2 - 1 1 + Vy 2 - 1 


1 


Comme /( 1) = 0, on a bien /(y) = argchy sur l’intervalle IR+. 
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Figure 4. 16 - Fonctions cosinus et argument cosinus hyperboliques 


Fonction Argument tangente hyperbolique argth 



Figure 4.17 - Fonctions tangente et argument tangente hyperboliques 


Proposition 4.40 Fonction argument tangente hyperbolique 

La fonction tangente hyperbolique définie une bijection de IR sur son image ] - 1, 1 [. L’application réciproque est appelée 
Argument tangente hyperbolique et est notée argth. 

. j 1-1, 1[ — R 
alg 'i y — argth y 


Vye]-l,l[, th(argthy) = y 

VxeK, argth (th x) - x 

La fonction argth 

- est impaire. 

- est strictement croissante sur ] -1, 1 [. 

- est continue sur ] -1, 1 [. 





Démonstration Ç? La fonction tangente hyperbolique, sur l’intervalle I = IR 
CD est strictement monotone sur I 
est dérivable sur I. 

® et vérifie Vx e I, th' (x) = — f 0 
chr x 

On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la fonction réciproque 4.2 et affirmer que argth est dérivable sur J = th(IR). De 
plus, pour tout y e J 


th' (argth y) 1 -th 1 2 3 4 5 (argth y) 1-y 2 ' 

On vérifie sans peine les propriétés restantes. 

Expression logarithmique : 

On résout l’équation 
Donc argth y = i ln 

Vérification : Lorsqu’on dérive pour y > 1 , /(y) = ^ ln 1 1 + j on obtient bien /'(y) = ^ — 2 . Comme /(O) = 0, on a bien 
/(y) = argth y sur l’intervalle ] — 1, 1 [. 


e x -e x e 2x -l 9r . 9v 1 + y 1 

i y = = -= pour |y| < 1, soit e"(l -y) -1 + y, soit = et x - - ln 

e x + e~ x e 2x + 1 1-y 2 


4.4 Deux exemples 



.Plan 4. 1 : 1 Méthode pratique de recherche d’asymptotes 


1 Si /(x) — - — > le R, la droite horizontale y-lest asymptote. On lit sur le tableau de variations la position 
de la courbe par rapport à 1 ’ asymptote . 

2 Si /(x) — - — ► oo, on calcul la limite de f(x)lx en +oo. 

3 Si cette limite existe et est égal à un réel a ^ 0, on calcule /(x) - ax et on cherche la limite de /(x) - ax 
en +oo. Si /(x) - ax — b e IR, la droite y-ax + best asymptote. On détermine la position de la courbe par 
rapport à 1 ’ asymptote en étudiant le signe de /(x) - [ax + b] au voisinage de +oo. 

f(x) f(%) 

4 Si > oo, on dit qu’on a une branche parabolique de direction (Oy) . Si ► 0, une branche parabolique 

de direction (Ox). 

5 Si f(x)lx 2 admet une limite finie a non nulle et que ce n ’est pas le cas de f (x) /x, on peut rechercher des 
paraboles asymptotes. 
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y - gW 



o 


Figure 4.18 - Courbes asymptotes lorsque x — ■ +oo 


Plan 4.2 : | Plan d’étude d’une fonction | 

@ Trouver le domaine de définition. 

<H Calculer la dérivée (factoriser) et étudier son signe. 

Tableau de variations. On précise les valeurs exactes remarquables, les limites et les prolongements éventuels 
(on étudie alors la dérivabilité de la fonction prolongée). 

UI Recherche d’éventuelles asymptotes. 

i|| Tracé approximatif de la courbe y - f(x) : on représente les asymptotes éventuelles, les tangentes horizon- 
taies 

I Remarque 4.11 La représentation de valeurs particulières numériques obtenues à l’aide de la calculatrice ne présente 
en général aucun intérêt ! 

Exercice 4.1 

Étudier la fonction définie par f(x ) = x x+1 . 


Solution : 

1 Comme : 

f(x) — x x+1 = e^ x+1 ^ inx 

f est définie sur IR* . 

2 Soit x e IR* . On a : f (x) = x ^ nx+ x+ 1 X x+i fj onc f es j ,j u s jg ne <j e xlnx+ x+ 1. Introduisons la fonction : 

g : | ^ ’ * xlnx + x + 1 ' P° ur tout x £ = Inx + 2. On en déduit les variations de g et le signe 

def. 


X 

0 e~ 2 +oo 

g'(x) 

Il - + + 

g(x) 

1 ^ > +oo 

^ g(j- 2 ) ^ 

/'W 

+ nh * 


Remarquons que g (-2) > 0 et en utilisant les limites usuelles, on obtient : g(x) 1. 

@ Le tableau de variation de f est donc : 


X 

0 +oo 

f(x ) 

II 1 + 

/(X) 

|| 5^ 


les limites étant obtenues en utilisant les limites usuelles et par opération sur les limites. 
4 Le graphe de f admet une branche infinie quand x — +oo. Si x e IR* : 
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Le graphe de f n’admet donc pas d’asymptote quand x —> +oo. On a affaire à une branche parabolique de 
direction 0 y. 

5 On en déduit le graphe de f : 

y=m 

2 - 


1 - 

. y =x 


1 2 


Solution : 

1 Nous déduisons du tableau de signe 


^T" 

l x+I _ 


-<p + 


que f est définie sur 1 = ]-oo,-l[u [l,+oo[. 

/ est dérivable sur ] -oo, - 1 [ U ] 1 , +oo [ car la fonction racine carrée est dérivable sur K* . Soitx un élément de cet 
ensemble. On trouve : 

= — . 

\/^T (x+1)2 

V x+1 

/' est donc du signe de x 2 + x - 1. Les racines de ce trinômes sont a = (-1 + \/5) 12 et P = (-1 - \/5) 12. Seul a 
est dans le domaine de définition de f. Pour les limites, on remarque que : 


/(x) = xJ 


et donc lim / (x) = -oo, lim f (x) = +oo. Par limites usuelles, il est clair que lim / (x) = -oo. On en déduit 
de la tableau de variation suivant : 


X 

-oo a -1 


1 +oo 

/'(X) 

+ <|) 


+oo + 

/(X) 

^/(Oû 


0 


3 Le graphe de f admet une branche infinie quand x — ► ±oo et quand x — - 1 . 
| En +oo | 



et par multiplication par les quantités conjuguées, 
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4.5 Fonction exponentielle complexe 

Soit I un intervalle de IR. On s’intéresse ici à une fonction / définie sur I et à valeurs complexes / : I € C. Pour tout tel, 
une telle fonction s’ écrit sous la forme : f (t) = x(t) + iy(t). avec x, y : I — ■ IR. Les fonctions x et y sont respectivement la 
partie réelle et la partie imaginaire de /. 

Soit to e I. On dit que / est dérivable en to si et seulement si x et y le sont. Dans ce cas, on définit f (to) par : 

/'(to) =x' {t 0 ) + iÿ(t 0 ). 


Proposition 4.41 

Soit cp une fonction définie et dérivable de I dans C. la fonction / définie sur I par 
Vf e I, /( t) = e vW 

est dérivable sur I et 

Vte I, /'(t) = (p'(f)e ipt0 . 


Démonstration Soit tel. Si cpi est la partie réelle de (p et si q >2 est la partie imaginaire de (p, on peut écrire f (f) sous la forme : 
fit) = e = e <PiM+I<P2(f) = e <piCty<p 2 (0 = e <pi(t) ( cos ^ 2 (f) j + j sin ^p 2 (f) JJ . 

Par application de la définition, on en déduit que : 

fit) = tp'j (f) e lpilfl (cos (ip 2 (f)) + i sin (tp 2 (f))) + e ipi tf) [~f 2 (f) sin ((p 2 (f)) + iip' 2 (f) cos (cp 2 (f))) 

= tp'j (f) e <Pl(f) (cos (tp 2 (f)) + i sin (tp 2 (f))) + if 2 (f) e <Pl(n (tsin(cp 2 (f)) + cos((p 2 (f))) 

= (cp', (f) + iq>\ (f)) e^ 1 tf) (cos (ip 2 (f)) + i sin (cp 2 (f))) 

= q/We'PW 


I Remarque 4.12 On en déduit que pour tout a e C, la fonction / : IR — C, t >-*• e at est dérivable sur IR de dérivée : 
Vte IR, fit) - ae at . 
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En résumé 

Il est opportun de lire les paragraphes C. 1 et C.2 de l’ annexe C qui contiennent des méthodes pour construire des inégalités 
et dans lesquels sont promulgués quelques conseils pour le calcul des dérivées. Au terme de ce chapitre, le formulaire sur 
les dérivées des fonctions usuelles E.3 et celui sur les limites usuelles E.6 devront être parfaitement connus. Vous devrez 
par ailleurs être totalement familier avec ces nouvelles fonctions que vous serez amené à manipuler quotidiennement en 
sup et en spé. 

Il conviendra de retenir parfaitement les graphes et l’expression des dérivées des fonctions introduites dans ce chapitre. 
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4.6 Exercices 


4.6.1 Fonctions exponentielles, logarithmes et puissances 

Exercice 4.3 ■ W I Inégalité de convexité 

1. Montrer que : 

Vx>-1, ln(l + x)«x 

2. En déduire que : 

Mn> 1, (l + “) 


Solution : 

1. Il suffit, pour montrer cette inégalité, d’étudier les variations de 0 : 


]-l,+oo] 

X 


R 

ln (1 + x) - x 


2. Soit n> 1. Appliquant l’inégalité précédente avec x = -, on a : ln (l + ^ ce qui amène : 

nln(l+i) « 1 et, la fonction exponentielle étant strictement croissante : e ” ln ( 1+ «) <; e p ar conséquent : 
(l + i) « e. De même, comme n> 1, — ^ > -1 et on peut appliquer la première question avec x = «a*, on 
obtient: ln(l- i) ^ -i. Multipliant les deux membres de cette inégalité par -n, on a : -nln(l- ^ 1 et donc, 
passant comme précédemment à l’exponentielle : e « (l - i) n . 


Exercice 4.4 \> I 

Posons, pour x e R* : 


Simplifier a h . 


a -ex p(x 2 ) et fc=-ln(x' 


Solution : Soit x e R* . Remarquons que b - — ln (x) donc 


a - le 


= eï‘ D 


Exercice 4.5 ■ W I Des équations 

Résoudre les équations suivantes après avoir déterminé leur domaine de validité : 


1. ln (x - 1) = ln (3x - 5) 

2. ln(\/2x-3j = ln(6-x) - |lnx 

3. 2 ln x = ln (x + 4) + ln (2x) 

4. e 4 * -3e 2 * -4 = 0. 

5. 8 6 * - 3.8 3 * -4 = 0. 


6. x^* = (Vi)* 

7. 2* 3 = 3* 2 

8. log a x = log* a où a e R+ \ {1} 

9. log 3 x-log 2 x=l. 

10. 2 X + 2 X+1 + ... + 2 x+n = 3* + 3* +1 + ... + 3* + ” oùneN 


Solution : 

1 . domaine de validité :] | , +oo [ . 

ln (x - 1) = ln (3x - 5) 
=> x - 1 = 3x-5 
=> x = 2 


Réciproquement [ 2 ] est solution de cette équation. 
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2. domaine de validité ■'] | , 6 [ . 


lnx 




=> x(2x-3) = (6 -x) 2 

=^> x(x + 8)=0 
=> x = 0 ou x = —8 


Aucun de ces nombres n ’ est admissible, il n’y a pas de solution. 

3. 


2lnx = ln(x + 4) + ln(2x) 
( 2x (x + 4) 1 


x 2 

=> x 2 + 9x-36 = 0 
=^> x = 3 ou x — -12 

Mais -12 ne vérifie pas l’équation. On vérifie par contre que 3 la vérifie, et l’unique solution de l’équation est |~3~|. 

4. On a : 

e 4x - 3e 2x -4 = 0 

« j w ‘ 

[X 2 -3X-4 = 0 

« 

[X = 4 ou X= -1 

=> e 2x -4 (On ne peut avoir e 2 * - -1 !) 

=> x = ln2 

Réciproquement, on montre que | ln2 | est bien solution de l’équation. 

5. Cette équation est valide sur IR. On a la série d’implications : 

8 6 * - 3.8 3 * - 4 = 0 
J X 2 - 3X - 4 = 0 
^ [X = 8 3 * 

Jx = 1 ou X = 4 
^ [X=8 3 * 

=> 8 3 * = 1 ou 8 3 * = 4 

=> x = 0 ou x — — 


Réciproquement, on vérifie que 0 et | sont bien solutions de l’équation. 
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=> \/xlnx - xln\/x 

=> v^xlnx- -lnx = 0 
2 

=> Vx|l-^jlnx = 0 

=> \/x = 0 ou 1- — =0 ou lnx = 0 

=> x = 0 ou x- 4 ou x = 1 
Réciproquement, seuls 1 1 et 4] sont solutions de l’équation. 


x 3 ln2 = x 2 ln3 
x 2 (xln2-ln3) = 0 
x = 0 ou x = 


ln3 

- ÜÏ2 


Réciproquement, ces deux nombres sont solutions donc les solutions de 1 ’ équation sont : 0 et log 2 3 . 


log a x = log.,. a 
lnx lna 
lna lnx 
ln 2 x - ln 2 a- 0 
(lnx -lna) (lnx + lna) = 0 
1 

x - a ou x — — 


Réciproquement, les nombres a et ^ I sont bien solutions de l’équation. 


log 3 x-log 2 x=l 
lnx lnx 
ln3 ln2 
In2-ln3 


-lnx= 1 


In3ln2 

I In31n2\ 


Réciproquement 


I In31n2\ 

p Un 


est solution de l’équation. 


1 0. On reconnaît des sommes géométriques : 


2 X + 2* +1 + ... + 2 x+n = 3 X + 3 X+1 + ... + 3" 
2*(l+2 + ...+2")=3*(l + 3 + ... + 3") 
1— 2 n+1 
[l\ X = 1-2 

U 1 -3" +1 
1-3 


- =2; 


-1 

3« +1 -Ë 
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Réciproquement, on vérifie que 



est bien solution de l’équation. 


Exercice 4.6 ■ W I Des inéquations 

Résoudre les inéquations suivantes après avoir donné leur domaine de validité : 

1. In (x 2 - 2x) > ln (4x - 5) 

2. e* 2 > (e*) 4 x e. 

3. a* 2 < (v^) 7 *- 3 où a e U* + \ {1}. 


Solution : 

1 . On vérifie que 1 ’ inéquation n ’ est valide que si x > 2. 

ln [x 2 - 2x) > ln (4x - 5) 

=> x 2 - 2 x > 4x - 5 car ln est croissante 

=^> x 2 -6x + 5>0 

=^> xe]-oo,l[u]5,+oo[ 

Compte tenu du domaine de validité de 1 ’ inéquation , ln ( x 2 - 2x) > ln (4x - 51 seulement six >5. Réciproquement, 
on montre que si \ x>5 \ alors l’inéquation est vérifiée. 

2. L’inéquation est valide sur IR. 

e* 2 > ( e x ) 4 x e 
<=> e x _1 > e ix 

•<=> x 2 -1 >4x car exp est croissante 

<^=> x 2 - 4x - 1 > 0 

<=> xe]-oo,2-v / 5[u]2 + \/5,+oo[ 

L’ensemble solution de l’inéquation est donc : | ]-oo,2-\/5[u]2 + \/5,+oo^j 

3. L’inéquation est valide sur IR. 

a x2 < (y/à) 7x ~ 3 
,, 7x-3 

<=> x ln a < ln a car ln est croissante 

2 


Lorsque ln a > 0 c’est-à-dire lorsque a> 1, 

a x2 < ( v ^) 7 *“ 3 
7jc — 3 

<=> x 2 < car a / 1 donc ln a ^ 0 

« 2x 2 -7x + 3<0 



L’inégalité est vraie si et seulement si | xe ] |,3[ 
Lorsque ln a < 0 c’est-à-dire lorsque 0 < a < 1, 


a x2 > (s/â ) 7x - 3 
2 7x-3 

<=> x > 2 

<=> 2x 2 - 7x + 3 > 0 
<=> xe j-oo,^[u]3,+oo[ 

L’inégalité est vraie si et seulement si xe] -oo, \ [ u ]3, +oo[ . 
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Exercice 4.7 ■ W I Des limites 

Déterminer les limites suivantes : 


1. 

2. 

3. 

4. 


lim 

lim 
c — >0 + 

lim 

c — >0+ 


Jim 


X \fx 


e x +2 

e x +l 


5. 

6. 

7. 

8. 


Jim 

lim 

lim 

lim 

jc^0 + 


xe* 
3 X 
xe x 



-X 


9. 


lim 


(**) a 

x x * 


10. 

11. 

12. 

13. 


o 0>*} 

lim — ï- où 1 < a < b. 

x^+oo ) 

lim Vxln 
o 



Jim ^1 + -j 



Exercice 4.8 ■ W 

Soit un entier n> 1. On considère l’équation 

x x " = n (4.1) 

1. Montrer qu’il existe une unique solution à cette équation. 

2. Déterminer cette unique solution. 


Solution : 

1. Étudions à n fixé la fonction définie par 


f{x) = x x - 
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Elle est définie sur ]0, +oo[, dérivable sur cet intervalle et Vx e I, 

fix) - x"^ 1 e x ™ lnx [nlnx+ 1] 

La dérivée s’annule en un seul point xo = e~ 1,n < 1. On en déduit en écrivant le tableau de variations de f que 
f présente un minimum en xq avec fix o) = e~ l/(e,I) - n. Par conséquent, puisque fix ) — — — p -n< n, et que 

fix ) — — -p oo, la fonction ne s’annule qu’une fois en un point x\ > Xo- 

2. Puisque fin Un ) - 0, en en déduit que la seule solution de l’équation vaut n 1,n . 


Exercice 4.9 ■ W 

Soit n e N* . Montrer que le nombre de chiffres nécessaires pour écrire n en base 10 est égale à la partie entière de 
1+log n. 


Solution : Supposons que l’écriture de n en base 1 0 compte m + 1 chiffres ci m , ...,ao e [0, 9] avec a m f 0 et m e N. 
On a alors : n = a kl® k et 

log n = log 

lnlO m [a m + a m _il0 -1 + ... + aolO -m ) 

ïnlC) 

ln (a m + a m - 1 10 _1 + . . . + a 0 10 _m ) 

= m+ — 

lnlO 

Mais 1 « a m + a m - ilO -1 + ... + aolO _m « 10 et 

lnf a m + dm-l 10 -1 + ... + dolO~ m ) 

0^— r-T7 L<1 - 

lnlO 

Donc | E (l + log n)-m +Tj et le résultat est prouvé. 



Exercice 4.10 W 
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4.6.2 Fonctions circulaires 

Exercice 4.11 Ç? 

Prouver que : 

1. VxeR+, sinx^x 


2. VxeR, cosx^l-y- 


Solution : 

1. Il suffit d’étudier les variations de la fonction : I ^ 

l x 1 — * sinx-x 

2. On prouve d’abord l’inégalité sur R+. Pour ce faire, on étudie les variations de f 2 : 


R+ 


R 

cosx- 1 + 
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et on utilise 1 ’ inégalité prouvée dans la question 1 . On montre alors que 1 ’ inégalité reste vraie sur RL en utilisant 
la parité de f 2 . 


Exercice 4.12 I 

^ , ,, i ttt ( sinxl 2 tanx 

Démontrer que V x £ J0;§[, I I + >2. 


Solution : Soit ®(x) = cosx sin 2 x + x sin x - 2x 2 cos x, on a 
®'(x) = -sin 3 x + 2cos 2 xsmx + sinx + xcosx-4xcosx + 2x 2 sinx 

= 2 cos 2 x sin x - sin 3 x + sin x + 3x cos x + 2x 2 sin x. 

®"(x) = 2cos 3 x-4sinxcosxsinx-3sin 2 xcosx + cosx-3cosx + 3xsinx + 4xsinx + 2x 2 cosx 

= 2cos 3 x-7sin 2 xcosx-2cosx + 7xsinx + 2x 2 cosx 
= 2 cos x(cos 2 x - 1) + 2x 2 cos x + 7 sin x(x - sin x cos x) 

99 ( sin2xi 

= 2cosx(cos x - (1 - x )) +7xsinx 1 

l 2x 1 

X 2 ( x 2 ) 2 X 4 X 4 

Or sur ]0; |[, 1 - — « cosx « 1, d’ou 1 1 - — I cos 2 x, soit 1 - x 2 + — « cos 2 x, soit 0 « — « cos 2 x- (1 - x 2 ). 

On a donc ®"(x) > 0. ®' est strictement croissante sur [0; f [, comme ®'(0) = 0, ®' est à valeurs positives, donc ® est 
strictement croissante sur [0; f [, comme ®(0) = 0, ® est à valeurs positives. 

DoncVxe ]0;|[, cosxsin 2 x + xsinx>2x 2 cosx, d’ ou le résultat en divisant par x 2 cosx. 


Exercice 4.13 W 



On a tracé le cercle le cercle trigonométrique dans un repère orthonormé direct. L’angle a est mesuré en radians. Les 
triangles OAH et OBC sont rectangles respectivement en H et C. On rappelle que l’aire du secteur angulaire OAC est 
a/2. 

1. Calculer l’aire du triangle OAC. En déduire que : Va e ]0, ji/ 2] , 0 < sina < a. 

2. Montrer que pour a € ] 0, jt I2 \ , on a 1 > cos 2 a > 1 - a 2 . En déduire que lim cos a = 1 . 

3. Calculer l’aire du triangle OBC. En déduire les inégalités : Va e ]0 ,ti/ 2] , sina < a < tana. 

. , ,, , sina , tana . . 

4. Déduire des questions precedentes que lim = 1 et que lim = 1 .On prouve ainsi que sin et tan sont 

dérivables en 0. Expliquer pourquoi. 

5. Pour a e [0, Jt I2\ , Établir les inégalités : 

0«cos 2 a«cosa, 0 ^ 1 -cosa « sin 2 a et 0«l-cosa«a 2 . 

1 — cosa 

6. En déduire lim . 

a-0 a 

„ „ ,,, . cos (a + h) -cosa sin(a + h) -cosa ^ ,, , . 

7. En déduire lim et lim . Quelle propriété importante de cos et sm vient-on 

h- o h h~o h 

de prouver? 
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1. L’aire du triangle OAH est donnée par _ sma siae]0,Ji/2] alors le triangle OAH n’est pas plat et son aire 

est > 0 donc sina > 0. Par ailleurs, le triangle OAH est inclus dans le secteur angulaire OAC et donc c | ce 
qui prouve la seconde inégalité. 

2. Soit a e ]0, tt/2] . On utilise la question précédente. De 0 < sina < a, on tire 0 < sin 2 a < a 2 caria fonction x <->■ x 2 
est croissante sur R+. Donc 1 > 1 - sin 2 a > 1 - a 2 ce qui donne finalement 1 S* cos 2 a > 1 - a 2 . Si a — 1, on en 
déduit grâce au théorème des gendarmes que lim cos a = 1. 

3. L’aire du triangle OBC est 0C 2 BC = Comme le triangle AHC est strictement inclus dans le secteur OAC et 
que ce secteur est strictement inclus dans le triangle OBC, on en déduit que sina < a < tana. 

4. Soit a e ]0 ,ji/2]. On déduit de l’inégalité de la question 1. que 0 < 222 < 1. De même, de tana > a, on tire 

sina sina 

sina > acosa et donc > cos a *• 1. Parle théorème des gendarmes, on en déduit que lim = 1 .En 

a a^o+ a-o+ a 

0 _ , on trouve la même limite par parité. La seconde limite est alors évidente. On reconnaît que 2122 est le taux 
d’accroissement de sin en 0. Il admet alors une limite quand a — 0 et sin est dérivable en 0 de dérivée égale à 1. 
Idem pour tan. 

5. On sait que 0 « cos a « 1 donc en multipliant par cos a qui est positif, on obtient la première inégalité. On en 
déduit que 1 s 1 - cos 2 a 3= 1 - cos a et donc la seconde inégalité. La dernière en découle en utihsant que sin a < a. 

6. On divise la dernière inégalité par a e ]0, tt/2] : 


1-cosa a 

i « « — = a 

a a-0 + 


donc lim 1 = 0. Par parité, il s’ensuit que lim 1 = 0. 

a— 0+ a a— 0 a 

7. Grâce aux formules d’addition et aux questions précédentes : 

cos(a+/z) -cosa cos/z-1 . sintz 

= cosa sma — * - sma 

h h h o 

On reconnaît dans la premier terme de la ligne précédente le taux d’accroissement de cos en a. On a prouvé qu ’il 
tend vers sina quand h — • 0. Donc cos est dérivable en a de dérivée - sina. On procède de même pour sin. 


Exercice 4.14 

Calculer : 


1. arcsin(sin(^)) 


2. arccos(cos(22p)) 


Solution : 

1. Comme arcsin : [-1, 1] — |], il faut déterminer le réel x e f] tel que sin x — sin (^). Mais sin (^) = 

sin + j) = cos | = - sin ( 2 ) donc : | arcsin (sin (^)) = |j . 

2. On a : arccos : [-1,1] — [0 ,tt], donc il faut déterminer le réel xe [0,tt] tel que cosx = cosl 20 ^ 971 ). Mais 2009 = 

3 x 670 - 1 donc 2009ti = - 2 [2jt] . Mais cos - 2 = cos 2 donc : | arccos(cos( 20 ” 9TI )) = 2 | . 

Exercice 4.15 ■ W I Formule de Machin 

1 . Montrer que f = arctan | + arctan ^ . 

2. Pour tout x G IR \ ( | + | Z) , exprimer tan (4x) en fonction de tan x. 

3. En déduire la formule de Machin : i i 

- = 4 arctan — arctan — 

4 5 239 

Solution : 

1 . Notons a = arctan \ + arctan ^ . En utilisant les formules d ’ additions pour la tangente : 

tan (a) = ^ 1 B : = % 

1 “ 2 x 3 

De plus 0 « a « jt, donc nécessairement a = | . 
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2. Soit xeffi\(| + jZ). Toujours par application des formules d’additions, on montre que : 

.. , 4 tan (x)- 4 (tan (x)) 3 

tan (4x) = 7 

1-6 (tan (x)) 2 + (tan (x)) 4 

3. Par application de cette dernière formule, on trouve que : tan (4 arctan g) = -jfg. Donc, une fois encore grâce aux 
formules d’additions, si on note P = 4 arctan ^ - arctan ^ , on trouve : 

tan p = tan (4 arctan 1) - tan (arctan = = 1 

1 + tan (4 arctan |) tan (arctan^) i + ttïï x 533 

et donc comme dans la première question, on montre que P = f, ce qui démontre la formule de Machin. 

Exercice 4.16 ■ 

1 . Soit x € [- 1, 1] . Simplifier : 2. Soit x e IR. Simplifier : 

(a) cos(arcsinx) (a) cos (3 arctan x) 

(b) sin(arccosx). (b) cos 2 (5 arctan x). 


Solution : 

1. Soitxe [-1,1]. 

(a) arcsinxe [-|,§] donc cos(arcsinx) = y/l - sin 2 (arcsinx) - 1 \/l - x 2 \ 

(b) arccosxe [0 ,jt] donc sin(arccosx) = y/l- cos 2 (arccos x) = | / 1 - x 2 ] . 

2. Soitxe R. Remarquons que, pour tout Xe ] — tt/2, tt/2 [, comme l+tan 2 X= l/cos 2 X, il vient cosX= llV 1 +tan 2 X 
et donc cosarctanx= l/(Vl + x 2 ) car arctanxe] —tt/2, ji/2[. 

(a) On utiliseles techniques de l’annexe B. 3, il vient cos(3X) = 4cos 3 X-3cosX et donc : 

cos (3 arctan x) = 4 cos 3 arctan x -3 cos arctan x 

(1 + * 2 ) 1/2 


(b) Comme cos 2 X = l/2(cos(2x) + 1) ; 

cos 2 ( - arctan xj = ^ (cos arctan x+ 1) 

ï ~ 

2/ÏT¥ + 2 


Exercice 4.17 M BW? I 

Résoudre l’équation arcsinx = 2 arctan x. 


Solution : Pour toutXe ]-nl2,nl2[, comme l + tan 2 X = l/cos 2 X, il vient cosX- Il y/l + tan 2 X. Donc cosarctanx = 
H{y/\ +x 2 ) car arctanxe ]-jt/2,jt/2[ et comme sinX = ±\/l — cos 2 X, on a aussi sin arctan x-xl Vl + x 2 . On a alors : 


arcsin x = 2 arctan x 

=> 

x- sin (2 arctan x) 

Z 

x = 2 sin (arctan x) cos (arctan x) 
2x 

_ 1 + x 2 

=> 

x 3 — x = 0 

=> 

x=-l, x = 0oux=l 


(l + x 2 ) 3/2 " 
l-3x 2 
(l + x 2 ) 3/2 
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| Réciproquement, on vérifie que ces 3 nombres sont solutions de l’équationT 


- Montrer que : Vx e [-1, 1] ; arcsin(x) + arccos(x) = f. 


Solution : La même méthode s ’ applique dans les deux questions. 

{ IR* — * IR 

i . 0i est dérivable sur IR* et 0, = 0. Par conséquent, il existe des réels 
x * — » arctan x + arctan ± 1 

ci et C2 tels que 0i| K » = ci et 0i| K * = c 2 . En prenant la limite de 0i quand x tend vers -oo et +oo on montre que 
ci = -f et c 2 = f . 

[ ]J * (j^ 

2. Soit 0? : < ’ . , , . , . 09 est dérivable sur [—1, 1] et 0i = 0. 09 est donc constante si 

i • — - arcsin(x) + arccos(x) 2 


[-1, 1] et évaluant l’expression en x - 0, on montre que cette constante vaut f. 


Exercice 4.19 IW 19 

Étudier la fonction f donnée par : 


f : x >-> cos 3 x + sin 3 ; 


Solution : Étudions f : x >-► cos 3 x + sin 3 x. / est définie sur IR mais est 2n -périodiques. On peut donc restreindre le 
domaine d’étude à I = [-ji, tt] . Si x e I, /'(x) = 3 cos x sin x (sin x- cos x). Résolvons l’inéquation : sinx-cosx s* 0 
pour x e I afin de connaître le signe de f sur I : 


sinx-cosx &0 


cos|x+ - J « 0 
xe f-7t,--l u f — ,tt1 


On en déduit le tableau de variation suivant : 


X 

-jt -| -j 0 | j ji 

sinx 

- - + + + 

cosx 

- + + + - 

sinx-cosx 

+ - - - + + 

/'W 

+ 0 - o+o-o+o- 

/ 

_\/2 

J, 2 J,1 V. > 1 V. 


ainsi que le graphe : 
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Exercice 4.20 ■ 9W 

Étudier la fonction définie par : 


f{x) = arcsin ^2xV 1 -x 2 ) 


Solution : 

1. Pour que la racine soit définie, il faut que x e [-1,1]. 

2. arcsin est définie sur [-1, 1], Étudions donc cp(jc) = 2xV l-x 2 sur [-1, 1], C’est une fonction impaire. Il suffit de 
faire 1 ’ étude sur [0, 1] . tp est dérivable sur [0, 1 [ et Vxe [0, 1 [, 

. 2(1 -2x 2 ) 


On écrit le tableau de variations de (p et on voit que 

Vxe [-1,1]» ip(x)e[-l,l] 


avec(p[±) = l. 

Par conséquent, Df = [-1, 1] . 

3. f est impaire. On fait l’étude sur [0, 1] . 

4. tp est dérivable sur ] - 1 , 1 [. Comme arcsin est dérivable sur ] — 1, 1 [, à valeurs dans [-1, 1] et(p(0) = 1 si et seulement 
si 0= ^ . On en déduitquef est dérivable sur li = [0, -^= [ et sur I2 1 [. 

5. \f x £ Ii u I2, on calcule 

2(1 -2X 2 ) 


/'(*) = - 


|2x 2 - l|v 1 - x 


Par conséquent, Vxe Ii, /'(x) = —= et Vxe I2, /'(x) = — . 

Vl-x 2 Vl-x 2 


6. Donc il existe Ci e IR tel que 
et 3C 2 £ IR tel que 


Vxeli, /(x) =2 arcsin x + Ci 


Vxel 2 , /(x) = -2arcsinx + C 2 
On détermine Ci = 0 et C 2 = n en prenant les valeurs particulières x - 0 et x = 1 . 


7. En conclusion : 


fix)-- 


[2 arcsin x 


si xe [0,^=] 


}-2arcsinx-Ji sixe[-^=,l] 


Montrons en utilisant la trigonométrie que 

Vxe[- — arcsin (2x\/ 1 - x 2 ) = 2arcsinx 
1/21/2 V > 


Soit x £ [— -^=, I ■ Posoi 

310 e [-f , |] tel que 
Alors 

Or comme 20e [-§,§], 


V2 i/2 

y = arcsin(2x\/ 1 - x 2 ) 
x- sin0 

2xV l-x 2 - 2sin0|cos0| = 2sin0cos0 = sin20 
y = arcsin(sin(20)) = 20 = 2 arcsin x 


Exercice 4.21 JW Bl 

Étudier 

„ ( Wx } 

/(x) = arccos 
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Solution : Considérons la fonction cp(x) = Elle est définie sur [0, +oo[ et dérivable sur ]0, +oo[, et 

Vx > 0, cp'(x) = — ^ — - — - 
T 2,/ïa+x) 2 

En traçant le tableau de variations de cp, on voit que cp est à valeurs dans [0, |]. Comme arccos est définie et dérivable 
sur [0, \], f est définie continue sur Df = [0, +oo[ et dérivable sur ]0, +oo[, et 


Vxg] 0, +oo[, f (x) - 


j " T 

y 1_ C1+JC) 2 

(JC- 1) 


2v/x>/x 2 + x+1(x+U 

Par conséquent, f est décroissante sur [0, 1], croissante sur [1, +oo[ et /(O) = —, /( 1) = —, /(x) - 


Comme /'(x) - 


), / n’est pas dérivable en 0 (demi-tangente verticale). 


Étudier 


Exercice 4.22 IW I 


v Vx 2 + 1 J 


Solution : Posons (p(x) = — - — . cp est dérivable sur IR et 

Vx 2 + 1 

VxgIR, cp'(x)= 1 


(x 2 + l)\/x 2 + l 

D’après le tableau de variations de cp, cp esta valeurs dans ] — 1, 1 [. Comme arcsin est définie et dérivable sur] - 1, 1[, / 

est définie et dérivable sur IR et 

VxgIR, f\x) = —=L=x cp'(x) 


v 1 -^ 

1 


i^TT 


= arctan' (x) 

Par conséquent, 3C G IR tel que 

VxgIR, /(x) = arctanx + C 

En prenant x - 0, on trouve que C = 0. 
Montrons par la trigonométrie que 

Vx G IR, arcsin — — = arctanx 



Soit x £ IR. 3!0 G] - j, j [ tel que 

x - tan0 

Alors arctan x = arctan tan 0 = 0 (car 0 g ]-?,?[. 

D’autre part. 

= = tan f)|r.osfl| = tan fl r.nsfl = sin fl 

x 

Vx 2 + 1 

Vl + tan 2 0 

(le cosinus est positif sur ] — f f f [ • 
Alors 

arcsin = arcsin sin 0 = 0 


Ivx^TI; 

car 6 e ] — f . f [ et on a bien le résultat. 



Exercice 4.23 I W ■ 

Étudiez la fonction f définie par : 


/(x) = arctan | - 2X - 1 - 2arctanx 
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Solution : La fonction f est définie pour x & {- 1, + 1} donc Dj SI -oo,-l[u] - l,l[u]l,+oo[. Comme la fonction f est 
impaire, on fait l’étude sur les intervalles Ii = [0, 1 [ et I 2 =] 1, +oo[. Calculons sa dérivée : 

2x 2 + 2 2 

\/x e ïi u ï 2 , 

Par conséquent, 3Ci e IR tel que Vx g Ii, /(x) = Ci et 3C 2 g IR tel que Vx e I 2 , /(x) = C 2 .En faisant x - 0 et x — + 00 , on 
trouve que Ci = 0 et C2 = -7t. 

Montrons par la trigonométrie que 

Vxe]-l,l[, arctan [ 1 ~~~ 2 1 = 2 arctan x 

Soit x e] - 1, 1 [. 3!0 e ] - | [ tel que x - tan0. Alors 

2x tan 20 


1 - x 2 1 - tan 2 0 


Or 20 G ]-§, f [ donc 


= 20 -2 arctan x 


Exercice 4.24 I W I 

Montrer que 


Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie 
Indication 4.3 : On pourra poser x - sin 2 u 


Solution : Soit /(x) = arcsin \fx - — arcsin(2x - 1). / est bien définie sur [0, 1] car - 1 « 2x - 1 =s 1. Elle est dérivable 
sur ]0, 1[ et 


Vl-X 2\fx yj\- (2x- 1) 2 2 Vx-x 2 V4x-4x 2 

Cette fonction est donc constante sur P intervalle [0, 1], En faisant x - 0, on trouve que /(O) = 
On retrouve ce résultat car on peut poser x = sin 2 u lorsque x e [0, 1], avec u e [0, |] . Alors 

arcsin(2x - 1) t= arcsin(-cos2u) = - arcsin (cos 2 u) = arccos(cos2u) - ^ = 
et arcsin \fx = arcsin sin u = u. 


Exercice 4.25 

Étudier la fonction 


1 — x 2 

/(x) = arccos - 2 arctan x 


et 1 - x 2 s* - (1 + x 2 ) . Donc I Df = IR I. Il n’y a pas de parité. 


2. Puisque arccos est dérivable sur ] — 1, 1 1 et que = 1 < = > x = 0, / est dérivable sur Ii =] -oo,0[ et sur 

I2 =] 0 » +00 [ comme composée de fonctions dérivables. Et Vx e Ii u I 2 : 

2sg(x) 2 


f'(x) -- 


/, a-x 2 ) 2 a + x 

V (l + x 2 ) 2 


1 + x 2 


Par conséquent, puisque f - 0 sur I 2 , 3C 2 g IR, tel que Vx g Ii, /(x) = C 2 et en faisant x —* +00, C 2 = 0. Sur 
, 4 

II, f [x) j et donc 3Ci G IR, tel que Vx G Ii, /(x) = 4arctanx + Ci. En faisant x — ► -00, on trouve que 

Ci = 2tt. * 
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3. Montrons par la trigonométrie que 

Vx ^ 0, arccos 1 1 + * 2 j = 2arctanx 

Soit x & 0 .11 existe un unique 0 e]0, | [ tel que x = tan0/2. Alors 2 arctanx = 0 et 
arccos ( - — ^ ) = arccos(cos 0) = 0 (0 e [0, ji] ) 


Exercice 4.26 IW I 
Étudier la fonction 


/(x) - arctan 


n/Ï ^ 2 


Solution : On détermine Dfi = ] — 1 , 1 [, f est impaire et dérivable sur] - 1, 1[ et Vxe] - 1, 1[, 

2 X 2 

V^2 + _^f_ 

f\x) = - 


x 2 


1-x 2 


1 

Par conséquent, 3C e IR, tel que Vxe] - 1,1[, /(x) = C. Comme /(O) = 0, ou a montré que Vxe] - 1, 1[, 

x 

arctan — = arcsinx 

Vl^x 2 

On retrouve ce résultat par la trigonométrie. Soit x e] - 1, 1 [. Alors 310 e] - | , ^ [ tel que x = sin 0. Alors 

sin0 „ „ 

= arctan 0 = 0 


Étudier 


Exercice 4.27 IW I 


Solution : D /- IR*, / est impaire. On fait l’étude sur [0,+oo[. / est dérivable sur]0,+oo[ et Vxe]0,+oo[ : 

f , x]= i x fEEL± 

2x 2 + 2 - 2\/ x 2 + 1 Vx 2 + 1 
Vx 2 + 1-1 
2(x 2 + 1) (Vx 2 + 1 - 1) 

1 

“ 2(x 2 + 1) 

1 , 

= - arctan (x) 

Donc il existe Ci e IR telle que Vx e]0, +oo[, 

f(x) — ^ arctanx + Ci 

En prenant la limite lorsque x — *■ +oo, on trouve Ci = 0 .De même, on montre que Vx e] - oo, 0 [, 

/(x) = ^ arctanx 

On retrouve ce résultat par la trigonométrie en posant x - tan0. 
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Exercice 4.28 ■ W I 

Une statue de hauteur p est placée sur un piédestal de hauteur s. Un observateur se trouve à une distance d de la statue 
(sa taille est négligeable). Trouver la distance d pour que l’observateur voie la statue sous un angle a maximal. 



Solution : Notons 0 l’angle AOH et tp l’angle AOS. Alors 

a-Q-ip 

p+s 


En posant A-p + s et B - s, étudions la fonction 
I ]0,+oo[ 


p + s 


arctan arctan 


I l le est dérivable sur ]0, +oo[ et 


VjkeI, f\x) 


(B - A) (x 2 - AB) 


(x 2 + B 2 )(x 2 + A 2 ) 

et donc f s’annule en xq - \/ÂB (car A > B, puisque s> 0). On voit sur le tableau de variations de f que xo correspond 
à un minimum de f et donc la distance d sous laquelle on voit la statue sous un angle minimal est : 


Cet angle vaut alors 


d 0 = y/ïp+sÿs 


«o = / (do ) = 2 arctan 


(on a utilisé la formule arctan x + arctan — = — lorsque x>0). 


4.6.3 Fonctions hyperboliques 

Exercice 4.29 

1. VxeR + , shx^x. 

x 2 

2. VxeU, chx^ 1 + — 

2 


Solution : Il suffit d’étudier les fonctions f : 
qu’elles sont positives sur le domaine d’étude. 



U 

x 2 et de montrer 

1H chx 

2 


Exercice 4.30 ■ tp 

Démontrer que Vx e IR et Vrc e N, (chx+ shx)" = ch(rcx) + sh(rcx). 
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Solution : Soient x e IR et n e N. Comme chx + shx- e x : 

(chx + shx)” = ( e x ) n = e nx = ch(rcx) + sh(rcx) 

Exercice 4.31 Ç? 

Simplifier, quand là où elles sont définies, les expressions suivantes : 

1. ch (argsh x) 3. sh (2 argshx) 5. th (argchx) 

2. th (argshx) 4. sh(argchx) 6. ch(argthx) 


Solution : 

1. Soit x e IR. Comme ch est strictement positive sur IR, chx = V 1 + sh 2 x et : 


ch (argshx) = \Jl + sh 2 (argshx) = | V 1 + x^j . 


2. Soit x e IR. Comme th x 


th (argshx) 


sh (argshx) 
ch (argshx) 


Vl + x 2 


3. Soit x G IR. En utilisant les formules d’additions, 


sh (2 argsh x) = 2 ch (argsh x) sh (argsh x) = | 2 xV 1 + x 2 | . 


4. Soit x e [1, +oo[. Comme sh est positive sur [1, +oo[, shx = V ch 2 x - 1 et 


sh(argchx) = \J ch 2 (argchx) - 


5. Soit x e [l,+oo[. 


th (argchx) = 


sh (argchx) 
ch (argchx) 




6. Soit x e IR. De : 1 - th 2 x = — x— » on déduit, ch étant positive sur IR : chx = J 

ch x Vl-fh 2 x 


ch(argthx) = 


y / l-th 2 (argthx 


Exercice 4.32 I W H 

Pour tout (a, b) eM 2 et ne N, calculer : 


C n = £ ch [a+Jcb) et S„-^sh[a + kb). 


Solution : Soient (a, b) € R 2 et ue N. On a 


_ e (n+l)b 

,a + kb_„a<rl„bY _J e “ , .h Sib *° 


C n + S„ = £ (ch(a +*:&)+ sh(a + fcfc)) = £ e a+fcfe = e fl £ (e fc ) = -T \- e b 

k=o k=o k= o \(n+\)e a sifo = 0 


1- e -tn+l)b 

C„-S„ = £ (ch(a+ fch)-sh(a+fch)) = £ e ~ta+kb) - e~ a £ = -I 6 l-e _fc si ^° 

t ‘ _n I ' _n I ' _n (u+l)e _a sih = 0 
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Par suite : 


-a 1 

' i_g(«+Uè 

[ _ g-(n+l)fc ’ 

J si b ^ 0 


C „ = 

C 2 

V l-e b 

1 - e~ b 



[n+l)cha 


si b-0 

et 

I 

[.-.Il 

' 1 _ e in+l)b ^ 

_ e ~(n+l)b\ 

si b^O 


Sn = \ 

2 1 

6 l-e b 

l-e~ b J 


1 

L (rc+l)sha 


si b-0 


Exercice 4.33 IW I 

Montrer que Vx / 0, 


Calculer alors la somme 


thx = - 


1 


th 2 x thx 
S„= Y,2 k M2 k x) 


Solution : En utilisant les formules d’addition pour la tangente hyperbolique : 
2 12 1 1 + th 2 x - 1 


En remplaçant dans la somme, on trouve 


Sn=Z2‘ 


Y2 k (- 


lth 2 fc+1 x th 2 fc x) |r 0 th 2 fc+1 x Jr 0 th 2 fc x th 2 "x thx 


2" 


Exercice 4.34 

Montrez que 


IW 


Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie. 


Solution : Considérons la fonction f : [0, +oo[ — * IR définie par 


Elle est dérivable sur l’intervalle ]0, +oo[ et Vx > 0, 
f\x ) 


chx 


Comme /(O) = 0, on trouve que Vx e [0, +oo[, /(x) = 0. 


chx 


Et d’autre part, on a bien 


shx = \ — ^ 7 — - 1 = tan 0 
V cos z 0 

arctan(shx) = arctan(tan0) - 0 
arccosf— 1 = arccos(cos0) = 0(0 e [0 ,jt]) 
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chx + cosa = 2shx + sina 


Exercice 4.35 ■ W 

Soit a e IR. Résoudre l’équation 


Solution : En passant aux exponentielles et en notant X = e x , X doit vérifier l’équation du second degré : 
X 2 + 2(sin a - cos a)X -3 = 0 

Le discriminant réduit vaut A' = (sin a - cos a) 2 + 3 > 0. Puisque X > 0, il faut que 
X- \/ (sin a - cos a) 2 + 3 - (sina-cosa) 

On a bienX> 0 car \J (sina-cosa) 2 + 3 > \sina- cos a\. Alors 

x - ln [\/4 - sin2a - 2 + sin2aj 


Exercice 4.36 ■ W 

Soit 



Montrer que f est bien définie et que : Vx e I =] - j, j [ : 

1. th^=tanf 

2. th /(x) = sinx 


IR 

ln(tan(| + f)) 


3. ch/(x) = 

4. sh / (x) = 


Solution : Remarquons d’abord que dans l’intervalle de définition, 0 < (f - f) < f et donc que la tangente prend ses 
valeurs dans ]0, +oo[ et par conséquent que f est bien définie. 

1. Puisque 


thX = 


e 2X - 1 
e 2X + 1 


En remplaçant, 

^/W _ tan(f + f)-l 
2 tan(| + |) + 1 

et en développant sin (a + b), cos(a + b), on trouve le résultat. 

2. On utilise la même expression de thx et l’on trouve : 


tan 2 (f + f)-l 
tan 2 (| + |) + 1 


- sin - + - - cos - ■ 


= sinx 


3. 


où l’on a utilisé la formule cos 2a = cos 2 a - sin 2 a. 
e x + e~ x 

Puisque chx = , on trouve que 


ch /(x) = 


tan 2 (f + |) + 1 
2tan(f + 1) 


2sin(| + f)cos(| + j) 


1 _ 1 
sin(x+f) cosx - 


4. De la même façon. 


sh /(x) = 


tan 2 (f + f)-l 
2tan(| + 1) 


sin 2 (| + |) -cos 2 (| + 1) -cos(x+^) 

2sin(| + |)cos(f + |) sin(x+|) 


Exercice 4.37 ■ Ç ) 'v ) I 

Résoudre l’équation 

On utilisera deux méthodes différentes : 


5chx-4shx = 3 
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1) En exprimant tout à l’aide d’exponentielles, 

2) En utilisant t-th—. 


Solution : 

1 . L’équation s ’ écrit 5(e x + e~ x ) - 4(e x - e~ x ) = 6, c ’est-à-dire 

(e*) 2 -6e* + 9 = 0 

En posant X = e x , on a une équation du second degré, (X - 3) 2 = 0, on trouve alors une unique solution e x = 3, 
c ’est-à-dire \ x = ln3 | 

2. Si t = th | , l’équation s ’ écrit 

l + t 2 2t 


1 -t 2 l-t 2 

l’unique solution est alors t = Alors 


5 - = 3 <=> 41 2 — 4f+l = 0 


2 2 

La première solution est plus simple ! 


= 3 •<=> x = ln3 


Exercice 4.38 I W I 

Calculer la dérivée de f : x a 
la trigonométrie. 


- sur un domaine à déterminer. Conclusion ? Retrouver ce résultat en utilisant 


Solution : Comme th : ] — 1, 1[, la fonction f est définie sur IR. Pour tout x g IR, ou trouve que 


/'(*) = 


1 2 

/ 1 -thjc ( 1 -thx ) 2 


(l-th 2 x) = 



/ vérifie 1 ’ équation différentielle y' - y. f est donc de la forme :/:*•-» ae x et comme f ( 0 ) = 1 , ou a a = 1 et f est la 
fonction exponentielle népérienne. On retrouve ce résultat en écrivant 


f(x) = 


/ 


chx + shx 
chx-shx 



Exercice 4.39 ■ ÇÇ? 

Montrer que Vxg IR, 


2 arctan(thx) = arctan(sh 2 x) 


Solution : Soit f : < 


2 arctan(thx) - arctan(sh( 2 x)) 

VxeR,/'(x) = 


. Ou a D r - IR et 


l+th 2 xch 2 x l + sh 2 ( 2 x) 


ch 2 x + sh 2 x ch 2 ( 2 x) 

Par conséquent f est constante sur IR et puisque /(O) - O, on al ’ égalité voulue. 

En passant par la trigonométrie, soit x g IR, 3!0 g] - f , | [ tel que th x = tan 0. Alors arctan(sh(2x)) = arctan(2 sh x ch x) . 
Or sh x ch x = , donc sh 2x = i = tan (20) et puisque 20 g] - | , j [, on obtient 1 ’ égalité souhaitée. 


1 -th 2 x 


' 1 - tan 2 ( 0 ) 
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Chapitre 


Equations différentielles linéaires 


In Order to solve a differential équation you look at it 
till a solution occurs to you 
George Pôlya - How to solve it. 


Pour bien aborder ce chapitre 

L’objet de ce chapitre est de donner des outils pour résoudre des équations différentielles du premier et du second ordre. 
Vous rencontrerez quotidiennement ces équations en mathématiques mais aussi en physique, en chimie et en sciences 
de l’ingénieur. Il est donc impératif de bien maîtriser les techniques développées ici. Indirectement, nous réviserons les 
techniques de primitivation enseignées en terminale. Il est conseillé à ce sujet de se remettre en mémoire les primitives 
des fonctions usuelles, voir l’annexe E.4. Vous pourrez dans une première lecture éviter de vous focaliser sur les démon- 
strations. Celles-ci s’éclairciront après les premiers rudiments d’algèbre linéaire du chapitre 23 et plus particulièrement le 
paragraphe 23.5 page 860 et le chapitre 13 d’intégration. 


5.1 Quelques rappels 

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R non réduit à un point. Le symbole K représentera indifféremment le 
corps R des réels ou le corps C des complexes. 


5.2 Deux caractérisations de la fonction exponentielle 

Remarque 5. 1 Soit a e € et f a : R — C, t <-* e at . La fonction f a vérifie : 

• fai 0) = 1 

• V(f, t') £ R 2 , fait +t') = fa(t) fait') 

• f a est dérivable sur R et f' a - af a . 

5.2.1 Caractérisation par une équation différentielle 

On se propose d’étudier ici une fonction / : R — i C dérivable sur R et vérifiant l’équation différentielle /' = af où a e C* . 


Proposition 5.1 Caractérisation de la fonction exponentielle l’équation différentielle f - af 

Soit / une fonction dérivable de R dans C et pour laquelle il existe a £ C* tel que /' = af. Alors il existe À e C tel que : 
Vf e R, fit) = \e at . 

Autrement dit, / vérifie : / = À/ a . Si, de plus, /(O) = 1 alors / = f a . 


Démonstration Introduisons la fonction 0 : 


C 

ftt)e~ at 


.11, 


: clair que, pour , 


f e R : 


0' (f) = /' it) e~ at - af it) e~ at = af it) e~ at - af it) e~ at = 0. 

Donc 0 est une fonction constante sur l’intervalle R. Il existe alors À e C tel que : Vf e IR, fit) e~ at = À. Le résultat est prouvé. 
On vérifie aussi facilement que si /(O) = 1 alors f = fa- 
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5.2.2 Caractérisation par une équation fonctionnelle 

On se propose maintenant d’étudier une fonction / : IR — » C dérivable sur IR et vérifiant l’équation fonctionnelle 
V(s, f) e IR 2 , /(s + f) = /(s)/(f) 


Proposition 5.2 0 Caractérisation de la fonction exponentielle par l’équation fonctionnelle f[s+ t) = fis) fit) 
Soit / une fonction dérivable de IR dans C vérifiant l’équation V (s, t ) e IR 2 , /(s + f) - fis) fit). Si il existe c e IR tel que 
/(c) = 0 alors / est la fonction nulle sur IR. Sinon /(O) = 1 et il existe a e C tel que /' = af, c’est à dire tel que / = f a . 

Démonstration Remarquons que, pour tout s, te IR, fis) = fiis- t) + t) = fis - t) fit). S’il existe un réel t tel que fit) = 0 
alors on déduit de l’égalité précédente que f est identiquement nulle sur IR. Supposons alors que f ne s’annule jamais. On a 
/(O) = /(O + O) = / (O) /(O) et donc / (O) (/(O) - l) = 0. Comme f ne s’annule jamais, il vient /(O) = 1. Par dérivation de l’égalité 
fis + t) = fis) fit) par rapport à s, on obtient f' is+t) = /' (s) fit) et avec s= 0 cela amène fit) = /' (0) fit) ou encore /' (f) = 
a fit) si a= f 1 (0) . Par application de la propriété 5.1 et comme / (O) = 1, on peut affirmer que f = /«.. 


5.3 Équation différentielle linéaire du premier ordre 

5.3.1 Vocabulaire 


'Définition 5.1 O Equation différentielle linéaire du premier ordre 

Soient a, b, c trois fonctions définies sur I et à valeurs dans K. 

- On appelle équation différentielle du premier ordre une équation différentielle de la forme 

Vf e I, a(t)/{t) + b(t)y[t) =c(t) (E) 

- Une solution de cette équation différentielle est une fonction / dérivable sur I, à valeurs dans IK et vérifiant : 

Vfel, a(t)f'(l) + bll)f{t) = c(t) 

- Résoudre, ou intégrer l’équation différentielle (E) revient à déterminer l’ensemble des fonctions qui sont solutions de 
(E). On notera Sk(E) cet ensemble. 

- Le graphe d’une solution / de (E) dans un repère (0,T ,7*) du plan est une courbe intégrale de (E). 

- Si la fonction c est identiquement nulle, l’équation différentielle (E) est dite homogène ou sans second membre. 

- (E) est dite normalisée si a est la fonction constante identiquement égale à 1 sur I. ^ 



Figure 5.1 - Champ de vecteurs et courbes intégrales 

Remarque 5.2 Si y £ est une solution d’une équation différentielle explicite 
(E) y' = fiy, t) 

alors en un point (f,y) de la courbe représentative de y, la pente de la tangente à cette courbe c -€ y vaut fiy, t). La 
connaissance de la fonction / permet de tracer un champ de vecteurs. En un point (fo,yo) du plan on représente un 
vecteur de pente /(fo.yo)- Alors un point (fo,y(to)) d’une courbe intégrale de (E), le champ de vecteurs sera tangent à la 
courbe. C’est l’idée de la méthode d’Euler, voir 5.3.6 page 209. 
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Proposition 5.3 O L’ensemble des solutions d’une équation différentielle homogène est un K -espace vectoriel 

Soit l’équation différentielle linéaire homogène du premier ordre 

Vf e I, a (f) y' (f) + b(t) y (t) = 0 (E). 

Alors toute combinaison linéaire de solutions de (E) est encore solution de (E). 

Autrement dit, si tp et ip sont des solutions de (E) alors, pour tout couple de scalaires (a, P) e IR 2 , la fonction cap + (3ip est 
encore solution de E. 

On dit que Sk(E) possède une structure d’espace vectoriel sur IK. 


Définition 5.2 Condition initiale 

Soit (fo,yo) e I x K. On dit que la solution (p de (E) vérifie la condition initiale (fo,yo) si et seulement si j^pUo^^ÿT 


Définition 5.3 Problème de Cauchy 

On appelle problème de Cauchy la recherche d’une solution y : I — K d’une équation différentielle (E) vérifiant une 
condition initiale (fo,yo) e I x K fixée. 

Bio 5 | Augustin Louis Cauchy, né à Paris le 21 août 1789 et mort à Sceaux le 23 mai 1857 | 

Mathématicien français, Cauchy est, après Léonhard Euler (voir 1 page 
29), et avec près de 800 publications, le mathématicien le plus pro- 
lifique de l’histoire des mathématiques. Il fut un pionnier dans diverses 
branches des mathématiques comme l’étude de la convergence et de 
la divergence des séries (notions que vous découvrirez en spé), l’é- 
tude des groupes de permutations (voir le chapitre 26, ce travail fut 
précurseur de la théorie des groupes). Il travailla sur la théorie des 
équations différentielles et fut le découvreur des fonctions holomor- 
phes. Il ne se comporta pas toujours de manière adroite avec les je- 
unes mathématiciens. Il sous-estima ainsi le travail d’Abel ou de Ga- 
lois et égara même un mémoire, pourtant capital, de ce dernier. Il fut 
enseignant à l’école Polytechnique. Son cours était d’une rigueur in- 
habituelle pour 1 ’ époque et il fut décrié au départ par ses élèves et ses 
collègues. Il allait néanmoins devenir une référence pour tout travail 
en analyse au 19 ème siècle. 



5.3.2 Résolution de l’équation différentielle homogène normalisée 

Théorème 5.4 OOO Fondamental : résolution de l’équation différentielle homogène normalisée 

On suppose que : 

LJ est un intervalle de IR. 

a est une fonction continue définie sur I et à valeurs dans K. 

Alors les solutions de l’équation différentielle homogène normalisée : 


I | V f e I, y 1 (t) + a (t) y (t) - 0 

sont données par les fonctions 



( I — » IR 
t ~ ae- A( « 

où a e K et où A est une primitive de a sur I. 


E 

«(E) = {f '-*• ae -Atf) | a g IK} 


Démonstration Nous verrons dans le chapitre 13 que toute fonction continue sur un intervalle I de IR possède une primitive sur 
cet intervalle (voirie théorème 13.30 page 531). 

1. Cherchons une solution de (E). Comme 
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intervalle. 


CD 

CD » est continue sur I, 

on peut affirmer que a possède une primitive A sur I. Considérons la fonction ipi donnée par 

f I — * K 
<Pl : j t „ e -A(f) 

(pi est clairement dérivable sur I comme composée de fonctions dérivables. De plus, si tel, 

(pi (Q = -A'{t)e~ AW 
= -a{t)e~ Mt \ 

Par conséquent (p'j (f) + a(f)( pi ( t ) = -ait) e -A(0 + a(f)e _A(t) = 0 et <p i est bien solution de (E). 

2. Montrons maintenant que toutes les autres solutions de (E) sont proportionnelles à celle ci. Soit cp : I — IK une autre solution 
de (E). Comme ipi ne s’annule pas sur I, le quotient CjÇ est défini sur I. Si nous prouvons que la dérivée de ce quotient est 
identiquement nulle sur I, alors, d’après le théorème 4.3, la fonction CjÇ est constante sur I et il existe a e IK tel que, pour 
tout tel , = a ce qui prouve bien que les deux fonctions sont proportionnelles. Calculons donc . Ce quotient est 

dérivable sur I car c ’est un quotient de fonctions dérivables sur I. De plus, pour tout tel, 

(;jr) = ( <pgA ) W 

= (p'(f)e A(t) + a(flcp(f) e A(t) 

= ((p'M + aWcpU))^ 0 

= 0 


car (p est une solution de (E). Le théorème est donc démontré. 

I Remarque 5.3 Avec les notations de cette dernière proposition, remarquons que si (p est une solution non nulle de (E) 
alors il en est de même de Àcp où À g K. Réciproquement, toute solution de (E) est proportionnelle à (p. Sk(E) possède 
une structure de droite vectorielle. 


Exemple 5.1 Résoudre 


(E): y' — 2ty - 0 

(E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre sans second membre 
| ^ ^ ^ 2t P oss ®^ e des P r i m iti ves sur IR. Une d’entre elles est donnée par A : 

tion du théorème précédent, les solutions de (E) sont les fonctions : 


normalisée. La 
IR — ► IR 


fonction a : 
Par applica- 


J IR — ►IR 
| t 1 — ► txe^ 


où a e IR. 


Proposition 5.5 V 

Soient I un intervalle et a une fonction continue définie sur I, fo e I et yo e K- Alors il existe une et une seule solution du 
problème de Cauchy l’équation différentielle 

tel, y' {t) + a(f)y(f) = 0 (E) 

vérifiant la condition initiale Uo» yo) (c’est à dire telle que y (fo) = yo)- 


Démonstration 
Existence Posons : 


J I — ► K 

(P '| t M yo ex p( _ /fQ u(w)dw] 

Remarquons que t — a{u)du est la primitive de a sur I qui s’annule en tg. Par application du théorème précédent, cp est 
solution de (E). Déplus, 

ip(fo) = yoexp|-J^ a(M)dwj = y 0 . 

Par conséquent, (p vérifie bien la condition initiale (p (fo) = yo- 
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Figure 5.2 - Graphes de quelques solutions de (E) 


Unicité Soit ip une autre solution de E qui vérifie la condition initiale (fo.yo)- Par application du théorème précédent, <p et \p sont 
proportionnelles : 

3c € K, ip = ap. 

- Si yo = 0 alors cp est la fonction nulle et il en est donc de même de \p. On a donc bien ip = <p. 

- Sinon, si yo / 0, on a 

yo = V (fo) = «P (to) = cy 0 

ce qui amène, en divisant les deux membres de cette égalité par yo que c = 1 et donc, là encore que \p = (p. 

Remarque 5.4 Avec les hypothèses de la proposition précédente : si fp G I, 


S k (E) = 


P^-J t «(w)dwj | ce K j 


La solution prenant la valeur j/q en to est exactement f >->• yo exp a(w)duj . 


I Remarque 5.5 Si une solution s’annule en un point, alors elle est nulle sur IR tout entier. 
Si une solution est non nulle en un point, alors elle ne s’annule jamais. 


5.3.3 Résolution de l’équation différentielle normalisée avec second membre 

/Proposition 5.6 N ' 

Considérons l’équation différentielle : 

vtel, ÿm + a{t)y{t) = bm (E) 

On suppose que : 

© I est un intervalle de IR 

(© 2 ^) a et b sont des fonctions continues sur I à valeurs dans K. 

© ipo : I — IR est une solution particulière de (E). 

alors les solutions de (E) sont les fonctions de la forme ipo+ip où (p est une solution de l’équation différentielle homogène 
associée 

Vtel, y'(t) + ay (t) = 0 (H). 

Autrement dit : toute solution de (E) est somme d’une solution ip de l’équation homogène (H) associée à (E) et d’une 
solution particulière cpo de (E) 

Sk (E) = {cp 0 + (p | cp e Sk (H)} = ip 0 + S« (H) 
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Démonstration 

- Soit (p : I ->• K 
(E) . En effet : 


• solution de l’équation homogène (H) associée à (E). On a donc (p' + aip = 0. La fonction cpp + cp est solution de 


(<po + <p) / + «(‘Po + ( p) = (Po + (p' + a<P0 + C«p 

= (iPo + a(po) + (cp'+a(p) 



- Réciproquement, soit ip une solution de (E). Montrons qu’il existe (p e S« (H) tel que ip = (po + cp. Cela revient à montrer que 
\p - (po est solution de (H). On vérifie que c’est le cas car : 


(\|/-(p 0 )' + a(\|/-cp 0 ) 


(\|/ - mp) - (<pg - atpo) 



Exemple 5.2 Résolvons sur I = IR, l’équation différentielle 

ÿ +ty= t (E) 


Par application du théorème 5.4, les solutions de l’équation homogène : y' + ty — 0 sont les fonctions (p a : IR — IR, t —>■ 

_ f 2 

ae "2" où a e IR. Une solution évidente de (E) est la fonction constante : cp : t i — 1. D’après le théorème précédent, les 
solutions de (E) sont les fonctions : 

f IR — * IR 


Ÿ “ : t f 


_£ ; a g IR. 
1 + ae 2 


5.3.4 Détermination de solutions particulières 

Superposition des solutions 


Proposition 5.7 <? Principe de superposition des solutions 

Soient a, b, b\, &2 quatre fonctions définies et continues sur I telles 
différentielles 

Vtel, /(f) + a(f)y(f) = fe(f) 
Vfel, /(f) + a(f)y(f) = Mf) 
Vf G l, + a(/)y(f) = bi (f) 

Si yi et y2 sont des solutions particulières respectivement de (Ei) et (E2) 
de (E). 

que b - b\ + b 2 . On considère les équations 
(E) 

(EU 

(E 2 ) 

alors y = yi + y2 est une solution particulière 

Démonstration En effet : 


(yi + y2)' + «y(yi + y2) = y[ + ayi+/ 2 + ay2 

h 

b 2 

= bi + bz 


= b 


Trois cas particuliers 


("Proposition 5.8 

1 

Soient a G IK et P un polynôme de degré n à coefficients dans K. L’équation 

VfGl, y'(f)+ay(f) = [?(ÔJ 

(E) 

admet comme solution particulière : 


• Un polynôme de degré n + 1 si a = 0. 


• Un polynôme de degré n sinon. 



Démonstration 
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- Si a = 0, une solution de (E) est donnée par une primitive de P. Le polynôme P étant de degré n, cette primitive est nécessairement 
de degré n+ 1. 

- Si a / 0, commençons par traiter le cas où P est donné par P (t) = Af” avec À e IR et n e N. Cherchons une solution de (E) sous la 

forme cp : t « a k t k où pour tout k e [0, n] , a,- e K. On a : 


(p est solution de (E) 

=> J^ka k t k ~ 1 +aJ^a k t k = \t n 
fc= 1 fc= o 

n-l n 

=> ^ (A:+ l)a fc+1 r fc + a ^ a fc f fc = Àf" 

fc=0 k=o 

=» a.a n t n + [(.k + 1) <x k+ i + a.a k ) t k = \t n 

k= 0 


J a.a „ = À 

^ lVfce|0,B-l], (A:+l)a fc+1 + a.a fc = 0 P ' 
=» a„= - etVfce [0,n-l], ct fc = - (*;+ 1) — 


identification 

tra/O 


Réciproquement, si les coefficients de (p : t « T, k _ Q 0L k t k sont donnés par les relations précédentes, on vérifie que cp est une 
solution de (E). On prouve ainsi que (E) possède une solution polynomiale de degré n dans le cas où P est un monôme de degré 
n. Traitons maintenant le cas général. On suppose que P est donné par P [t] = LjJL 0 Aj. t k où : Vfc e [0, nj , \ k e K. Considérons 
les n + 1 équations : 

y' + ay = A 0 (E 0 ) 

y' + ay = Ait (Ei) 

y' + ay = A 2 1 2 (E 2 ) 

y' + ay = \ n t n (E n ) 


Compte tenu de ce qui vient d’être prouvé, pour tout k e [0, n\ , (E*-) admet une solution polynomiale q> k de degré k si \ k f 0 et 
la solution nulle sinon. Par application du principe de superposition, on peut alors affirmer que (p = (po + <Pi + • ■ • + <Pn est solution 
de E. Comme P est de degré n, cp n est différent de 0 et q> n est nécessairement de degré n. Le polynôme ip est donc clairement 
de degré n. 

Remarque 5.6 Pour montrer la puissance de l’algèbre linéaire (à venir), voici comment on pourra démontrer cette 
propriété : 

Pour a ^ 0, on considère l’application / de IK n [X] dans lui-même défini par /(P) = P' + aP. On a deg(/(P)) = degP. On 
en déduit que Ker / = {0}. / est injective donc surjective. Ce qu’il fallait démontrer. 


Proposition 5.9 

Soient P un polynôme de degré n, m e K et a une fonction continue sur I. Soit a e K, l’équation 


Vf el, 


j/ (f) + a y (f) = P (f) e m> 


(E) 


admet une solution particulière sur I de la forme t — > • Q (f) e mt où : 

• Q est un polynôme de degré n si a + m ^ 0 

• Q est un polynôme de degré n + 1 sia+m = 0. 


Démonstration Considérons \p : I — IK et q) : I — K, t « \ye~ mt . Montrons que \p est solution de (E) : y 1 + ay = Pe mt si et 
seulement si (p est solution de (E)' : z'+ (a+ m) z - P. Ceci prouvera la proposition. En effet, d’après la proposition précédente, (E') 
possède une solution particulière q>o qui est un polynôme de degré n si a + m ne s’annule pas ou un polynôme de degré n+ 1 si 
a +m s’annule. Par conséquent \|/q : I — K, t — » q>oe mt est une solution particulière de (E). On a : 


ip est solution de (E) 

=> y tel, \y' lt) + a\yt,t) = P(t)e mt 

=> Vtel, q>' ft)e mt + mipft) e mt + aq>ft)e mt = P{t)e mt 
=> Vtel, <p' (t) + (a + m) (p (t) = P (f) car exp ne s’annule jamais 
=> q> est solution de (E') 

Réciproquement, par des calculs analogues, on vérifie facilement que si q> est une solution de (E') alors \p est une solution de (E). 
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| Remarque 5. 7 Cette technique s’appelle un changement de fonction inconnue. 



Réciproquement, si ce système admet un couple solution ( pi , P2) alors cpo : t ■— pi cos (co t) + P 2 sin (w t) est solution de (E) . 

Mais le déterminant de ce système est 1+w 2 / O et le système possède toujours un couple solution (voir proposition 2.21 page 75). 
L’équation (E) admet donc toujours une solution de la forme indiquée. 


Exemple 5.3 Résolvons sur l’intervalle I = R, l’équation différentielle 

y' + j/ = 2e x +4sinx + 3cosx. 

Par application du théorème 5.4, l’équation homogène y' + y = 0 admet comme solutions les fonctions (p a : IR — IR , x — - 
<xe~ x avec a e IR. 

Une solution évidente de y' + y - 2e x est y\x^e x . 

D’après la proposition 5.10, on peut chercher une solution particulière de y' + y = 4sinx + 3cosx sous la forme cp : 
x — *• cxcosx+ (3sinx. On vérifie alors que (p est solution de cette équation si et seulement si a = -1/2 et (3 = 7/2. Par 
application du principe de superposition, les solutions de (E) sont les fonctions x • 1 12 cos x+ 7/2sinx+ e x + ae~ x où 
ae IR. 


Méthode de variation de la constante 

Soient a, b deux fonctions continues définies sur I et à valeurs dans K. Considérons l’équation différentielle : Vf e 
I» y' (t) + ay (t) = b (t) (E). Pour déterminer une solution particulière de (E) : 

i|| On peut déterminer tout d’abord une solution non nulle de l’équation homogène associée à (E). Une telle solution 
est de la forme t >—■ c e -At0 où A est une primitive de a sur I et où c e IK* . 

On cherche alors une solution particulière de (E) sous la forme : Vf e I, \j/(f) = c(t) e _A(0 où c est une fonction 
dérivable sur I. On a l’équivalence suivante : 

\p est solution de (E) o V t e I, c' ( t) e~ AW = b ( t) . 
iÿf Le calcul de \p est donc ramené à celui de c, c’est-à-dire à celui d’une primitive de b e A sur I. 
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Corollaire 5.11 

Soient a et b deux fonctions continues définies sur I, to e I et yo e IK. Alors il existe une et une seule solution de 
l’équation différentielle : 

Vfel, (t) + a(t)y(t) = b(t) 

vérifiant la condition initiale (to, yo) (c’est à dire telle que y (fo) = yo). 

Démonstration Les solutions de (E) sont de la forme \|/ = tpo + acp où : 

- ipo est une solution particulière de (E). Celle-ci existe en vertu de la méthode de variation de la constante. 

- ip est une solution non nulle (et qui ne s ’ annule donc jamais ) de 1 ’ équation homogène associée à (E) . 

- a € K est un scalaire. 

- (po+o«p vériûe la condition initiale (to, yo) si et seulement si ((/ ( fo) = yo ou, autrement dit, si et seulement si a = (yo -<Po (toi) /<p(fo) 
ce qui prouve à la fois 1 ’ existence et 1 ’ unicité d ’ une solution à ce problème de Cauchy. 

Exemple 5.4 Résolvons (E) : y' + 2 ty = e 1-1 * . L’équation sans second membre associée à (E) est (Eo) : y' + 2ty = 0. 

La fonction a : t 2t est continue sur IR et possède donc une primitive sur IR donnée, par exemple, par A : t >->■ t 2 . Par 
application du théorème fondamental 5.4, les solutions de (Eo) sont les fonctions : 


où a e IR. 

Utilisons la méthode de variation de la constante pour déterminer une solution particulière de (E). Cette solution est de 
la forme t i — c e~^ où c est une primitive de t i — • b(t) e A(t) = e t_f2 e* 2 = e f sur IR. Une telle primitive est t — > > e 1 . Par 
conséquent t — «• e l e~ t2 = e f_(2 est une solution particulière de (E) et les solutions de (E) sont de la forme : 

(e f + a)e _f2 


où a e IR. 



Figure 5.3 - Graphes de quelques solutions de (E) 


5.3.5 Cas général 

On suppose ici que I =]a,|3[ où a et P sont des éléments de IR tels que a < P ( on peut avoir a = -oo ou P = +oo). Soient a, 
b etc trois fonctions continues sur I, à valeurs dans IK et soit J un sous intervalle de I sur lequel a ne s’annule pas. 

On considère l’équation 

tel, a(t)ÿ(t) + b(t)y(t) = c(t) (E). 

Pour tout t e J, on peut normaliser (E) en l’équation 

VteJ y' (t) + —y(t) = — (N) 

n(t\ n( 
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Plan 5.1: | Pour résoudre (E) sur (I) | 

1 On résout 1 ’ équation homogène associée à (N) sur les sous-intervalles J de 1 sur lesquels a ne s ’ annule pas. 

2 On cherche une solution particulière de (N), ce qui nous permet de résoudre complètement (N) sur ces sous- 
intervalles. 

3 | Analyse | Toute solution de (E) sur un des sous intervalles J de I sur lequel a ne s’annule pas est 

solution de (E) sur ce même sous intervalle. On étudie alors comment raccorder ces solutions en 
un point to où a s’annule. Pour ce faire : si (pi est une solution de (E) sur Ji =]a', îo[ et si (p 2 est 
solution de (E) sur J 2 =] fo.P'l (a(t 0 ) = 0), pour que (pi et (p2 se raccordent en f 0 , il est nécessaire 
que : 

1. cpi et cp2 aient une même limite l en to- 

2. La fonction (p définie sur ] a', p' [ par (p|ij = (pi , (p|i 2 = (p2 et (p(ù) = l soit dérivable en b. 

| Synthèse | Il faut par ailleurs vérifier que la fonction (p ainsi construite est bien solution de (E) sur 

]a',p'[. 


Exemple 5.5 Résolvons sur I = IR l’équation différentielle : 

(E) : Vf el, (l-f)y'(f)-y(f) = t 

Normalisons (E). Nous obtenons l’équation : 

(N): Vfeliul 2l y'(f) - ~ ~ 


où Ii = ]-oo, 1[ et I 2 = ] 1, +oo[. L’équation homogène associée à (N) est : 

(H): Vfeliul 2 , y'(f)- ^y(f) = 0 

{ J [J^ 

^ ^ i . On a : 

Il est un intervalle de IR 
a est continue sur Ii . 

Par application du théorème de résolution des équations différentielles homogènes du premier degré, on peut 
affirmer que les solutions de (H) sont les fonctions de la forme : 

j Ii — * IR 

q>ai 1 t — aie- A( « 

où A est une primitive de A sur Ii et où ai e IR. Une telle primitive est donnée, par exemple, par A : 
| ^ P . Par conséquent, les solutions de (H) sont de la forme : 


où ai e IR. On montre de la même façon que les solutions de (H) sur I 2 sont de la forme 

J h — K 


■(%} Par la méthode de variation de la constante, identifions une solution particulière ipi de (N) sur L. \pi est de 

f Ii — ► R 

la forme : (pi : t x(t) où À est une primitive de t — -^~ t er = t . Une telle primitive est donnée, par 


exemple, par f >— • L. et 
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Les solutions de (N) sur L sont somme de cette solution particulière de (N) et d’une solution générale de l’équa- 
tion (H) et sont donc de la forme : 



où ai e IR. On prouve de même que les solutions de (N) sur L sont de la forme : 


I 2 


IR 

W^t) 


où 02 e IR. 

3 | Analyse | Cherchons s’il existe des solutions de (E) définies sur IR. Supposons qu’un telle solution Ç 

existe. On doit avoir : 

• (|[, doit être solution de (N) sur L et donc il existe ai e IR tel que : Vf e L, Ç|p (t) = Ç ai (t) = 
ai ±f_ 

2 ( 1 - 0 ’ 

• Ç|i 2 doit être solution de (N) sur I2 et donc il existe 02 e IR tel que : Vf e I2, Ç|i 2 (f) = ( a2 (f) = 

a 2 +t z 

2(1-0’ 

• Ç est continue sur IR donc é|i, doit avoir une hmite quand f — 1 . Ceci n’ est possible que si ai = - 1 . 

• DemêmeÇ|i 2 doit avoir une limite quand f ^ 1 + . Ceci n’est possible que si 02 = -1. 

• On doit de plus avoir lirn_ = lirn Ç|i 2 (t), ce qu’on vérifie facilement. En conclusion, on doit 

. f IR — -IR 
avoir : Ç : -j ^ ^ p+p 

• Enfin, i, étant dérivable sur IR, il faut vérifier que la fonction que nous venons de construire est bien 
dérivable en 1, ce qui est ici évident. 

| Synthèse | On vérifie enfin qu’une telle fonction est bien solution de (E) en s’assurant qu’elle vérifie 
bien (E). Pour tout f e IR, on a : 


(l-fK'M-CCf) = -i(l-f) + ^ 


La seule solution de (E) définie sur IR est donc Ç 



Figure 5.4 - Quelques courbes intégrale de (EL On remarquera celle associée à Ç 
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5.3.6 Méthode d’Euler 

On considère le problème de Cauchy pour une équation différentielle du premier ordre explicite : 

W =f(t,y) 

jy(fo) = yo 

Même si l’équation différentielle est linéaire, sa résolution passe par un calcul de primitives, or on ne sait calculer que 
très peu de primitives. Lorsque l’équation différentielle est non-linéaire, il est en général impossible de déterminer la 
solution explicite du problème de Cauchy. On a recours à des méthodes numériques de calcul approché de solutions. La 
plus simple de ces méthodes est la méthode d’Euler qui se base sur une idée géométrique simple. 

L’idée est d’approximer la dérivée de y au point t par un taux d’accroissement : 

ou de manière équivalente, d’approximer la courbe de y par sa tangente en îq. Comme ~^° + ^ — ZiM ~ /(r 0 ,y 0 ), on 
en déduit que y(fo + h) ~ yo + /(fo.yo)- Connaissant la valeur de y en to + h, on peut recommencer pour obtenir une 
approximation de y(fo + kh). 

yn+\ = yn + hf(t 0 + nh,y n ) 

Le réel y n est une approximation de y(fo + nh). On peut travailler entre les temps îq et t\ et subdiviser l’intervalle [fo. h 1 
en m subdivisions régulières de pas h — {t\ - to)lm 



5.4 Équations différentielles linéaires du second ordre 

5.4.1 Vocabulaire 
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0,0 0,25 


0,5 


0,75 


1,0 


Figure 5.5 - La méthode d’Euler appliquée au problème de Cauchy y' - ty - t e t y (0) = 1. En trait plein, on reconnaît 
la solution t<-*— 1 + 2e~ l 12 de ce problème et en trait pointillé la solution approchée calculée avec la méthode d’Euler 


^Définition 5.4 Equation différentielle linéaire du second ordre ^ 

Considérons trois scalaires a, b , ce K avec a # 0 ainsi qu’une fonction d : I — K. 

- On appelle équation différentielle du second ordre une équation différentielle de la forme 

Vfe I, a y" {t) + b y' {t) + c y{t) = dit) (E) 

- Une solution de cette équation différentielle est une fonction / deux fois dérivable sur I, à valeurs dans K et vérifiant 

y tel, af"lt) + bf'it) + cf(t) = dlt) 

- Résoudre, ou intégrer l’équation différentielle (E) revient à déterminer l’ensemble des fonctions qui sont solutions de 
(E). On notera Sk(E) cet ensemble. 

- Le graphe d’une solution / de (E) dans un repère (O du plan est une courbe intégrale de (E). 

Si la fonction d est identiquement nulle sur I , l’équation différentielle (E) est dite homogène ou sans second membre. / 


I Remarque 5.9 Si l’équation différentielle linéaire du second ordre (E) est homogène, on vérifie facilement (Exercice !) 
que toute combinaison linéaire de solutions de (E) est encore solution de (E) (si (p et ip sont éléments de Sk(E) alors il 
en est de même de acp + |3\p pour tout couple (a, p) dans K. Sk (E) possède donc une structure d’espace vectoriel sur K. 


Définition 5.5 V Équation caractéristique 

L’équation complexe a X 2 + b X+ c = 0 est appelée équation caractéristique de l’équation différentielle (E). 


Définition 5.6 Ç? Condition initiale 

Soit (fn.yo.yi) £ I * IK x K. On dit que la solution ip de (E) vérifie la condition initiale (fo.yo.yi) si à la fois ip(to) = yo 
et (p'(f 0 ) = yi. 


5.4.2 Résolution de l’équation différentielle homogène du second ordre dans C 


Lemme 5.12 

Soient a, b , ce C avec a / 0 et (E) l’équation différentielle 

VfeM, ay" (t) + by 1 it) + cy {t) = 0. 

Pour tout complexe r, la fonction (p r : t •-» e n est solution de (E) si et seulement si r est solution de l’équation carac- 
téristique associée à (E) : a r 2 + b r + c = 0. 
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Démonstration Soit r e C. On a : 


la fonction exponentielle ne s’annule 


= 0 alors on vérifie facilement que cp r i 


Remarque 5.10 Avec les notations du lemme précédent, on remarque que si r\ et 
l’équation caractéristique associée à (E) alors t >— • e n 1 et t >->• e rit sont solutions de (E 
précédente, on en déduit que toute combinaison linéaire t • ae ri 1 + fie r2t où a, P e K e 
théorème suivant permet d’affirmer que toutes les solutions de (E) sont de cette forme. 


nt permet d’affirmer 


associée à (E) alors t >—■ e ri 1 et t >— • e rit 
|ue toute combinaison linéaire t — ► ae ri 1 
l’affirmer que toutes les solutions de (E) 


arque que si ri et r2 sont des racines distinctes de 
jnt solutions de (E). Par application de la remarque 
f>e rzt où a, P e K est encore une solution de (E). Le 
>nt de cette forme. 


Théorème 5.13 Wv> Résolution d’une équation du second degré à coefficients constants dans C 

Considérons a, b, ce C avec a / 0 ainsi que (E) l’équation différentielle donnée par : 


Notons A le discriminant de son équation caractéristique. 

1 Si A ^ 0, l’équation caractéristique de (E) possède deux racines distinctes n et r2 et les solutions de (E) sont les 


où a,peC. 

2 Si A = 0, l’équation caractéristique de (E) admet u 


e double r et les solutions de (E) sont les fonctions 


Démonstration Nous allons à nouveau effectuer un changement de fonction inconnue. Soit z une fonction deux fois dérivables 
sur IR et à valeurs dans C. Notons ri e C, une des deux racines de l’équation caractéristique de (E). Considérons f la fonction donnée 

par:/:j ^ ^ * z(t)e r i f • La fonction f est elle aussi deux fois dérivable sur IR et pour tout t e IR, on a : 

fit) = z(f)e rit 

fit) | [z' if) + nzifj)e nt 

fit ) - [z"lt)+2nz'lt) + rfzit))e nt 


afit) + bfit) + cfit) 


; it) + (2 ar\ + b) z‘ it) + \ar{ + br\ ■ 


En conclusion, f est solution de (E) si et seulement si, la fonction exponentielle ne s’annulant jamais, z' est solution de : 

(e ri ): ay r + (2ari + b) y = 0 

Notons A le discriminant de l’équation caractéristique associée à (E). 

• Si | A f 0 | : Alors l’équation caractéristique possède deux racines distinctes ri et rz e C. 

Considérons 1 ’ ensemble srf - { t — ai e n f + (*2 e n f | ai , 1x2 e C} et montrons que (E) . Pour ce faire, nous allons effec 

un raisonnement par double inclusion : 

| c | Par application du lemme précédent, il est clair que t — e nt et t — e r2t sont éléments de Sc(E). Par conséquent h 
combinaison linéaire de ces deux fonctions est encore élément de Sf_ (E) ce qui prouve la première inclusion. 
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| z> | Réciproquement, soit / e Sç (E) . Alors, compte tenu de ce qui a été fait précédemment, si z est la fonction donnée par V f e 
IR, z (?) = f (t) e~ nt , z! est solution de (e ri ) : ay' + (2ar\ + b) y = 0. Mais, comme r\ + r 2 — —~,il vient 2ar\ + b ~ r\ - r 2 

et (e ri ) s’écrit : (e ri ) : aÿ + (ri - rzly = 0. Appliquons la théorie des équations différentielles linéaires du premier degré 

à cette équation. Les solutions sont de la forme : y a : t —> ae _ * ri_r2 ^ avec a e C , et donc z est une primitive d’une de ces 
fonctions : 

apeC, Vf eR, z{t) = —e~ in ~ r2)t + $. 

n-n 

Compte tenu de la définition de z, on a bien prouvé qu’il existe ai (= P) et a2 (= - n - r2 ) tels que : 

Vf e IR, f{t) = a\e rit + a 2 e r2t 

• Si | A = 0 | ; L’équation caractéristique possède donc une racine double rq. Dans ce cas, 2arq + b - 0 et donc f est solution de (E) 
si et seulement si z' est solution de (e ro : y' = 0), c’est à dire si et seulement si J' = 0. De z" = 0, on déduit qu’il existe a et 

P e C tels que : Vf e IR, z (f) = af + p. Compte tenu de la définition de z, on peut alors affirmer que f est solution de (E) si et 

seulement si : Vf e R, /(f) = (af + P) e rt . 

Remarque 5.11 Les solutions de (E) s’expriment comme combinaisons linéaires de deux fonctions non proportion- 
nelles. Si on note A le discriminant de l’équation caractéristique associée à (E), ces deux fonctions sont : 

• f-* e nt et t ■— e r2t dans le cas où A ^ 0. 

• f>— e rt et f 1 — • te rt dans le cas où A = 0. 

L’ensemble des solutions Sc(E) possède donc une structure de plan vectoriel. 

Exercice Prouver la non proportionnalité des fonctions en question. 


Proposition 5.14 

Soient (fo, yo, yi) £ I x C x C. Soient a, b, ce C avec 0 et (E) l’équation différentielle : 

VfeR, ay" [t] + by 1 (t) + cy (t) = 0 

Il existe une unique solution (p de (E) vérifiant les conditions initiales (fo.yo.yi), c’est à dire telle que à la fois cp(fo) = yo 
et cp'Uo) = yi- 


Démonstration On va faire la démonstration dans le cas où le discriminant de l’équation caractéristique associée à (E) est non 
nul. Dans le cas où ce discriminant est nul, la démonstration est identique. Les solutions de (E) sont les fonctions : q) : R — ► C, f ■— 
t'i e r ' 1 + C 2 e' 2t où r\ et rz sont les deux racines de l’équation caractéristique et où c i et C 2 sont des complexes. Montrons qu’il 
existe une et une seule solution cpo vérifiant les conditions initiales : ipo(fo) = yo etcpg(fo) = yi- Le couple (Ci,C2) doit être le couple 
solution du système : 

f xe n to + ye r2 to = y 0 
\xrie nt0 + yr 2 e rzt0 = yi 

Ce système possède bien une et une seule solution car son déterminant 

I S* Sto | = r 2 e tri+r2)f ° - rie tri+r2)So = (r 2 - ri) e^ n+r2>t ° 
est non nul. Ce qui prouve la proposition. 


5.4.3 Résolution de l’équation différentielle homogène du second ordre dans IR 


Théorème 5.15 WÇ? Résolution des équations différentielles du premier ordre dans IR 

Considérons a, b, c £ IR avec a/ 0 ainsi que (E) l’équation différentielle donnée par : 

VfeIR, ay"(f) + by'(f) + cy(f) =0 
Notons A le discriminant de l’équation caractéristique associée à (E). 

- Si A > 0, l’équation caractéristique de (E) possède deux racines réelles distinctes ri et r 2 et les solutions de (E) sont 
les fonctions : 

f IR — ►IR 

t _ ae rit + f>e r2t 


où a, P £ IR. 
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- Si A = 0, l’équation caractéristique de (E) admet une racine double r et les solutions réelles de (E) sont les fonctions : 


<Pa - p: { t ~ (af + p)e rt 


où a, P g IR. 

- Si A < 0, l’équation caractéristique de (E) admet deux racines complexes conjuguées r + /eu et r - /ou et les solutions 
réelles de (E) sont les fonctions : 


I R — ►IR 

f , — > [occos(cuf) + psin(cuf)] e rt 


où a, P e IR. 


Démonstration 

- Les deux premiers cas se traitent comme dans le cas complexe. 

- Supposons que le discriminant soit négatif et donc que l’équation caractéristique de (E) possèdent deux racines complexes 
conjuguées : r ± iw e C. Par application du théorème complexe 5.13 page 211, les solutions de (E) sont de la forme t 
Xi e (r+to}t + A2e (r-to}t 0 £ Xi,À 2 e C. Les fonctions t « e rt coswf (Ai = 1/2, A 2 = 1/2) et t<-~ e rt sinwf (Ai = 1/2, À 2 = -1/2) 
sont donc solutions de (E) ainsi que toutes leurs combinaisons linéaires. Réciproquement, si (p est une solution réelle de (E), 
alors il existe À| ,À 2 e C tels que cp s’écrit cp : f — ► Aie^ r+ ‘ w ^ + A 2 e^ r_,ü> ^ f . Comme f est réelle, elle est égale à sa partie réelle et 
il vient : 


Mf) 


f+f 


I( Xie (r+Zo)t 

+ A 2 e {r ~ i(0) c + h e {r+i(0) c + Â 2 e (r+ 

i ((Ai + Â 2 ) e 1 

(r+/u>) * +-(Xj4, A 2 ) e tr_( “) f ) 

i((Ai + Â 2 )e' 

ir+iui) ! + (Aj + ÿ 2 ) 

Re((Ai + Â 2 )< 


Re(Ai+Â 2 )e' 

coswf + Im(Ai + Â 2 ) e rt sinwf 

cxeR 

' peR " 


Ce qui prouve la formule annoncée. 

| Remarque 5.12 Dans le cas réel, Sr (E) est encore un IR-espace vectoriel de dimension 2. 

I Exemple 5.6 Résolvons dans IR l’équation différentielle y" - tu 2 y où ou g IR*. Son discriminant réduit est tu 2 > 0. 
Les racines de l’équation caractéristique sont donc +cu et les solutions de l’équation différentielle sont les fonctions : 
t >— ae“ x + pe _U);i: avec a, P g IR. 

I Exemple 5.7 Résolvons maintenant, toujours dans IR, l’équation différentielle y" = -cu 2 y où w g IR*. Son discriminant 
réduit est eu 2 < 0. Les racines de l’équation caractéristique sont ±io> et les solutions de l’équation différentielle sont les 
fonctions : t >— a cos (eux) + P sin (eux) avec a, P g IR. 


5.4.4 Équation différentielle du second ordre avec second membre 

On considère dans toute la suite une équation différentielle du second ordre à coefficients complexes 
VfGl ay” + by' [t) + cy(t) = d (/) (E) 

où a, b , ce C, a ^ 0 et d : I — €. On admettra les résultats suivants : 


Proposition 5.16 O 

Toute solution de (E) est somme d’une solution particulière de l’équation homogène associée à (E) et d’une solution 
particulière de (E). 
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Proposition 5.17 Cas où d est une fonction polynomiale 

On suppose que d est une fonction polynomiale. Alors (E) possède une solution particulière de la forme : 

- Q si c ï 0. 

- tQ si c = 0 et ^ 0 

- t 2 Q si b - c = 0. 

où Q est une fonction polynomiale de même degré que P. 


Proposition 5.18 Casoùd = Pe mf 

On suppose que d est de la forme d : t P (t) e mt où P est une fonction polynomiale et où m e C. Alors (E) possède 
une solution particulière de la forme : 

- Q si m n’est pas une racine de aX 2 + bX + c = 0 

- fQ si m est une racine simple de aX 2 + bX + c - 0 

- f 2 Q si m est une racine double de aX 2 + bX + c = 0 

où Q est une fonction polynomiale de même degré que P. 


Proposition 5.19 Cas où d est une combinaison linéaire de fonctions sin et cos 

Soient r\\,r\2,a,b,c,m e IR avec co ^ 0. L’équation 

Vf e I, ay" ( t ) + by' {t) + cy (t) = jj^o^wr^M^ùUwfJ (E) 
admet une solution particulière sur I de la forme t —► pi cos (co t) + p2 sin (co t) où pi , p2 e R. 


Démonstration Soit (po : t — m cos(cof) + p2 sin (co t) . On a la série d’équivalences : 

(po est solution de (E) 

<=> Vf el, a(j)Q ( t) + Ù(()q ( f) + expo ( f) = q i cos (w f) + r] 2 sin (w f) 

<=> Vf e I, ((l - en 2 ] pi + wp 2 ] cos (wf) + [[l - co 2 ] p 2 - wpi] sin(wf) = rp cos (wf) + rp sin(cof) 

. . j(l-w 2 )pi+wp 2 = ni 
(— wpi + (l-0) 2 )p 2 =T)2 

Le déterminant de ce système est (l - w 2 ) + w 2 f 0 et le système possède toujours un couple solution. L’équation (E) admet donc 
toujours une solution de la forme indiquée. 

Exemple 5.8 Résolvons (E) : y" -y' - 2y = 3e _f + t dans IR. Le discriminant de l’équation caractéristique associée à 

l’équation différentielle y" -y' -2y - 0 est 9. Ses deux racines sont -1 et 2. Les solutions de cette équation sont donc les 
fonctions t i — ae~ l + fie 2 '. Cherchons une solution particulière de (E') : y" - ÿ - 2y — 3e _f .Par application du critère 

5.18, comme -1 est une racine de l’équation caractéristique, il faut chercher cette solution particulière sous la forme 
t<-> ate~ l . En injectant cette fonction dans l’équation différentielle (E'), on trouve a - -3/2. Cherchons maintenant une 

solution particulière de (E") : y" -y' — 2 y = t. La forme du second membre nous invite à utiliser le critère 5.17 et 

à chercher cette solution particulière sous la forme t<-> bt + c. Par la même méthode que précédemment, on trouve : 
b - -1/2 et c = 0. Le principe de superposition nous permet alors d’affirmer que f >— • -l/2f-3/2e _f est une solution 
particulière de (E). Enfin, les solutions de (E) sont les fonctions f i — cxe~' + fie 2 ' - l/2f - 3/2e _f où a, P e IR. 


En résumé 

Les quatre points principaux de ce chapitres, à connaître parfaitement, sont : 

0 Le théorème de résolution des équations différentielles linéaires du premier ordre. 

^ La méthode de variation de la constante. 

Le théorème de résolution des équations différentielles linéaires du second ordre à coefficients complexes. 
^ Le théorème de résolution des équations différentielles linéaires du second ordre à coefficients réels. 


Ce chapitre utilise de nombreux résultats du cours d’analyse. Le diagramme suivant explique la filiation du théorème 
fondamental donnant les solutions d’une équation différentielle linéaire du premier ordre. 
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On peut encore faire le lien avec les différents chapitres du programme : 
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5.5 Exercices 


5.5.1 Équations différentielles linéaires du premier ordre 


Exercice 5.1 Ç? 


Résoudre sur IR les équations différentielles suivantes : 


1. y' + y = cosx + sinx 

4. y' + 2 y=e 2x 

2. y'-3y = 2 


5. y' + y- sin2x 

3. y' -2x y- 

shx-2xchx 

6. y' -5 y=e 5x 

Solution : Après avoir résolu l’équation homogène, on cherche une solution particulière. Si celle-ci n’est pas évidente, 
on utihseici un des critères 5.8, 5.9 ou 5.10 ainsi que le principe de superposition 5.7. 

1. (p a : IR — *• IR, 

X 1 — sin(x) +ae~ x \ a g IR 


2. (p a : IR — IR, 

x~ -2/3 + ae 3 4 *; cceIR 


3. (p a : IR — IR, 

x~ ae x +chx; acIR 


4. (p a :IR — IR, 

x^[H4e ix + o)e~ 2x -, acIR 


5. (p a : IR — IR, 

x>-» -2/5cos(2x) + l/5sin(2x) + ae _f ; 

a£ IR 

6. (p a : IR — 1 - IR, 

x— {x + u)e 5x -, a£ IR 



Exercice 5.2 

Résoudre sur IR les équations différentielles suivantes : 


1. y' + 2y-x 2 4. y' + y - x- e x + cosx 

2. y' + y — 2 sin x 5. y' + y = [x 2 -2x + 2) e 2 

3. y'-y=(x + V)e x 6. y' + y = sinx + 3sin2x. 


Solution : Après avoir résolu 1 ’ équation homogène, on cherche une solution particulière. Si celle-ci n ’est pas évidente, 
on utihseici un des critères 5.8, 5.9 ou 5.10 ainsi que le principe de superposition 5.7. 

1. (p a : IR — *• IR, 

X 1 — 1/4- l/2x+ l/2x 2 +ae~ 2x ; cxeIR 

2. (p a : M — IR, 

x •—* — cos (x) + sin (x) + ae~ x ; a £ IR 

3. ip a : IR — *• IR, 

x*— (l/2x 2 + x + a)e x ; cxeIR 

4. (p a : IR — IR, 

x >— x— 1 - 1/2 e x + 1/2 cos (x) + 1/2 sin (x) + ae~ x ; a £ IR 

5. (p a : IR — IR, 

X 1 -*- (l/27 (26-24x + 9x 2 )e 3 * + a) e~ x ; a£lR 

6. (p a : IR — *• IR, 

x >— -1/2 cos (x) + 1/2 sin (x) - 6/5 cos (2x) + 3/5 sin (2x) + ae~ x ; a £ IR 


Exercice 5.3 ■ V H 

Résoudre sur IR les équations différentielles suivantes : 


1. (1 + x 2 )y' + 2xy - e x + x. 

2. (l + x 2 ) y' + xy- Vl + x 2 

3. y , + 2xy=e x ~^. 

4. (l + x 2 ) y' = xy + (l + x 2 ). 


5. y' + 2xy - 2xe~^ . 

6. (x 2 + 1) 2 y' + 2x (x 2 + 1) y = 1 

7. Vl + x 2 y'-y=l. 


Solution : Après avoir normalisé si nécessaire 1 ’ équation différentielle étudiée et vérifié que 1 ’ équation normahsée est 
définie sur IR, on résout l’équation homogène associée puis on cherche une solution particulière en utilisant la méthode 
de variation de la constante si celle ci n’est pas évidente. 

1. (p a : IR — IR, 

x~ eX+ \^ X 2 +a ', cxeIR 

2. (p a : M — IR, 

» ER 

3. ip a : IR — *• IR, 

x >-*• (e x + a) e~ x ; a e IR 

4. (p a : IR — IR, 

x —* . (argsh (x) + a) Vl + x 2 -, a £ IR 

5. (p a : IR — IR, 

x >— (x 2 + a) e~ x ; a £ IR 
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6. (p a : K — ►R, x- MC ^g Hn ; aeR 

7. (p a : R — R, -l + ae 3 ^ 11 *; aeR 

Exercice 5.4 Ç> 

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes : 

5. (l + cos 2 x)y'-sin2xy = cosx 

6. (x 2 + l)y' + xy= 1 
/-iSfcj-sh*. 


1. (2 + cosx)y' + sinx y= (2 + cosx)sinx. 

2. y'-y = e*sin2x . 

3. (1 + e x ) y' + e x y = 1 + e x . 

4. chx y'-shx y = sh 3 x. 


Solution : Après avoir normalisé si nécessaire 1 ’ équation différentielle étudiée et vérifié que 1 ’ équation normalisée est 
définie sur R, on résout l’équation homogène associée puis on cherche une solution particulière en utilisant la méthode 
de variation de la constante. 


1. (p a : R - R, 

2. (pcx : R — 1 ► R, 

3. ipcx : R — ► R, 

4. (Pc*: R — R, 

5. (pcx : R -*• R, 

6. (pcx : R — ► R, 

7. (pcx : R — R, 


x>— • (2 + cosx)(a-ln(2 + cosx)); aeR 
x*— -1/2 e*cos(2 x) +ae x ; aeR 
a + x + e x 

x *—*■ ; aeR 

1 + e* 

x*— chx(a + chx+ ^); aeR 
x*— -l/2e*cos(2x) + ae*; aeR 
X | — *■ argshM+a a £ R 

Vl+x 2 

x * (1 + chx) (a + ln (1 + chx))j aeR 


Exercice 5.5 ■ 

Résoudre sur les intervalles spécifiés les équations différentielles suivantes : 


1. y' + ycotanx = sinx sur]0,jx[. 

2. xy' + y = sin 3 x sur R*. 

3. x(l + ln 2 x)y'-21nx y= (l + ln 2 x) 2 . 


4. sinx y'-cosx y+ 1 = 0 sur ]0,tt[. 

5. y' + (tanx) y = cos 3 x sur 

6. v / l-x 2 y'+y=l sur ]-!,!{. 


Solution : Après avoir normalisé si nécessaire l’équation différentielle étudiée et vérifié que l’équation normalisée 
est définie sur l’intervalle spécifié, on résout l’équation homogène associée puis on cherche, si nécessaire, une solution 
particuhère en utilisant la méthode de variation de la constante. 

1. : R — >• R, x 1 — *■ 1/2jc ~ 1 s / toM (2 ^ )+0 ‘ : «eR 

2. q)(x : R — *• R, X^ l/12cos(3*)-3/4cosM+tx. aeM 

3. (pcx:R+ — R, x>-» (l + ln 2 x) (a + lnx); aeR 

4. (pcx : R — R, X 1 — +asin(x) = cosx + asinx; aeR 

5. (pcx:R — R, x>— • cos(x) (1/4 sin(2x) + l/2x + a); aeR 

6. (Pc*: R — R, x-l + ae- 3108 ^; aeR 

Exercice 5.6 Ç? 

Résoudre sur les intervalles spécifiés les équations différentielles suivantes : 

1. y'+ (tanx) y-sin2x = 0 sur]-|, ||» 4. Vx 2 -1 y' + y-l sur [1, +<x>[. 

2. sh x y' - ch xy = 1 sur R* puis sur R* . 

3. x 3 y'+4(l-x 2 )y = 0 sur R*. 5. sin 3 x y' = 2cosx y sur ]0,tt[. 


Solution : Après avoir normalisé si nécessaire l’équation différentielle étudiée et vérifié que l’équation normalisée 
est définie sur 1 ’ intervalle spécifié, on résout 1 ’ équation homogène associée puis on cherche, si nécessaire, une solution 
particuhère en utilisant la méthode de variation de la constante. 

1. (p a :R — R, x*— -2 (cos(x)) 2 + acos(x); aeR 
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2. (p a : IR — >• IR, x — ch x + ex sh (x); a e K. Le a trouvé pour Kl n’a rien à voir avec le a trouvé pour M*. 

3. (p a :R — R, x-~ae 2x ~ 2 x 4 ; aeR 

4. (p a :M — R, x— l+ae~ aischx = 1 + ” : aeR 

x + vxM 

5. (p a : R ^ R, x (xe 2(_1+cosl2;i:)rl = aexp (^rj) ! aeR 


Exercice 5.7 IÇ> 

Soit k> 0. Montrer qu ’il existe une unique condition initiale yo e R telle que la solution du problème de Cauchy 
y'-ky = sint y(0) = y 0 

soit bornée sur [0, +oo[. 

Solution : On cherche la solution générale de l’équation différentielle , avec une solution particulière de la forme 

t >-* Acos t + B sin t. On trouve que les solutions sont les fonctions : 

yU) = ~rÀ — (fcsin t + cos t) + Ce kx 
k 2 + 1 

Pour qu ’une telle solution soit bornée sur [0, +oo[, il faut et il suffit que C - 0 et alors 
y(x) = _ £2~y (fcsin î + cos î) 

qui correspond à la donnée initiale y(0) = 

Exercice 5.8 I W 

Déterminer les fonctions f : R R continues vérifiant 

Vxe R, /(x) = sinx + 2 f e x ~ t fCt)dt. 

J o 


A Attention 5. 9 Cet exercice utihse le théorème fondamental de 1 ’ analyse 1 3.29 page 53 1 . 


Solution : Soit f une telle fonction. Elle vérifie : 

Vxe R, /(x) = sinx + 2e x £ e~ c f(t)dt 

D’après le théorème fondamental de l’analyse, f est de classe sur R et Vx e R, 

/'(x) = cosx + 2f(x) + 2e x J dt = 3/(x) +cosx-sinx 

Par conséquent, f doit être une solution de l’équation différentielle 

(E) :y'-3y = cosx-sinx 

On cherche l’ensemble des solutions de (E) et on trouve 


Puisque /(O) = 0, il vient : 

et on vérifie que cette fonction convient. 


5% ={Ce 3x — cos x + - sin x} 


f(x) = -e 3x — cosx+ -sinx 

J v 7 C C C 


Exercice 5.9 

Résoudre pour un entier nÿ 1 l’équation différentielle : 

(E„) :y' + ^-y=(x+l)'V 

sur l’intervalle I =] — 1 , +oo[. 
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Solution : L’ensemble des solutions de 1 ’ équation homogène est 


5fa = {x~Ce-" x (x+l) n ; Ce IR} 


On cherche une solution particulière sous la forme 

yix)=C{x)e- nx {x+l) n 

et la méthode de la variation de la constante donne 


Une solution particulière est 


L’ensemble des solutions est donc 


C'M = 


yM = ■ 

e x (x+l) n 

n+l 


+ Ce~ nx fx + l) n ;Cei} 


Exercice 5.10 HW 

On considère une fonction a : IR IR continue et T -périodique. Montrer que pour toute solution non-nulle ip de 1 ’ équa- 
tion différentielle 

(E) :ÿ-uMy = 0 

il existe un unique réel a tel que la fonction définie par \|/(x) = e~ ax q>M soit T- périodique. 

A Attention 5.10 Cet exercice utilise le théorème fondamental de 1 ’ analyse 1 3.29 page 53 1 . 

Solution : Soit une solution tp de l’équation différentielle. Pour tout x e IR, on a 
tpCJc) = tp( 0)etf fl(0df 

Soit a e IR. La fonction \|/ donnée par \j/(x) = e~ ax q>M vérifie alors 

V / ( x + T ) _ e -aTvf* +r ait) àt 

Vix) 

Mais la fonction définie par AM = f x+r a(t ) dt est de classe io(l) sur IR d’après le théorème fondamental, et Vx g IR, 
A'(x) = a[x + T) - a(x) = 0. Par conséquent, + = e _aT+ /o T a(t) dt . On doit donc avoir 

i r T 

o= — a(t)dt 
I J o 

et on vérifie réciproquement que \|/ est T-périodique. 

Exercice 5.11 HW H 

Trouver toutes les fonctions f : [0, +oo[>-» IR continues sur l’intervalle I = [0, +oo[, vérifiant : 

Vxe]0,+oo[, 2x/(x) = 3^ f{t)dt 


A Attention 5.11 Cet exercice utilise le théorème fondamental de 1 ’ analyse 1 3.29 page 53 1 . 


Solution : Comme f est continue, par application du théorème fondamental de l’analyse, il existe une primitive F de 
f sur IR+ qui s’annule en 0. On a de plus, pour tout xelR*, la relation : 2 x/(x) = 3F (x) qui permet d’affirmer que, 

comme F est dérivable sur IR* , il en est de même de f. La fonction f est alors solution de l’équation différentielle : 

VxelR*, 2x/'(x)-/(x)=0 


et donc il existe a £ IR tel que 



sont solutions de l’équation fonctionnelle de départ. 


Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette forme 
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5.5.2 Équations différentielles linéaires du second ordre à coefficients constants 

Exercice 5.12 

Résoudre les équations différentielles (E) données par : 


1. y"-3ÿ + 2y = e t 

2. y" - 4y' + 4y = (f 2 + 1) e 2t 

3. y" + 2y' + 5 y = cos 2 1 


4. y" + y = sin2f 

5. y" + y' - 2y — sin te 1 

6. y"-4y' + 4y - e { + (3t-l)e 2t + t-2 


1. Les racines de l’équation caractéristique associée à (E) sont 1 et 2. Les solutions de l’équation générale sont les 
fonctions t<-> Ae r + B e 21 avec (A, B) e IR 2 . Comme 1 est une racine de l’équation caractéristique, on cherche une 
solution particulière de (E) de la forme : t i — ate L . On trouve a = -1. Les solutions de (E) sont les fonctions 
f-* ( A- f)e t + Be 2t avec (A, B) e IR 2 . 

2. 2 est une racine double de l’équation caractéristique associée à l’équation. Les solutions de l’équation homogène 
sont donc les fonctions t >— • (Af + B) e 2t avec (A, B) e IR 2 - On cherche une solution particulière de (E) sous la 
forme : t 2 [at 2 + bt+ c) e 2t . On trouve alors a- 1/12, b - 0 et c = 1/2. Les solutions de E sont donc les fonctions 
t ~ ( t 2 / 12 (6 + t 2 ) + At + B) e 2f avec (A, B) e IR 2 . 

3. L’équation caractéristique associée à (E) admet deux racines complexes conjuguées -1 ±2 i. Les solutions de 
l’équation homogène sont donc les fonctions t *-*■ (A cos 2 f + B sin 2 f) r . Linéarisons le second membre, on ob- 
tient : cos 2 1 = 1/2(1 + cos 2 f). Une solution particuhère de y" + 2y' + 5y = l/2cos(2f) est t —> l/34cos2f + 
2/17sin2f. Une solution particuhère de y" + 2y' + 5y = 1/2 est la fonction constante :t—> 1/10. On applique alors 
le principe de superposition et les solutions de (E) sont les fonctions t i — (A cos 2 1 + B sin 2 Z) e~ 1 + 1 /34 cos 2 1 + 
2/17sin2f + 1/10 avec (A, B) e IR 2 . 

4. L’équation caractéristique associée à (E) admet deux racines complexes conjuguées ±i. Les solutions de l’équa- 
tion homogène sont donc les fonctions : t Acos f+Bsin t avec A, B e IR. On cherche une solution particuhère de 
(E) de la forme t i — • acos2f + fosin2f. On trouve a - 0 et b - -1/3. Les solutions de (E) sont donc les fonctions 
t—> (Acos Z + Bsinf) - l/3sin2f avec (A, B) e IR 2 . 

5. On vérifie facilement que les solutions de l’équation homogène sont les fonctions : t •-* Ae 1 + Be~ 2t . In- 
troduisons l’équation complexe y” + y' — 2y - On calcule une solution particuhère facilement :t ’-f 

-e r /10(3cos/ + sinl). Les solutionsde (E) sont donc les fonctions : t^Ae c + Be~ 2t - e r / 10 (3 cos f + sin t) avec 
(A, B) e IR 2 . 

6. On détermine facilement les solutions de l’équation homogène. On utilise le principe de superposition pour 
chercher une solution particuhère. On trouve la solution générale : 

i^-t 2 t - 1 

/-<■ e* + — - — e 2t + — — + (Af+B) e -r 

avec (A, B) e IR 2 . 


Exercice 5.13 ■ ^ 

Résoudre sur IR les équations différentielles 

4. y" + 4y' -5y- 2e t 

5. y" + y' + y = e f cos t . 

6. y" -3y' + 2y - [t 2 + 1)< 


1. y" - 2y' + y—te t 

2. y"-4y' + 5y = cos2/-2sin2f 

3. y" + 9y = cos2/e r . 


1. On détermine facilement les solutions de l’équation homogène. Comme 1 est une racine double de l’équation 
caractéristique, on cherche une solution particuhère de la forme f >— t 2 ( at + b ) e f et on trouve a - 1/6 et b - 0. 
Finalement, les solutions de l’équation sont les fonction t<-> (Af + B) e r + l/6f 3 * * * e f avec (A, B) e IR 2 . 

2. On montre facilement que les solutions de l’équation sont les fonctions t >-*• (Acos t + Bsin f) e 2t - 3/13cos2f- 
2/ 13 sin 2 f avec (A, B) e IR 2 . 

3. On détermine facilement les solutions de 1 ’ équation homogène. On cherche une solution particuhère de 1 ’ équation 

différentielle : y" + 9y = e (l+2i)t sous la forme t—> ae (]+2i>t . On trouve a = 3/26- i/13. Une solution particulière 

de (E) est donnée par la partie réeüe de cette fonction, soit t <-* l/26(3cos2f + 2sin2f) e 1 et les solutions de (E) 

sont les fonctions : t<-> Acos3f + Bsin3f + l/26(3cos2f + 2sin2f) e x avec (A, B) € IR 2 .. 
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4. On montre facilement que les solutions de l’équation sont les fonctions t—* -te* + Ae f + Be 5t avec (A, B) e IR 2 . 

5. On cherche une solution particulière de y" + y' + y - e (1+i) ' delà forme t<-* cie^ +i> t. On trouve alors une solution 

2 

particulière de (E) qui est t *-*■ (2/ 13 cos f + 3/13sin t)e l . Les solutions de (E) sont les fonctions :t—> (— cos t + 
Y^sin t)e ( + Ae~? cos^f + Be _ z sin^f avec (A, B) e IR 2 . 

6. On montre facilement que les solutions de 1 ’ équation sont les fonctions t >-► ^ t 3 - t 2 - 3 f j e f + Ae l + Be zt avec 

(A, B) e IR 2 . 


Exercice 5.14 I W 

Résoudre en fonction de m g IR : 


(E m ) y" - 2 y' + my = cos x 


Solution : On note 5f m l’ensemble solution de cette équation différentielle. Le discriminant réduit de l’équation 

caractéristique vaut 1-m. On est donc conduit à étudier les trois cas : 

1 Si m < 1, on trouve J = {x ■ — — — r — cosx sinx + Achf(l + Vl - m)x) + 

(m-l) 2 +4 (m-lr+4 ' 

BshVl - mx | A, B g IR} 

2 Sim - 1, on trouve y m - {je—- + Ae* + Bxe x | A, B g IR} 

3 Si m>l,on trouve - [x-* 2sinx+ m ^ cosx + £ x (AcosUVm- l)x) + Bsinf(v / ra- l)x)) |A,BgIR}. 

(m- l) 2 +4 


Exercice 5.15 ■ W I 

Soit m g IR. Résoudre l’équation différentielle (solutions réelles) : 

my" - (1 + m 2 )y' + my - xe x 


Solution : L’équation caractéristique est ( r - m){mr - 1) = 0. Il faut distinguer le cas m - 0 et le cas m / 0. Pour 
chercher une solution particulière, distinguer le cas oùm-1 des autres cas. 


5.5.3 Résolution par changement de fonction inconnue 

Exercice 5.16 ■ V 

Résoudre sur IR l’équation différentielle : 

(t 2 + 1) y" + (t 2 - 2t + 1) y 1 - 2ty = 0 

en introduisant la fonction z = y' + y. 


Solution : Remarquons que l’équation s’écrit aussi : [t 2 + 1) (y" + y') - 2f(y + y') = 0. Supposons qu’il existe une 

solution y de l’équation différentielle. Posons z - y’ + y. La fonction z vérifie : (l + t 2 ) z' - 2tz - 0. Cette équation est 
linéaire et du premier degré. Ses solutions sont les fonctions : z a : t —*• a ( t 2 + 1) . Reste à résoudre y' + y = a (f 2 + 1). Ses 
solutions sont : | t ^ a(t 2 - 2t + 3) +f>e~ t | avec a, P g IR. On en déduit que y est de cette forme. Réciproquement, toute 
fonction de cette forme est solution de l’équation différentielle. 


Exercice 5.17 <2 

Résoudre sur IR l’équation différentielle : 


(E): y" + 4fy' + (ll + 4f 2 )y = 0 


en introduisant la fonction z{ t) - e {2 y(t). 


222 


Solution : Supposons qu’il existe une solution y de (E). Considérons, pour tout t e IR, la fonction z donnée par : 

z(£) = e^yit), soit y(£) - e~^z(t). D’où y'(£) = (z'-2£z)e _f2 et y"(£) = (z" - 4£z' + (4f * 1 2 * - 2)z(£))e _f \ Donc 0 = 
y"(£) + 4£y'(£) + (ll + 4£ 2 )y(£) = (z"(£) -4£z'(£) + (4£ 2 -2)z + 4£z'-8£ 2 + 11 + 4 t 2 )e~^ = (z" + 9z)e~ t2 . Donc z vérifie 
l’équation du second degré à coefficients constants : z!' + 9z = 0. Les solutions de cette équation différentielle sont de la 

forme : ip aj p : j ^ ^ acos3£ + psin3£ où a,^£ R. Par conséquent y est de la forme : 


J IR — -R 

x * — * (acos3£ + Psin3£) e~^ 


avec a, P e IR. On vérifie réciproquement que les fonctions de cette forme sont solution de l’équation. 


Exercice 5.18 V 
Résoudre sur IR l’équation différentielle : 


- (x 4 + 2x 2 + l)y" + 4x(x 2 + 1) y' + [x 4 -4x 2 +3) y = 0 


en introduisant la fonction z (x) = 


Solution : Supposons qu’il existe une solution y de (E). Considérons pour tout x e IR la fonction donnée par z (x) = 
y (x) / 1 + x 2 . Comme : 

y (x) = (l + x 2 ) z (x) , y (x) = (l +x 2 )z'(x) + 2xz(x) et y"(x) = (l + x 2 )z"(x) + 4z'(x) + 2z(x), 
en remplaçant dans (E), on trouve que la fonction z est alors solution de l’équation du second degré à coefficients 
constants : z" -z- 0. Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions : tp a p : j ^ ^ + ^ 

où a, P e IR. Par conséquent y est de la forme : 


Va 'P : j x — [ae x + Ç>e~ x )[l + x 2 ) 


avec a, P e IR. On vérifie réciproquement que toute fonction de cette forme est solution de (E). 


Exercice 5.19 IÇ> 

On se propose de résoudre l’équation différentielle : 


(E) :y"+— y = 0. 


1 . Soit y une solution du problème. On pose pour tout t e IR : z ( t) = y (e f ) e~ 2 . 

(a) Exprimer y (x) en fonction de z (In (x)) pour tout x > 0. 

(b) En déduire que la fonction £ >->• z ( £) vérifie sur IR une équation (E') d’ordre 2 à coefficients constants. 

(c) Résoudre [ E'). 

2. Résoudre (E). 


Solution : 

1. (a) Soit teU et xeIR* tels que £ = lnx. Si z(f) - y(e f )e _ 2 alors y (x) - \fxz (In x). 

(b) Pour x e IR* , on déduit de l’égalité précédente que : 

/(x) = ^z(lnx) +z'(lnx)j et y"(x) = —^= (z" (lnx) - ^z(lnx)) 
En remplaçant dans (E), on obtient, pour tout £ G IR : 

(E') :z"(£) + ^z(£) 


qui est une équation du second degré à coefficients constants. 
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(c) D’après le cours, ses solutions sont les fonctions : 

IR — -R 

'} t • — *• acos|+Psin| 

où a, P g IR. 

2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions : 

I IR* — ► IR 

y: | x — acos^+psin!^ 

où a, P e IR. 


5.5.4 Résolution d’équations différentielles par changement de variable 


Exercice 5.20 ■ V 

Résoudre sur ]0, +oo[ puis sur IR : 


(on posera t = \fx) 


4 xy" + 2y' - y - 0 


Solution : Soit y une solution de (E) sur ]0, +oo[. Posons z{t) — y [t 2 ). Comme y est deux fois dérivable il en est de 
même de z et on a : 

z(t) =y(f 2 ) 

• z!(t) — 2fj/(f 2 ) 

z"[t) - 2y' [t 2 ) + 4t 2 y" [t 2 ) 

Comme y est solution de la première équation, z est solution de : f" — f = 0. Par conséquent, il existe (A, B) g IR 2 tel 
que z: t ’-*• Ach t + B sh t. La fonction y est alors donnée par : y : x >— • Ach(\/x} + B sh(y/x) . Réciproquement, on vérifie 
que les fonctions de cette forme sont solution de l’équation sur ]0, +oo[. 

Sur ] -oo,0[, on pose x - - t 2 et z(t) = y[t 2 ). 

z(t) =y[-t 2 ) 

• z’{t) =-2tÿ[-t 2 ) 

,z"(t ) = -2ÿ ( t 2 ) + 4 1 2 y" ( £ 2 ) 

Donc z” (t) - -z{t). Donc il existe (A', B') e IR 2 tel que z : t i — ■ A' ch t + B' sh t. La fonction y est alors donnée par : y : 
X 1 — ► A ; cos ( \/~x) +B'sin( v / -x). Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette forme sont solution de l’équation 
sur] -oo,0[. 

Pour avoir une solution sur IR, la continuité en zéro impose A = A'. La continuité en zéro de la dérivée impose B = B'. 
Réciproquement, si on se donne (A, B) g IR 2 , la fonction i|/a,b définie par y|/a,b(x) = AchCv^x) + BsMx/x) pour x & 0 et 
\(/a,b(x) = Acos( v / -x) + BsinCv/^x) est solution sur IR. 


Exercice 5.21 I 

Résoudre sur IR* l’équation différentielle : 

(E) : x 2 y" + 3xy' + y-x 2 

en effectuant le changement de variable t = lnx. 


Solution : Soit y une solution de (E) sur IR* . Posons z[t ) = y{c l ). Comme y est deux fois dérivable il en est de même 
de z et on a : 

t z{t) =y[e t ) 

<z!{f) =e t ÿ[e t ) 

\z"(t) =e t y'[e t ) + e 2t y"[e t ) 

Comme y est solution de la première équation, z est solution de : f" + 2f' + f — e 2t . Par conséquent, il existe (A, B) g IR 2 

(A.ln x “H B) 

tel que z : t i — • (Af + B) e~ 1 + 1 19e 2 1 . La fonction y est alors donnée par : y : x + — . Réciproquement, on 

vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions de l’équation sur ]0, +oo[. 
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Exercice 5.22 ■ Ç> 

Résoudre sur IR l’équation différentielle : 

(E) : (l + jc 2 ) 2 /' + 2x(l + x 2 )/ + 4y = 0 

en effectuant le changement de variable t = arctan x. 


Solution : Soit y une solution de (E) sur R* . Posons z(t) = y (tan f). Comme y est deux fois dérivable, il en est de 
même de z et on a : 


’yW 
y' (x) 
y" (x) 


— z (arctan x) 

= wz' (arctan x) 

1+ -fx 1 

= ~z’ (arctan x) + -z" (arctan x) 

(1 + x 2 ) 2 (1 + x 2 ) 2 


Comme y est solution de la première équation, z est solution de : f" + 4/ = 0. Par conséquent, il existe (A, B) e IR 2 tel que 
z : t <-*■ A cos 2 1 + B sin 2 1. La fonction y est alors donnée par : y : x ■— cos (2 arctan x)+B sin (2 arctan x) . Réciproquement, 
on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions de l’équation sur IR. 


Exercice 5.23 i 

Résoudre l’équation différentielle : 

(E) : (1 - x 2 )y" - xy' + 9y = 0 

d’inconnue y :] - 1; 1 [ — * IR supposée deux fois dérivables. On pourra utiliser le changement de variable défini par 
t — arcsinx. 


Solution : Soit y une solution de (E) sur ] — 1, 1[. Posons z{t) = y (sin t) . Comme y est deux fois dérivable, il en est de 
même de z et on a : 

y(x) -z (arcsinx) 

, 1 

y (x) = ^ z z (arcsin x) 

y" (x) = — — 5 - z! (arcsin x) + - — - z" (arcsin xi 

(l-x 2 )2 t 1 -* 2 ) 

Comme y est solution de la première équation, z est solution de : f" + 9/ = 0. Par conséquent, il existe (A, B) e IR 2 tel que 
z : Acos3f+Bsin3f. La fonction y est alors donnée par : y: cos (3 arcsin x)+ B sin (3 arcsinx). Réciproquement, 

on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions de l’équation sur IR. 


5.5.5 Application aux équations différentielles linéaires du premier ordre avec problèmes de 
raccord des solutions 


Exercice 5.24 ■ V 

Résoudre l’équation différentielle 


sur un intervalle I c IR. 


(E): x 2 y' + y = 1 


Solution : On résout d’abord l’équation sur Ii =] -oo,0[ et h =]0, +oo[. Sur chacun de ces intervalles, l’équation est 
équivalente à l’équation normalisée dont l’ensemble des solutions est : 

C 

{1H — | C g IR} 

On trouve ensuite que si I est un intervalle contenant 0, la seule solution de (E) sur I est la fonction constante égale à 1. 


Exercice 5.25 Ç? 
Résoudre l’équation différentielle 


sur un intervalle I c IR. 


(E) (x 2 -l)y'-xy + 3(x-x 3 )=0 
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Solution : Soit Ii =] -oo,-l[, I 2 =] — 1, 1 [ et I 3 =] 1, +oo[. Sur chacun de ces intervalles, l’équation est équivalente à 
l’équation normalisée 

(E'): y' - J°_ i y = 3x 

L’ensemble des solutions de l’équation homogène associée est 

{x^CyJ\x 2 -l\\CeU} 

On recherche ensuite une solution particuhère de la forme y(x) = C{x)^j\x 2 - 1 1 avec C'(x) — 3x^/|x 2 - 1|, C(x) = 
3 f x\Je(x 2 - 1 )dx où e = +1 sur Ii et I 3 , e = -1 sur I 2 . On trouve y(x) = 3(x 2 - 1 ) comme solution particulière. Donc la 
solution générale de (E) sur 1^ s’écrit 

y(x) = 3CX 2 - 1) + C\J\x 2 - 1 | 

Sur un intervalle I contenant 1 ou - 1 , puisque la fonction \J\x 2 - 1 | n’est pas dérivable en 1 et -1, la seule solution de 
(E) est la fonction y(x) = 3(x 2 - 1). 

Exercice 5.26 ■ 

Ou considère l’équation différentielle 

(E): x/-2y = (x-lKx+l ) 3 

1 . Résoudre (E) sur des intervalles qu ’on précisera. 

2. Déterminer les solutions de (E) définies sur R ? 

Solution : 

1. L’équation normahsée associée à (E) est (N) : y' - \y = (x-1) ^ +l) . Celle ci est définie sur Ii = ]-oo,0[ et I 2 = 
]0,+oo[. Appliquant d’abord sur 1\ puis sur I 2 le théorème fondamental et la méthode de variation delà constante, 
on trouve que, pour k- 1,2, les solutions de (N) et donc de (E) sont, sur l/c de la forme : 

f Ijt — *• IR 

V “* : | * _ ÿ + 2^ + 2 I+ i + «^ ; “‘ £K 

2. Supposons qu’il existe cp une solution de (E) définie sur IR. Alors tp est dérivable sur IR et il existe ai , 02 e IR tel 

que : cppj = ^+ 2x 3 +2x+|+aix 2 et (pn 2 = + 2X 3 + 2x + | +a 2 X 2 . Posons alors : 

R 

) Y+ 2 x 3 + 2 x+| + aix 2 sixeli 
0 si x = 0 

j- +2X 3 +2x+ \ +a 2 X 2 sixel 2 

On vérifie facilement que (p est dérivable sur IR. Réciproquement, une fonction tp ainsi définie est solution de (E) 
sur IR. 

Exercice 5.27 SW 

Résoudre l’équation différentielle 

(E) x?/ + y =1 

sur un intervalle I e IR. 

Solution : Soit I un intervalle ne contenant pas 0. Les solutions de (E) sur I sont les solutions de l’équation normalisée 

, ,1 1 
(e') ÿ+-y=- 

L’ équation homogène associée s’écrit : 

(H) y' + iy = 0 

Notons a(x) - — , dont une primitive est A(x) =ln|x|. L’ensemble des solutions de l’équation homogène est alors 
S H = jx~ce- lnW = ^ | C g Ir| 
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(en posant C --c si I <=] -oo, 0[). On trouve ensuite une solution particulière évidente, y(x) = 1. Les solutions de (E) sur 
I sont donc de la forme 

cl 

y(x) = 1 + - 
x 

Ci 

Si maintenant 0 El, et y est une solution sur I, alors il existe Ci g IR tel que Vx g I c]0, +oo[, y(x) = 1 + — et il existe 

c 2 x 

C 2 e R tq Vx g I c] -oo,0[, y(x) = 1 h . Pour que y soit solution en 0, il faut d’après l’équation que y(0) = 1. Pour 

qu ’ une telle fonction soit dérivable en 0, il faut et il suffit que Ci = C 2 = 0. La seule solution de (E) sur I est donc la 
fonction constante égale à 1. 


5.5.6 Divers 

Exercice 5.28 ■ W I 

Soit / : R >-► R de classe (2) telle que Vx g IR, /"(x) + /(x) & 0. Montrer que : 
VxgIR, /(x)+/(x + jt)ssO 


| Solution ; Considérer g(x) - /"(x) + /(x) Résoudre l’équation différentielle avec l’hypothèse g^O. 


Exercice 5.29 ■ W I 

Soit p : IR IR une fonction continue non-nulle et positive. Montrer que toute solution de 
(E) y" + p(x)y = 0 


s’annule au moins une fois. 


| Solution ; Par l’absurde, si y > 0, y" - -py g 0., y' est décroissante puis y' — 0, ensuite p -0~ 


Exercice 5.30 ■ W I 

Soit u:[a,b]‘-*M une fonction de classe c é> [2) telle que 

u!'(x) + p(x)u'(x) >0 

Montrer que u atteint son maximum en a ou en b. 

| Solution : Sinon, en un point intérieur, u'jx) = 0 , puis u" (x) > 0 , d’où u serait localement convexe, une absurdité ~ 
Exercice 5.31 ■ W I 

Soient deux fonctions f et g continues sur [0, 1] telles que Vx g [0, 1], 

/(*)= f g(f)dîetg(x)= f f{t) dt 
J o J o 

Montrer que f et g sont nulles. 


Solution : D’après le théorème fondamental, puisque g est continue sur [0, 1], la fonction f est de classe ( ~€ (1) sur 
[0, 1], et de même, g est de classe Sé’(l) sur [0, 1], avec Vx g [0, 1], /'(x) = g(x) et g'(x) = /(x). On en déduit que f et 
g sont deux fois dérivables sur [0, 1] et que Vx g [0, 1], /"(x) = g'(x) = /(x), et g” {x) - g{x). Par conséquent, il existe 
quatre constantes (A, B) g IR2 et (A', B') g IR2 telles que 

Vxg [0,1], /(x) = Ashx + Bchx et g(x) = A'shx + B'chx 

En injectant dans /(x) = / 0 * g(f) dt, et dans g(x) - fit) dt, on trouve que A = B = A' = B' = 0 et par conséquent, 
/ — g — 0- 


Exercice 5.32 ■! W I 

Trouver les fonctions f : IR — » IR continues vérifiant : 

VxgIR, f(x) = cosx-x-J^ (x-f)f(t)dt 
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Solution : D’après le théorème fondamental, puisque les fonctions f et î • tf{t) sont continues sur IR, la fonction 
définie par F(x) = x / 0 * fit) d î - /„* tf(t) df est de classe Sg' (1) sur IR, avec Vx e IR, F'(x) = fit) d t + xfix} - xfix) = 
fo fit) d t. Par conséquent, la fonction f est de classe (1) sur IR et 

VxelR, f'ix) = -sinx- 1 - f fit)dt 

J o 

En appliquant encore une fois le théorème fondamental, on montre que f est de classe (2) sur IR et que 
VxelR, f'ix}- -cosx- fix) 

donc que f vérifie une équation différentielle du second ordre à coefficients constants. En résolvant cette équation, il 
existe deux constantes (A, B) e IR2 telles que 

x 2 

VxelR, fix) = Acosx + Bsinx+ — sin(x) 

Mais comme d’après l’équation vérifiée par f, fi 0) = 1, et l’équation vérifiée par f, fi 0) = -1, on en tire A = 1 et 
B = - 1. Par conséquent, la seule solution possible est 

fix) - cos x - sin x — ^ sin x 

On vérifie réciproquement que cette fonction est bien solution de notre problème en calculant l’intégrale fgix — 
t)fit ) d t. 


Exercice 5.33 ■ W I 

On considère l’équation différentielle 


(E) : 3y 2 iy " + y') + 6 y y' 2 + y 3 = e~ x 

On considère une solution y de (E). Déterminer un entier neN tel que la fonction y n soit solution d’une équation 
différentielle linéaire à coefficients constants. Trouver alors une solution de (E). 


Solution : Pour n = 3, 


z ~ y 3 , z = 3 y 2 y', z" = 6 yy' 2 + 3y 2 y" 


et par conséquent, z vérifie l’équation différentielle 


z” + z' - z - e 


En résolvant, il existe (A, B) e IR2 tels que 


Exercice 5.34 ■ W H 

Trouver les fonctions f: IR — - IR de classe (1) vérifiant 

Vxei, /'(x) = /g — x) 


Solution : Soit une telle fonction f. Elle est de classe (2) et en dérivant, elle doit vérifier : 

Vx e IR, /"(x) = -/' (- - x) = -ffx) 

Par conséquent, il existe (A, B) e IR2 tels que 

VxelR, /(x) =Acosx + Bsinx 

En reportant dans l’équation, on trouve que A = 0 et donc que fix) = B sinx. On vérifie réciproquement que VB e IR, 
cette fonction convient. 
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Exercice 5.35 ■ V 

Déterminer les fonctions f : U— > R dérivables vérifiant 

Vxel, f'(x)=f(-x) 


Solution : Soit f une telle fonction. Elle est deux fois dérivable puisque f est une composée de fonctions dérivable 
(puisque f - f ° (p où cp(x) = -x), et en dérivant, on trouve que Vx e IR, f"(x) = —f'(—x) - f(x). Par conséquent, f est 
solution de l’équation différentielle y" -y et donc il existe A, B g IR tels que Vx g IR, 

f(x)=Ae x + Be~ x 

Mais alors Vx g IR, /'(x) = Ae x - Be~ x = Ae~ x + Be x d’où nécessairement A = B et A = -B et donc f - 0. La fonction 
nulle vérifie réciproquement la propriété. 
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Chapitre 


Étude des courbes planes 


La voiture décrivit une élégante cardioïde et s’arrêta en bas des marches. 

Boris VIAN - L’écume des jours (1946). 

On identifiera dans tout ce chapitre, le plan euclidien & à IR 2 à l’aide d’un repère orthonormal direct. On notera I un 
intervalle de IR non vide et non réduit à un point (ou une réunion de tels intervalles). 

Nous allons apprendre ici à étudier les courbes du plan. Elles peuvent être vues comme la trajectoire d’un mobile 
dans le plan et il y aura de nombreuses analogies dans ce chapitre avec celui de cinématique en science physique. 

Se donner une telle courbe revient à se donner un couple de fonctions 
(x, y) définies sur un intervalle I de R : x : I — IR et y : I — IR. La 
courbe est alors le sous-ensemble du plan formé par les points M (f) 
de coordonnées (x(f) ,y (f)) quand le temps t parcourt l’intervalle I. 

Même si on va utiliser les outils appris au lycée pour étudier les 
graphes des fonctions d’une variable réelle à valeurs dans IR, on com- 
prend que le problème est ici très différent. Une courbe du plan n’est 
en général pas le graphe d’une fonction de I dans IR comme on s’en 
convaincra en examinant le dessin ci contre. Aussi il faudra dévelop- 
per de nouvelles techniques. Pour une fonction 



— IR 2 

— * (jc(f),y(fl) 


il faudra définir ce qu’est une limite et une dérivée. Lors de la représentation de la courbe, il faudra comprendre que ce 
n’est pas le graphe de la fonction F qui est dessiné (ce graphe est un sous-ensemble de l’espace IR 3 ) mais la projection 
de ce graphe sur le plan (x,y). Aussi la variable t n’est pas représentée sur le dessin. Par contre, un mobile ayant cette 
courbe-comme trajectoire se trouve à la position (x (t) , y (f)) au temps t. 

Les courbes paramétrées peuvent présenter des branches infinies, ce qui signifie que 
le mobile se déplaçant suivant cette courbe part à l’infini, ou des points stationnaires 
(le vecteur vitesse du mobile en ce point est nul). Il faudra être en mesure de pouvoir 
étudier ces deux phénomènes afin de bien représenter la courbe. 

De nombreuses courbes paramétrées peuvent être étudiées avec les outils d’analyse 
de lycée. Par contre, afin d’étudier les branches infinies ou les points stationnaire de 
certaines autres, il faudra disposer d’un outil plus sophistiqué, les développements 
limités, qui ne sera introduit qu’au chapitre 14. Aussi ce chapitre devra être lu en 
deux fois. Une première fois pendant la première période en sautant les parties util- 
isant les développements limités et une seconde fois après avoir étudié le chapitre 
14. Ces parties et les exercices correspondants sont indiqués dans le texte. 



6.1 Fonctions à valeurs dans D 


6.1.1 Définitions 
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Définition 6.1 O Fonction vectorielle à valeurs dans IR 2 

Une fonction vectorielle F à valeurs dans R 2 définie sur I est donnée par un couple (x,y) de fonctions réelles définies 
sur I. Les fonctions x : I — » R et y : I — » R s’appellent les composantes de F ou les applications coordonnées de F et : 

F:{ 1 - * 

\ t ~ (x(t),y(t)) 


Définition 6.2 Limite en un point d’une application vectorielle 

Soient l - (h, h) un vecteur de IR 2 , to e I et F une application vectorielle définie sur I. On dit que F {t) converge vers 
l quand t tend vers to et on note : 

F(f) — T 

lorsque || F (t) - / || - - » 0. 


Proposition 6.10 Caractérisation de la convergence par les fonctions coordonnées 

Soit F une fonction vectorielle donnée par le couple (x,y) sur I. Soit l = [l\ , I2) un vecteur de IR 2 . On a : 



Démonstration On a la série d’équivalences : 


F (fl |g|p l 

■= V ''mn-/ir + (y(0 - I 2 ] z = ll/M -7|I — . 0 

<= :x.r .’i.'-ij D U 1 -;.,"' 

^ I xU) T^ h 

1 W — h 

car une somme de deux nombres positifs est nulle si et seulement si ces deux nombres sont nuis. 
Rappelons la définition suivante : 


Définition 6.3 O Dérivabilité d’une fonction réelle 

On dit qu’une fonction réelle / : I — IR est dérivable en to e I si il existe un réel l tel que : 

ftt)-f(tp) ^ 

t-k f-*o 

Dans le cas où cette limite existe, on notera /'(fo) = l- 

De plus, on dira que / est dérivable sur I si / est dérivable en tout point t de I non situé à une extrémité de I. 


Définition 6.4 O Dérivabilité cPune fonction vectorielle 

On dit qu’une fonction vectorielle F : I — IR 2 , t i — • (x{t), y{t)) est dérivable en to e I si il existe l =(l\, I2) un vecteur de 
IR 2 tel que : 

fw-ÎUo) y 

t-t 0 t~*ÎQ 

Dans le cas où cette limite existe, on note F '(fp) = /. 


Définition 6.5 O Dérivabilité d’une fonction vectorielle sur un intervalle 

On dit qu’une fonction vectorielle F : I — IR 2 , t i — • (x(f),y(f)) est dérivable sur I si F est dérivable en tout point t de I 
non situé à une extrémité de I. 
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Proposition 6.2 Ç> Caractérisation par les fonctions coordonnées 

Une fonction vectorielle F : I — IR 2 , f >— • (x(t),y(t)) est dérivable en to e I si et seulement si les deux fonctions réelles 
qui la composent : x et y sont dérivables en to- On a alors : 

|F'Uo) = (x'(fo),/(f 0 ))| : ; 


Démonstration : Considérons la fonction vectorielle 


;s fonctions coordonnées sont : 


IR 2 

F (fl - F«o) 
t- to 


u 

yW-yU q) 


En appliquant la proposition précédente, on a la série d’équivalences : 
x et y sont dérivables en to 

<=> les fonctions coordonnées 0i et 02 de 0 vérifient 0i (fl — — — x' (to) et 02 (fl 

’0(fl^-(x'(f o ),/(fo)) 

<=^ F est dérivable en t 0 et F'(r 0 ) = (x'(to),/(fo)) 

De manière plus générale, on dira que : 


/(to) 


Définition 6.6 Fonction k fois dérivable, de classe c ê k 

- Une fonction F : I — R 2 est dite k fois dérivable sur I si ses fonctions coordonnées le sont. 

- Une fonction F : I — R 2 est dite de classe c ê k sur I si ses fonctions coordonnées sont k fois dérivables sur I et si 

dérivée fc-ième est continue. 


6.1.2 Dérivation du produit scalaire et du déterminant 


Proposition 6.3 Dérivation du produit scalaire, du déterminant 

Soient F et G deux applications définies sur I, dérivables en to £ I et à valeurs dans IR 2 . Alors les applications 


< F | G> : 

sont dérivables en to et 


et det F, G 


I — > R 

t <— det?(t)G(t) 


(F |G)J (to) = <F'(fo)|G(r 0 )> + <F(fo)|G'(fo)> 


(det(?, G))'(fo) ^ det(? , (f 0 ), GÇfp)) +det(?Cf 0 ), G'Cr 0 )) | 


Démonstration Notons F = (/i,/2) et G = (gi,g2)- Comme F et G sont dérivables en to, d’après le théorème 6 . 2 , il en est de 
même des fonctions /i,/2,gi,g2- Soit tel. Remarquons que 


< F | G > (fl = fi (fl gi (fl + h (fl g 2 (fl 

et la fonction ( F | G) est donc dérivable en to par opérations sur les fonctions dérivables en to et à valeurs dans IR. De plus : 
(<F|G>)'(f 0 ) = (/i.gi+/2.g 2 )'Uo) 

= fi (fo) gl (to) + fl (.to) g[ (to) + fi (to) g2 (to) + f2 (to) g2 (to) 

= <7'(to)lg(to)> + <7(to)lg'(to)>- 

La deuxième formule se prouve de même. 
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Corollaire 6.4 O Dérivation de la norme 

Soit F une fonction définie sur I, dérivable en e fi à valeurs dans R I 2 et ne s’annulant pas. Alors l’application 
| F | : I — ► IR est dérivable en f 0 et 


(F'(£q)| F (fp)> 


Démonstration On sait que || F || = \/( F | F). D’après la proposition précédente t •— < F | F ) est dérivable en tç, et on sait que la 
fonction racine est dérivable sur IR* . Comme la fonction F ne s ’ annule pas, il en est de même de t —* < F | F > ( t) et donc la fonction 
| F | est dérivable en tq. De plus, grâce à la formule de dérivation et la symétrie du produit scalaire : 


(l'D'w 


(<F|F>)'u 0 ) 


<F'(fo)|F(f 0 )) 


6.2 Arcs paramétrés 

6.2.1 Définitions 


Définition 6.7 9 Arc paramétré 

On appelle arc paramétré ou courbe paramétrée un couple y = (I, F ) où I c [R est un intervalle et F : I ■ — ► (R 2 une 
application de classe ^ fc (I,[R 2 ). 


Définition 6.8 0 Support d’un ai 

c paramétré 

On appelle support (ou image) de l’ai 

v paramétré (I, F ) l’ensemble des points du plan : 


r = (Me £? | 3f e I : ÔM = ?(f)} 

[pour tout f g I, on notera M(f) le point du support de l’arc (I, F ) tel que OM(r) = F (f). J 


I Remarque 6.1 

Se donner une fonction / : I — • IR revient à se donner un arc paramétré (fi F j où pour tout tel, F (t) = (t,/(t)). 

Retnarque 6.2 L’étude d’un arc paramétré peut s’interpréter ainsi : 

- I est un intervalle de temps. 

- M(f) est un point mobile du plan dont la position à l’instant f e I est donné par OM(î) = F (t). 

- Le support de l’arc paramétré (I, F ) est appelé trajectoire du mouvement. 

- Les vecteurs F' (f) et F"(f), si ils existent, sont respectivement appelés vecteur vitesse et vecteur accélération du point 
M à l’instant t. 

6.2.2 Étude locale d’un arc paramétrée 


Définition 6.9 Limite d’une famille de droites dans le plan 

On dit qu’une famille de droites (D f ) iË i\{ fo } passant par un même point M admet une limite lorsque t — ► to s’il existe 
une famille (T? (t))rei\{r 0 } de vecteurs directeurs de ces droites possédant un vecteur limite l non-nul lorsque t — to. La 
droite D = M + Vect( l ) s’appelle la limite de (D r ). 


Définition 6.10 Tangente à un arc paramétré 

Soit un arc paramétré y = (I, F ) et to e fi On dit que l’arc admet une tangente au point Mo = M(fg) e T si la famille de 
droites D f = (M(fo).M(f)) admet une limite lorsque t — tq. La droite limite s’appelle la tangente à l’arc au point Mq. 


I Remarque 6.3 On définit de la même façon, avec les limites à droite ou à gauche, la notion de demi-tangente en un 

point. 
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I Remarque 6.4 Une conséquence de cette définition et de la remarque 6. 1 est que si une fonction / est dérivable en 
to £ I alors le vecteur (1 ,/'(%)) est tangent au graphe de / en (fo>/(fi>))- 


Définition 6.11 Point régulier, stationnaire 

Un point M = M(to) d’un arc paramétré est dit régulier lorsque F '(to) ^ 0. Sinon, on dit que c’est un point stationnaire. 


Proposition 6.5 Tangente en un point régulier 

Un arc paramétré possède une tangente en un point régulier M(fo) : la droite passant par M(fo) dirigée par le vecteur 
F '(toi. 


Démonstration Notons 


_ F (fl - F (f 0 ) 
f-f 0 

Pourt / to, le vecteur ~u(f) dirige la droite (M(f 0 )M(fl) et~u(t) ►F'(fo)/ 0. 


Remarque 6.5 

Il se peut que F '((to) = 0 et que la courbe admette en M (to) une tangente. Par exemple, si on considère 
le support de F (f) = [t 2 , t 3 ) en to = 0, alors il admet en to = 0 un vecteur tangent horizontal. Pourtant 
ce point est stationnaire. On va étudier maintenant deux méthodes pour calculer, quand c’est possible, 
le vecteur tangent à une courbe en un point stationnaire. 


Étude d’un point stationnaire avec des outils de terminale, première période 


Proposition 6.6 O Tangente en un point stationnaire 

Soit M(fo) un point stationnaire d’une courbe paramétrée (I, F) où F est donnée par le couple de fonctions (x, y) 

définies sur I . 



y(f)-y(fo) 

où m est un réel alors la courbe admet en M(fo) une tangente de pente m. 


x(f)-x(t 0 ) t—*ta m 


|y(t)-yUo)| 

oo 1 alors la courbe admet en M(fo) une tangente verticale. 

^ ) 


x(r)-x(to) t—'to + 


f I\(t 0 l — R 2 

Démonstration Soit 0 : < y(fl-y(tp) 

l x(fl-x(t 0 ) 

- Si 0(fl * m alors le vecteur (1,0 (fl) dirige la droite (M(to)M(fl). En effet, un vecteur directeur de cette droite étant celui de 

coordonnées (x(fl-x(*o),y(fl-y(fo)) ■ 

I 1 x(fl-xUo) I 

I 0(fl y(fl-y(fo) I 

et lim 0 (fl = (1, m) / (0,0) 

t—tQ 

- Si 0 (fl — — p +oo alors on peut vérifier que le vecteur f Hlrl ’ *) dirige la droite (M (to) M (fl) et on a : lim , 1 j = (0, 1) y (0,0) 

Exemple 6.1 Utilisons cette méthode pour calculer un vecteur tangent à la courbe ^1, F j avec I = IR et F (t) - [t 2 , t 3 ) de 
la remarque 6.5 en le point stationnaire de paramètre t - 0. On a : 

yU)-y(Q) t 3 ^ 

x(f)-x(0) t 2 f- o 

donc la pente de la tangente en le point stationnaire (0,0) est 0. Cette droite est l’axe des abscisses. 

I Remarque 6.6 Cette méthode n’est utilisable que si on sait déterminer la limite du quotient ^jZ^j , ce qui ne sera 
pas toujours possible avec les outils dont vous disposez en début d’année. 

Étude d’un point stationnaire avec les développements limités, seconde période 
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Exemple 6.2 Cette méthode appliquée à la courbe |l, F j avec I = IR et F (t) = (f 2 , f 3 ) de la remarque 6.5 en le point 
stationnaire de paramètre t = 0. donne F (2) (t) = (3f,2) et donc un vecteur tangent à la courbe en le point stationnaire est 
celui de coordonnées (0,2). 

I Remarque 6.7 Cette méthode peut être utihsée sans connaître les développements hmités. Par contre, elle peut 
nécessiter un grand nombre de calculs avant de trouver un vecteur F lp) (fo) = (fo) , (fo)] qui ne s’annule pas. 

Ces calculs sont grandement facilités, comme on le verra dans les exercices, avec les développements hmités. 

Le théorème suivant permet d’étudier localement l’allure d’une courbe au voisinage d’un point stationnaire sous des 
hypothèses très générales. 


Théorème 6.8 OW Étude locale d’un point stationnaire 

On suppose que la fonction F : I —* • IR 2 est de classe c € k , et qu’il existe deux entiers 1 « p < q « k tels que : 
Çg) F (p) (f 0 ) est le premier vecteur non-nul parmi F' ( fo) , . . . , F (p) ( f 0 ) . 

gg) q est le premier entier parmi [[p+1, q]} tel que le système de vecteurs (F (p) (fo),F (c,) (fo)) soit libre 
Alors : 

1 . Le vecteur F (p) (fo) dirige la tangente à la courbe au point M(fo). 

2. Pour f ^ fo, dans le repère 5? = (M(f 0 ),F (p) (f 0 ),F (p) (fo)), lepointM(f) a pour coordonnées : M(f)|y(£) 


La parité des entiers p et q donne localement le signe de X(f) et Y(f) au 
en déduit alors la position locale de la courbe par rapport à sa tangente au 
6.2.2. 


voisinage de fo lorsque f < fo et f > fo. On 
voisinage de fo comme illustré sur la figure 



Mais comme les vecteurs F (p+1) (fo),...F (p 11 (f 0 ) sont tous proportionnels à F (p) (f 0 ), on peut écrire F®(fo) = a^.F (p) (f 0 ) pour 
k e [[p + l,q- 1]] et comme (F^(fo),FW(fo)) forme une base de IR 2 , on peut décomposer le vecteur e{t) sur cette base : 


e(f) = A(f)F lp) (fo) + |a(f)FW(f 0 ) 
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V 



p impair, q pair 
point ordinaire 


v 



p pair, q impair 

rebroussement de première espèce 


v 



p impair, q impair 
point d’inflexion 



p pair, q pair 

rebroussement de seconde espèce 


Figure 6.1 - Étude locale d’une courbe paramétrée 


avec À(fl, u(f) » 0. Alors : 

f— to 

— ► » (t-f 0 ) p r 

F(fl - F(r 0 ) = — ^ — [1 + Cf- t 0 )a p+1 + ... 

+ (t- t 0 )‘ ! ~ 1 ~ p a c/ - 1 + p!(t- to)‘ ) Mt)]F (pl (to) 

+ (t ^ [1 + q\pit)} F tl?) (t 0 ) 

Puisque M(fo)M(f) = F (fl - F (fg), on en déduit l’expression des coordonnées du point M (fl dans le repère SS : 

X(t) = U ~^° )P [l + (t-t 0 )«p+i+-.- 

+ (t- f 0 )‘ ? “ 1 “ p a (7 -i + p!(f — fo^Mfl] 

(t-tp)P 

t—*to p\ 

y(t )= {t ~^ q [l + q\p{t)] 

(t-tp) 1 ? 

»-*t Q q\ 

L’équivalent donne le signe de X(f) et Y(fl au voisinage de to- On obtient donc localement la position du point M (fl dans un quart 
de plan lorsque t < to et t > to d’où 1 ’ étude géométrique résumée sur la ligure 6.2.2. 

Remarque 6.8 En pratique, pour étudier un point stationnaire M(to), on effectue un développement limité de x(t) 
et y(t) au voisinage de to et on adapte l’idée de la démonstration précédente. Puisque le point M(îo) est stationnaire, 
x'(to) = y'(to) = 0 et donc le coefficient de (t- to) sera nul dans les développements limités de x et y. Puisqu’il nous faut 
deux vecteurs indépendants F tp) (to) et F (t?) (to), il faut au moins un DL à l’ordre 3 des deux fonctions x et y. 

Exemple 6.3 

Jx(t) = 3cos(t) -2sin 3 (f) 
jy(f) = cos(4t) 

pour t e [0,2 tt]. Commençons par chercher les points stationnaires : 

Jx'(t) = -3sin(f)[l + sin(2f)] 
jy'(t) =-4sin(4f) 

x' et y' s’annulent simultanément en t = 0 et t = 3 ti/ 4. Étudions le point stationnaire M(0). Pour cela, effectuons un DL 
à l’ordre 3 : 

Jjc(f) =3— ^ f 2 -2Î 3 + o(t 3 ) 

|y(t) =l-8t 2 +o(î 3 ) 
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d’où le DL vectoriel : 


Les vecteurs ~u et ~v ne sont pas liés et dans le repère 91 = le point M(t) a pour coordonnées X(t) et 

Y (fl avec X(f) t 2 et Y (t) f 3 . On en déduit l’allure locale de la courbe au voisinage de M(0) : c’est un point de 

rebroussement de première espèce. 



L’étude du point stationnaire M(3 jt/ 4) s’effectue de même. 


Branches infinies des courbes paramétrées 


Définition 6.12 £ Branche infinie 

On dit que l’arc (I, F ) possède une branche infinie en to lorsque || F (t) || - 

* +oo. 

| Remarque 6.9 Si lim^ to \x{t) \ = +oo ou si 

linif^ |y(t) | = +oo alors l’arc (I,/) possède une branche infinie en to. 

Définition 6.13 Droite asymptote 

Soit (I, F ) un arc paramétré possédant une branche infinie en to e I. On dit que la droite 9) est asymptote à l’arc (I, F 1 

en t 0 si d(M(t),^) * 0. 

f-to 


Proposition 6.9 0 Caractérisation prati 
Soit (I, F ) un arc paramétré possédant une brai 
à l’arc (I, F ) en to si et seulement si 

que d’une droite asymptot 

ache infinie en to e I. La droi 

e 

te 9 d’équation a x+b y+c - 0 est asymptote 

a x{t) + b y{t) + c 0 | 



Démonstration : Soit 9) une droite affine d’équation cartésienne : 


by+ c = 0. La distance du point M(f) 


\x(t) 

|y(t) 




\axjt) + bytt) + c\ 


Cette distance tend vers 0 si et seulement si axlt) + byit) + c <• 0. 

t-> to 

Plan 6.1 : | Pour déterminer la droite asymptote à une branche infinie | 

• Une seule des deux applications coordonnées de f tend vers l’infini en valeur absolue quand t tend vers 

t 0 : 

@ Si x(t) *■ l e IR et |y(f)| ► +oo alors la droite d’équation x - l est asymptote à la courbe et le 

signe de x{t)-l détermine la position de la courbe par rapport à l’asymptote. 

Igt Si |x(t)| * +oo et y(t) ► / e IR alors la droite d’équation y-lest asymptote à la courbe et le 

signe de y[t)-l détermine la position de la courbe par rapport à l’asymptote. 

• Les deux applications coordonnées de f tendent vers l’infini en valeur absolue quand t tend vers to : 

Si |jc(t) | - — p +oo et \y{t) | - — p +oo, on forme le quotient et on cherche la limite de ce quotient quand 
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t tend vers ta. 

© Si » a e [R* : on forme alors y(f) - a x{t) et si cette quantité tend vers une limite finie b alors 

la droite d ’ équation y - a x+b est asymptote à la courbe en to . La position de la courbe par rapport à 
l’asymptote est donnée par le signe de y(t) - a x(t) - b. 

y(t) 


x(t) 

Figure 6.2 - Signe de y(f) - ax{t) - b 

2 Si | | - — p +oo, on dit que la courbe possède une branche parabolique (Oy). 

3 Si jjji - - > 0, on dit que la courbe possède une branche parabolique (Ox) 



Exemple 6.4 Intéressons nous à la courbe donnée par 

jx(£) 

\y(t) 

Elle présente des branches infinies quand t — • ► 1* et quand 


t - 1 
t * 2 + 1 ' 


| Si f — ► +OQ, | Comme x [t) * 0 et y (t) * +oo alors la droite d’équation 

x - 0 est asymptote à la courbe quand t -*• +oo. 

| Si f — ► -oo. | On montre de même que la droite d’équation x - 0 est asymptote à 

la courbe quand t -> • -oo. 

| Si f-*- 1 + . | |jgi On forme le quotient y (£) /x (£) e ton cherche sa limite quand 
f^l + : 


^ = t 2 + 1=- 


2 On cherche maintenant la limite de y ( t) - 2x {f) quand t -* l : 


donc la droite d’équation y = 2x + 2 est asymptote à la courbe quand 
f-l + . 

0 On cherche la position de la courbe relativement à l’asymptote. Pour ce 
faire, on étudie le signe de : 

y (î) - 2x(f) - 2 = £ - 1 3s 0 si f 3* 1. 
Donc la courbe est au dessus de l’asymptote quand t — 1 + . 

| Si f — ► 1~7| La même étude montre que la droite d’équation y = 2x+2 est asymp- 
tote à la courbe quand t — 1“ et que la courbe est en dessous de l’asymptote 
dans ce cas. 



Par définition, dire qu’une droite est asymptote à la branche infinie quand t £o d’une courbe paramétrée signifie que la 
courbe s’approche infiniment près de la droite quand t — to. Quand ce phénomène se produit, on sait mieux représenter 
le support de la courbe étudiée. Malheureusement toutes les branches infinies n’ont pas la même croissance et celles dites 
paraboliques ne s’approchent pas d’une droite quand t — to. Par contre on peut parfois trouver des courbes simples qui 
vont être asymptotes à cette branche parabolique, voir à ce sujet l’exemple 6.6. 

Lorsque x(f) et y(f) tendent toutes les deux vers l’infini, le plus rapide pour étudier la branche infinie consiste à effectuer 
un développement asymptotique de ces deux fonctions lorsque t -*• to à la précision d’un terme significatif qui tend vers 0. 
On essaie alors de faire une combinaison linéaire des fonctions x(f) et y(t) pour éliminer les termes tendant vers l’infini. 


238 


Si on trouve une relation du type 


y(t) = ax(t) + b+c(t- t 0 ) fc + o((f- f 0 ) fc ) 


on en déduit que la droite y = ax+ b est asymptote à la courbe et la position locale de la courbe par rapport à son asymptote 
se déduit du signe de c et de la parité de k. 


Exemple 6.5 Considérons la courbe paramétrée définie par : 


x(f) 

yit) 


t 3 

t 2 - 9 
t 2 — 2t 
t — 3 


Elle présente des branches infinies lorsque t — ±oo, t — ±3. 

1. f — -3 : x{t) — — +oo et y(t) - — - -5/2 donc la droite d’équation y = -5/2 est asymptote. 

2 . t — ±oo : effectuons un développement asymptotique : 


9 

x{t) = f + - +o(l/ 1) 

3 

y U) = /+! + — + o(l / 1) 


Pour éliminer le terme divergent, il suffit d’effectuer la combinaison linéaire : 
y(f)-x(/)-l = ^+o(l/f) 


On en déduit d’une part que la droite d’équation y = x + 1 est asymptote. D’autre part, la quantité y(f) - x(t) - 1 
représente la mesure algébrique verticale entre la droite et M(f). Par conséquent, lorsque t — +oo, la courbe est 
située localement au dessous de l’asymptote et lorsque t — <• -oo, elle est située localement au dessus. 

3. / — > 3, 


2( t — 3) 
y U) = ——— +4 + (f — 3) 


+ T + -(/-3) + 0 ((f-3)) 


Éliminons les termes divergents : 


y(f)-^x(f) = ^ + ^(f-3) + o((f-3)) 

2 3 

On en déduit que la droite d’équation y = -x+ - est asymptote à la courbe. Lorsque t — 3 , la courbe est située 
localement en dessous de son asymptote. Lorsque t — 3 + , elle est située localement au dessus. 


Cette méthode du développement asymptotique permet également de détecter d’autres courbes asymptotes. 


Exemple 6.6 


xlt) 

y( t) 

Étudions la branche infinie / -► 0 en utilisant Maple : 


sin / + 1 
t 

cosf 
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Pour faire disparaître le terme en Ht 2 , considérons y(f) - x{t) 2 : 

MAPLE 

> sériés (y - x A 2, t = 0, 2); 

-1 2 
- 2 t - 3/2 + 1/3 t + 0(t ) 


Pour faire ensuite disparaitre le terme en Ht, réutilisons x{t) : 

MAPLE 

> sériés (y - x A 2 + 2*x, t =0, 2); 

2 

1/2 + 1/3 t + 0(t ) 



on en déduit que la parabole d’équation y = x 2 - 2x + 1/2 

est asymptote à notre courbe. Lorsque t — > ► 0 + , la courbe Figure 6.3 - En trait pointillé le support de la courbe 
est située localement au dessus de la parabole et lorsque paramétrée, en trait plein le graphe de la parabole asymp- 
t —■ 0 _ , elle est située localement en dessous. tote. 


6.2.3 Étude complète et tracé d’une courbe paramétrée 

Plan 6.2 : | Plan d’étude d’une courbe paramétrée - ] 

0 Déterminer le domaine de définition des deux fonctions x et y. 

Ë: Étudier les symétries éventuelles. 

£ Dresser le tableau de variations des fonctions x et y et repérer dans ce tableau les points stationnaires, les 
points à tangente horizontale ou verticale et les branches infinies. 
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3$ Étudier les points stationnaires. 

^ Étudier les branches infinies. 

HI Tracé sommaire de la courbe. Il est inutile d’utiliser la calculatrice pour reporter des points, il suffit de placer 
les asymptotes éventuelles, de mettre en évidence les points stationnaires et d’avoir l’allure globale de la 

courbe. 

Le point 2 est très important et permet bien souvent de restreindre l’étude à un intervalle plus petit. Pour cela, on interprète 
géométriquement la position du point M(cp(t)) par rapport au point M(f) où (p est une certaine transformation. Voyons 
quelques exemples courants : 

- Si x(t + T) = x{t) et y{t + T) = y(t), le point M(f + T) est le même que le point M(f). On aura tracé toute la courbe si on 
restreint F étude au paramètre t qui varie dans un intervalle de la forme [a, a + T [. 

- Si x(- 1) - x(t) et y(— 1) - -y(f), le point M(-f) est le symétrique orthogonal du point M(t) par rapporté l’axe (Ox). Il 
suffit de tracer la courbe pour t g [0, +oo[ et de compléter le dessin final par une symétrie par rapport à (Ox). 

- Si x(— f) - — x( t) et y(-f) = -y(t), le point M(-f) est le symétrique du point M(f) par rapport à Forigine. Il suffit 
d’étudier la courbe pour t g [0, +oo[ et de compléter le tracé par une symétrie de centre Forigine. 

- Si x(l/ 1) = -x(t) et y ( 1 / r) = y(f), les points M(l/ f) et M(f) sont symétriques par rapport à (Oy). Si on trace la portion 
de courbe pour t g] 0, 1], la portion correspondant à t g [1, +oo[ s’en déduit par une symétrie par rapport à l’axe (Oy). 

I Exemple 6 . 7 Étudier la courbe paramétrée 

( x(t) = tanf + sint 


Les fonctions x et y sont définies sur IR \ {kn + ni 2; k g Z}. 

Restriction de l’intervalle d’étude. On remarque que x(f+2jr) = x(f) et y(f+2x) m y(t). Donc M(f+2jx) = M(f). 
Il suffit de faire l’étude de la courbe sur un intervalle [a,a + 27i]. De plus, x(-f) = -x(f) et y(- 1) = y(f). Le point 
M(- 1) est donc le symétrique du point M(f) par rapport à l’axe Oy. Il suffit donc de faire l’étude sur [0, jt] et de 
compléter le tracé de la courbe par une symétrie par rapport à la droite Oy. 


Variations. On calcule 
D’où le tableau de variations : 


f 

o \ 

ï 

x'it) 

+ 

+ 0 

y'(f) 

0 + 

+ 0 

x(t) 


0 

y(fl 




On remarque le point M(0) qui est à tangente horizontale, un point stationnaire M(jr) et une branche infinie en 
t = 7T/2. 

Étude du point stationnaire. 

- Sans les développements limités : 


y(f)-y(n)_ 35 Î 7 + 1 _ 1 + cost _ 1 

x(f)-x(n) tanf + sinf sinf(l + cosf) sint t^ic 


donc la courbe admet une tangente verticale en le point stationnaire de paramètre t - jt. 
- Avec les développements limités : Posons h - t- ji, et faisons un DL(0, 3) : 


d’où l’on tire 


x(h) = — + 0 (^ 1 , y{h) = -1 + o{lr) 


F (h) = 




o(h 3 ) 


Dans le repère S& = (M(jt),"m ,~?) où ~u - (0,-1) et v - (1,0), le point M(f) a pour coordonnées 
(X(t),Y(t)) avec X(f) ~ (t-n) 2 l2 et Y(f) ~ ( f — tt) 3 /2 lorsque t — u. On en déduit que le point M(ji) 
est un point de rebroussement de première espèce à tangente verticale. 
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5 Étude de la branche infinie. 

- Sans les développements limités : On forme le quotient 


Ensuite, on calcule : 


x(£) sint(l + cosf) f—jt/ 
1 - sin t 


cos t f— *71/2 

car sin et cos sont dérivables en ni 2 donc pour leurs taux d’accroissements respectifs en n/2, on a : 

sint-1 7i cos t 7t 

>cos-=0 et ► - sin - = - 1 

f-Jl/2 t— *71/2 2 f-Jl/2 f— *71/2 2 

donc 

sin t - 1 

1 ~ sin t f-n/2 

COS t COS t t^7i/2 

t — nl2 

Enfin, on étudie la position de la courbe par rapport à l’asymptote d’équation y - x- 1 : 


(l-sin£)(l + cos£) 

y(f)-x(fl + l = 

cos t 

qui est du signe de cos t. Donc lorsque t — > tt/ 2 + , la courbe arrive sous l’asymptote , et lorsque t — 
71/2”, la courbe arrive sur l’asymptote. 

- Avec les développements limités : Lorsque t — tt/ 2, en posant h - t-nl2, on effectue un développe- 
ment asymptotique des deux fonctions : 


h 1 4- o(fi) — h 1 H h o(fi) 


Et alors 


v(fi) - —Il sin fi = — ~ - — + o(h ) 
h 6 

ÿ{h) - x(h) + 1 = -fi/2 + o(h) 


ce qui montre que y(î) - x(f) + 1 (f- jt/2)/2 lorsque t — tt/2. Par conséquent, la droite d’équation 

y = x - 1 est asymptote à la courbe. Lorsque t — nl2 + , la courbe arrive sous l’asymptote à gauche, et 
lorsque t — * tt/2 - , la courbe arrive sur l’asymptote à droite. 



Exemple 6.8 

L’astroïde est la courbe paramétrée définie par : 

Jx(£) =acos 3 £ 
}j/(f) = asin 3 t 
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1 Les deux fonctions sont définies sur IR. 


2 Symétries : 

- x(£+2ti) = x{t), y{t+2n) = y(£) doncM(t+27t) = M(£). Il suffit de tracer la courbe pour te [ f 0 . £o+2ti]. 

- x(£ + tt) = — x(£), y{t + Ti) = — y(£) donc le point M(f + jt) est le symétrique du point M(f) par rapport 
à l’origine. Il suffit de tracer la courbe pour te [to,to + tt ] et de compléter le dessin par une symétrie 
centrale pour obtenir toute la courbe. 

- x(-£) = x{t), y(-t) = -y(t) donc M(-t) est le symétrique de M(f) par rapport à l’axe (Ox). Il suffit 
de faire l’étude sur [0, jt /2] puis de compléter par une symétrie. 

- x(tt/2- t) — y(£), y(jr/2- 1) = x(f) donc le point M(jr/2- 1) est le symétrique du point M(£) par rapport 
à la première bissectrice. Il suffit finalement de faire l’étude pour t e [0,tt/ 4], de compléter le tracé 
par des symétries par rapport à la première bissectrice, l’axe (Ox) et l’origine pour obtenir la courbe 
complète. 

£ Variations : 

Jx'(f) = -3acos 2 fsinf 
jy'(f) =3asin 2 £cos£ 


t 

• ï 

x'{t) 

o + 

y'(£) 

0 + 

x(f) 

2 V 2 

a ^ 

yit) 



On remarque que le point M(0) est stationnaire. Il n’y a pas de branche infinie. 

4 Étude du point stationnaire La première méthode est ici inutilisable car la limite ne peut pas se calculer avec 
les techniques usuelles. Effectuons un développement limité à l’ordre 3 : 

) x(f) = a- ^a £ 2 + o(£ 3 ) 
ylt) — at 3 + o(f 3 ) 

d’où 



Les vecteurs ~u et ~u étant indépendants, dans le repère (M(0) , "u , le point M( f) a pour coordonnées X(£) t 2 
et Y(£) ~ o t 3 . On en déduit que le point M(0) est un point de rebroussement de première espèce à tangente 
horizontale. 



Exemple 6.9 Une roue de rayon R > 0 roule sans glisser sur une route horizontale. Déterminons la trajectoire d’un point 
situé sur sa périphérie. Notons C(£) le centre de la roue et t l’angle entre la verticale et le vecteur C(£)M(£). La roue roule 
sans glisser donc si le centre à l’instant t se trouve à l’abscisse xc, on a xc = R£. On en déduit que C(£) 1^ puis comme 
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I -Rsin t 
|-Rcos t 


on obtient l’équation paramétrique de la courbe qui s’appelle la cycloïde : 


Jjc(f) =R(t-sinf) 
jy(t) = R(1 - cos t) 

1 . Les fonctions x et y sont définies sur IR. 

2. Symétries : puisque x{t + 2n) = x(t) + 2Rjt, y{t + 2n) = y[f), le point M(f + 2jt) se déduit du point M(f) par une 
translation de vecteur V = (2Rjt,0). Il suffit donc de tracer la courbe pour t e [0,2 jt] et on complète le tracé par 
une infinité de translations de vecteur V. Puisque x(-t) - -x(t) et y(- t) - y(t), le point M(-t) est le symétrique 
du point M(f) par rapport à l’axe (Oyl. Il suffit donc d’étudier la courbe pour t e [0, 7t] et de compléter par une 
symétrie par rapport à (Oy). 

3. Variations : 


Jx'(t) =R(l-cosî) 
jy'(î) = Rsin t 


t 

0 

JT 

x'{t) 

o + 

ÿ(t) 

0 + 

0 

X{t) 


* Rjt 

y U) 

0^ 

» 2R 


On remarque que le point M(0) est stationnaire et que le point M(ji) est à tangente horizontale. 

4. Étude du point stationnaire : Là encore, la première technique est peu commode car elle aboutit à une limite 
difficile à calculer avec les méthodes usuelles. On effectue alors un DL à l’ordre 3, 


F (0 = 




On en déduit que le point M(0) est un point de rebroussement de première espèce à tangente verticale. 

5. Tracé : 



6.3 Etude d’une courbe polaire p = /(0). 

6.3.1 Notations 

Il peut être plus commode d’étudier une courbe non pas en coordonnées cartésiennes, mais en coordonnées polaires car 
elle s’exprime parfois ainsi plus facilement. Nous allons expliquer ici comment mener cette étude. 

On définit les fonctions vectorielles : 

"m( 0) = cos0T + sin0 y*, ~v (0) = -sin0T + cos0 y* 

et on remarque que : 

d~u _ _ 

~dÔ~ V ' 

Le repère = (O,"u(0),"u (0)) s’appelle le repère polaire 
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O 

Figure 6.4 - Repère polaire : PI, a = (O, w(0), i>(0)) 


Étant données deux fonctions p : I —* • IR et 0 : 1 IR, on peut définir la courbe paramétrée (I, /) par 

| F(O = PU)~m(0(O)| 


Proposition 6.10 P) Calcul de la vitesse et de l’accélération dans le repère polaire 

|É(f)=p'(t)i:(9U)) + p(f)9'(^(9U))| et |F"U)=[p"U)-p(f)Q' 2 U)] M(9(fl)+[2pW(fl + p(fl9"(fl]'i/(9tt)) 


Démonstration II suffit d’appliquer les formules de dérivation usuelles ainsi que les relations - ~v et = -~u . 


6.3.2 Etude d’une courbe p = /(0). 

On considère une courbe polaire 


P = /(0) 

où / : I i — • IR est une fonction de classe (fc), (avec k > 2). C’est l’ensemble 
des points du plan de coordonnées polaires (p, 0) liés par cette relation. Notre 
but est de tracer une telle courbe. 

1 Une courbe polaire est une courbe paramétrée particulière : F (0) = 
p(0)~uce), 

J JC(0) = p(0) COS0 

jy(0) = p(0) sin0 

s|g) Recherche des symétries éventuelles : 

Il est important, avant de commencer l’étude d’une courbe polaire de Figure 6.5 - L’angle V(0) : tanV(0) = 
réduire l’intervalle d’étude. Quelques exemples : P^ 

- Si p(0) est T périodique, avec T = — 2 jt, P ® 

q 

- Si p(-0) = ±p(01, 

- Si p(0 o -0) = +p(0). 
ig| Etude locale 

- On exprime F' (0) dans la base (u (0),U (0)) : 

É(0) = p , (0)u+p(0)V 



- Les points stationnaires ne peuvent correspondre qu’au passage au pôle. On obtient l’allure locale de 
la courbe en examinant le signe de p : un point stationnaire pour une courbe polaire ne peut être qu’un 
point ordinaire (p change de signe) ou un rebroussement de première espèce (p ne change pas de signe) ; 

- En un point différent de l’ origine (donc régulier), si V (0) est l’ angle entre la droite (OM(0)) et la tangente 
à la courbe en M(0), alors : 


p(9) 


- Si pour une valeur donnée de 0, p' (0) = 0 alors F' (0) est colinéaire à ~v (0) et on dit que F' (0) est 
orthoradial. 


4 Etude des branches infinies : 

- Elles se produisent lorsque p(0) ► oo ; 

0-.0O 
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Si 0o = kn, (Ox) est direction asymptotique. Il suffit d’étudier : 


y(0) = p (01 sin0 

- Si 0o = - + fcji, il suffit d’étudier : 

x(0) = p(0) cos0 

- Sinon, on fait l’étude dans le repère polaire (0,"u (0o),V (0o)) : 

Y(0) = p(0) sin(0 - 0 O ) 


5 Branches infinies spirales : 

- Si p(0) ►oo; 

- Si p(0) — ► R, on a un cercle ou un point asymptote ; 



6.3.3 La cardioïde 

Étudions la cardioïde. Cette courbe est donnée par l’équation polaire 

p = a(l + cos0) (a>0). 

Nous allons nous limiter au cas où a - 1, le cas général se traite de manière identique. 

@ La fonction p est définie sur M 

g) Elle est 27i-périodique donc il suffit de travailler sur un intervalle de longueur 2ji. Comme p est impaire, on peut 
étudier la courbe pour 0 e [0, jt], on déduira la partie manquante par la symétrie d’axe (Ox). 

Pour tout 0 e [0, jt], p' (0) = - sin0. On en déduit les variations de p : 


0 

0 | 71 

p'(0) 

0 - -1 - 0 

p(0) 

2 \ 

^ 1 \ 

0 


On remarque que la courbe présente un vecteur tangent orthoradial quand 0 = 0. 

4 La courbe présente un point stationnaire en 0 = jt. Comme p ne change pas de signe en ce point, on a un point de 
rebroussement de première espèce. 

5 La courbe ne présente pas de branche infinie. 

6 Représentation graphique : 
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Figure 6.7 - Cardioïde : On effectue d’abord le tracé de la portion de courbe étudiée puis on complète le dessin par la 
symétrie d’axe (Ox) 


6.3.4 La strophoïde droite 


C’est la courbe polaire d’équation 

cos 20 

P _ a "côs0" 

avec a > 0. On se borne à étudier la courbe dans le cas a - 1. 


1 La fonction p est définie pour 0 # n/2 [ji]. 

2 II suffit de travailler sur un intervalle de longueur 2n car p est 2n-périodique. Mais V0 / 
ji/2 [ji], p (jt - 0) = -p (0). On peut donc travailler sur un intervalle de longueur n. Enfin, 
comme p est paire, la courbe présente une symétrie d’axe (Ox) et il suffit de l’étudier sur 
1= [0,n/2[. 

3 Pour tout 0 e I, on montre avec les formules de trigonométrie que 


„ cos20 „ 1 

P (9) =2cos0 

COS0 COS0 


donc p' (0) = -2sin0 - qui est négative sur I. On calcule aussi facilement que p ne 
s’annule qu’en un seul point de I : tt/ 4. On en déduit les variations de p : 


0 

0 n/4 n/2 

p'(0) 

0 - -2y/2 - 

P(0) 

1 

° 


On remarque que le vecteur tangent à la courbe en le point de paramètre 0 = 0 est orthora- 
dial. 

4 La courbe ne présente pas de point stationnaire. 

5 Par contre, on remarque une branche infinie quand 0 — n/2 _ . Comme : 



Figure 6.8 
Strophoïde droite 


x = p(0)cos0 = cos(20) - — ^-*-1 et y = p(6)sin0- — -oo, 


on en déduit que la droite x = -1 est asymptote à cette branche infinie. La courbe de plus 
se trouve à droite de cette asymptote. 

6 On en déduit alors le graphe de la courbe. 


Remarque 6.10 Voir les sites web suivants : 

http : //www.mathcurve . com/courbes2d/courbes2d. shtml 

http : //perso .wanadoo . fr/ jpq/ courbe s/ index . htm 

http : / /turnbull . des . st-and.ac.uk/~history/Curves/Curves .html 

http : / /mathworld. wolfram. com/ 

pour les propriétés des courbes classiques avec des animations. 
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6.4 Exercices 

Dans tous les exercices de ce chapitre, on considère le plan euclidien & muni d’un repère orthonormé direct (O, T, J). 


6.4.1 Fonctions vectorielles 

Exercice 6.1 ■ W 

On considère le mouvement d’un point M (f) dans le plan au cours du temps. On suppose que ce mouvement est décrit 
par une fonction vectorielle f : I — *■ S 6 de classe C 2 et ne s’annulant pas appelée vecteur position du point M. On a 
donc : 

y tel, OM 

On appellera vecteur vitesse et vecteur accélération du point M à l’instant t les vecteurs ~v (t) := f'{t) et~a (f) := 
/"(*) 

1. On suppose que le mouvement du point M est circulaire de centre O, c’est-à-dire que t >— • ||oM(f)|| est constante. 
Montrer qu ’ alors les vecteurs position et vitesse sont orthogonaux pour tout tel. 

2. On suppose maintenant que le mouvement du point M(f) est à accélération de centre O, ce qui signifie que à 
chaque instant, son vecteur accélération est colinéaire à son vecteur position. Montrer alors que t >— ■ det ^OM ( f) , ~v ( t) j 
est constante. 

3. Montrer que si le mouvement du point M est à la fois circulaire et à accélération de centre O alors il est uniforme 
(c’est-à-dire que la norme de son vecteur vitesse est constante). 


Solution : 

1. Considérons 0] 


^ I y ^ ^ I .Cette application est de classe C 2 sur I car c’est le cas de f et parce que 

f ne s’annule pas sur I. Pour tout tel : 


0'i (?) = 




IM 1 


ce qui amène : (/' (t) | / (f)). Les vecteurs OM (f) et ~v ( t ) sont donc bien orthogonaux. 

I I — » IR 

2. L’application : 02 : j ^ ^ det^f (î) ~u (f)j est classe e € sur I et pour tout tel : 

Q' 2 (t) = detÇv(t),l; (f)) + det(/ [t),~a (t)j =0. 


Donc 02 est constante. 

3. Si le mouvement est à la fois circulaire et à accélération de centre O alors, pour tout tel, le vecteur vitesse ~u (t) 
est orthogonal au vecteur position L’angle formé par ces deux vecteurs est congru à it/2 rnodulo n, donc : 


|det(0M(t),^(t)]| 


| OM ( t) | . | U ( t) | | sin (OM ( t) , 7 ( t) ) | 

||ÔMCf)||.||V(t)|| 


Comme ce déterminant et || OM ( t) || ne dépendent pas du temps, on en déduit que ||”c (f) || est aussi indépendant 
du temps. 


6.4.2 Courbes en coordonnées cartésiennes 

Exercice 6.2 è? 

Étudier la courbe paramétrée donnée par : 


t 3 + 2 
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Solution : 

1 . Les fonctions x et y sont définies sur IR* . 

2. La courbe ne présente pas de symétrie évidente. 

3. Les fonctions x et y sont dérivables sur IR* et pour tout t e IR* : 


2(r 3 -i) 


On en déduit le tableau de variation suivant : 


t 

-oo 0 l+oo 

x!(t) 

- 

- -1 - 


0 

+ °°\ J 

x(t) 


0 

y(t) 

+ °°\_oo 

3 

Ÿ(t) 

- 

- (j) + 


4. La courbe ne présente pas de point stationnaire. 

5. La courbe admet quatre branches infinies. En ±oo, la courbe admet une asymptote verticale d’équation x = 0. 
Étudions les branches infinies quand t—0 + et quand t —> O - . Soit t e IR* . On a : 


v(f) , 

f— = r + 2 * 2 et y(t)-2x(t)- 


♦ O 

t- o 


donc la droite d’équation y = 2x est asymptote à la courbe quand t — 0 + et quand t — O .De plus, la courbe est 
toujours au dessus de cette asymptote. 

6. On en déduit 1 ’ allure de la courbe : 



Exercice 6.3 V 

Étudier la courbe paramétrée définie par j ] + ( f 


Solution : 

1. Les fonctions x et y sont définies sur IR \ {-1}. 

2. Restriction de l’intervalle d’étude. Si te IR* \ {-1}, x(llt) = y{t) et y (lit) = x(t). On peut restreindre l’étude à 
1 = ]-l, 1], ou déduira la partie manquante delà courbe par une symétrie par rapport à la bissectrice principale. 
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3. Variations. Soit t e I. On calcule 


, 1-2 1 3 , tte-t 3 ) 

x'U) = 3— y\t) = 3-^— | 

(i+t 3 ) 2 (î+t 3 ) 2 


On en déduit le tableau de variation suivants : 



4. Étude du point stationnaire. La courbe ne possède pas de point stationnaire. 


5. Étude de la branche infinie. On a une branche infinie quand t tend vers -1 + . Comme ^ = t 


comme y{t) + x{t) - 3 

vers -1 + . De plus : y (f) - (-x(f) - 1) = 
Cette courbe est un folium de Descartes. 


m 

1, la droite d’équation y - -x- 1 est asymptote à la courbe quand t tend 
■ - & 0. La courbe est donc au dessus de l’asymptote. 



Exercice 6.4 ■ W IH 

Étudier la courbe paramétrée définie par 


Solution : 

1. Les fonctions x et y sont définies sur IR \ {±1}. 

2. Restriction de l’intervalle d’étude. Comme pour tout t e IR\{±1}, x (- 1) - x (t) et y {- 1) = -y (t), la courbe admet 
l’axe (Ox) comme axe de symétrie et on restreint l’étude à I = IR+ \ {1}. Il n’y a pas d’autre symétrie évidente. 

3. Variations. Soit tel. On calcule 


(i-*T 


fit 2 -3) 
(f-l) 2 (f+l) 2 
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On en déduit le tableau de variation suivant : 


£ 

0 1 

L y/l 

x'(£) 

0 + 

+ + 

x(£) 


0 

_ 2 

ylt) 

> +oo 

3\/3 

2 

y'(t) 

0 + 

+ 


4. Étude du point stationnaire Le point de paramètre t = 0 est stationnaire. Comme 

yU)-y(O) iS t 

jcff) — jc( 0) y^? _ 1 f ^° ’ 

la courbe admet une tangente horizontale en ce point. 

5. Étude des branches infinies. La courbe présente plusieurs branches infinies. 

- Quand t—> -1, on forme le quotient y (f)/x(t) et on calcule sa limite quand £—*■-! qui vaut 1. Puis 


t 3 - 1 


y(£) -*(£) = _— = 


t 2 + 1+1 3 

f+1 T^T~2 


donc la droite d’équation y-x-312 est asymptote aux branches infinies quand t — 1 + et £ — 1“ . Étudions la 
position de la courbe par rapport à l’asymptote. Elle est donnée par le signe de y(£) - x(£) + 3/2 = -l/2(2£ + 
1) ( £ — l)/(t+ 1) qui est toujours positif quand t est proche de 1 par valeurs inférieures et négatif quand il est 
proche de 1 par valeurs supérieures. La courbe est donc au dessus de l’asymptote dans le premier cas et en 
dessous dans le second. 

- Quand t — ■ +oo, la courbe admet l’axe vertical comme asymptote. 



Exercice 6.5 ■ Q 

Étudier la courbe paramétrée définie par 


Jx(t) = sin (2 £) 
jy (£) = cos(3£) 
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Solution : 

1. Les fonctions x et y sont définies sur IR. 

2. Restriction de l’intervalle d’étude, x et y sont 2n périodiques. On se restreint à [— tt, tt] . x(-t) = — x(t) et 

y (— t) - y (t). On a donc une symétrie d’axe O y et on travaille sur [0, tt]. Mais x(ti- t) - sin(2ji-2f) = -sin2t = 
-x(t) et y (tt — t) = cos3tt- 3£ = cos(ji-3t) = -cos3 1 - On a donc une symétrie de centre O et on 

travaillera sur I = [0, f ] . 

3. Variations. Soit tel. On calcule 

x'{t) =2cos(2 1) y'(t) - -3sin(3f) 

Par conséquent : 

x' (t) > 0 <=> t e [o, -J et }/ ft) >0<=> te |-,-J 

On en déduit le tableau de variation suivants : 


t 

0 

4 3 

2 

x’{t) 

2 + 

o - 

-2 

x(t) 

0 

i \ 

2 

* 0 

y{t) 

1 

V2 

2 Pfa, / 

-1 

, 0 

ÿ{t) 

0 - 

- 0 + 

3 


4. Étude du point stationnaire La courbe ne présente pas de point stationnaire. 

5. Étude de la branche infinie. La courbe ne présente pas de branche infinie. 


Il s’agit d’une courbe de Lissajoux. 

Exercice 6.6 I W H 
Étudier la courbe paramétrée définie par 


Solution : 

1. Les fonctions x et y sont définies sur IR. 

2. Restriction de l’intervalle d’étude, x et y sont 2tt périodiques, on travaille donc sur [— tt,tt] . De plus, x{-t) - 
-x(t) et y{-t) - -y{t). On peut restreindre l’intervalle d’étude à [0 , tt] et on déduira la partie manquante de la 
courbe par la symétrie de centre O. Déplus : x(ji- t) = x(f) et y (tt — t) = -y(t). La courbe admet donc comme 
axe de de symétrie l’axe (Ox) et on l’étudiera sur [0, 

3. Variations. Soit tel. On calcule 

(3-cos 2 (f))cos(f) 3 cos 2 (f) - 1 

x (t) = — 5 — y (t) = r- 

(l + cos 2 (0) (l + cos 2 (f)) 

Sur I, x' est toujours positive, y' est du signe de 3 cos 2 (t) - 1 et, en notant a = arccos ^ , est donc positive si 


x(t) = 
y{f) = 
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t e [0, a] et négative sinon. Remarquons que comme cos a-^et comme a e [0, f ] , sin a = ^ . On en déduit le 
tableau de variation suivant : i r 


t 

0 a f 

je'(f) 

\ + + + 0 

X[f) 

> 1 

4 

ylt) 

ifl 

4 0 

y (.t) 

\ + 0 - -1 


4. Étude des points stationnaires, des branches infinies La courbe ne présente ni point stationnaire, ni branche 
infinie. 

Cette courbe s’appelle une lemniscate de Bernoulli. 



Exercice 6.7 ■ W 

On considère la courbe paramétrée T donnée par : 

f xft) = t-tht 

U-à 

et appelée tractrice. 

1 . Donner le domaine de définition de x et y. 

2. Montrer que F admet une propriété de symétrie qui permet de réduire son étude à un intervalle qu ’on précisera. 

3. Étudier les variations de x et y. 

4. Étudier les branches infinies de T. 

5. Préciser la nature du point A de paramètre 0 ainsi que la tangente en ce point. 

6. Tracer la courbe. 

(a) Pour tout réel t > 0, déterminer une équation cartésienne de la tangente àF au point M (t) de paramètre 

(b) Cette tangente recoupe l’axe des abscisses en un point N (t) dont on déterminera les coordonnées. 

(c) Déterminer la distance M (t) N (t). 

(d) Préciser la nature du mouvement du point N (t). 


Solution : 

1. Les fonctions x et y sont définies sur IR.. 

2. Restriction de l’intervalle d’étude. Si t eU, on a : x(-t) - —x(t) et y (-f) = y (f). On restreint alors l’étude à 
I = M* et on déduira la partie de courbe manquante par la symétrie d’axe (Oy). 

3. Variations. Soit tel. On calcule 

*'(t) = th 2 t ÿw = --zr~ 

ch z t 
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On en déduit le tableau de variation suivants : 


t 

0 +oo 

x'(t) 

0 + 

X(f) 

+oo 

0 

y U) 

1 

0 

y' U) 

0 - 


4. Étude du point stationnaire Le seul point stationnaire est celui de paramètre t-0. On a 

x" (î) = -2 th(r) (-1 +th 2 (î)) y" (f) - Ch ~ 2 
ch (î) 

donc x" (0) -0 et y" (0) = - 1 . La courbe admet alors une tangente verticale au point stationnaire. Par symétrie, on 
en déduit que le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 

5. Étude de la branche infinie. La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y - 0 quand t tend vers 
+oo. 



6. Soit t > 0. Un vecteur directeur à la tangente à la courbe au point M de paramètre t est celui de coordonnées 

(x ! {t) , y' [t]) - (th 2 f, - S ,/ ! ou encore celui de coordonnées : (sh t, - 1) qui lui est colinéaire. Une équation 
v ch 2 t) 

cartésienne de cette tangente est donc | x+sh(f)y- f = 0 |. Les coordonnées du point N sont alors ( t, 0) et il décrit 
bien un mouvement rectiligne uniforme. Déplus : 

NM 2 = (x (£) - t) 2 + (y (î)) 2 = th 2 1+ = 1 

ch t 

donc NM = 1. 


Exercice 6.8 ■ W H 

On se donne la courbe paramétrée 


x(t) = 2t+- 
y(t) = t 2 -- 


1. Préciser le domaine de définition de f : t<~* {x{t),y(t}). Étudier ensuite les variations de x et de y en fonction 
du paramètre t. 

2. (a) Quelle est la nature des branches infinies de T lorsque t tend vers ±oo. 

(b) Montrer que lorsque t tend vers ^ (respectivement \),Y possède une asymptote dont on précisera 1 ’ équa- 
tion . Préciser la position de la courbe par rapport à cette asymptote, de la tangente en ce point. 

(c ) Tracer le support de T . 
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Solution : 

1. x et y sont définies suri- IR\{+|}. La courbe ne présente pas de symétrie évidente. Soit tel. On a : 


*-(8=5^ e, y ( ,) = 2 

(2t— l) 2 (2? + 1) 2 (2f + 1) 2 


la factorisation du numérateur de y' étant obtenue en remarquant que - 1 est une racine évidente de4t 3 +4t 2 + t+l. 
On en déduit le tableau de variation suivant : 


t 

-oo - 1 - \ 0 \ 1 +oo 

x’(t) 

+ + + 0 - 

- 0 + 

Xft) 

3 on 

? 2 00 

_ 3 


ylt) 

+O 0 v. j, +oo 

^ 2 

> +oo 

y'it ) 

- 0 + 

+ + + + 


2. (a) On vérifie que - 

x{t) t 


X{t) I 


* -oo. Ces deux branches infinies sont donc des branches 


paraboliques de direction Oy. 

(b) Lorsque t tend vers ^ F admet une asymptote verticale d’équation x - — | et quand t tend vers \ F admet 
une asymptote horizontale d’équation y = - 1 . 
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Exercice 6.9 ■ W 


) sin 2 t 
X ^ 2 + sinf. 

y{t) =cost 

/K Attention 6.10 La correction de cet exercice utilise les équivalents. 


1. x et y sont définies sur IR. Ces deux fonctions sont 2jt -périodiques. On peut restreindre le domaine d’étude à 
[-71, jt] . De plus, si t est élément de ce segment : x (ti - t) - x ( t) et y {n- t) - -y (t). On peut alors restreindre le 
domaine d’étude à I = [-§,§ \. On obtiendra la partie manquante de la courbe par une symétrie d’axe Ox. 


2. Soit tel : 


x'(î) = 


sin t cos t (4 + sin f) 
(2 + sin f) 2 


et j/(t) = -sinï 


Comme cos est positif sur 1, x' (f) est du signe de sin t. On en déduit le tableau de variations : 


t 

2 0 2 

x'(t) 

0 - 0+0 

X{t) 

1 \ 

y U) 

> 1 

0 ^ ^0 

y' W 

1 + 0 - -1 


L’unique point où la courbe est singulière est celui de paramètre t = 0. On lit dans le tableau de variation que la 
courbe admet une tangente verticale en le point de paramètre t=— | ainsi qu ’en celui de paramètre t — | . 

3. En utilisant les formules usuelles d’équivalent : 

y (f) — y (0) _ (cos f - 1) (2 + sin f) ~ ~2y = ^ 
x(t)-xf 0) sin 2 1 f-0 t 2 

La courbe admet donc en le point singulier une tangente A de pente - 1 . Une équation cartésienne de A est alors : 
y = -x+ 1. 

4. Soit tel. La position du point M par rapport à A est donnée par le signe de y ( t) + x ( t) - 1 : 


y{t) + x{t)~ 1 


2 + sin t 

2 cos t + sin t cos t + 1 - cos 2 


t - 2 - sin t 


2 + sinf 

- (cos 2 t - 2 cos t + 1) + sin t cos t - sin t 


2 + sin t 

- (cos t - l) 2 + sin t (cos t - 1 ) 

2 + sin t 

(cos t - 1) (1 - cos t + sin t) 

2 + sin t 

\/2(cost-l)^-cos(f+|)j 


2 + sin t 


et le signe de cette expression est donnée par celui de ^ -cos(t+ 1) qui est positif si t est proche de 0 et positif 
et qui est négatif si t est proche de 0 et négatif. Par conséquent, au voisinage du point singulier, la courbe est en 
dessus de la tangente pour les temps positifs et en dessous pour les temps négatifs. Le point singuher est donc un 
point de rebroussement de première espèce. 

5. Représentation graphique : 
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Exercice 6.10 W 

Étudier la courbe paramétrée : 


On montrera l’existence d’une parabole asymptote. 

/K Attention 6.11 Les développements limités sont utilisés dans la correction de 1 ’ exercice 


Solution : 

1. Domaine de définition : D x = D y = IR \ {0}. 

2. Restriction de l’intervalle d’étude : Pas de symétrie évidente. 

3. Variations : On calcule 

. (f-l)(f+U , -2(f-l) 

= lë — 


t 

-oo-l 0 1 +oo 

xfit) 

+ o - 

- 0 + 

X 

1 N, 


y 

0 \ 

> 1 

-oq/ '"■> 0 

ÿit) 

- -4 - 

+ 0 - 


En traçant le tableau de variations, on trouve un point stationnaire M(l), et une branche infinie lorsque t 0. 
4. Étude du point stationnaire : en posant h = x — 1, on trouve 


F(h) = F(i + h) 


et donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce, de tangente dirigée par le vecteur 
~u = (1,-2). 

5. Étude des branches infinies : Lorsque t — ±oo, comme y(t) — ► 0, la droite (Ox) est asymptote, et le tableau de 
variations donne la position de la courbe par rapport à 1 ’ asymptote . 

Pour l’étude de la branche infinie en t-0, écrivons 


x(f)-f/2 + l/(2f), y(t) = -ll1 2 + 2lt 
et calculons (pour éliminer les termes en lit 2 ) : 

y(t) + 4x 2 (t) = 2 + 2lt+t 2 

Éliminons ensuite les termes divergents en Ht en calculant 

y(t) + 4x 2 (t) - 4x(t) —2 + 2lt+ t 2 
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d’où l’on tire que 


yU) + 4x 2 (î)-4x(/)-2~-2î 


et donc la parabole d’équation y = -4x 2 + 4x - 2 est asymptote à la courbe, et lorsque t — 0 + , la courbe est située 
localement au dessous de la parabole, et lorsque t—> O - , elle est située localement au dessus de la parabole. 



Exercice 6.11 W I 

Construire la courbe paramétrée : 

yw = y— j 

Déterminer ensuite les coordonnées du point double I et montrer que les tangentes en I sont orthogonales. 
/K Attention 6.12 Les développements limités sont utilisés dans la correction de 1 ’ exercice 


Solution : 


2. 

3. 


Domaine de définition : D* = IR \ {-], 1} et D y = K \ {1}. 

Restriction de l’intervalle d’étude : Pas de restrictions apparentes. 


Variations : On trouve que 



Le tableau de variations montre deux points ordinaires à tangente horizontale : M(O) = (0,0) et M(2) = (2/3,4). 

4. Points stationnaires : Il n’y a pas de points stationnaires. 

5. Branches infinies : Lorsque t —■ ±oo, le tableau de variations montre que la droite (Ox) est asymptote, et on lit 
la position de la courbe par rapport à cette asymptote. De même, lorsque t — - 1, la droite d’équation y - - 1 12 
est asymptote au vu du tableau de variations. 
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Pour l’étude de la branche infinie, lorsque t — 1 et en posant h - t-1 : 

x(h) = ^- + 7 -^+ O [h), et y[h)=\- + 2 + h + o [h) 
2h 4 8 h-o h h^o 


et donc, lorsque f — 1 , 

y{t)~2x{t)~l ~ ^(t- 1 ) 

2 »->i 4 

la droite y = 2x + 3/2 est asymptote. Lorsque t — *■ 1 “ 1 , la courbe arrive à gauche en dessous, et lorsque t — 1 + , la 
courbe arrive sur l’asymptote à droite au dessus. 

6. Coordonnées du point double : Cherchons le point double M = M(ti) = M(f 2 ) avec t\ ± t2. On doit avoir 

UiUf- 1 ) =f 2 (ïf-l) 

= t|(?i - 1) 

et en mettant (t] - t 2 ) en facteur, 

[tit 2 + l - 0 

\tlt 2 -(t\ + t 2 ) =0 

Par conséquent, tit 2 --l et t\ + t 2 — — 1. Les deux valeurs t\ et t 2 sont racines du trinôme 
T 2 +T-1 = 0 

Le point double a pour coordonnées 

h t 2 h -t 2 1 1 

t\ - 1 t \- 1 h + t 2 

et de même, y = -l. 1 = (- 1 ,- 1 ). 

7. Tangentes orthogonales au point double : Les deux tangentes au point doubles sont dirigées par les vecteurs 
F' ( f 1 ) et F'(t 2 ). U suffit de montrer que ces deux vecteurs sont orthogonaux. Calculons leur produit scalaire : 

s=(F r (îi)|F'(t 2 )) = x'(ti)x'(t 2 ) + y'(fi)/(t 2 ) 

On calcule 

(ff + i)(r 2 + i) tit 2 (.ti-2){t 2 -2) _ iht 2 ) 2 + (rf + rf) + 1 tit 2 [tit 2 -2(fi + f 2 )+4] 

S “ (t 1 2 -l) 2 (f|-l) 2+ (fl-l) 2 (r 2 -l ) 2 " [ (flfe ) 2_( f 2 + f2) + 1 ] 2 + [f lfe _ (tl + f2) + 1 ] 2 

Mais î 2 + f 2 = (ti + f 2 ) 2 — 2 f] t 2 = 3, et finalement 

1+3+1 -1+2+4 

s = - = 5-5 = 0 

(1-3 + 1 ) 2 (-1 + 1 + 1 ) 2 

Ce qui montre que les deux tangentes sont orthogonales. 

8. Tracé: 
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Exercice 6.12 W 


Construire la courbe 


/IN, Attention 6.13 Les développements limités sont utilisés dans la correction de l’exercice 


Solution : 

1 . Domaine de définition : Les fonctions x et y sont définies sur I = IR \ {1/3}. 

2. Symétries : Il n’y a pas de symétrie évidente. 

3. Variations : Si tel alors : 


t 

-f -\ -1/3 0 

x'Cfl 

- -4/9 - 0 + 

+ 0 + 

xm 

+oo +oo 

8/27 > 

>* 1/4 ^ 

> +oo 

yit) 

-4/3 

-oo' -3/2 


Vit) 

+ 0 - -3 - 

- 0 + 


4. Points stationnaires : On remarque que la courbe admet un point stationnaire en t = 0. Étudions cette singularité : 



Le point stationnaire est donc un point de rebroussement de première espèce. 

5. Branches infinies : On a une branche infinie pour t —■ ±oo : 

* ( ' ) = -5ïï*7T5 + <4J ,) “ J ' (0 = S"5 + ' + «-°«o ln 

Donc : 

3 x(f) - y 2 (t) - iy(f) + ^ + t _oJll t ) 

„ y 1 

Cette branche admet donc une parabole asymptote d’équation : 3 x- y — + - = 0. On a une autre branche infinie 
pour f — — Avec u- t- 1/3 : 

d’où : 

y(u) + 9x(u)-- = -2u+ o q (m) 

En conclusion, la droite d’équation y = -9x+ 1/3 est asymptote à cette branche infinie et la courbe est située en 
dessous de l’asymptote si t > -1/3 et au dessus si t < -1/3. 

6. Tracé : 
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Exercice 6.13 MW I 

On considère la famille de courbes paramétrées : 


jc(t) = cos 3 t + msinî y(£) = sin 3 î+ mcosî 

1. Faire l’étude de Cq. 

2. Pour quelles valeurs de m, la courbe C m admet-elle des points stationnaires ? 

3. Trouver l’équation paramétrique de l’ensemble des points stationnaires et représenter cet ensemble. 


Solution : 

1. Voir l’exercice 6.4. 

2. Recherche des points stationnaires de C m : 

x'(t)~ cos?(m-3sin tcost) y'ft ) = sinf (3sinîcos t- m) 

3 3 3 

Une condition nécessaire et suffisante est que me avec m - - sin(2f). 

3. Lieu des pts stationnaires : on montre par double inclusion que c ’est la courbe paramétrée : 

x(t) = cosf(l + 2sin 2 t) y(f ) =sinî(l + 2cos 2 t) 


4. Étude de cette courbe : Les fonctions x et y sont définies sur IR. Elles sont 2jt périodiques don on peut travailler 
sur [—ji, tt ] . x est paire et y impaire, donc on peut limiter 1 ’ étude à [0, ji] et déduire la partie restante de la courbe 
parla symétrie d’axe (Ox). Pour tout t dans cet intervalle, x(tt- t) = -x{t) et y (tt — t) - y(t). On a donc aussi 
une symétrie d’axe (Oy) et on travaille sur [0,ji/2]. Enfin, x(ji/ 2- î) = y (f) et y ( tt/ 2 — î) s x(t) On travaille 
finalement sur [0, j] et la courbe présente aussi une symétrie par rapport à la première bissectrice. Pour tout 
te [0, |] , on calcule 


jx'ft ) = -3sin(f)[l-2cos 2 t] 

|y'U) = 3cos(î) [l - 2sin 2 f] 


et on en déduit le tableau de variations et le tracé : 


261 



t 

0 jt/4 

x!{t) 

0+0 

x 

s/2 

y 

* s/ 2 

0^ 

ÿ{t) 

3+0 


Remarquons qu’on a un point stationnaire en t - f. En raison des symétries, c’est nécessairement un point 
rebroussement de première espèce. 


Exercice 6.14 ■ WM 

On considère la courbe paramétrée T : 


|x(f) =t 2 -2t 

}y(f) — 2 1 3 — 3 1 2 


1 . Tracer cette courbe et étudier le point stationnaire. 

2. Écrire l’équation cartésienne de la tangente à T en un point M(f) ordinaire. 

3. A quelle condition sur t\ , Î2 les tangentes issues des points ordinaires M(fi) et M(^) sont-elles orthogonales ? 

4. Soit un point m|*. Trouver une condition nécessaire pour que de M soient issues deux tangentes orthogonales 
à T. 


Solution : 

1 . Les fonctions x et y sont définies sur U. Il n’y a pas de symétrie évidente. Pour tout t e M 
x'(t) = 2(t-l) et y'(f) = 6f(f-l). 

On en déduit les variations de x et y : 


t 

-oo 0 l+oo 

x'(t) 

- -2 - 0 + 

X(t) 

0 > +oo 

y(f) 

> 0 >+oo 

— OO ''' + -1 ^ 

y'(t) 

+ 0 - 0 + 


Le point de paramètre 1 est stationnaire.On écrit : 


x(f) = -l + U-l) 2 


et y(f) = -l + 3(t-l) 2 + 2(f-l) 3 


et 




(t-1) 3 


On a donc un point de rebroussement de première espèce, avec une tangente de pente 3. La courbe présente des 
branches infinies quand t-> ±oo. On a y{t)lx(t) - [2t/ -3t 2 ) I [t 2 -2t) - t(2-3/f) (1-2/t) ^ + » ±oo donc 
ces branches sont de type parabolique de direction (Oy). 
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2. La tangente T t à la courbe en un point de paramètre t / 1 est dirigée par le vecteur (V ( t),y ' (f)) ou encore par 
celui de coordonnées (1,3 fl. Une équation de T t est de la forme : 3tx- y + c = 0 où c e IR. Comme M (0 = 
[x (f) , y (t)) € T t , il vient c = - 1 3 + 3î 2 et donc 


| T f : 3tx-y-t?+31? = o\ 

3. On traduit 1 ’ orthogonalité des tangentes par T fl .T t2 = 0, c ’est-à-dire | - -1/9 | . 

4. Le point M appartient à la tangente issue de M(f) si et seulement si t est racine du polynôme 

P(t) = t 3 -3t z -3xt + y = 0. 

Si h,t2, h désignent les trois racines complexes de ce polynôme, leur produit vérifie t\ f2Î3 = - y . D’après la 
question précédente, on doit avoir - 9y qui doit être racine de P, c’est-à-dire 

y(9 3 y 2 — 3 x 9 2 y — 3 x 9x+ 1) = 0 

et si y /O, on reconnaît l’équation d’une parabole. 


6.4.3 Courbes polaires 

Exercice 6.15 i 

Tracer la courbe polaire p = 1 + tan |. On précisera les coordonnées du point double. 

Solution : 

1. Domaine de définition de p : La fonction p est définie sur IR \ {(2k +l)7i;fce Z}. 

2. Restriction de l’intervalle d’étude : Puisque p(0 + 2ii) = p(0), M(0 + 2 jt) = M(0) et il suffit donc de faire l’étude 
sur [0,271]. 

3. Tableau de signe de p : Il est clair que p est croissante, et s’annule en 3tt/2. 

0 0 ti/2 tt 3ti/2 2ti 
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4. Passage au pôle : le passage au pôle correspond à un point ordinaire, à tangente verticale (p change de signe). 

5. Branche infinie : lorsque 0 — jt. Il y a une direction asymptotique horizontale. Pour chercher une droite asymp- 
tote, étudions y (0) = p(0)sin0. En posant u-Q-n, y(u) = y{n+u) = -sin w+2cos 2 (m/2) — 2- u+ o{u). La droite 
d’équation y -2 est donc asymptote à la courbe, et lorsque 0 — tt - , la courbe arrive sur l’asymptote, et lorsque 
0 -* jt + , la courbe arrive sous l’asymptote. 

6. Point double : On voit sur le dessin que le point double vérifie M(0;) = M(0] + jr) avec 0i g [0, tt/ 2] , c ’est-à-dire 

p(0i) = -p(0i+7i) 

En posant t - tan(0i 12), on obtient 

f+2t-l = 0 

c’est-à-dire t = s/2 - 1 (pour avoir 0i e [0 ,ti/2]. Alors si le point double a pour coordonnées M = (xj ,X 2 ), on 
trouve, puisque p(0i) = \p2, que : 

l-t z 

xi m p(0i) cos(0i) = ^Y+f- m 1 
yi = p(0i) sin(0i) = y/l = 1 

Donc le point double est M = (1, 1) . 

7. Représentation graphique : 



Exercice 6.16 ■ V 

Tracer la courbe polaire p = cos (30). 


Solution : 

1. Domaine de définition de p : p est définie sur IR. 

2. Restriction de l’intervalle d’étude : Soit 0 g IR. 

- p(0 + 2 ji/ 3) = p(0), donc M(0 + 2jt/3) est l’image du point M(0) par la rotation de centre 0 et d’angle 2n/3. Il 
suffit de faire 1 ’ étude sur un intervalle de la forme [a, a + 2 tt/3] ; 

- p(0 + ji/ 3) = -p(0), donc le point M(0 + jt/3) est l’image du point M(0) par la rotation d’angle -2jt/3. Il suffit 
de faire l’étude sur un intervalle de longueur ni 3 ; 

- p(-0) = p(0), donc le point M(-0) est le symétrique du point M(0) par rapport à Taxe Ox. 

On fait donc l’étude sur [0,ti/6], et on complète la courbe par symétrie par rapport à (Ox), puis par rotations 
d’angle -2n/3. 

3. Variations : La fonction p est décroissante sur [0, tt / 6] et s’annule en n/6. Comme p' s’annule en 0, la courbe 
présente une tangente orthoradiale en 0 = 0. 

4. Points stationnaires : Le passage au pôle est un point ordinaire car p change de signe donc il n’y a pas de point 
stationnaire. 

5. Branches infinies : Il n’y a pas de branche infinie. 

6. Représentation graphique : 
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^ - 4 . 

'0 

-1 

Il s’agit 

^ A 

d’un trifolium. 


Exercice 6.17 ■ é) 

Construire la courbe paramétrée 


sin0 

sin0 - cosG 


Solution : 

- Domaine de définition : Le domaine de définition de p est D p = IR \ {ti/4 + kn; keZ} ; Remarquons que 


V0eD p , 


\/2_sin0_ 
2 cos (0 + 71/4) 


- Restriction du domaine d’étude : Soit 0 e D p . 

- p(0 + 2ti) = p(0), donc M(0 + 2ti) = M(0). On n’étudie la courbe que sur un intervalle de la forme [cx,a + 2ji]. 

- p(0 + ji) = p(0) : le point M(0 + ti) est le symétrique du point M(0) par rapport à l’origine. Il suffit de faire l’étude 
sur l’intervalle I - [0, tt] \ {ti/4} et de compléter la courbe par une symétrie par rapport au pôle. 

- Variations de p : Pour tout 0 e I 


(cos0-sin0) 2 

donc p est décroissante sur [0, jt/4[ et sur ]jt/4,jt]. 


0 

0 71/4 71 

p'(0) 

1 - 

- 1 

P 


"^0 


- Point stationnaire : p s ’ annule enQ-0 ou enQ-n en changeant de signe. Le passage au pôle correspond à un point 
ordinaire à tangente horizontale. 

- Étude de la branche infinie : lorsque 0 — 71/4. Un point de la courbe a pour coordonnées M (0) = (x(0),y (0)) où 
x (0) = p (0) cos0 et y (0) = p (0) sin 0 . On calcule y (0) !x (0) = tan 0 — — — ► 1 . Puis 


y(0)-x(0) 


sm0(sin0-cos0) . „ \/2 

= sin0 * — 

sin0-cos0 0 — 7r/4 2 


donc la droite y = x + s/212 est asymtote à la courbe quand 0 — * jt/4. On aurait aussi pu procéder ainsi : on fait l’étude 
dans le repère polaire Dans ce repère, le point M(0) a pour ordonnée Y(0) — p(0) sin(0 - ti/4), et en posant 
h-Q- ti/4, on trouve que 

Y (h) = Y(tt/4+ H) = cos ft(l + tan/z) = 1 + h + ofh) 

Par conséquent, il y a une droite asymptote horizontale, d’équation Y = 1 dans le repère polaire ,Së n / 4 , et lorsque 
0 — ti/4 -1 , la courbe arrive sous l’asymptote, et lorsque 0 — tt/4 + , elle arrive au dessus. 

- Représentation graphique : 
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Construire la courbe 

p = 1 - tan20 


Solution : 

1. Domaine de définition : Le domaine de définition de p est D p = IR \ {ji/4 + kn/2 \ k e Z}. 

2. Restriction du domaine d’étude : Comme tan est tt périodique, p est ni 2 périodique et il suffit de travailler sur 
un intervalle de longueur n 12 On travaillera suri - [0, jt/2] \ {ti/4}. 

3. Variations de p : Pour tout 0 e I, p' (0) = 2 (l + tan 2 20) donc p est croissante sur [0, ji/4[ et sur ] jt/4, jt/2] . 


0 

0 ti/8 jt/4 ji/2 

p'(0) 

-2 - -4 - 

- -2 

P 

1 

>> 0 

+oo 

1 


4. Point stationnaire : La courbe ne présente pas de point stationnaire. 

5. Étude de la branche infinie : lorsque 0 -* jt/4. Un point de la courbe a pour coordonnées M (0) = [x (0) , y (0)) 

où jc ( 03 = p(0)cos0 et y (9) — p(0)sin0. On calcule y (0) lx(Q) = tan0 » 1. Puis 


y(0)-*(0) 


(cos 20 - sin 20) (sin 0 - cos 0) 
cos 20 

^ cos (20 + j) cos (0 + j) 
cos 20 

( jn cos(0 + ?) — cos ? 2Q-2j v/2 

-cos 20+ - „ 7 §h>— ♦ — 

^ 4' ® + f _ 2 COS (20- COS 0^n/4 2 


en reconnaissant deux taux d ’ accroissement. Donc la droite y - x+ y/212 est asymptote à la courbe quand 0 — ji 14. 
Si on sait utiliser les équivalents, c’est un peu plus simple : 


cos (0 + —1 = sin f— — 0I ~ --0 et cos20 = sinf- -0) ~ --20 

V 4) V 4 1 Q-.nl 4 4 V 2 ) 0^71/4 2 

donc par produit d’équivalents : 


y(0)-x(0) ~ -cos [20+ -] 

0^71/4 t 4) 0— jt/4 2 

On en déduit de plus la position de la courbe par rapport à 1 ’ asymptote, elle est en dessous quand 0 — ji/4 _ et au 
dessus quand 0 -*• ji/4 + . 

6. Représentation graphique : 
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Exercice 6.19 ■ W 

Construire la courbe 


_ sin30 
^ sin0 


Solution : 

1. Domaine de définition. La fonction p est définie sur IR \ tiZ. Mais en utilisant la trigonométrie, on montre que 
V0 € IR, sin30 = 4sin0cos 2 0 - sin0 donc V0 e IR \ jiZ, p (0) = 4cos 2 0 - 1 et p se prolonge par continuité en 
chaque point de nZ. On travaille donc sur IR. 

2. Restriction de l’intervalle d’étude, p est 2jt périodique et on travaille alors sur un intervalle de longueur 2jt. 
Mais V0 € IR, p (0 + jt) = p (0) donc on peut travailler sur un intervalle de longueur tt. Enfin, comme p est paire, 
son support admet une symétrie d’axe {Ox) et on étudie la courbe sur I = [0,jt/2], 

3. Variations. Pour tout 0 e I, p' (0) = -8sin0cos0 = -4sin(20). Donc p' est négative sur I. On calcule facilement 
que les seuls points de I où p s’annule sont 0 et tt/ 2. Par ailleurs, le seul point de I où p s’annule est n/3. On en 
déduit les variations de p : 


0 

0 ti/3 ti/2 

p'(0) 

0 - -2V3 - 0 

P(0) 

3 \ 

0 

-1 


La courbe présente un vecteur tangent orthoradial en B - 0 et en Q - n/2. 

4. Étude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire. 

5. Étude de la branche infinie. La courbe ne présente pas de branche infinie. 

6. Représentation graphique. 



Exercice 6.20 

Construire la courbe 
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Solution : 

1 . Domaine de définition. La fonction p est définie sur I = IR \ {2} . 

2. Restriction de l’intervalle d’étude. La courbe ne présente pas de symétrie évidente. 

3. Variations. Pour tout 0 e I, p'(0) = —1/(9 — 2) 2 . Donc p' est négative suri. On calcule facilement que le seul point 
de I où p s’annule est 1. On en déduit les variations de p : 



Remarquons que la courbe passe par le pôle quand d - 1. 

4. Étude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire. 

5. Étude des branches infinies. La courbe présente des branches infinies quand 0 — ±oo et quand 0 — 2. 

- Quand 0 — ±oo : comme p(0) — * 1, la courbe admet le cercle unité comme cercle asymptote. Elle est à 

1 ’ intérieur du cercle quand 0 — -oo et à 1 ’ extérieur quand 0 — +oo. 

- Quand 0 — 2 : on étudie la quantité y (0) Ix (0) ; 


y(0) 

*( 0 ) 


p(0)sin0 

p(0)sin0 


= tan0 » tan2. 

0-2 


On forme maintenant la quantité : 


y (0) - tan 2x (0) = p (0) (sin 0 - tan 2cos0) = p (0) 


sin 0 cos 2 - sin 2 cos 0 
cos 2 


cos 2 


sin (0 - 2) + 


sin (0 - 2) \ 
0-2 ]’ 


En utilisant la limite usuelle sinx/x * 1, on montre que y (0)-tan2x(0) * 1/ cos 2. La droite y - tan2x+ 

1/ cos 2 est donc asymptote à la courbe quand 0 — 2. 

6. Représentation graphique. 
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Exercice 6.21 ■ W I 

On considère le cercle 

c é:x? + y z = 1 

|_2 

et le point Al ^ . Déterminer le lieu des projections orthogonales de A sur les tangentes au cercle. 


Solution : Un point du cercle a pour coordonnées et la tangente en M(î) a pour équation cartésienne 

T t : cos t x + sin ty - 1 
|x(t) * 

Le projeté orthogonal P(t) deAsurT t vérifie P ^ = A + ÀOM(f) et on trouveque 

Jx(f) = -2 + (l+2cos£)cos£ 

|y(?) = (l+2cosf)sinf 

En effectuant un changement de repère de centre A (X = x + 2, Y = y), puisque t est 1 ’ angle entre (Ox) etAP(t), on a une 
équation polaire de la courbe décrite par P ; 

p= l + 2cos0 

qu ’on étudie. 

1. Domaine de définition. La fonction p est définie sur IR. 

2. Restriction de l’intervalle d’étude. La fonction p est paire et 2n-périodique. On travaillera sur I = [0,tt] et on 
déduire la partie manquante de la courbe par une symétrie d’axe (Ox). 

3. Variations. PourtoutQe I, p'(0) = -2sin0. Donc p' est négative sur 1. On calcule facilement que le seul point de 
I où p s ’ annule est 2jt/ 3. La courbe présente un vecteur tangent orthoradial en 0 et n. 


0 

0 2tt/ 3 7i 

p'(0) 

0 - -y/3 - 0 

P(0) 

3 \ 

^ 0 \ 

>*-1 


Remarquons que la courbe passe par le pôle quand 0 = 2ji/3. 

4. Étude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire. 

5. Étude des branches infinies. La courbe ne présente pas de branche infinie. 

6. Représentation graphique. 


C’est un hmaçon de Pascal. 



Exercice 6.22 ■ W I 

Une roue de rayon b roule sans glisser sur une roue de rayon a. Déterminer le lieu d’un point de la circonférence de 
la roue de rayon a. 
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Solution : Dans un repère orthonormé ë& = [0,~i ,~f ), la roue de rayon a est centrée en O, et la roue de rayon b est 
centrée en C. Notons P l’intersection des deux roues, et M le point de la circonférence. En notant t l’angle (T, OP), a 
l’angle (T, CM) et y l’angle (CP, CM), on a les relations 

t+ y-a = jt 


La condition de roulement sans glissement s ’ écrit 
Donc si x et y sont les coordonnées du point M, 


at - by 


Jx = ( a+b)cost-bcos[(a + b)lbt ) 
jy= (a+ b)sint- bsin((a+ b)lbt) 
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i 7 

Chapitre / _ 

Coniques 


Compared to what an ellipse can tell us, a circle has nothing to say. 

Eric T. Bell. 


Pour bien aborder ce chapitre 



Les coniques sont des courbes du plan étudiées depuis les grecs. Elles l’ont été par Menechme vers 400 ans avant J.C. 
Puis par Archimède, Apollonius de Perge, ... Ils les voyaient comme les intersections d’un cône et d’un plan et les avaient 
baptisées « sections coniques ». Suivant l’angle d’inclinaison de ce plan avec l’axe du cône, on distingue différents cas 
(voir l’exercice 7.2 page 286) : 

- Si cet angle est inférieur à l’angle d’ouverture du cône, on obtient une hyperbole. 

- Si cet angle est supérieur à l’angle d’ouverture du cône, on obtient une ellipse. 

- Si cet angle est égal à l’angle d’ouverture du cône, on obtient une parabole. 

Mais d’autres situations peuvent se produire, ainsi si le plan contient le sommet du cône, l’intersection du plan et du cône 
peut être formé de deux droites sécantes, ou d’une seule droite, ou même seulement de ce sommet. Ces coniques sont 
dites dégénérées tandis que les trois premières obtenues sont dites propres. 

Il existe d’autres façons d’introduire les coniques. Celle retenue dans ce cours est appelée « définition monofocale des 
coniques », ou « définition par foyer-directrice »(voir la définition 7.1). On verra, avec la « définition bifocale »(voir la 
définition 7.17) un autre moyen de définir les coniques propres. 

Enfin, on peut voir les coniques comme la famille des courbes du plan d’équation cartésienne ax 2 + 2b x y + cy 2 + clx + 
ey + f - 0 où a, b, c, d,e,f£ IR. On apprendra dans le paragraphe 7.6 à étudier de telles courbes et comment reconnaître 
parmi celles-ci les coniques propres. 

Les coniques possèdent de nombreuses propriétés géométriques remarquables et on en étudiera quelques unes dans les 
exercices de ce chapitre. On les retrouve en mains endroits dans la nature. Kepler au 16 e siècle a compris que les planètes 
décrivent des ellipses dont le soleil occupe un des deux foyers. Galilée au 17 e siècle découvre qu’un obus tiré d’un canon 
décrit une trajectoire parabolique. La trajectoire d’une comète cyclique est une ellipse et celle d’une comète qui ne revient 
jamais est une parabole ou une hyperbole. Dans la vie courante, c’est grâce aux propriétés géométriques des paraboles 
que peuvent fonctionner les télescopes et les antennes paraboliques (voir l’exercice 7.3 page 286). 
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7.1 Définitions et premières propriétés 

7.1.1 Définition monofocale 

^ Notation 7.1 Si A et B sont deux points du plan, on notera cl (A, B) la distance de A à B, c’est-à-dire la norme du 
vecteur AB. 


Définition 7.1 7? Conique 

Soient une droite du plan, F un point du plan n’appartenant pas à St et e un réel strictement positif. On appelle 
conique de foyer F, de directrice et d’ excentricité e la courbe if formée des points M du plan vérifiant : 

|~d(M,F) = e rf(M,~0)~| 

- Si 0 < e < 1, on dit que if est une ellipse. 

- Si e — 1, on dit que if est une parabole. 

- Si e > 1, on dit que If est une hyperbole. 

La droite A passant par F et orthogonale à est appelée F axe focal. ^ 


Proposition 7.1 

L’axe focal d’une conique est un axe de symétrie de cette conique. 
Démonstration 



Soit M un point de la conique if de directrice ff de foyer F et d’excentricité e. Soit A l’axe focal de if et soit M' l’image de M parla 
réflexion d’axe A. Soit H et H' les projetés orthogonaux respectifs de M et M' sur 0. Les droites & et A sont perpendiculaires donc 
d[ M',&) =H'm' = HM = d(M,@) . Comme A est la médiatrice du segment [MM'] et que F e A, on a aussi d (M', F) = d Par 
conséquent d (M', F) = d (M,F) = ed (M, &) = ed{ M' ,S>) ce qui prouve que M' e if. 


Définition 7.2 O Paramètre 

Soit f une conique de directrice de foyer F et d’excentricité e. Soit d-d (F, ff) . Le réel p - e de st appelé paramètre 
de la conique if. 


I Remarque 7.1 Le paramètre d’une conique if correspond à la distance de F à chacun des deux points de if situés sur 
la droite passant par F et parallèle à S). 

7.1.2 Équation cartésienne d’une conique 
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Proposition 7.2 Équation cartésienne d’une conique 

Soit une conique de directrice 3, de foyer F et d’excentricité e. Soit d = d[F, 3)- Dans un repère orthonormal 
(F, i , j ) choisi en sorte que 3 ait pour équation x--d (<=> i unitaire normal à 3 et j unitaire directeur pour 3) 3 
a pour équation cartésienne : 


Démonstration Soit K le projeté orthogonal de F sur la directrice 3. On rapporte le plan au repère 3 ^F, i , j j où i = |=|| et 
où j est directement orthogonal à i . Remarquons que j dirige la directrice 3. Posons d = d(F,3)- La directrice, dans ce repère, 
admet bien comme équation cartésienne x- -d. Soit M |* . On a : 

Me if d(M,F) = e d(M,3) 

<=> d 2 CM, F) = e 2 d 2 (M, 3) 
x 2 +y 2 = e 2 {x+d) 2 

d’où l’équation cartésienne de la conique dans 3. 

| Remarque 7.2 L’axe focal de la conique passe par F et est dirigé par i . Son équation dans 3 est y = 0. 

Multimédia : Pour une directrice et un foyer fixés, on trace en faisant varier e les 
différentes coniques correspondantes. 


7.1.3 Équation polaire d’une conique 

On fixe un repère orthonormal du plan |o, i , j j . 

Proposition 7.3 O Équation polaire d’une conique 

Soit 3 la droite d’équation polaire r — — avec h^O. Alors une équation polaire de la conique 3 de foyer O, 

cos (0 - 0o) 

d’excentricité e et de directrice 3 est : 

ed 

l + ecos(0-0 o ) 


Démonstration Si 0o = n [2ti] alors la directrice 3 est perpendiculaire à l’axe des abscisses et d’équation x = -d. On peut 
alors utiliser la proposition 7.2 : une équation cartésienne de 3 est X 2 + y 2 = e 2 (x + d) 2 . On passe en polaire et on obtient r = 
±e(rcos6 + d). La conique 3 est donc l’ensemble des points satisfaisant : 

l + ecos0° Ur l-ecos0’ 

Mais ces deux équations sont celles d’une même courbe. En effet, si (r,0) satisfait la première équation alors (-r,0 + 7i) satisfait la 
seconde. Ces deux couples sont les coordonnées polaires d’un même point du plan. Une équation polaire de 3 est donc donnée par 
ed 

l + ecos(0-7t)’ 

Dans le cas général, on effectue une rotation de centre O et d’angle 0q - n et on trouve pour la conique l’équation polaire r = 
ed 

1 + ecos (0-0 o )' 

Remarque 7.3 

- L’équation polaire d’une conique s’écrit aussi p = — — 

4 F 4 H l + ecos(0-0 o ) 

- L’axe focal de cette conique admet comme équation polaire 0 = 0 q. 


7.2 Étude de la parabole : e = 1 

On s’intéresse dans ce paragraphe à une parabole & de foyer F, de directrice 3, de paramètre p > 0. On considère à 
nouveau le repère ^(F, i , j ) construit dans la proposition 7.2. Dans ce repère, une équation de ,3 est 

x 2 + y 2 - (x + p) 2 . 

L’axe focal A, passe par F, est dirigé par i (et admet donc comme équation y - 0), coupe .3 en un unique point de 
coordonnées (-|,0), ce qui justifie la définition suivante : 
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Définition 7.3 V Sommet d’une parabole 

On appelle sommet de la parabole & l’unique point S d’intersection entre & et son axe focal A. Dans le repère 
(F, i , j ), les coordonnées de S sont (-f ,0). 

| Remarque 7.4 Si K est le projeté orthogonal de F sur $), S est le milieu de [FK], 


Proposition 7.4 O Équation réduite d’une parabole 

Il existe un repère orthonormal (O, i , j ) dans lequel la parabole 332 de paramètre p > 0 admet pour équation carac- 
téristique : 

[ y ^~— 2 pX = o | 

Cette équation est appelée équation réduite de la parabole 3? . 

Réciproquement, une courbe d’équation : Y 2 -2 p X = 0 dans un repère orthonormal (O, i , j ) est une parabole de foyer 



et de directrice d’équation^^D^^^^. 


Démonstration 

| => | Soit 3? la parabole de paramètre p > 0, de foyer F et de directrice 32. Dans le repère 3? (f, i , j j construit dans la proposition 
7.2, 3? admet comme équation cartésienne x 2 + y 2 = (x + p) 2 ou :y 2 = 2 px+ p 2 . Considérons le point et le repère 

3$'[0, i , j j. Calculons les formules de changement de coordonnées du repère 32 au repère 3%' . Soit M un point du plan de 
coordonnées [x, y) dans 3ê et de coordonnées (X, Y) dans 32' . On a : 

ôm=x7+y7- 


Par ailleurs : 

OM = OF + FM - “7 + xi + yj = (x+ 7 + y 7 • 

Par identification, on obtient alors : 

X = x+ — 

2 . 

Y = y 

L’équation de {73 : y 2 = 2 px + p 2 devient dans 3?' : Y 2 = 2 pX. Remarquons que O est le sommet de la parabole. 

| <= | Soit Pi une courbe d’équation Y 2 - 2 p X = 0 dans un repère orthonormal (O, i , j). Montrons que PP est une parabole. Soit 

32) la droite d’équation X - - j , F | ^ et M | ^ un point du plan. Montrons que d (M, F) = d (M, 32) si et seulement si Ms? ce qui 
prouvera que P’ est une parabole 32 de foyer F et de directrice 32. Remarquons que : 

d 2 (M,F) = (x- -^j 2 +Y 2 et d 2 (M,S>) = (x+ . 

On a: 


Me 32 


d(M,F) = d(M,32) 
d 2 (M, F) = d 2 (M, 32) 

KlV-Kf 

Y 2 -2 pX=0 
Melf. 
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Proposition 7.5 O Paramétrage de la parabole 

On peut paramétrer la parabole d’équation Y 2 - 2 p X = 0 dans un repère orthonormal (O, i , j ) par 


x ^~ 2 
y(t) = P t 

Démonstration Soit M |o, i , j j le repère construit dans la proposition précédente. Dans ce repère une équation de & est 
y 2 - 2px = 0. Soit m|* un point du plan. On a équivalence entre : 

Me^ <=> y 2 - 2 px = 0 

P t 2 

<=> 3re R, y=pt et x =- — . 

* r r 2 

I Remarque 7.5 Comme lim r ^ ±00 ^ = 0, la parabole possède deux branches paraboliques de direction asymptotique 
OX (c’est de là que vient l’appellation). 

^Proposition 7.6 O Tangente à la parabole 
Dans un repère (O, i , j), on considère la parabole & de paramètre p > 0 et paramétrée par 
- La tangente -%i 0 à J 21 au point Mo de & de paramètre to e K a pour équation : 

x-toy+p- =0 

2 


x(ï) = £ r- ; re R. 
y(t) = p t 


- La tangente -%i 0 à & au point M 0 (xo>yo) a pour équation 

y yo = p(.x+xo) 

I 

Démonstration Soit la tangente à au point de paramètre to- Un vecteur directeur à cette tangente a pour coordonnées 
(pto,p). Le vecteur de coordonnées {to, 1) dirige donc ■%. Une équation cartésienne de ,% est donc 


t 0 x-x{t 0 ) I 

i y- y (toi I 


soit to [y- ptq) - |x- HT 2 ') - 0 ou encore x- toy+ = 0. Par ailleurs, comme xq = ^r- et que yo = p to, 
encore px- yo y + pxo = 0. 


• équation s’écrit 


7.3 Étude de l’ellipse : 0 < e < 1 

On considère dans tout ce paragraphe une ellipse S ! de foyer F, de directrice Lé et d’excentricité e (0 < e < 1). 


Proposition 7.7 0 Équation réduite de l’ellipse 


\ 

- Il existe un repère orthonormal (O, i , j ) dans lequel S a pour équation 




X 2 Y 2 i 

-t + -ÿ = 1 0< b< a 1 

a 2 b 2 \ 



1 Cette équation est appelée équation réduite de l’ellipse S. 



- Réciproquement : l’équation = 1 

avec 0 < b < a est l’équation d’une ellipse de foyer 

0 

| avec 

| c = Va 2 - b 2 |, de directrice | : X = | 

et d’excentricité 


J 
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Démonstration __ 

| => | D’après la proposition 7.2, il existe un repère orthonormal direct fM |f, i , j j dans lequel une équation cartésienne de S e: 
x 2 + y 2 = e 2 {x+d} 2 (*) 


- e 2 ) x 2 - 2e 2 dx + y 2 - e 2 d 2 = 0 

2e 2 d i 2 _2,2 „ 

— 2X y y =o 

Vd e i d 2 | | 2 _ e 2 d 2 = 0 

1-e 2 ll-e 2 ) 2 +y 


-*)*- 


e 4 d 2 


(l-e 2 ) 2 J 

| +y 2 ~e Z d 2 -j_^ 

| 2 2 e 2 d 2 (l-e 2 ) + e 4 d 2 _ 


| +y 2 -e 2 dr- 

I 2 2 e 2 ^ 2 


- e 2 + e 2 


e 2 d 2 1 


e 2 ù ) 2 l-e 2 2 _ 
C l-e 2 + e 2 d 2y 




l-e 2 ' v /7TpT l-e 2 (Y = y 

Ces quantités sont bien définies car 0 < e < 1. Remarquons qu’on a a> b> 0. Le couple (X, Y) représente les coordonnées dans 
un repère Si' |o, i , j j d’un point de coordonnées (x,y) dans le repère F, i , j j où O est déduit de F par une translation de 

vecteur ~u . Dans ce nouveau repère, (*) s’écrit alors 


qui est bien de la forme annoncée. On a par ailleurs bien a 2 - b 2 - c 2 , ^ = e et d = Enfin, une équation de la directrice 

+ c 2 2 

dans 1% étant x = -d, une équation de & dans ffl' est : X+ c = -d, soitX = -d-c. Mais -d-c = = - tt- . Lne équation 

de & dans M' est donc : X = - ^ . 

| <= | Réciproquement, soit S une courbe d’équation = 1 dans un repère ë&' |o, i , j J .avec a > b > 0. Posons 

ù 2 


Par identification avec 1 ’ équation (★') , on reconnait 1 ’ ellipse de foyer f| ^ de directrice &:X=-fL et d’excentricité e. 


^Proposition 7.8 

Soit (O, i , j ) un repère orthonormal dans lequel S a pour équation ^+^ = 1 avec 0 < b < a. 

- L’origine O est centre de symétrie de S. C’est le centre de l’ellipse. 

- OX et OY sont axes de symétrie de <f. OX est appelé axe focal ou grand axe. OY est appelé axe non focal ou petit axe. 

- a est appelé demi- axe focal ou demi-grand axe. b est appelé demi-axe non focal ou demi-petit axe. 

- Soit c = Va 2 - b 2 . S admet deux foyers F et F' de coordonnées dans le repère (O, i , j ) : F | ^ et F' | ^ de directrice 
associée d’équation, dans ce même repère : Vt : X = - et : X = 


- L’ellipse S coupe les axes du repère (O, i , j ) en quatre points A, A', B, B' appelés les sommets de S et on a : 

\~ a A' I a rI ° R'l° 

1 o ’ A o’ B \-b’ B \b- 
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<=> 3fe [-jt,7t], X=acosf et Y=bsinf 


| Remarque 7.6 L’ellipse ne possède pas de branche infinie. 


B 



B' 

V * 5 V 

Plan 7.1 : I Pour rnnstniirp line ellipse I 


1 On trace ses axes focaux et demi-focaux. 

2 On place le centre O de 1 ’ ellipse puis ses quatre sommets A, A', B, B' . 

0 On mesure au compas la longueur OA et on place le compas en B. 

On trace les deux arcs intersectant 1 ’axe focal. On obtient ainsi les points F et F'. 

Définition 7.4 Affinité orthogonale 

Soient (O, i , j) un repère orthonormal. L’affinité orthogonale de base (O, i ) et de rapport fei est l’application du 
plan dans lui même qui au point M de coordonnées (x,y) associe le point M' de coordonnées (x, ky). 

Proposition 7.10 Cercle principal d’une ellipse 

L’ellipse ê d’équation ^ ^ = 1 avec 0 < b < a dans un repère orthonormal (O, i , j) est l’image du cercle 

d’équation cartésienne X 2 + Y 2 = a 2 par l’affinité orthogonale de base (O, i ) et de rapport k — Le cercle '£ est appelé 
cercle principal de l’ellipse ê. 


Démonstration Soit M un point de &. Il existe te. [-ti.ji] tel que les coordonnées de M soient (acosf.asin t). Soit T l’affinité 
orthogonale en question. On aT(M) . Donc T (M) e S . Réciproquement, tout point de S est image d’un point de c £ par T. 
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- La tangente ,5 m 0 à S J au point Mq (xq, yo) a pour équation 


X Xq 

a 2 


Démonstration 

- Un vecteur tangent à l’ellipse ê en le point M de paramètre t est celui de coordonnées (-asin f, beos f). Une équation de la 
tangente 88\\ à S en M est donc : 

| bcost y-bsint | ^ 

ce qui donne : b x cos t+ a y sin t- ab = 0. 

- Si [xq, yo) sont les coordonnées de Mq, cette équation devient :^Sr + -1 = 0. 



Proposition 7.12 L’image d’un cercle dans l’espace par une projection orthogonale est une ellipse 

L’image d’un cercle ‘é’ de l’espace par une projection orthogonale sur un plan & non perpendiculaire au plan contenant 
if est une ellipse de 9*. 

Démonstration Nommons £8' le plan contenant le cercle if, r le rayon de if, O' son centre et O le projeté orthogonale de O' sur 
le plan 88 . 

Si les plans 88 et 88' sont parallèles alors l’image de if par la projection orthogonale sur 88 est le cercle de même rayon et de 
centre O. 

On suppose que £8' est non parallèle à 88 . On note alors 5? la droite formée par leur intersection et exe ]0 ,ti/2[ l’angle non orienté 
entre les plans £8 et 88’ . Soit i un vecteur unitaire dirigeant S>. Soit j un vecteur de £8 en sorte que 88 ^O, i , j j soit un repère 
orthonormal de £8. De la même façon, on considère un vecteur j ' en sorte que £%' ^O', i ' , j 'j soit un repère orthonormal de £8' . 
0 e IR. Par la projection orthogonale sur £8, le point M' e 88' de coordonnées (x,y) dans 88' se transforme en le point Me £8 de 
coordonnées (x,ycosa) dans 88. 

Si M' est élément de if alors il existe 0 e IR tel que x= rcos0 et y = rsin0 et les coordonnées deM 1 sont alors (rcos0,rsin0cosa). 
Donc M' est élément de l’ellipse de centre O, de demi grand axe r et de demi petit axe Rcosa. Réciproquement, on vérifie que si 
M (r cos0, r sin 0 cos a) est élément de cette ellipse alors c’est le projeté orthogonal sur 88 du point M' (rcos0, rsin0) de 88' . 


7.4 Étude de l’hyperbole : 1 < e 


On considère dans tout ce paragraphe une hyperbole 388 de foyer F, de directrice 88 et d’excentricité e (e > 1). 


Proposition 7.13 Ç? Équation réduite de l’hyperbole 
- Il existe un repère orthonormal (O, i , j ) dans lequel ,88 a pour équation 


a 2 b 2 - 1 


a> 0, b> 0 
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Cette équation est appelée équation réduite de l’hyperbole M J . 

- Réciproquement : l’équation ^ ^ = 1 avec a > 0, b > 0 est l’équation d’une hyperbole de foyer I F T I avec 


V a 2 + b 2 I. de directrice \S> : X = I et d’excentricité \e - £ 


Démonstration 

| => | D’après la proposition 7.2, il existe un repère orthonormal direct fM ^F, i , j j dans lequel une équation cartésienne de Jif & 
x 2 + y 2 = e 2 {x+d) 2 (★) 


(l - e 2 ) x 2 - 2e 2 dx + y 2 - é 2 d 2 = 0 
(e 2 - 1) x 2 + 2e 2 dx -y 2 + e 2 d 2 = 0 


(«*- 


2e 2 d 

+ 7 2 ^ï x 


I (e 2 
I -y 2 + e 2 d 2 - 


-y 2 + e 2 d 2 = 0 
e 4 d 2 

^ï=° 


e 2 d ] 
+ e 2 -l 


I 2 2 <?d 2 


é 2 d, 2 {e 2 -l)-e 4 d, 2 _ 
e 2 -l-e 2 n 


e 2 -l 


_e 2 _d_) 
+ e 2 -l 


{e 2 - 

e 2 d 2 


e 2 -l ■ 
e 2 d 2y 




<?d 
~ e 2 -\ 


P* 


Ces quantités sont bien définies car e> 1. Remarquons que a > 0 et b > 0. (X, Y) sont les coordonnées dans un repère & (O, i , j j 
d’un point de coordonnées [x, y) dans le repère £% |f, i , j j où O est déduit de F par une translation de vecteur ~u | ^ . Dans ce 
nouveau repère, (*) s’écrit alors 


qui est bien de la forme annoncée. On a par ailleurs bien u 


X 2 Y 2 _ 

_1 

+ ù 2 = c 2 ,| = c 




de la directrice & dans M étant x = -d, une équation de & dans M' estX-c = -d, soitX= c-d. Mais c-d= c ~ 
équation de dans 3$' est donc X = ^- . 

| <= | Réciproquement, soit ,33 une courbe d’équation ^ ^ = 1 dans un repère 3?' |o, i , j j avec a > 0 et b > 0. Posons 

Par identification avec 1 ’ équation on reconnait 1 ’ hyperbole de foyer F 1^ t/e directrice : X = ^ et d ’ excentricité e. 


Proposition 7.14 

Soit (O, i , j ) un repère orthonormal dans lequel l’hyperbole a pour équation ^-^-1 avec a > 0, b > 0. 
a) L’origine O est centre de symétrie de Jif. C’est le centre de l’hyperbole. 
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b) OX et OY sont axes de symétrie de M J . OX est appelé axe focal ou grand axe. OY est appelé axe non focal ou axe 
non transverse. 

c) a est appelé demi-axe focal ou demi-grand axe. b est appelé demi-axe non focal ou demi-petit axe. 

d) Soit c = Va 2 + b 2 . Jt? admet deux foyers F et F' de coordonnées dans le repère (O, i , j ) : F et F' | ^ de directrice 

associée d’équation, dans ce même repère, : Xes-Æ et f)' : X- - ( -L. 


e) L’hyperbole Jf? coupe le grand axe en deux points A et A' appelés les sommets de Jf?- On a A 


I a 

1 ° 


et A' 


I -a 

I 0 


Proposition 7.15 Paramétrage de l’hyperbole 

On peut paramétrer l’hyperbole d’équation ^ ^ = 1 avec a > 0, b > 0 dans un repère orthonormal (O, i , j) par 


I x(t) = eacht 
\ y(t) = bsht 


: t g IR, e = 


±1 


Démonstration Soit & |o, i , j j le repère construit dans la proposition précédente. Dans ce repère une équation de Ji? est 
^2 - p- = 1. Soit M |* un point du plan. On a équivalence entre : 


<=* 3 teR, Y = bsht et X=+achf 

| Remarque 7. 7 Remarquons que l’hyperbole possède des branches infinies. 


Proposition 7.16 Ç? Asymptotes à l’hyperbole 

Soit Jrif l’hyperbole d’équation - 1 avec a > 0, b > 0 dans un repère orthonormal (O, i , j ). M J admet deux 

asymptotes : et 

Démonstration Nous allons nous limiter à la branche correspondant à e = 1 et montrer que cette branche admet les deux 
asymptotes indiquées. Par symétrie d’axe (Oy), on en déduira que la branche de l’hyperbole correspondant à e = -1 admet aussi 
ces deux droites comme asymptotes. Commençons par l’étude de la branche infinie quand t tend vers +oo. On a : 

yft) _ bsht _ b ^ b 

1 ! -+oo a 

De plus : 

y{t) - — x(f) = b(sh f-chf) = -be~ l -j— - — *. 0 

Par conséquent, la droite d’équation y= ^x, soit bx-ay = 0 est asymptote à l’hyperbole. De plus : y(t) - ^ x ( f ) = -be -1 < 0. La 
courbe est donc en dessous de l’asymptote. On fait de même pour l’asymptote à la branche infinie quand t tend vers -oo. On peut 
aussi utiliser la symétrie de 1 ’ hyperbole par rapport à 1 ’axe (Ox) et déduire ainsi la seconde asymptote de la première. 
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Plan 7.2 : | Pour construire une hyperbole] 

1 On trace ses axes focal et demi- focal. 

2 On place le centre O de 1 ’ hyperbole puis ses deux sommets A et A'. 

3 On trace le cercle de centre O et de rayon a . 

4 On trace les asymptotes. 

5 Pour une de ces deux asymptotes, on considère son intersection avec le cercle. Elle est formée de deux points 
P et P'. 

6 On trace les perpendiculaires à 1 ’ asymptote passantpar chacun de ces deux points. 

0$ L’intersection de chacune de ces deux perpendiculaires avec l’axe focal est constituée des deux foyers de 
l’hyperbole. 

8 Les directrices de 1 ’ hyperbole sont les droites perpendiculaires à 1 ’axe focal et passant par P et P'. 


7.5 Définition bifocale de l’ellipse et de l’hyperbole 


^Proposition 7.17 Définition bifocale de l’ellipse et de l’hyperbole ^ 

Soient a et c deux réels strictement positifs, F et F' deux points du plan tels que || FF' |j = 2c. 

1 . Si a > c, l’ensemble des points du plan tels que 

~||MF|| + ||MF'||=2a| 

est l’ellipse de foyers F et F' et de demi-grand axe a 

2. Si a < c, l’ensemble des points du plan tels que 

IIHI-HIHl 

est l’hyperbole de foyers F et F' et de demi-axe focal a. 

Démonstration Introduisons le point O milieu de [F, F' J et i ~ OF/ ||of|| . Soit j un vecteur unitaire directement orthogonal à 
i . On forme ainsi un repère orthonormal direct [o, i , j j. Dans ce repère, on a F(c,0), F'(-c,0). Soit M (x, y) un point de plan. 
On calcule MF 2 = (x-c) 2 + y 2 et MF' 2 = (x+c) 2 + y 2 et il s’ensuit que 

MF 2 .MF' 2 = [(x-c) 2 + y 2 ) [(x + c) 2 + y 2 j = [x 2 + y 2 + c 2 - 2cx) [x 2 + y 2 + c 2 + 2cx) = [x 2 + y 2 + c 2 ) 2 -4c 2 x 2 

MF 2 + MF' 2 = (x- c) 2 + y 2 + (x + c) 2 + / = 2 (x 2 + y 2 + c 2 ] . 

1. On a alors les équivalences : 


MF + MF' = 2 a 

« MF 2 + MF' 2 + 2MF.MF' = 4« 2 
« 2MF.MF' = 4« 2 - [MF 2 + MF' 2 ] 

<f=> 4MF 2 .MF' 2 = [4a 2 - [MF 2 + MF' 2 ]] 2 

~ (x 2 + y 2 + c 2 ) 2 -4c 2 x 2 = ( 2 a 2 - (x 2 + y 2 + c 2 )) 2 

« [a 2 - c 2 ) x 2 +a 2 y 2 = a 2 (a 2 - c 2 ) 

^ b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 


où b 2 - a 2 -c 2 est bien défini car a > c. Donc on a MF + MF' = 2a si et seulement si M est élément de l’ellipse de centre O, 
de demi-grand axe a et de demi-petit axe b. 
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2. On a les équivalences : 


|MF-MF'| = 2 a 

<=> MF 2 + MF' 2 - 2MF.MF' = 4a 2 
« 2MF.MF' = (MF 2 + MF' 2 ] - 4a 2 

<=> 4MF 2 .MF' 2 = [(MF 2 + MF' 2 ] - 4 a 2 ] 2 



où b 2 = c 2 - a 2 est bien défini car a< c. Donc on a |MF-MF'| = 2 a si et seulement si M est élément de l’hyperbole de 
centre O, de demi-grand axe a et de demi-petit axe b. 

Application : Comment dessiner une ellipse avec un crayon et une ficelle. 

7.6 Courbes algébriques dans le plan 

Le plan est rapporté dans tout ce paragraphe à un repère orthonormal direct |o, i , j ]. On s’intéresse ici à l’ensemble 
'é' des points du plan dont une équation cartésienne est : 

P(x,y) = ax 2 + 2bxy + cy 2 + dx+ ey + f = 0 


où [a, b, c, d, e, f) e IR 6 et où les réels a, b et c ne sont pas tous nuis (sinon ( é' est une droite affine du plan). 



Démonstration On utilise les formules de changement de repère de la proposition 2.5 page 68 : 


tx = cos0X-sin0Y 
[y =sin0X+cos0Y 

où 0 est un réel à déterminer. On a : 

ax 2 +2bxy + cy 2 +dx+ey + / = 0 

<=> (a cos 2 0 + c sin 2 0 + 2b sin 0 cos 0] X 2 + (a sin 2 0 + c cos 2 0 - 2b sin 0 cos ©] Y 2 + 

(2 [c - a) sin 0 cos 0 + 2b [cos 2 0 - sin 2 0] ] XY + (d cos 0 + e sin 0) X + (e cos 0 - d sin 0) Y + / = 0 

On cherche 0 en sorte que 2{c- a) sin 0cos0 + 2b (cos 2 0 - sin 2 0) = 0 ce qui s’écrit aussi (c-a) sin20 + 2ùcos20 = 0. 

- Si a = c alors on peut prendre 0 = ji/4. 

- Si aï c alors on peut prendre 0=5 arctan ] ] . 
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Dans le nouveau repère, l’équation de f est bien de la forme annoncée avec A = a cos 2 0 + csin 2 0 + 2fosin0cos0 , C = asin 2 0 + 
ccos 2 0-2fisin0cos0, D = dcos0 + esin0, E = ecos0- dsin0 etF = /. 

On remarque que A + C = a + c, que A-C = (a - c)cos20 + 2fisin20 et que AC = 1/4 ((A+C) 2 - (A-C) 2 ). 

Si a = 0 et donc 0 = ni 4, on vérifie facilement que ac -b 1 = AC. Sinon, si 0=2 arctan ( j , alors tan20 = 2 bl (a - c) et 

c 0 ç2 20 1 {a ~ C)2 

1 + tan 2 20 (a - c) 2 + 4Û 2 

donc 

A-C = (a - c)cos20|l + ^ tan20j = (a- c)cos20(l + tan 2 fij = 

et (A-C) 2 = (a-c) 2 + 4fi 2 . 

AC = i ((A+C) 2 - (A- C) 2 ) = i ((a+ c) 2 - (a- c) 2 ) - b 2 = ac - fi 2 . 


Lemme 7.19 O Élimination des termes linéaires 

Si A / 0 alors il existe un repère orthonormal SP* (q, i j ' j déduit de par une translation dans lequel une équation 
de if est : 

Au 2 + Cv 2 = F 1 


où F' e IR. 


Démonstration Le repère S&" est déduit du repère Si’ par une translation de vecteur (a, (5) e IR 2 à déterminer. On a donc les 
formules de changement de repère : 

X =u + a 
Y = u + p 
et 


AX 2 + CY 2 + DX + EY+ F = 0 

<=> Au 2 +Cv 2 + (2Aa + D) w + (2CP + E) ü + Aa 2 + Cp 2 + Dcx + Ep + F = 0 


On cherche (a, P) en sorte que 


2Aa + D =0 
2CP + E =0 


Comme A = AC / 0, ce système admet comme solutions a = -D/(2A) et P = -E/(2C). On en déduit F" en remplaçant a et P par ces 
valeurs dans Aa 2 + Cp 2 + Da + Ep + F. Dans ce nouveau repère, l’équation de ‘C est bien de la forme annoncée. 

On en déduit le théorème de classification des courbes du second degré, dû à Descartes (voir 2.2.1 page 67). 


Théorème 7.20 W Classification des courbes du second degré 

On considère une courbe du second degré d’équation : 

if : ax 2 + 2 bxy + cy 2 + dx + ey + f - 0 

dans un repère orthonormal. On note A - ac- h 2 son discriminant. 

- Si A > 0, la courbe f est une ellipse, un point ou l’ensemble vide. 

- Si A < 0, la courbe c f est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes. 

- Si A = 0, la courbe f est une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles ou l’ensemble vide. 


Démonstration D 'après le lemme 7. 1 8, on peut trouver un repère dans lequel une équation de if est AX 2 + CY 2 + DX + EY + F = 0 
où A,C,D,E,F e R et où A = ac- b 2 = AC. 

1. Si A = 0 alors A = 0 ou C = 0. 

(a) Si A = 0 et C / 0 alors if : CY 2 + DX + EY+F = 0 qui s’écrit aussiif :C(Y + E/(2C)) 2 + DX + F-E 2 /(4C) = 0. 

i. Si D/0 alors en posant Y 1 - Y + ^ et X' = - ^ (x + § - j on obtient : if : Y' 2 - 2DX' = 0 et on reconnaît 
une parabole. 

ii. Si D = 0, alors en effectuant le même travail, on montre qu’une équation de if dans un repère convenablement 
choisi est de la forme Y 12 + F' = 0. Si F' > 0 ,if est l’ensemble vide, si F' = 0, if est la droite d’équation Y 1 = 0 et 
enfin si F' < 0, if est la réunion des droites parallèles d’équations Y' = V-F' et Y' = -V-F'. 

(b) Si A / 0 et C = 0 alors if : AX 2 + DX + EY+ F = 0, on retrouve les mêmes résultats que dans le cas précédent . 

(c) Si A = 0 et C = 0 alors la courbe n’est plus du second degré. 

2. Si A/ 0 , on sait d’après le lemme 2 que dans un bon repère, f : AK' 2 + CY' 2 = F' avec A, C, F' e R et A = AC. 
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(a) Si A > 0, alors A et C sont de même signe et on peut écrire l’équation de 'é' sous la forme + ^3- = e avec e = 0, 1 
ou -1 et A',C' > 0. Si e = 0 alors r é' est réduit à un point. Si e = -1 alors r é' est vide. Enfin, si e = 1 alors c é' est une 
ellipse. 

(b) Si A < 0, alors A et C sont de signe contraire et on peut écrire l’équation de 77 sous la forme : ^ ^ = e avec 

e = 0, 1 ou -1 et A', B' > 0. Si e = 0 alors l’équation s’écrit : = 0 eftf est la réunion de deux droites 

sécantes. Si e = ±1, ’é' est une hyperbole. 


Re?narque 7.8 Ce théorème fournit un algorithme pour déterminer la nature d’une courbe 
e é’\ ax 2 + 2bxy+cy 2 + dx+ey + f = 0 


et préciser son équation réduite. 

1 . Calculer le discriminant A = ac - b 2 et T = a + c. Selon le signe de A, on peut, sans calcul, préciser le type de la 
courbe. 

2. (a) Si A ^ 0, par un changement du centre du repère défini par les formules : 


x = X+a 
y = Y+p 


(b) 

(c) 


on se débarrasse des termes linéaires en x et y pour aboutir à une équation : 
ax 2 + 2bxy + cy 2 = F 

Le centre du nouveau repère est, dans Q |” . 

On sait qu’on peut, par rotation des axes, se placer dans un repère orthonormé de même centre O où l’ équation 
devient : 

Ax 2 + Cy 2 = F 

On connaît la somme et le produit de A et de C : 


Ja+C — Æ+C 
[AC -ac-b 2 ’ 


Ils sont par conséquent racines d’un trinôme du second degré. 

(d) Ayant déterminé A et C, on peut écrire l’équation réduite de la conique et discuter de sa nature en fonction 
du signe de F. 

(e) Si l’on veut avoir toutes les informations, il faut déterminer l’angle 0 de rotation choisi pour annuler le terme 
xy. 

3. Si A = 0, on peut, par rotation des axes, se placer dans un repère orthonormé de même centre où l’équation devient : 


Ax 2 + By 2 + Cx + Dy = F 


avec A = 0 ou B = 0. On sait alors qu’ après une translation, on peut facilement identifier c €. 


Exemple 7.2 Réduire la conique d’ équation x 2 + 6xy + y 2 + 16x-9 = 0. 

H Son discriminant vaut -8 donc îf est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes. 

2 On effectue le changement de repère j % ^ + p • C> n obtient : 

X 2 + 6XY + Y 2 + (6|3 + 2a + 16)X + (2|3 + 6a) Y - 9 + 13 2 + a 2 + 16a + 6a|3 = 0. 


On se débarrasse des termes linéaires si 

J 6(3 + 2a + 16 =0 
1 2(3 + 6a = 0 

c’est à dire si a = 1 et (3 = -3 ce qui nous donne | O (1,-3) | Dans ce nouveau repère, F équation de devient : 
X 2 + 6XY + Y 2 - 1 = 0. 
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On sait que par rotation des axes on peut se placer dans un repère orthonormé de même centre Q où l’équation 
devient : 

Ax 2 + C y 2 = 1. 

On sait que AC = A = -8 et que A+C = a+c = 2. Ils sont donc racines du polynôme X 2 -2X- 8 et on trouve A = 4et 
C = -2 ou A = -2 et C = 4. On obtient alors dans le nouveau repère pour ‘é’ une des deux équations 4x 2 - 2y 2 = 1 
ou -2x 2 + 4y 2 — 1. Ces deux équations sont obtenues dans deux repères différents, l’un étant déduit de l’autre 
par une rotation d’angle tt/ 2. On reconnaît une hyperbole de demi-axes 1/2 et \/2l2 et de centre Q (1, -3). 

Pour mieux faire, il faut déterminer complètement la rotation. En partant de l’ équation X 2 +6XY +Y 2 -1 = 0, 
on effectue le changement de repère 

Jx = cos(0)x-sin(0)y 
[Y = sin(0)x + cos(0)y 

et on obtient : 


(6sin(0) cos(0) + cos 2 (0) + sin 2 (0)) x 2 + 6(cos 2 (0) - sin(0) 2 ) xy + (cos 2 (0) - 6sin(0) cos(0) + sin 2 (0)) y 2 = 1 
ou encore 

(3sin(20) + l)x 2 + 6cos(20)xy+ (l-3sin(20))y 2 = 1. 

Pour supprimer les termes linéaires, il suffit de prendre 0 = ji/ 4 et on obtient dans le nouveau repère H> : 4x 2 - 
2y 2 = 1. On sait donc que a = 1/2, b - \/2l2 et c - Va 2 + b 2 = \/3/2. On en déduit que e - c/a - \/3. De plus, 
les équations des directrices dans le repère final sont x = -s/3/6 et x = -\/3/6. Les coordonnées des foyers sont 
(v / 3/2,0) et (-v / 3/2,0). On peut alors facilement représenter . 



| Remarque 7.9 Pour le tracé final, on peut s’aider des méthodes 15 page 277 et 16 page 281. 
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7.7 Exercices 


7.7.1 En général 

Exercice 7.1 

Soit @ une droite du plan 3? et F un point du plan non situé sur 3) . Montrer que par tout point M du plan non situé sur 
@u {F} passe une et une seule conique if de foyer F et de directrice 3). 


d(M,F) 

Solution : On ad (M, 3) > 0 car M t Si et d (M, F) > 0 car M / F. Par conséquent e = — — est un réel positif non 

d (M, Çz) ) 

nul. Par construction, la conique de directrice 3, de foyer F et de directrice 3 passe par M. 


Exercice 7.2 ■ W 

On considère un cône de révolution de sommet S, d’axe 3> et on note a g ]0,tt/2[ une mesure de l’angle entre cet axe 
et une génératrice du cône. On va étudier l’intersection entre ce cône et un plan SP de l’espace. 

1. Dans un repère orthonormal direct de l’espace fixé, déterminer une équation cartésienne du cône. 

2. En choisit un repère orthonormal direct de l’espace en sorte qu’une équation cartésienne de 3* soit z- 0. Écrire 
une équation cartésienne de l’intersection J 1 du cône et du plan et reconnaître l’équation algébrique d’une 
courbe du plan de degré 2. 

3. On note P g ]0, ji/2[ l’angle entre le plan & et l’axe 3 du cône. Montrer que cos 2 p = a 2 + b 2 . 

4. Conclure en comparant a et p. 


Solution : 

1. On note ~u (a, b, c) un vecteur directeur unitaire de 3. Un point M est élément du cône si et seulement si l’angle 
non orienté {jî, SMj est égal ) a ou jt - a, c’est-à-dire si et seulement si SM."m = + ||sm|| cos a ce qui amène 
l’équation cartésienne : 

(a (x - x s ) + b (y - ys) + c (z - z s )) 2 = ((x - x s ) 2 + (y - ys) 2 + (z - z s ) 2 ] cos 2 a 

où S (x s , ys, z s ) et M (x, y, z) . 

2. Avec z - 0 , 1 ’ équation précédente devient : 

(a (x - x s ) + b (y - ys) - cz s ) 2 = ((x - s s ) 2 + (y - ys) 2 + z|) cos 2 a 
et en développant, on trouve une expression de la forme : 

(a 2 - cos 2 a) x 2 + 2 abxy +[b 2 - cos 2 a) y 2 + dx + ey + f = 0 

où d,e,fe R. On reconnaît 1 ’ équation d’une courbe algébrique du plan de degré 2. 

3. Notons üo le projeté orthogonal du vecteur ~u sur le plan 3P . Comme ~u = (a, b, c), les coordonnées de Mo sont 
{a, b, 0). Mais ~u.uç) = ||"m || ||mo|| cos P et il vient a 2 + b 2 - Va 2 + b 2 cos P d’où l’égalité. 

4. On calcule le discriminant de cette équation : 

A = (a 2 - cos 2 a) (b 2 - cos 2 a) - a 2 b 2 = cos 2 a (cos 2 a - (a 2 + b 2 )) = cos 2 a (cos 2 a - cos 2 P) . 

Comme a et P sont compris entre 0 et jt/2, le signe de A est donné par cosa - cosp. 

- Si a < P alors J* est une ellipse, un point ou l’ensemble vide. . 

- Si a = P alors J* est une une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles ou 1 ’ ensemble vide. 

- Si a > P alors J* est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes. 


7.7.2 Paraboles 

Exercice 7.3 3 

On considère une parabole. Montrer que les rayons parallèles à l’axe réfléchis sur la parabole passent par le foyer. 
Application : Le fonctionnement du miroir d’un télescope de Newton est basé sur la propriété de la parabole prouvée 
dans la question 3. de cet exercice. 
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Solution : En paramétrant la parabole M(£) 


t 2 3 !2p 


, un vecteur normal en M(t) est ~n\ 




On calcule alors .7 î -1 et en posant h I 1 , h .lî - 1 ce qui montre 

l|FM(f)|| I 0 


FM(f) 

que la droite (FM) et la droite horizontale passant par M sont symétriques par rapport à la normale en M. 


Exercice 7.4 ■ Ç? EU 

Soit 37 une parabole de paramètre p > 0 et de directrice 13. Soient M un point de S 9 et H son projeté orthogonal sur 
33. Montrer que : 

1. La tangente 37 m à 37 en M coupe la tangente au sommet de 33 en I, milieu du segment [FH]. 

2. La tangente 37m à 3? en M est la bissectrice principale du triangle isocèle FMH. 

3. Le projeté orthogonal du foyer de 7 sur les tangentes à 33 décrit la tangente au sommet. 

4. Deux tangentes à 33 perpendiculaires se coupent sur la directrice 33 de 37. 


Solution : 



1. D’après le cours, la tangente ,7$ à la parabole en son sommet admet pour équation cartésienne : x - 0 et ,%a 0 
: x - toy + Py = 0. Ces deux droites se coupent en le point de coordonnées (o, qui est bien le milieu I du 
segment [FH], 

2. Comme le triangle FMH est isocèle, la bissectrice principale de 1 ’ angle HMF est aussi la médiane issue de M. Or, 
on vient de prouver que la droite passant par M et par le milieu de [FK] est la tangente en M à 333 . 

3. La droite (MI) est aussi la hauteur du triangle FMH issue de M. Par conséquent, les droites (FH) et 37 m sont 
perpendiculaires en I. Le projeté orthogonal de F sur 37 m est donc I. Il est clair que le point 1, ses coordonnées 
étant |o, j est élément de la tangente au sommet. 

4. Soient 37 m : x - ty+ py = 0 et 37 m' '■ x - t'y + pÇ- - 0 deux tangentes à 37 en les points M de paramètre t 
etM' de paramètre t'. Ces deux droites se coupent en le point de coordonnées [ptt' 12, p[t+ t') 12) et sont or- 
thogonales si et seulement si 1 + tt' - 0. Si c’est le cas, les coordonnées de leur point d’intersection s’écrivent 
(-p/2, p{t- Ht) 12). Ce point est bien un point de la directrice 33 car une équation cartésienne de cette dernière 
estx= -p/2. 


Exercice 7.5 ■ W 

On considère la parabole d’équation y 2 - 2px et un point a| Q <j e cette parabole. On considère deux points 
I m 2 /2p \n 2 /2p 

distincts de la parabole M ^ et Ni ^ .Onnotea=m + netf>=mn. 

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et p pour que les droites (AM) et (AN) soient orthogonales. 

2. Montrer que lorsque M, N varient sur la parabole, (avec la condition d’orthogonalité précédente), la droite (MN) 
passe par un point fixe Q à déterminer. 

3. A chaque point A de la parabole on peut donc associer le point Q. Déterminer le Heu de Q lorsque A varie. 
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Solution : 

1. En traduisant AM.AN = 0, on trouve que (m + a)(n+ a) +Ap 2 = 0 c’est-à-dire | P + aa + a 2 + 4 p 2 - 0 

2. L’équation cartésienne de la droite (MN) est : 


2p;t-ay + P = 0 


et en utilisant la condition d ’ orthogonalité , cette équation devient a(y + à) - 2px + a 2 + 4p 2 = 0. on voit donc que 


cette droite passe par le point fixe 



a 2 + 4p 2 

Q 

2 V 
-a 


3. En éliminant le paramètre a, on voit que le point Q se déplace sur la parabole d’équation | y 2 = 2p{x-2p) 
c’est-à-dire la parabole initiale translatée du vecteur 2p i . 


Exercice 7.6 ■ W 

On considère une parabole d’équation cartésienne 

2px=y 1 

1 t 2 12p 1 t' 2 /2ü 

1. Soient deux points distincts M ^ et Ni ^ de la parabole. Trouver une condition nécessaire et suffisante 

pour que la droite (MN) soit normale à la parabole en M. 

2. Déterminer la longueur minimale des cordes (MN) vérifiant cette condition. 


1. Le vecteur 1 1 ^ dirige la tangente en M. En écrivant MN. t =0, on trouve que | t{t+ t') + 2p 2 — 0 | . 

2. On calcule 


Mais en utilisant que 


||MN|p = {/ — f) 2 [l + } 

4p2 


+ t'~ et t' - t = t' + t-2t = - -(p 2 + t 2 ) 


8(p 2 + t 2 ) 2 , 9 

et en étudiant cette fonction, fit) — (t -2p), on en déduit ses variations. Elle admet un minimum 

en t= \[2p et finalement, la distance minimale vaut 3\/3p . 


7.7.3 Ellipses 

Exercice 7.7 ■ I 

On considère une ellipse de grand axe (AA'). Soit Mo un point de l’ellipse. La tangente en Mo coupe les tangentes en 
A et A' aux points P et P' . Montrer que AP.A'P' est constant. 


Solution : L’ellipse dans un bon repère orthonormé a pour équation réduite 

$4-1 


xxq yyo 
Tm o • — + = 1 
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On trouve alors (il faut que Mo /A, A') p| b 2 , xq , , P' I fo 2 , xo-, et il s ’ ensuit \ AP. A' P' - b 2 | . 

1/n ^ n. 1/n ^ n ' 


lyo 


Exercice 7.8 ■ W I 

On considère un point P d’une ellipse de centre O. On lui associe un point M tel que la tangente en M à l’ellipse soit 
parallèle à la droite (OP). 

1 . Montrer que l 'aire du triangle OPM est constante et la calculer. 


2. Montrer que || Om| +]|op|| est constante. 


I x ( f) = a cos t 

1. On rapporte le plan à un repère orthonormal dans lequel l’ellipse est paramétrée par : < avec 

(y(î) = bsint 

t g [0,2tt] et 0 < b < a. La tangente à l’ellipse au point Mo de paramètre To g [0, 2tt] admet comme équation 
cartésienne : focosTox + asinToy - ab = 0. On suppose que P est le point de paramètre to g [0,2ji]. Un vecteur 

tangent ~u à I ’ ellipse au point M de paramètre t g [0, 2 jt ] est donné par : ~u | ■ Les coordonnées du vecteur 

OP sont : P cos to _ p e vecteur ~u est colinéaire au vecteur OP si et seulement si : det(oP,~al = 0, c’est-à-dire 
|t?sinfo V 1 

si et seulement si : cos t cos to + sin t sin to = 0, ce qui s ’ écrit encore : cos ( t - f 0 ) = 0 et équivaut à t = to + f ou 


t = to - f ■ Les coordonnées du point P sont donc 
triangle OPM est : 


I - a sin to 
| beos to 


a sin to 
-b cos to 


Dans le premier cas, l’aire du 


|det(OP,OMj| i lacosto -asint 0 | | _| ab I 


2 2 psinfo focosto 

Dans le second cas, l’aire est identique. Cette dernière est donc bien constante. 
2. En appliquant les résultats précédents : 




Cette somme est bien constante. 


Exercice 7.9 ■ W 

On considère l’ellipse d’équation réduite 


a 2 b 2 


À un point M de 1 ’ ellipse différent des sommets, on fait correspondre le point M' symétrique par rapport à 1 ’axe (Ox) . 
On note P le point d’intersection de la droite (OM') avec la normale à l’ellipse en M. Déterminer le lieu du point P 
lorsque M décrit l’ellipse. 


Solution : En paramétrant! ’ ellipse, M 


, le vecteur t 


fosinf’ | bcost 

est donc normal. Une équation cartésienne de la droite (OM') est : 

frsinfx+acos fy = 0 


aia 2 - la 2 ) 

xp = — 5 — rô- cos f 
a 2 + b 2 
b(a 2 -tf-) 

yp Sm 1 

On en déduit que le point P décrit l’ellipse homothétique (privée de ses sommets) de l’ellipse initiale avec un rapport 
a 2 — b 2 

d’homothétie de —, 

a 2 + b 2 
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Exercice 7.10 ■ W I 

On considère une ellipse de foyers F et F' et un point M variable sur cette ellipse. On note Tm la tangente à l’ellipse 
au point M Montrer que ^(FTm) x c/(F',Tm) est constante. 


Solution : Dans un bon repère orthonormé, l’équation cartésienne de l’ellipse est : 

x 2 y 2 

g - ^ + I2 =1 
a 2 b 2 

avec a > b > 0. Si MP 0 , l’équation cartésienne de la tangente en M est : 


xox yoy 

t m : — + -p--l = 0 


Puisque f| ^ , F' F où c 2 - a 2 - b 2 , on calcule 


d(F,T M ) x ct(F',T M ) = 


\cxqIci 2 - 1| \cx 2 lu 2 + l\ 


yj x 2 lu* + y 2 lb 4 ^x 2 la* + y 2 ltf 
|c 2 jçg/Q 4 - 1 | 

Xg/a 4 + J/g/i > 4 

| Xn lu b Xn lu 1| 2 2 ,2 

x 2 lu* + y 2 lb* 

lÉxllu^ + yllb 2 2 ? 2 9 


Exercice 7.11 W? H 

On considère, dans le plan rapporté à un repère orthonormal, deux ellipses : 


«■ 44 =' 

u 2 b 2 

1 . On considère une droite 3> d ’ équation ux+vy+w- 0. Écrire une condition nécessaire et suffisante pour que SD 
soit tangente à 8'. 

2. On décide de paramétrer l’ellipse 8. On considère alors deux points de 8 de paramètres P(0) et Q(a). Trouver 
une relation entre 0 et a pour que la droite (PQ) soit tangente àl’elhpse 8. 

Solution : 

1. Si la droite SD est tangente à l’ellipse, il existe un point Mo | de l’elhpse tel que la droite SD soit la droite 
d’équation 


xxq yy 0 
u 2 b 2 


= 1 


Les deux équations cartésiennes de droite sont proportionnelles : 
u 2 u b 2 v 


Donc on doit avoir 


xn y 0 
u 2 u 


et comme le point Mo est sur 1 ’elhpse, une condition nécessaire est que 
u 2 u 2 + b 2 v 2 =w 2 
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Réciproquement, si cette condition est vérifiée, il suffit de poser xq ~-a 2 ulw etyo- -b 2 vlw, de vérifier que ce 
point appartient à l’ellipse, et que la tangente à l’ellipse en ce point est la droite 3>. 

2. Paramétrons l’ellipse : 

jx = 2acos0 
jy = 2fesin0 

Soit Me 1 2^sin0 et ^“^fosina ^ eux P°' nts de l’ellipse 8. La droite passant par ces deux points a pour équation 
cartésienne 

|X-2acos0 2a(cosa-cos0)| 

|Y-2fesin0 2fo(sina-sin0) | _ 

Mais en utilisant la trigonométrie, puisque 

cos a - cos 0 = -2 sin((a + 0) 12) sin((a - 0) 12) 


et que 


sina-sin0 = 2 sin((a - 0) 12) cos((a + 0) 12) 

On trouve en développant ce déterminant 

f?cos((a + 0) /2)X + asin((a + 0) /2)Y - 2af?(cos((a + 0) 12 ) cos0 + sin(a + 0) 12) sin0j = 0 
La condition pour que cette droite soit tangente à la petite ellipse s’écrit alors 

a 2 b 2 cos 2 ((a + 0) 12) + a 2 b 2 sin 2 ((a + 0) 12) = 4a 2 b 2 cos 2 ((a - 0 )I2) 
et après simplifications, on trouve que 

|cos((a-0)/2)| = l/2 

Donc a = 0 + 2 jt/3 + 2kn ou alors a = 0 - 2 ji/3 + 2kn. 


7.7.4 Hyperboles 

Exercice 7.12 ■ ■ 

Soit Jff 1 ’ hyperbole d ’ équation ^ = 1 avec a > 0, b> 0 dans un repère orthonormal M{0, i , j). Prouver 1 ’ équiv- 

alence des quatre propriétés suivantes : 

1. Les asymptotes de sont perpendiculaires. 

2. a= b 

3. a pour équation réduite : X 2 -Y 2 - a 2 - 0. 

4. L’excentricité e est égale à y/2. 

Lorsque Jf? vérifie une de ces 4 propriétés, on dit qu ’elle est équilatère. 


Solution : 

1 1 <=> 2 | On sait que les asymptotes 8 et 8' de ont pour équations respectives dans bx- ay - 0 et bx+ ay - 0. 
Leurs vecteurs normaux respectifs sont donc [b, -a) et {b, a). Elles sont perpendiculaires si et seulement si leurs 
vecteurs normaux sont orthogonaux, ce qui est équivalent, grâce au produit scalaire, à écrire que b 2 - a 2 - 0 ou 
encore , a et b étant positifs, à a - b. 

2 <=> 3 | La condition a=b est clairement équivalente au fait que l’équation réduite de l’ellipse soitX 2 - Y 2 - a 2 = 0. 

2 => 4 Si a - b alors c - V a 2 + b 2 = s/ 2 a 2 = \/2a car a > 0 et e - cia - y/2. 

4 => 2 Réciproquement, si e - y/2 alors c 2 = 2a 2 . Comme a 2 + b 2 - c 2 , il s’ensuit que b 2 = a 2 et comme a et b sont 
strictement positifs, on en déduit que a - b. 


Exercice 7.13 ■ W I 

Prouver qu ’un ensemble Jff du plan est une hyperbole équilatère si et seulement si il existe un repère (pas forcément 
orthonormal) (O, i , j) dans lequel Jff a une équation de la forme XY = y où y e IR* . 
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| => | Supposons que Jif est une hyperbole. Alors dans un bon repère orthonormal, une équation de est x 2 la 2 - 
y 2 lb 2 = l où a, b > 0. Cette équation s ’ écrit aussi \ 

Jif : (bx- ay) ( bx+ay ) = a 2 b 2 . 

On introduit le changement de repère : 

jx -bx-ay 
[Y -bx+ay 

Dans ce nouveau repère l’équation de Jff est Jf? : XY = y avec y = a 2 b 2 . 

| <= | Supposons que dans un repère par forcément orthonormal 3% (o, i , j j une équation de Jf? soit XY = y. Montrons 

que 3? est une hyperbole. Introduisons les vecteurs : ~u' - râr + rar et ~v' - râr - ra, puis les vecteurs ~u = 

M \\ J \\ INI M 

~u' I 1 m'| et ~u — ~v'l | V'||. Le repère [0,~u,~u) est orthonormal. De plus, on a les formules de changement de 
repère : 

et dans le nouveau repère une équation de est : 


mmi 


, m 2 il — il 2 


qui est de la forme x 2 1 a 2 - y 2 1 b 2 - 1 avec a - v/|| * || || Î || y|"« , || et b - yj || i || || j || y || U 1 1| (On peutsupposery>0 
quitte à permuter a et b). Donc Jf? est bien une hyperbole. 


Exercice 7.14 ■9Ç? ^ ^ 

Un point M d’une hyperbole se projette en H et H' sur les deux asymptotes. Montrer que le produit scalaire MH.MH' 
est constant. 


Solution : Dans le repère orthonormé adéquat, l’équation de l’hyperbole est .X : = 1 et les deux asymptotes 

ont pour équations y-blaxety- -blax ou encore : 

: bx+ay -0 3> 2 - bx-ay- 0 

et les vecteurs et iïj | ^ sont normaux à ces droites. Paramétrons un point M de la branche droite de 1 ’ hyperbole : 

M^.En écrivant que H - M+À«j, on trouve que X- — puis que MH = — T^jÿï et ^ > a - De la même façon, 
* ub _J b 

on trouve que MH = — - — —re et on calcule finalement 

a 2 +b 2 \~a 


MH.MH' = 


a 2 fo 2 [b 2 - a 2 ) 
(a 2 + b 2 ) 2 


qui est bien indépendant de t. Par symétrie, on obtient le même résultat si M se trouve sur la branche gauche de 
l’hyperbole. 


Exercice 7.15 W I 

On considère une hyperbole J€ et un point M variable sur cette hyperbole. On note H le projeté orthogonal du foyer 
F sur la tangente en M. Montrer que le point H se trouve sur le cercle tangent à l’hyperbole aux deux sommets. 


Solution : Dans un repère orthonormé bien choisi, 1 ’ équation de 1 ’ hyperbole est 


x 2 y 2 

' ~2 -Jî = X 
a 2 b 2 
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En notant , 
lyo 


l’équation cartésienne de la tangente en M est : 


T xx 0 yyo 

1m • —5 s 1 

a z b 1 

Les coordonnées du foyer sont f|^ avec c 2 = a 2 + b 2 . Le vecteur ~n | ^^2 est normal à la tangente donc H = F + \lî 
où X e IR. Puisque H e Tm, on trouve que \= (l- — + t|), puis 


Xh 

m 


( l-cxola 2 ïxola 2 

C H t 7 — 

4 !a + yV b 

(1- cxpl a 2 )yolb 2 
x 2 la 4 + y 2 lb 4 


et l’on calcule ensuite 


4+yâ = c 2 + 


= c 2 + 


= c 2 + 


= c 2 + 
= c 2 - 


(1 - cxo I a 2 ) 2 + 2cxo la 2 il - cxola 2 ) 
xp a A + y^lb 4 
(1 - cxpl a 2 ) (l + expia 2 ) 
x^la 4 + y^lb 4 
l-^xlla 4 


x 2 la 4 + y 2 lb 4 
1 -x 2 la 2 -b 2 x 2 la 4 
XqI a 4 + y^l b 4 
b 2 (y 2 lb 4 + x 2 la 4 ) 
xp a 4 + y^l b 4 


car c 2 = a 2 + b 2 
car x%l a 2 - y^lb 2 = 1 


= c 2 -fo 2 = « 2 


Exercice 7.16 W I 

On considère une hyperbole J€ de foyers F et F'. 

1. Rappeler la définition bifocale de J€ . 

2. Dans un repère orthonormal, on suppose l’hyperbole paramétrée par f : IR — IR 2 . Pour tout (e R, on note 
M(f) le point de IR 2 tel que OM(t) = / (f). Calculer la dérivée de la fonction 0 : IR ^ IR définie par 0(f) = 
I FM(t) J] — || F'M ( f) I , 

3. En déduire que si M est un point de l’hyperbole, la normale en M est la bissectrice extérieure des droites (FM) 
et (F'M). 

4. Que dire de la tangente à en M ? 

Indication 7.2 : On pourra s ’ aider de 1 ’ exercice 2.13 page 91 . 


Solution : 

1. On sait que le point M est élément de l’hyperbole de grand axe a si et seulement si 1 1| FM ( t) || - |f'M (t) || | = 2a. 

2. Comme pour tout te IR, M(t) est distinct de F et F', la fonction 0 est dérivable sur IR. On utilise la formule de 
dérivation de la norme, on obtient, pour tout te IR ; 


0'(t) = 


<FM(f)|/'(f)) 

I FM (f) J 


(F'M(t)l /' (t)) 

II™™! 


= <w(t)i/'(t)> 


_* FM(f) F'M(f) „ 

avec u (t) = ; - , . Comme |0| est constante, on sait aussi que 0-0 et il vient que 

||FM(f)|| J F'M (f) J 

<w(f)l7'(t)> = 0. 
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3. Soit t e IR et soit M le point de 1 ’ hyperbole de paramètre t. Le vecteur f ( f) dirige la tangente à 1 ’ ellipse en M. On 
sait d’après la question précédente que ~u ( t ) est orthogonal à f ( t ) et donc il dirige la normale en M à l’hyperbole. 
On sait d’après l’exercice 2.13 page 91 qu’il dirige aussi la bissectrice extérieure des droites (FM) et (F'M). 

4. C’est la bissectrice intérieure des droites (FM) et (F'M). 


7.7.5 Coniques et coordonnées polaires 

Exercice 7.17 ■ V 

Construire les coniques d’équation polaire : 


2\/2 + cos0 + sin0 


Solution : 


1 . On identifie avec la formule donnée dans le cours et on 
reconnaît une hyperbole d’excentricité e = 3/2, de foyer 
O, d’axe focale d’équation polaire 0 = 0 (l’axe des ab- 
scisses) et de directrice d’équation polaire r - -ô— 1 — . 

^ COS0 

Cette droite est donc perpendiculaire à l’axe des ab- 
scisses et se trouve à une distance 10/3 de O. Les deux 
sommets de 1 ’ hyperbole sont sur 1 ’axe focal et sont don- 
nés par 0 = 0 etd = n. On obtient r = 5/(1 + 3/2 cos 0) = 
2 et r = 5/(1 + 3/2 cos ti) = -10. Les coordonnées po- 
laires des deux sommets sont donc (2,0) et (10,0). Le 
centre de l’hyperbole est le milieu du segment formé 
par les sommets et il se trouve donc en le point de co- 
ordonnées polaire (6,0). 



2. On a 


2\/2+cos0+sin0 = -s/2 ^2 + ^ cos 0 + ^ e°s 0 j =2\/2^1 


donc l’équation s’écrit aussi r — , . On 

l+ 5 cos( 0 -f) 

reconnaît une ellipse d’excentricité e - 1/2, de foyer O, 
de directrice la droite d’équation polaire r - ~jgTjry- 

Cette droite est à une distance 2\f2 de O. L’axe focal 
est la droite perpendiculaire à la directrice et qui passe 
parle foyer. C’est donc la bissectrice principale. 



3. L’équation s’écrit aussi r - l/(l + cos(0-it/2)) et on 
reconnaît une conique d’excentricité e = 1, c’est-à-dire 
une parabole. Son foyer est en O, sa directrice admet 
comme équation polaire r = 1/ cos(0-ti/2). Cette droite 
est parallèle à 1 ’axe des abscisses et passe par le point 
de coordonnées cartésiennes (0, 1). L’axe focal est donc 
l’axe des ordonnées et le sommet de la parabole a pour 
coordonnées (0, 1/2). 
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7.7.6 Courbes du second degré 

Exercice 7.18 ■ V 

On considère la courbe S d’équation : 

x 2 + 4 y 2 + 4x - 8y + 4 = 0 

Déterminer sa nature et préciser ses éléments géométriques. 


Solution : Le discriminant de la courbe vaut 4. La courbe est donc une ellipse ou est réduite à un point ou vide. On 
effectue un changement d’origine du repère défini par les formules 

jx = X + a 

[y =Y+p 

pour éliminer les termes en x et y. On choisit à cette fin a et P avec 

J 2a + 4 = 0 
[8p-8 = 0 

1—2 

c’est-à-dire a = -2 et P = 1. L’origine du nouveau repère est Q ^ et dans ce nouveau repère l’équation devient 

— + Y = 1 
4 

On reconnaît l’équation d’une ellipse de centre Q et de demi axes a - 2 et b - 1. Dans les nouvelles coordonnées, les 
foyers sont f|^ et f| ^ avec c - Va 2 -b 2 . Les directrices Q> et 2>' admettent comme équation respectives : X = a 2 le et 

X = -a 2 le avec a 2 le = 4\/3/3. Enfin l’excentricité de l’ellipse est e - cia = v / 3/2. 



Exercice 7.19 ■ V 

On considère la courbe M’ d’équation : 


-9X 2 + 16y 2 + 18 jc - 32y - 137 = 0 

Déterminer la nature de Jf* et préciser ses éléments géométriques : sommets, foyers, directrice, excentricité, asymp- 
totes. 


Solution : Procédant comme dans l’exercice précédent, on supprime les termes linéaires dans l’équation cartésienne 

, ^ „ „ , , \x =X + a ... x f-18a+ 18 =0 

de M grâce a un changement de variable j ^ ^ ce qui amené le système t ^ ^ et donc a = p = 1. 
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L’origine du nouveau repère est donc Q et l’équation de s’écrit : 


1 = 0. 


u-Y 

On effectue alors une rotation d’angle n/2 : < et dans ces dernières coordonnées, l’équation de Jff devient : 

( v = -X 

9 16 

La courbe Jff est donc une hyperbole de demi axes a = 3 et b = 4. Dans les coordonnées (u, v), les foyers de sont f|^ 

et f| q C avec c - V a 2 + b 2 = 5. Les directrices @ et &>' admettent comme équations respectives : X = a 2 le etX- -a 2 le 

avec a 2 le = 9/5. Enfin l’excentricité de l’hyperbole est e = cia = 5/3 et ses asymptotes sont 8 : y = % x et 8' : y = -&x 
avec bla = AI3. 



Exercice 7.20 I ÇZ 

On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 

2x 2 + y 2 + V3xy -1=0 

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 


Solution : Le discriminant de cette courbe est A = 5/4 > 0. La courbe est une elhpse ou est réduite à un point ou vide. 
Il n’y a pas de terme linéaire à éhminer. Afin de faire disparaître le terme en xy, on effectue une rotation d’angle 0 et de 
f x= cos0X-sin0Y 

centre O : < .Le coefficient devant XY est 

|y = sin0X+cos0Y 

V / 3(cos 2 0-sin 2 0)-2cos0sin0 = \/3cos20-sin20 

= 2|^cos20- isin20j 

= -2cos(20+^j 

qui s’annule par exemple pour 0 = -ji/3. Pour cette valeur de 0, l’équation de la courbe devient 
x 2 y 2 

y + 1" _1 = ° 
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La courbe est une ellipse de centre O, de demi axes a - s/2 et b = s/f2/5), d’excentricité e = 2s/5l5. Dans le nouveau 
repère, l’équation des directrices estX- et les foyers ont pour coordonnées : |±gvTÔ, oj. 



Exercice 7.21 I 

On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 

x 2 + 6xy + y 2 + 4s/2x - 0 

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 


Solution : Le discriminant de cette courbe est A = -8 < 0. La courbe est une hyperbole ou la réunion de deux droites 

a afin de supprimer les termes linéaires, ce qui amène le 

{ y =y+p 


sécantes. On effectue le changement de variable < 


système 
repère de centre 


f3cx + |3 = 0 
}cx + 3|3 + 2\/2 = 0 
s/214 
-3s/2.l4 1 


qui admet comme solution : a = s/2/4 et p> - -3s/2l4. L’équation s’écrit alors dans le 


X^ + 6XY + Y^ + 1=0. 


Afin de faire disparaître le terme en XY, on effectue une rotation d’angle 0 et de centre co 
coefficient devant uv est 


JX = cos0M-sin0i' 
[Y = sin0u + cos0v 


.Le 


6 (cos 2 0 - sin 2 0) = 6 cos (20) 

qui s ’ annule par exemple pour 0 = ji/ 4. Pour cette valeur de 0, l’équation de la courbe devient 
2u 2 -4v 2 = 1 


La courbe est une hyperbole de centre fl, de demi axes a = s/2.12 et b - 1/2, d’excentricité e - s/b/2. Dans le nouveau 

s/3 ( s/3 \ 

repère, l’équation des directrices estX- ±— et les foyers ont pour coordonnées : I ±— ,0 1. 
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Exercice 7.22 ■ 

On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 

x 2 + 2xy + y 2 +4\/2[x-y) = 0 

Déterminer sa nature (on effectuera une rotation de centre O et d’ angle 3tt IA), puis tracer cette courbe en précisant son 
centre et son excentricité. 


Solution : On calcule le discriminant A-0. La courbe est une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles 
ou l’ensemble vide. Parle changement de coordonnées suggéré, l’équation devient 

y 2 - 4x = 0. 

La courbe est donc une parabole de sommet O, de directrice la droite d ’ équation est X- -1 et de foyer F | ^ . 



Exercice 7 .23 ■ Z> 

On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 

x 2 - 4 y 2 = 0 


Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 
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Solution : On calcule le discriminant A = -4 < 0. La courbe est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes. 
Remarquons que x 2 -4 y 2 - (x-2y)(x+2y) et donc que la courbe est la réunion des deux droites sécantes en O x-2y = 0 
etx + 2y = 0. 

Exercice 7.24 ■ 

On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 

x 2 +3x + 4y+l = 0 

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 


Solution : On calcule le discriminant A = 0. La courbe est une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles 
ou l’ensemble vide. On réduit l’expression 


x 2 + 3x + 4y + 1 = 0«> 



ce qui nous amène à effectuer le changement de variable 



I 3 

L’origine du nouveau repère est Q 5 2 et dans ce nouveau repère l’équation devient 

I Î6 


X 2 + 4Y = 0 


On effectue ensuite une rotation des axes d’angle définie 



L’équation devient alors dans ce nouveau repère 

y 2 -4x-0 

donc c ’ est une parabole de paramètre p = 2 et de centre Q. Son foyer est f|^ et sa directrice admet comme équation 


-5,0 


-2,5 



5,0 



Exercice 7.25 

On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 


2x 2 - 3x + 2y 2 + 4y - 3 = 0 


Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 
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Solution : On calcule le discriminant A - 4. La courbe est une ellipse ou alors réduite à un point ou vide. Par un 

changement d’origine du repère défini par les formules 

[x = X + a 

[y =Y+p 

pour éliminer les termes en x et y, on choisit a et fi avec 

J 4a -3 = 0 

IP + l =o 

c’est-à-dire a = | et |3 = - 1. L’origine du nouveau repère est q| ^ e t dans ce nouveau repère l’équation devient 



Exercice 7.26 

On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 

x? + xy+ y 2 - 1 = 0 

Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 


Solution : On calcule le discriminant A-l 2 - (|) 2 > 0. La courbe est une ellipse ou alors réduite à un point ou vide. 
L’équation ne présente pas de termes en x et y. On effectue une rotation des axes d’angle 0 définie par les formules de 
changement de repère 

\x =cos0X-sin0Y 
[y =sin0X + cos0Y 

et pour annuler le terme en xy, on choisit cos(20) = 0, c’est-à-dire 0 = n/4. L’équation devient alors dans ce nouveau 
repère 

— + --1 


c’est une ellipse d’excentricité e- ^ et de centre O. Dans le nouveau repère les directrices ont pour équation : 

r- | + 2VÏ 

X = +V3 et les foyers ont pour coordonnées : \~ 3 .On trace sans peine cette ellipse. 
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Exercice 7.27 ■ 

On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 


25x 2 - 14 xy + 25 y 2 + 64x - 64y - 224 = 0 


Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 


Solution : On calcule le discriminant A = 25 2 - 7 2 > 0. La courbe est une ellipse ou alors réduite à un point ou vide. 
Par un changement d’origine du repère défini par les formules 

x =X + a 
y = Y + p 

pour éliminer les termes en x et y, on choisit a et P avec 

|25a-7P =-32 

j-7cx + 25|3 =32 

c’est-à-dire a=-l et P = 1 . L’origine du nouveau repère est n| ^ et dans ce nouveau repère l’équation devient 
25x 2 -14xy + 25y 2 =288 

On effectue ensuite une rotation des axes d’angle 0 définie par les formules de changement de repère 

jx =cos0X-sin0Y 
jy = sin0X + cos0Y 

et pour annuler le terme en xy, on choisit cos(20) = 0, c’est-à-dire 0 = n/4. L’équation devient alors dans ce nouveau 
repère 

X 2 Y 2 
4 2 + 3 2 " L 

C’est une ellipse d’excentricité e - \fl !4 et de centre Cl. On trace sans peine cette elhpse. 
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Exercice 7.28 ■ V 

On considère la courbe d’équation 


3x 2 +4xj/-12x+16 = 0 


dans le repère canonique. Montrer (avec le moins de calculs possibles) que cette courbe est une hyperbole dont on 
précisera les demi-axes ainsi que le centre. 


Solution : Le discriminant vaut A = -4 < 0. Cette courbe est soit une hyperbole, soit la réunion de deux droites 

sécantes. Par un changement d’origine de repère défini par les formules 


\ x =X + cx 
\y = Y+p 

pour éliminer les termes linéaires, on choisit a et P vérifiant 

|3a + 2p = 6 

ja = 0 


c’est-à-dire a = 0 et P = 3. Le centre du nouveau repère a pour coordonnées Par un changement de repère or- 
thonormé (rotation des axes), on sait que l’on peut trouver un angle 0 tel que dans le nouveau repère, la courbe ait pour 
équation 

Ax 2 + C y 2 - -16 


mais puisque 


I AC = A = -4 
|A+C =3 


A et C sont racines du trinôme T 2 - 3T - 4 = 0, 
sont donc 

i 2 


c’est-à-dire {A,C} = {-1,4}. Les deux équations possibles de la courbe 


y 2 x 2 y 2 


On reconnaît une hyperbole de demi-axes E et 0 le centre est le point 
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Exercice 1.29 W ! 

On considère un polynôme de degré 3 : 


et la courbe formé des points M 


d’équation 


P = X 3 + ÀX 2 + |iX + Ô 


c €\ P(y}=P(x) 

Montrer que : 

a. Si À 2 - 3|u < 0, est une droite à préciser. 

b. Si À 2 - 3|i > 0, Y? est la réunion d’une droite et d’une conique. On montrera que l’excentricité de cette conique 
est indépendante de P. 


Solution : L’équation de Y? s’écrit en factorisant par (y - x) : 

[y-x](x 2 + xy + y 2 + À(x+y) + |i) = 0 

La courbe contient la droite d’équation y - x (première bissectrice). Intéressons-nous à la courbe du second degré. Par 
un changement de repère défini par les formules 

| x =X + a 
\y =Y+P 

on peut annuler les termes en x et y en choisissant a et |3 solutions du système 
J 2oc + (3 =-À 
|a + 2(3 =-À 

c’est-à-dire a - p = -À/3. Dans ce nouveau repère, l’équation devient 

, 9 à 2 -3u 

X 2 +XY + Y 2 = - 

3 

Si À 2 - 3|x < 0, cette courbe est vide. Sinon, on sait que par une rotation des axes, on peut trouver un nouveau repère 
dans lequel l’équation devient 

AX 2 + BY 2 = ^ü 
3 

avec A = AB = 1 - 1/4 = 3/4 > 0 et A+ B — 2. On reconnaît une ellipse. A et B sont racines du trinôme 4T 2 - 8T + 3 = 0, 
c’est-à-dire {3/2, 1/2}. L’équation réduite de l’ellipse s’écrit 

r a2 À 2 -3|a 

1 avec ■ 


z! 

a 2 + b 2 - 


b 2 I 


à 2 -3|u 

3B 


Pour avoir a>b,on prend A < B. Alors l’excentricité vaut e- cia - Vl- b 2 la 2 - \/l - A/B — | y/2/3 | . 
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Chapitre 



Nombres entiers naturels, ensembles finis, 
dénombrements 


L’administration pénitentiaire dispose, 
avec ses quinze mille forçats 
de trente mille paires de bras. 
Pierre MILLE, L’œuvre coloniale, 21 septembre 1923. 

Nos correspondants nous font remarquer que 
25 x 8 = 20000 et non pas 25000. 
Pourquoi pas ? 26 octobre 1928. 


Pour bien aborder ce chapitre 

La construction de l’ensemble N des entiers naturels a été formalisée pour la première fois au 19 e siècle par le mathémati- 
cien italien Giuseppe Peano et le mathématicien allemand Richard Dedekind. Celle-ci s’avère assez aride et délicate aussi 
il n’est pas question de l’aborder ici. Nous nous contenterons d’admettre l’existence de N et de supposer qu’il vérifie les 
règles suivantes : 

N est non vide. 

N est totalement ordonné : pour tout x, y e N, on a x « y ou y « x. 

3 Toute partie non vide de N possède un plus petit élément : si A c N est non vide, alors il existe a g A tel que 
VxeA, a^x. 

4 Toute partie non vide et majorée de N possède un plus grand élément. 

Ce sachant qu’une partie non vide A c N : 

- est majorée s’ il existe M g l\l tel que VxeA, x«M. 

- admet un plus grand élément si il existe a g A tel que Vx g A, x ^ a. 

Des propriétés de N découlent directement, comme nous le verrons, le principe de récurrence. Ces propriétés nous per- 
mettront aussi d’introduire la notion très intuitive de cardinal puis de faire quelques premiers pas dans les techniques de 
dénombrement. 

Le lecteur est invité à reprendre la section A.4 page 1 13 1 de l’annexe A s’il n’est pas à l’aise avec les rudiments de théorie 
des ensembles et les notions d’applications injective, surjective et bijective. 

Comme indiqué dans le programme officiel, la connaissance des démonstrations des sections 8. 1 et 8.2 n’est pas exigible 
des étudiants. 


8.1 Ensemble des entiers naturels - Récurrence 

8.1.1 Ensemble des entiers naturels 

Les propriétés suivantes sont conséquences de celles ci dessus : 

Proposition 8.1 Construction des entiers naturels 

1 . N possède un plus petit élément, noté 0. 
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2. N \ {0} possède un plus petit élément, noté 1. 

On peut ainsi nommer les entiers successifs : 

1. Pour tout u £ N, la partie {p e N | p> n\ possède un plus petit élément, appelé successeur de n et noté n + 1. 

2. Pour tout u e N, la partie {p e N | p < n} possède un plus grand élément, appelé prédécesseur de n et noté n - 1. 

Démonstration La proposition est une conséquence directe des règles 1 et 3 précédentes. 


8.1.2 Principe de récurrence 

Il est de règle en Danemark que ce soit un Frédéric qui succède à un Christian, 
et un Christian qui succède à un Frédéric, 
quels que soient les prénoms de ses prédécesseurs. 

La Petite République, 13 juin 1907. 

Théorème 8.2 7W Principe de récurrence 

Soit P n un prédicat sur N. On suppose qu’il existe un entier no tel que : 

(^hT) P„ 0 est vrai. 

.CE? no, P „ => P„+i 
alors P„ est vrai pour tout n ^ no. 

Démonstration Soit éE = {k e N | k S «o et Pfc est fausse}. Prouver le théorème revient à montrer que & est un ensemble vide. 
Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors éE possède un plus petit élément ko e N. On a nécessairement ko > no et Pj.„ est fausse. 
De plus ko -1 S no et Pfc 0 _i est vraie. Mais d’après l’hypothèse 2, doit aussi être vraie ce qui est une contradiction. Par 
conséquent & =0 et le principe de récurrence est prouvé. 

Remarque 8.1 On peut comprendre ce théorème en se représentant les prédicats P n comme des dominos. 

- Montrer que le prédicat Po est vrai revient à faire tomber le premier domino. 

- Affirmer que, pour tout n , le prédicat P n entraine le prédicat P n +\ revient à supposer que si un domino tombe alors il 
entraine dans sa chute le suivant. 

Si ces deux conditions sont réunies, on fait chuter tous les dominos... 

Pour rédiger une récurrence on pourra utiliser le plan suivant. 

Plan 8.1 : | Pour rédiger une récurrence] 

On veut prouver que pour tout neN une propriété donnée P„ est vraie. 
t$j| On montre que Po est vraie. 

Soit u e N. 

On suppose que P n est vraie. C’est l’hypothèse de récurrence. On montre que P n +\ est vraie. 

^ D ’ après le principe de récurrence, la propriété P n est vraie pour tout ne. N. 

Exemple 8.1 

Montrer par récurrence que : VneN, 0+l+2 + 3 + ... + n = 

_ t,. , „ „ 0(0+1) 

1 L egahte est vraie au rang 0:0= — - — . 

IH Soit n e N. 

_ n(n+ 1) 

3 On suppose que 0 + 1 + 2 + 3+ ... + n . 

(n + 1) (n + 2) 

Montrons que 0 + 1 + 2 + 3 + ... + « + (« + 1) = . On a : 

0 + l + 2 + 3+ ... + n+(u+l) = ^ + (n + 1) d’après l’hypothèse de récurrence 

(n+1) (n + 2) 

2 

ce qu’il fallait démontrer. 

Hl L’égalité 0+1+2+.. , + n- U ^ est vraie pour tout n e N d’après le théorème de récurrence. 
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Il existe des variantes importantes du théorème de récurrence. Citons en deux : 
Théorème 8.3 V Récurrence double 

Soit P„ un prédicat sur N. On suppose qu’il existe un entier no tel que : 
(^hT) P„ 0 et P„ 0+ i sont vrais. 

(jùT) Mn^no, [P„ et P„+i] => P„ +2 
alors P„ est vrai pour tout n ^ no. 


Théorème 8.4 Ç? Récurrence forte 

Soit P„ un prédicat sur N. On suppose qu’il existe un entier no tel que : 

(m) Po est vrai. 

Vn^O, [P 0 ,Pi,...,P»ï => P B+ i 

alors P„ est vrai pour tout m 3= 0. 

I Exemple 8.2 Les exercices 8.6 et 8.7 page 319 utilisent le principe de récurrence double. La démonstration du théorème 
20.15 page 756 se fait par une récurrence forte. 

8.1.3 Suite définie par récurrence 

Rappels : 

- Soit E un ensemble. On appelle suite de E une application de N (ou d’une partie de N) dans E. 

- L’image de l’entier n est notée u n . 

- La suite est notée (u n ). 

Définition 8.1 V Suite définie par récurrence 

Une suite peut être construite de la façon suivante : 

1. On fixe une condition initiale Mo- 

2. On se donne une relation, dite de récurrence, permettant de déterminer chaque terme de la suite en fonction du 
précédent : u n +\ - /(««)• 

Le principe de récurrence permet d’affirmer l’existence et l’unicité d’une suite satisfaisant à ces deux conditions. 

On va voir différents exemples de suites définies par récurrence dans les deux prochains paragraphes. 


8.1.4 Notations Z et n 
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Exemple 8.4 Soit a est un réel : 


H « = a x ... x g = a ' 
k ~° n facteurs 



Exemple 8.5 


- 0! = 1 - 2! = 2 - 4! = 24 - 6! = 720 

- 11 =? 1 - 3! = 6 - 5! = 120 - 7! = 5040 


8.1.5 Suites arithmétiques et géométriques 



Démonstration On prouve la première relation par une simple récurrence. La seconde a été prouvée dans l’exemple 8.1 page 
305. 



307 




Démonstration On prouve la première relation par une simple récurrence. Pour la seconde on peut faire ainsi. Soit q e C \ {1}. On 
calcule 

[l-q)(l + q+q 2 + ... + q n ) = (l + q+q 2 + ... + q n )-[q+q 2 + q 3 + ... + q n+1 ) = l-q n+1 
et il s’ensuit que 1 + q + q 2 + ... + q n = (l - q n+1 ) / (l - q). Donc 


uo + ui + u 2 + ... + u n = uo + m 0 q + uoq 2 + ... + u 0 q n = w 0 [l + <7 + q 2 + ...+q n ) = u 0 . 

v > 1-q 

Si q = 1, la formule est évidente. 

Plan 8.3 : | Pour montrer qu’une suite (u n ) est géométrique] 

Pour tout ne N, on montre que le quotient u n +\ / u n est constante. 


Remarque 8.2 On appelle suite arithmético-géométrique une suite vérifiant une relation de récurrence de la forme 
u n+ 1 = ku n + r. Lorsque k — 1, on a une suite arithmétique et lorsque r = 0, on a une suite géométrique de raison k. Dans 
le cas général, la méthode la plus rapide pour exprimer u n en fonction de n et Uq consiste à déterminer une suite constante 
(a) vérifiant la relation de récurrence : a = ka+ r. La suite [u n ] = [u n - a) vérifie v n+ \ =kv n (suite géométrique) et donc 
v n = k n vq. On en déduit que u n - a + (uq - a) k n où a = r /(I - k). 


8.2 Ensembles finis 

Cette section aborde les problèmes de dénombrement. Pour être en mesure de la comprendre, il faut être à l’aise avec les 
notions d’application, d’injection, de surjection et de bijection. Il faut aussi posséder quelques rudiments en théorie des 
ensembles. On pourra consulter à cette fin les sections A.2 page 1129 et A.4 page 1131 de l’annexe A. 

8.2.1 Définitions 

^ Notation 8.6 Soit (m, n ) e N 2 tels que m < n. On convient de noter \m, n\ l’ensemble des entiers compris entre m et 
n : 

\m, n\ - {k e N | m^k^n} 


Lemme 8.8 Un premier lemme technique 

Soit (m, n ) e N 2 . Si il existe une bijection de [1, m\ dans [1, n\ alors m-n 


Démonstration La démonstration de ce lemme est difficile aussi on l’admettra. On pourra consulter l’exercice 8.13 page 322 qui 
lui est consacré. 


Proposition 8.9 Ensemble fini, Cardinal ' 

Soit E un ensemble. On dit que E est un ensemble fini si : 

j Soit E = 0 

| Soit il existe n e N et une bijection entre E et [1, n] 

Si un tel entier n existe, il est alors le seul à vérifier cette propriété. On l’appelle cardinal de E et on le note Card(E) ou 
|E| ou encore (JE. 

Si E est vide, on dit que son cardinal est nul : Card(E) = 0. 

Si un ensemble n’est pas fini alors on dit qu’il est infini. ^ 

Démonstration Supposons que E / 0 et supposons qu’il existe deux entiers n et m et deux applications bijectives (p : E -* [1, ri\ 
— [l,m] alors (povp -1 est une bijection de [1, mj dans [1, n] et d’après le lemme précédent, on a n= m. 

I Remarque 8.3 II ne faut pas être décontenancé par le côté abstrait de cette définition. Quand on dénombre un ensemble 
d’objets, on ne fait rien d’autre que de construire une bijection entre cet ensemble et l’intervalle d’entiers [1, n}. 


Définition 8.7 O Ensembles équipotents 

Deux ensembles finis sont dits équipotents si ils ont même cardinal. 


8.2.2 Propriétés des cardinaux 
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Lemme 8.10 Un second lemme technique 

Soit E un ensemble fini de cardinal 0 et soit a e E. L’ensemble E' = E \ {a} est fini de cardinal n— 1. 


Démonstration Comme E est de cardinal n> 0, il existe une bijection cp : E — [1, n ] . Il y a deux possibilités : 

• Si ((> (a) = n alors (p^ est définie sur E' et à valeurs dans [1, n - 1] et est bijective. 

• Si (p (a) ~ p < n alors en considérant V application rp : [1, ni — [1 , n\ qui échange petnet laisse invariant les autres éléments de 
[l,n], \p est bijective et il en est de même de \po(p :E-> [l,n]. De plus, \p<xp(a) = n et on est ramené au cas précédent. 


Théorème 8.11 Partie d’un ensemble finie 

Si E est un ensemble fini et F une partie de E alors : 
- F est un ensemble fini et Card (F ) ^ Card(E). 


Démonstration Démontrons la première propriété par récurrence sur le cardinal de E. 

• Si Card (E) = 0 alors E est vide et il en est de même de F. La propriété est donc démontrée au rang 0. 

• Soit ne N. Supposons la propriété vraie pour un ensemble de cardinal n et montrons là pour un ensemble E de cardinal n + 1. 

• Si F = E alors F est fini et Card (F) = Card (E) 

• Sinon, il existe un élément a de E qui n’est pas élément de F. Posons : E' = E \ {a}. E' est non vide, F est inclus dans E' et 
par application du lemme précédent, E' est de cardinal Card(E) - 1 = n + 1 - 1 = n. On peut alors appliquer à E' l’hypothèse 
de réccurence : F est un sous ensemble fini de E', donc de E et Card (F) s Card(E') = Card(E) - 1 < Card(E). La propriété est 
alors prouvée par application du théorème de récurrence. 

Démontrons maintenant la seconde propriété. On sait déjà que si F = E alors Card (F) = Card (E) . Il s ’agit de prouver la réciproque. 

Par l’absurde, nous supposons que Card (F) = Card(E) mais que F/E .11 existe alors ae E tel que FcE' = E\|fl). Mais, d’après le 

lemme précédent, Card (E') = Card (E) - 1 et d’après la propriété que nous venons de prouver, Card (F) s Card (E') = Card (E) - 1 < 

Card(E) ce qui contredit notre hypothèse de départ. Par conséquent E = F. 


Corollaire 8.12 

Toute partie d’un ensemble fini est finie. 


Proposition 8.13 Caractérisation des parties finies de N 
Une partie de N est finie si et seulement si elle est majorée. 


Démonstration 

| => | Soit A une partie finie de E. Nous allons effectuer une démonstration par récurrence sur le cardinal n de A pour prouver qu ’ elle 
est majorée. 

• Sin = 0 alors A est vide et donc majorée par n’importe quel entier. 

• Fixons n e N et supposons la propriété vraie pour un ensemble de A de cardinal n. 

• Soient A un ensemble de cardinal n+1 et a e A. Alors A \ {a} est un sous-ensemble de cardinal n de N. Il est, par application 
de 1 ’ hypothèse de récurrence, majoré. Soit b un majorant de A\ {a}. Alors max {a, b) est un majorant de A et A est majoré. 

• La propriété est alors prouvée par application du théorème de récurrence. 

| <= | Soit A une partie de N majorée. Soit n un majorant de A. Alors A c [0, n] et par conséquent, A est finie de cardinal inférieur 
ou égal à n. 


Lemme 8.14 Un troisième et dernier lemme technique 

1 . Soit n e N. Si / est une bijection strictement croissante de 10, n\ dans N alors : Vp e [0, n\ , f[p) 3= p. 

2. Si / est une application strictement croissante de N dans N alors : Vn e N, f(n) ^ n. 


Démonstration Nous allons effectuer une récurrence sur n. 

• Si n = 0 la propriété est trivialement vérifiée. 

• Soit ne N. 

• Supposons la propriété vraie au rang n et prouvons là au rang n + 1. / est donc une bijection strictement croissante de [0, n + 1] 
dans N. Par conséquent, ,/j [0, «1 est une bijection strictement croissante de [0, n] dans N et appliquant l’hypothèse de récur- 
rence :Vp e [0, n] , f (p) S p. En particulier, fin) 3= n. Mais comme f est strictement croissante : f (n + 1) > f (ri) S n donc 
f (n+1) > n + 1. 

• La propriété est donc prouvée par application du principe de récurrence. 

La seconde partie du lemme est une application de la première à ,/j [0,ni • 


Proposition 8.15 

Si P est une partie finie non vide de N de cardinal n alors il existe une et une seule bijection strictement croissante de 
l’intervalle [1, n] dans P. 

Démonstration 
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- Prouvons par récurrence sur n l’existence de cette bijection. Si n = 1 alors P contient un unique élément qu’on note a. L’appli- 
cation cp définie sur le singleton {1} dans le singleton P = { a } qui à 1 associe a est une bijection strictement croissante de [1, 1] 
dans P. Soit n e N* . Supposons que pour un ensemble P de cardinal n il existe une bijection strictement croissante de [1, n\ dans 
P. Soit P un ensemble de cardinal n+ 1. Comme P est une partie Unie de N, d’après la proposition 8.13, P admet un plus grand 
élément a. Alors P' = P \ {a} est un ensemble de cardinal n et d’après l’hypothèse de récurrence, il existe une bijection stricte- 
ment croissante (p : [1, ni —■ P 1 . On prolonge q> à P en posant cp (n + 1) = a. Alors (p ainsi prolongée est une bijection strictement 
croissante de [1, n + 1] dans P car a est le plus grand élément de P. La propriété est alors prouvée par application du principe de 
récurrence. 

- Prouvons maintenant l’unicité de cette bijection. Supposons que cpi et q>2 sont deux bijections strictement croissantes de [1, n\ 

dans P. Alors (p = <p^ 1 °(pi est une bijection strictement croissante de [1 , n] dans lui-même. D’après le lemme précédent, 
il s’ensuit que Vp e (1, n] , | <p (p) 5= p~| . Mais cp -1 = (p]“ 1 °(p 2 est aussi une bijection strictement croissante de II, n\ dans lui- 

même et on aussi que Vpe [l,n] , (p -1 (p) S p, ce qui s’écrit encore, (p étant strictement croissante : Vpe Il,n] , | p 3 <p (p) |. 

En conclusion, Vp e [1, ri\ , (p [p)~ p et donc (p = id[i >n ]. On a prouvé alors prouvé que cpi = (p 2 . 

8.2.3 Applications entre ensembles finis 


Proposition 8.16 Caractérisation des applications injectives entre ensembles finis 

Soient E et F deux ensembles finis et / : E — F. On a : 

1. Card (/ (E)) « Card (E) 

2. / est injective si et seulement si Card (/ (E)) = Card (E) 


Démonstration 

1. Pour tout y e f(E), on choisit un élément x y e E tel que f[x y ) = y. Soit F = {x y e E | y e /(E)}. /j F est une bijection de F sur 
f( F) = /( E). Par conséquent Card(/(E)) = CardF « CardE. 

2. | => | Si f est injective alors f réalise une bijection de E sur f (E) et donc : Card (/ (E)) = Card (E) . 

| <= | Réciproquement, si Card(/(E)) = Card(E) alors, avec les notations de la preuve précédente, Card (F) = Card(/(E)) = 
Card(E) et donc tout élément de f{ E) possède un et un seule antécédent, f est donc injective. 


Théorème 8.17 Bijections et ensembles finis 

Soient E et F deux ensembles finis de même cardinal et / : E — F. On a équivalence entre : 

1. / est injective. 

2. / est surjective. 

3. / est bijective. 

Démonstration On a les équivalences : f est injective <=> Card (/ (E)) = Card (E) <=> Card (/ (E)) = CardF <=> / est surjective. 
D’où l’équivalence des trois propositions. 


Proposition 8.18 Principe des tiroirs 

Soient E et F deux ensembles finis non vides avec CardE > CardF et / : E — > • F. 

On a : / n’est pas injective. Autrement dit, il existe deux éléments distincts i et j de E pour lesquels f{i) = f( j). 

Démonstration Par récurrence sur le cardinal de E. Si CardE = 2, alors CardF = 1 et la proposition est claire. 

Si CardE = n+1, alors on ne s’intéresse qu’aux F de cardinal S n. Si CardF < n, alors on applique la propriété de récurrence à la 
restriction de f a une partie de E à n éléments. 

Si CardE = n, on considère la restriction f de f à une partie E \ (ig) de E à n éléments. Supposons qu’elle soit injective (sinon c’est 
gagné), d’après la proposition 8.17, elle est surjective. Donc f [if) admet un antécédent i\ par f, et par suite f (iq) = f{i\) et f n’est 
pas injective. 

I Re?narque 8.4 Cette proposition de bon sens dit que si on range des chaussettes dans une commode, on est assuré 
d’avoir au moins un tiroir qui comporte au moins deux chaussettes. Elle permet de résoudre un grand nombre d’exercices. 


8.3 Opérations sur les ensembles finis 


Proposition 8.19 O Cardinal d’une réunion disjointe 

Soient A et B deux ensembles finis disjoints. Alors Au B est fini et : 

[Card (A u B) - Card (A) + Card (B) | 
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Démonstration Posons n = Card (A) et m- Card (B) . Soit cp : A ->■ [1, nj et ipi : B ->■ [1, m\ deux bijections. Posons 



U application est encore bijective. Considérons enfin V application : 


I AuB — Il ,m+nl 

( J tpfjc) si xe A 

| v|/ (x) si x e B 

0 est clairement bien définie car An B = 0 et est une bijection de Au B sur \\,m + n\ ce qui prouve que Card (An B) = m + n- 
Card(A) + Card(B). 


Corollaire 8.20 O Cardinal du complémentaire 
Soit A une partie d’un ensemble fini E alors 

| Card(A c ) = Card(E) - Card (A) 

où A c désigne le complémentaire de A dans E. 

Démonstration II suffit d’appliquer la proposition précédente à A et B = A c . 


Corollaire 8.21 O Cardinal d’une réunion finie disjointe 

Plus généralement, si Ai, . . . , A n sont n parties d’un ensemble fini E deux à deux disjointes (c’est à dire telles que, pour 
tout i,j e [1, ni, A ,• rAj = 0 si i ^ j), alors : 

|^ard(À^^uA^)^Card(A£^^+^Card(A^. 


Démonstration La preuve est laissée en exercice au lecteur. Elle s’effectue par récurrence et la proposition précédente permet 
d’initialiser cette récurrence. 


Corollaire 8.22 O Lemme des bergers 

Plus généralement, si A] A n sont n parties d’un ensemble fini E qui forment une partition de E (voir ?? p.??). On 

suppose de plus que tous les (A;) lsasS „ ont le même cardinal à savoir p. Dans ces conditions : 

|^ard(E)^^xJ^. 


Corollaire 8.23 O Cardinal d’une union 

Si A et B sont deux parties d’un ensemble fini E alors Au B est fini et : 

| Card (A u B) = Card (A) + Card (B) - Card (A n B) 


Démonstration 

On peut partitionner Au B de la façon suivante : 

Au B = (A\ (An B)) u (An B) u (B \ (An B)) . 
On applique alors la proposition précédente. 


Proposition 8.24 Cardinal d’un produit cartésien 

Soient E et F deux ensembles finis. Alors E x F est fini et 

| Card (E x F) = Card(E) x Card (F) | . 
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Démonstration 



Supposons que A = {x\ .... ,x n ] où n est le cardinal de A. On a : 

A x B = {(a, b) | a e A et b& B} = jj ({x fc } x B) (*). 

fc = 1 

Pour tout i e II, n] l’application 0; : j ^ ^ est 

bijective donc Gard [{x^} x B) = Card(B). Déplus les ensembles 
de la réunion (*) sont deux à deux disjoints. D ’ après la proposi- 
tion précédente, on a : 

Gard (A x B) = Card({X] } x B) + ... + Gard ([x n } x B) 

= Card (B) + . . . + Card (B) 

«fois 

= «.Gard (B) = Card (A) Card (B) 


Corollaire 8.25 Cardinal d’un produit fini 

Soient E un ensemble fini et soit n e N* . Alors E" est fini et : 

|card(E”) = (Card(i))"~ 


Démonstration Par une récurrence facile. 


8.4 Dénombrement 

8.4.1 Nombre de p-listes d’un ensemble fini 


Définition 8.8 p-liste 

Soient A un ensemble et p g N. On appelle p-liste d’éléments de A tout p-uplet d’éléments de A c’est à dire tout élément 
de AP. 


Exemple 8.7 

- (1,4,7,2,7) est une 5-liste de l\l. 

- (ti, e, i,- 1) est une 4-liste de C. 

- ( i , e, jt, -1) est une 4-liste de C différente de la précédente. 


Proposition 8.26 V Nombre de p-listes d’un ensemble fini 

Soient A un ensemble fini de cardinal n et p g N. Le nombre de p-listes d’éléments de A est 


Démonstration On a : Card (EP) = (Card (E)lP = n p . 

| À méditer : | 

Exemple 8.8 

- Le nombre de codes de 4 lettres est 26 4 . 

- Le nombre de façons de réaliser un collier de 30 perles avec 3 couleurs de perles est 3 30 

- Le nombre de bouquets de 10 fleurs quand on choisit ces fleurs parmi 5 espèces est 5 10 . 

8.4.2 Nombre d’applications d’un ensemble fini dans un ensemble fini 

^ Notation 8.9 Si E et F sont des ensembles, l’ensemble des applications de E dans F est noté été (E, F) ou F E . 


Proposition 8.27 Nombre d’application entre deux ensembles finis 

Si E et F sont des ensembles sont des ensembles finis de cardinaux respectifs p et n alors : 

| Card (^ (E,F )) - Card(F) Card(E) - n p | 
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Démonstration Supposons que E =3 {x],...,x n } où n = Card(E). Posons : 0 : <! . L’application 

[ U ' ► U(X„)) 

0 associe à toute fonction de E dans F la p-liste des images des éléments de E. 0 est injective et surjective, donc bijective. On en 
déduit que Card(F) Car< ^® = nP 


8.4.3 Arrangement 


Définition 8.9 9 Arrangement 

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit p e N* . On appelle p-armngement de E une injection de [ 1, p] dans E. On 
note A p n le nombre de p-arrangements de E 


Remarque 8.5 

- A} = n. 

- Si p > n, - 0. 

- Si p = 0, l’unique application de l’ensemble vide dans E est injective et donc on écrira A° n = 1. 


Remarque 8.6 Se donner un p-arrangement revient à se donner une p-liste de E sans répétition . 


En effet, d’après la définition, un p-arrangement de E est une injection tp de [ 1, p] dans E. Cette injection est entièrement 
caractérisée par la p-liste de ses images : (qj (1) cp (p)) . Il n’y a pas de répétition dans cette p-liste car (p est injective. 


Proposition 8.28 O Nombre de p-arrangements d’un ensemble fini 

Soient E un ensemble fini de cardinal n et p tels que 0 « p « n. Le nombre de p-arrangements de E est : 


>-p)! 


Démonstration Notons J? l’ensemble des p-arrangements de E. Comme J 1 est un sous ensemble de & (E,F) et que ce dernier 
est de cardinal Uni, il en est de même de JC 

Afin de calculer le cardinal de J? , nous allons effectuer un raisonnement par récurrence sur p. 

1. Si p = 0, on a déjà vu que A® = 1. La formule est donc vraie pour p = 0. 

2. Si p = 1, [l,p] = {1} est un singleton et une injection de {1} dans E est déterminée par l’image de 1 par cette injection. 
Comme E compte n éléments, il y an images possibles pour 1 et cardinal de f est n = ^ H \y • 

3. Soit p < n e N. 

4. Supposons la relation vraie au rang p, c’est notre hypothèse de récurrence, et vérifions là au rang p + 1 ^ n. Une injection 
cp de [l,p+ l] dans E est déterminée par sa restriction à [l,p] : <P| [i,p] et P ar l’image de p + 1 dans E. Par application 
de l’hypothèse de récurrence, il y a A” possibilités pour le choix de iP| [i,p] et du coup n- p possibilités pour le choix de 
l’image de p + 1 par cp dans E. Au total, cela fait [n- p) * A P n possibilités, soit A p+l possibilités et CardJ^ = A^ +l 

5. Par application du théorème de récurrence, la formule est démontrée. 


Corollaire 8.29 O Nombre de bijections d’un ensemble fini 

Si E est un ensemble fini de cardinal n, le nombre de bijections de E dans lui même est n!. 

| À méditer : | 

Exemple 8.10 

- Le nombre de tiercés possibles quand 15 chevaux sont en course est Ai5 3 . 

- Le nombre de mots de 4 lettres sans lettre répétée est A^g. 

- Le nombre de classements possibles dans une course automobile comptant 20 voitures est 20!. 

8.4.4 Combinaison 


Définition 8.10 Z> Combinaison 

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit p e N*. On appelle p-combinaison de E un sous ensemble de cardinal p de 
v ( n \ 

E. On note C„ ou le nombre de p-combinaisons de E 
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Exemple 8.11 

- {1,4, 7, 2, 7} est une 5-combinaison de N. 

- {tt, e, 1,-1} est une 4-combinaison de C. 

- {i, e, n,-l} représente la même 4-combinaison que la précédente. 
Remarque 8 . 7 

• = 1 car l’ensemble vide est l’unique sous ensemble 

de E ayant 0 élément. 



Proposition 8.30 Z> Nombre de p-combinaison d’un ensemble fini 

Soient E un ensemble fini de cardinal n et p « n. Le nombre de p-combinaisons de E est 


A p n n\ 
p! (n-p)!p! 


Démonstration Se donner un p-arrangement revient à se donner une p-combinaison puis à ordonner les éléments de cette 
p -combinaison, c’est à dire à choisir une bijection de cette p-combinaison dans elle même. Le nombre de bijections d’une p- 
combinaison de E dans elle même est p!. On a donc : 


Nombre de p-arrangements de E = (Nombre de p-combinaisons dans E) x p! 


Soit A„ = C „ x p!. Ce qui prouve la propriété. 

En résumé : 


Vrc, pe l\l C p n = (”] = | p\[n-p)\ sip " n 
\P> [o si p> n 


| À méditer : | 

I Exemple 8.12 

- Le nombre de tirages possibles au loto est ( 49 ). 

- Le nombre de mains (c’est à dire de 5-uplet de cartes) au poker est ( 3 5 2 ). 


^Proposition 8.31 Ç? Relation de Pascal 
Pour tout n e N et p e [0, n\ : 



tn\ n, 

f77-i\ 

2 Formule de factorisation : = — 

l p ) p' 

U- 1 J s,p 

3 Relation de Pascal : 

t) + U>, 



\ ) 


Cette dernière égalité ainsi que la remarque 8.7 permettent de construire le triangle de Pascal : 


Corollaire 8.32 Triangle de Pascal 
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À l’intersection de la p e et de la n e colonne, on lit le coefficient (”). 


Proposition 8.33 Nombre de partie d’un ensemble fini 

Soit E un ensemble de cardinal n. L’ensemble & (E) des parties de E a pour cardinal 2" et donc : 



Démonstration On fait une démonstration par récurrence sur le cardinal n de E : 

1. si n = 0 alors Card(E) = 0 etE = 0. E ne contient donc que la partie vide et Gard (E) = 2° = 1. La propriété est donc vraie au 

2. Soit ne N. 

3. Supposons la propriété vraie pour un ensemble de cardinal n. C’est notre hypothèse de récurrence. Prouvons que la propriété 
est vraie pour un ensemble de cardinal n + 1. Soient E un ensemble de cardinal n + 1 et a € E. Posons E' = E \ {a}. E' est de 
cardinal n.Ily a deux types de parties dans E : 

- Celles qui contiennent a. Ce sont exactement les parties de E' auxquelles on adjoint a. Par application de l’hypothèse de 
récurrence, il y a 2 n parties dans E' et donc 2 n parties de E qui contiennent a. 

- Celles qui ne contiennent pas a. Ce sont exactement les parties de E'. Toujours par application de l’hypothèse de récur- 
rence, on compte 2 n parties dans E'. 

Au total, E est donc constitué de 2 n +2" = 2 n+1 parties. La propriété est donc démontrée pour un ensemble de cardinal n+1. 

4. Par application du théorème de récurrence, la propriété est démontrée pour tout ensemble de cardinal ne N. 


Théorème 8.34 Formule du binôme de Newton 


V(a, 6 )e€ * 1 2 3 , VneN, 


(a + b)"= £ 1 


Démonstration Soient (a, b) e C 2 . Effectuons une récurrence sur n. 

1 si n = 0 l’égalité est trivialement vérifiée. 

^ Soit ne N. 

3 Supposons l’égalité vérifiée au rang n, c’est notre hypothèse de récurrence : 
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et prouvons la au rang n+1. On a : 

(a + b) n+1 ~ ( a+b){a+b) n 



La dernière ligne étant conséquence de la formule de Pascal. Ceci prouve que la formule est vraie au rang n + 1. 
4 La formule est démontrée par application du théorème de récurrence. 

Remarque 8.8 On peut aussi écrire : 

V {a, b) e C 2 , VueN, {a+ b) n - £ ” \a n ~ k b k . 

k= o\ k 


Définition 8.1 1 Coefficients binomiaux 

Les nombres (") sont aussi, en raison de cette dernière égalité, appelés coefficients binomiaux. 

Bio 6 1 Isaac Newton, né le 25 décembre 1642, mort le 19 mars 1727 | _ 

Mathématicien Anglais. L’enfance d’ Isaac Newton n’est pas particulièrement 
heureuse. Il perd son père à trois mois. Sa mère se re-marie quand il a trois ans 
et il est alors élevé par sa grand mère. À seize ans, sa mère lui enjoint de quitter 
l’école afin qu’il devienne fermier. Elle se rend vite compte qu’il est plus doué pour 
les mathématiques que pour l’agriculture aussi l’ autorise- t-elle à retourner mener 
ses études. 

À dix-huit ans, il entre au Trinity College de Cambridge où il est remarqué par 
le mathématicien Isaac Barrow. Pendant sept ans, il étudie les mathématiques, la 
physique, la philosophie et la théologie. En 1665, il a vingt-cinq ans et la peste s’a- 
bat sur la ville. Il est alors obligé de suspendre ses études et de retourner pour deux 
ans dans son pays natal. C’est à cette période qu’il fera ses découvertes concernant 
les lois de la gravitation universelle et à la décomposition de la lumière. 

En 1669, il prend la chaire d’Isaac Barrow à Cambridge. Il publie son traité sur le 
calcul infinitésimal. Il fonde ainsi l’analyse moderne. 

En 1687, il publie son œuvre majeure "Philosophiœ Naturalis Principia Mathe- 
matica" qui marque le début de la mathématisation de la physique et qui contient 
tous les fondements de la mécanique. 

En parallèle de ses travaux scientifiques, Newton s’initie à la chimie dès 1666 et à l’alchimie dès 1668. Il fit partie 
d’un réseau secret d’alchimistes et se choisit le pseudonyme alchimique Ieoua Sanctus Unus qui signifie en français : 
« Jéhovah Unique Saint », qui est aussi l’anagramme d’Isaac Neuutonus. Il garda pendant 25 ans le secret sur cette 
activité. La citation suivante de Keynes permet de comprendre pourquoi un génie de l’envergure de Newton a pu 
s’intéresser à l’alchimie : « Newton n’est pas le premier de l’âge de la Raison. Il est le dernier des Babyloniens et 
des Sumériens, le dernier grand esprit qui a contemplé le monde visible et intellectuel avec les mêmes yeux que ceux 
qui ont commencé à construire notre héritage intellectuel il y a quelque 10 000 ans. » 

Newton avait une personnalité complexe et tourmentée. Il répugnait à publier ses travaux, ce qui lui valut différentes 
querelles de paternité pour certaines de ses inventions. De 1692 à 1693, il souffre d’une grande période de dépression 
et vit dans un état de prostration mélangeant paranoïa et hallucinations. 

En 1699, il rejoint Londres car il est nommé membre du Conseil et de la Royal Society. Il en deviendra président 
quatre années plus tard. Il est anobli en 1705. Il meurt à Kensington à l’âge de 84 ans. Il est inhumé en grande pompe 
à l’abbaye de Westminster où sont enterrés les rois d’Angleterre. 

Il est considéré comme un des plus grands génies de l’humanité. 
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Remarque 8.9 La formule du binôme permet de donner une démonstration algébrique de la formule 


Proposition 8.35 Factorisation de a n - b n 
Soient {a, b) e C 2 et n e N. On a : 

a n - b n - (a- b) £ a n ~ k ~ l b k 
k = o 


Démonstration II suffit de développer la partie de droite de cette égalité et de remarquer que les termes de la somme se télescopent. 


En résumé 

A l’issue de ce chapitre, il convient de bien savoir effectuer un raisonnement par récurrence et d’être à l’aise avec sa 
rédaction. 

La connaissance des p- listes, des p-arrangements et des p-combinaisons permet de résoudre des problème de combina- 
toire. Une des difficultés principales est de choisir le bon outil parmi ces trois. Le tableau qui suit devrait vous être d’une 
certaine aide. 

l^ableaurécapitulatifj . 


|| Ordre important | Répétitions possibles | Calcul | Exemple | 


p-liste 

oui 

oui 

nP 

code 

p-arrangement 

oui 

non 

A» 

tiercé 

p-combinaison 

non 

non 

Cn 

loto 


La formule du binôme est un résultat essentiel qu’on étendra aux anneaux dans le chapitre 19. On pourra ainsi l’utiliser 
dans le cadre du cours d’algèbre linéaire avec des endomorphismes ou des matrices. 

Enfin, afin d’être à l’aise avec les manipulations et les calculs de sommes ou de produits et avant de vous lancer dans les 
exercices, lisez le paragraphe B.2 page 1 158 de l’annexe B. 
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8.5 Exercices 

8.5.1 Principe de récurrence 

Exercice 8.1 MÇ> I 

1. Montrer par récurrence que : 

W ni* A j nin + 1) (2n+l) 

V n e N , Y k 

k=l 6 

2. Calculer le nombre de carrés que l’on peut dessiner sur un échiquier 8x8, (les cotés sont parallèles aux bords 
de 1 ’ échiquier et les sommets sont des sommets de cases de 1 ’ échiquier ). Généraliser avec un échiquier n*n. 


Solution : 

1 . L’égalité est vraie au rang 1 ; l 2 = 1X g X3 . Soit ne. N* . Supposons la vraie au rang n et montrons la au rang n + 1 : 


I ]k 2 = £fc 2 + (u + i ) 2 

fc= i fc= i 

n(n + \) (2/ï + l) 


+ (u + 1) 2 d’après l’hypothèse de récurrence 


- + («+!) (n + t) 


et la formule est encore vraie au rang n+t. On termine en appliquant le théorème de récurrence. 

2. Il y a 64 carrés 1 x 1, c ’ est bien connu. Il y a 49 carrés 2x2. Il suffit pour cela de repérer la position du sommet en 

o , , 8x9x17 

haut à gauche. Cela revient à compter sur un échiquier 7x7. etc. On trouve au total 8 + 7 + . . . + 1 = = 

6 

4x3x17 = 204. Cet exercice fait l’objet d’une blague en anglais (How many squares on a chessboard) basée sur 
le double entendre square = case (de l’échiquier) et square = carré. 

„ n l • n(n+\)(2n+\) t , 

Sur un echiquier n x n, il y a tels carres. 


Exercice 8.2 ! 

Montrer par récurrence que : 


o (n(n+\)\ 2 
Vu eN*, Lfc 3 = (^^j 


Solution : L’égalité est vraie au rang 1 : l 2 = * 2 . Soit ne N*. Supposons la vraie au rang n et montrons la au rang 


Y^k 3 = Y k3 +( n + i y 

I n(n+ 1) 


[n 2 +4n+ 1) 

(u + 2) 2 (u + 11 2 


- (n+ 1) 3 d’après l’hypothèse de récurrence 
(u+1) 2 


ce qui prouve la propriété au rang n+ 1. On termine en appliquant le théorème de récurrence. 


Exercice 8.3 ■ Z> 

Montrer par récurrence que pour tout ne N, n (n 2 + 5) est divisible par 6. 
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Solution : La propriété est clairement vraie au rang 0 ce qui nous permet d’initialiser la récurrence. Soit ne N. On 
suppose que 6 divise n(n 2 + 5). Montrons que 6 divise (n+ 1) [{n+ 1) 2 + 5). Mais : 

(.n + 1) ((.n + 1) 2 + 5) = n [n 2 + 5) + 3n 2 + 3n + 6 = n [n 2 + 5) + 3n {n + 1) + 6 

et : 

- n [n 2 + 5) est divisible par 6 d’après 1 ’ hypothèse de récurrence. 

- 3n{n+ 1) est divisible par 6 car l’un des deux n ou n + 1 est pair donc divisible par 2. 

Donc {n + 1) [{n + 1) 2 + 5) est divisible par 6 et la propriété est prouvée par récurrence. 


Exercice 8.4 

Montrer par récurrence que pour tout ne N, 7 divise 3 2n+l +2 n+2 . 


Solution : On vérifie facilement la propriété au rang 0. Soit n g N. Supposons la propriété vraie au rang n et prouvons 
la au rang n+\. Il s’agit de montrer que 3 2n+3 + 2" +3 est divisible par 7 . Mais : 

^2n+3 _j_ 2 ft+3 g2n+ 1 ^ g _|_ ^2n+2 ^ 2 g2n+l ^ y _|_ ^g2w+l _|_ 22w+2^ ^ 2 

et d ’ après 1 ’ hypothèse de récurrence, il est clair que 7 divise ce nombre. La propriété est alors prouvée par récurrence. 


Exercice 8.5 ■ 7? 

Montrer que : V n e N* , cos (^ 77 ) = \ 2 + \f^. + V2. 

n radicaux 


Solution : La propriété est vraie au rang 1. Soit n e N*. Supposons que la propriété est vraie au rang n et prouvons 
la au rang n+ 1. Remarquons au préalable que pour tout x e [ 0 ,ti/ 2 ], comme cos 2 x = (cos (2x) + 1) 12, on peut écrire 
cos(x/ 2 ) = yj et 


= Vï( c “(z^) + 1 ) 


r 


-\2+\f^+^+l 


d’après l’hypothèse de récurrence 


= -]/ / 2+yC+^ 


On prouve ainsi la propriété par récurrence. 


Exercice 8.6 7? 

Soit [u n ) la suite donnée par : 

[wo =2 
l Ml =3 

IvneN, m „+2 = 3m„+i -2m, 

Montrer que V n € N, u„=2 n + l. 


Solution : 

Effectuons une récurrence double. La propriété est vraie aux rangs 0 et 1. Soit ne N. On suppose qu’elle est vraie au 
rang n et au rang n+ 1. Onia montre au rang n + 2 : 

u n +2 = 3m„+i - 2u n = 3 (2" +1 + l) - 2 [2 n + l) = 3 x 2 n+1 -2x2" + l = 6x2 n -2x2" + l = 4x2" + l = 2 n+2 + 1 
La propriété est ainsi prouvée par application du principe de récurrence. 
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Exercice 8.7 ■ V H 

Soit (u n ) la suite donnée par : 

Mo = 1 

Mi =2 

Vw^2, u n = -^ 

Prouver que :VneN, u n -2 n . 


Solution : 

Effectuons une récurrence double. La propriété est vraie aux rangs O et 1. Soit ne N. On suppose qu’elle est vraie au 
rang n et au rang n-1. Onia montre au rang n : 

ul , 2 2 ("- 1 > 

u n = = 2 

u n ~2 2»-2 

La propriété est alors prouvée par application du principe de récurrence. 


Exercice 8.8 

Montrer que 




VneN\{0,l}, 


3 n 

2n+l 


Solution : 

Effectuons une preuve par récurrence, pour n « 2, la propriété P« : 1 + ^ + . . . + ■ La propriété P 2 est clairement 

vraie. Soit n«2. On suppose la propriété P„ vraie et on va prouver qu e P n+ 1 est vraie. On applique l’hypothèse de 
récurrence et il vient : 

1 1 1 3n 1 

1 + — + ... + — + > + 

2 2 n 2 (n+1) 2 2n+l (n+1) 2 

Il faut alors chercher si ^ 2 (k+ i)+i = 3 2n+3 ■ ^ suffit de former la différence des deux termes de cette 

inégahté et après avoir mis au même dénominateur, l’inéquation est équivalente à : ÿ ® 9 UI est vraie - 

La propriété est alors prouvée au rang n + 1. On termine en apphquantle théorème de récurrence. 


Exercice 8.9 1W I 

Soit une fonction f : l\l —► Z. Montrez qu’il existe une suite d’entiers relatifs (a/.) telle que 


Vue N, 


/(«)=£ ex J 


Solution : Pour tout ne. M, notons 2?(ri) la propriété : 


&>{n) : 3(ai, . . . , <x„) e M" : Vp e [O, m] , £ afc | = 

Effectuons une récurrence sur n. La propriété 3^(0) est vraie : il suffit de poser exo = /(O). Soit n,-nN. Montrons que 
2? (ri) => 3P(n + 1). Si 2?(ri) est vraie, il existe (ao,...,a„) e N" vérifiant l’hypothèse. Définissons a n+ 1 par 


On+l = /(«+!)- L «fc \ 


f(n+ 1)= £a fc | 


.t 


hi;;=2> 


La propriété est alors conséquence du théorème de récurrence. 


Exercice 8.10 W H 

Démontrer que Vue N, il existe un entier multiple de 2" qui ne s’écrit qu’avec des "1 " et des "2". 
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Solution : Soit ne N, on considère la proposition H n : il existe un entier M„ multiple de 2" qui ne s ’ écrit qu ’ avec des 
"1 " et des "2 ”, De plus pour nè* 1, M n peut être choisi avec n chiffres. 

H 0 ,Hi,H 2 ,H 3 sont vraies, il suffit de prendre M 0 = l,Mi = 2,M 2 = 12, M 3 = 112. 

Montrons que H„ => H„+i. 

On cherche M„+i sous la forme M„+i = M„ + fclO" avec k e {1,2}. M„ + i a bien n + 1 chiffres. D’après H„ on peut 
écrire M n = m2 n . Si p est pair, p = 2 p' , alors on choisit M n+1 = M n + 2x 10" +1 = 2p'2" +5"2" +1 = (p' + 5 n+1 )2 n+1 . Si 
p est impair, p - 2p' + 1, alors on choisit M„+i = M„ + 10" = (2 p' + 1)2" + 5"2" = [2p' + 1 + 5") 2". Or 2 p' + 1 + 5" est 
pair en tant que somme de deux nombres impairs, on peut donc l’écrire 2p' + 1 + 5" = 2q avec q e N et donc on a bien 
M n+ i = q2 n+1 . 

Remarque : Si on prend un chiffre pair et un chiffre impair, par exemple 3 et 6, on peut toujours trouver un entier M n 
multiple de 2" qui ne s’écrit qu’avec des "3" et des "6" et ce pour tout entier n. 


Exercice 8.11 MW I 

Soit n7s2, X],X2,...,x n e [0; 1] . Démontrer que 


I + X2.X3 X„ I + X1.X3.. 


Solution : On pose 


Vixi;x 2 ;...-,x„} = - 


l + x 2 .x 3 x„ l + Xi.X 3 , 

Comme x\ « 1 on a xi.x 2 .x 3 x n « x 2 .x 3 x n donc 

quotients et on a alors 


l + x 2 .x 3 x„ l + Xi.X 2 .X 3 . 

Xi + x 2 + . . . + x n 


l + Xi.X 2 X„-l 

De même pour les autres 


F (xi;x 2 ;...;x„)« 

l + Xi.X 2 .X 3 .. 

On démontre ensuite par récurrence que pour tout entier n?2, la propriété : H„ pour tous x 3 ; x 2 ; . . . ; x„ e [0; 1] , x 3 + 
x 2 + • • • + x n « (n - 1)(1 + x x x 2 . . . x n ) 

La propriété est vraie pour n -2 : 

(1 — Xi) (1 — x 2 ) & 0, soit 1 - X| - x 2 + xi x 2 S 0 soit l + x 3 x 2 xi + x 2 


Supposons qu’elle soit vraie pour l’entier n-1. On fixe xi,x 2 ,...,x„-i e [0;1], et on considère la fonction affine 

G(x n ) = xi + x 2 + ■ • • + x n - [n - 1)(1 + XiX 2 . . . x n ). 

Elle prend son maximum sur [0; 1] en 0 ou en 1. 

G(0) = xi + x 2 + • • • + x„_i - [n - 1) « 0 


G(l) = xi + x 2 + ■ ■ • + x„_i + 1 - [n - 1)(1 + xi x 2 . . . x„_i) 

=S Xi + X 2 H h X„_1 - (n - 2)(1 + XjX 2 ... X„_i) +1 - (1 + XlX 2 ...X^-l) 

<0 CHn-i) 


<-XiX 2 ...X„_i 

«0 

donc pour tout x n e [0; 1] , G(x n ) « 0. CQFD. 

Pour Unir, on obtient, en divisant par 1 + x 3 x 2 . . . x n : 

xi + x 2 + ... + x„ 

«n-1. 

1 + X1.X 2 .X 3 X n 


Exercice 8.12 m WÇ H 

Montrer que Vn ^ 1, 

Y, kk\= (n+l)î-l 

k=l 
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Montrer que tout entier N & 1 se décompose de façon unique sous la forme 


N = ajçld, OSflfcSifc, a n ^ O 
jfc=i 


Solution : On a V fc e N, (fc + 1)! - 1 - (fc! - 1) = fc!(fc + 1 - 1) = kkl En sommant ces égalités, la somme se télescope en 
£ fcfc! = (n + 1)!- 1. 


Unicité : On considère deux écritures N = ^ a^k\ - ^ b^kl. Quitte à rajouter des ou des bt nuis, on peut supposer 
k = î k = î 

n - m. On suppose que les deux suites sont distinctes et on appelle p le plus grand entier pour lequel / b - n. Pour 


fixer les idées, a p < b p . On a donc p\ « [b p - a p )p\ = ^ (a^ - bQkl « ^ kk\-p\— 1 puisque a^-b-k « k pour tout 


entier k. On a bien une contradiction. 

Existence : Par récurrence sur N. On a bien 1 = 11! donc n = 1 et a\ - 1 . Supposons la propriété vraie jusqu ’ au rang 
N - 1. La suite (u!)« e n* est strictement croissante et tend vers +oo donc on peut trouver un (unique) entier n tel que 
ni ^ N < (n + 1)! On écrit la division euclidienne de N par ni : N = a n nl + r avec O ^ r < ni ^ N. On a a n « n, sinon 
on aurait N^(b+1)/i! ce qui ne convient pas. Si r - O, ou a une écriture (a^ - O pour k e [1, n - 1]), sinon on écrit 


r - ^ a/ckl d’après la propriété de récurrence. On a p =£ n- 1, sinon on aurait r ^ ni. On a donc une écriture en prenant, 


le cas échéant, ük-O pour k- p+l,...,n-l. 


Exercice 8.13 ■ H 
Démontrer le premier lemme technique : 

Soit ( m , n ) e N 2 . Si il existe une bijection de [1, mi dans [1, ni alors m - n. 


Solution : Quitte à considérer la bijection réciproque, on peut toujours supposer n^m. 

On démontre par récurrence la propriété 

H„ : V m e N, n ^ m, pour toute bijection de [1, m\ dans [1, ni onam-n. 

Ho est vraie, c’est immédiat certes lorsqu’on sait travailler avec l’ensemble vide... Formellement, on peut se passer de la 
vérification de Hi qui suit. 

Hi est vraie. Soit f une bijection de [1, mi dans U 1 , 1] = {1}. V k e [1, m\, f{k) - 1. Supposons l’espace d’un instant que 
m> 1, on aurait alors /(l) = /( 2) et f ne serait pas injective. Donc m - 1, ce qu’il fallait démontrer. 

Soit « e N. Démontrons que H„ => H„+ 1 . Pour cela, supposons H„ . 

Soit f une bijection de [1, m] dans [1, n + 1] . Premier cas : f(m) -m + 1. 

On considère fi [1, m - 1] — - [1, ni défini par fi (fc) = f(k) pour k e [1, m - 1] . C’est la (double) restriction de f à 
fi [1, m — 1]| et en [1 ,ri\. 

• fi est bien une application. 

» on a bien V k e [1, m - 1] , /i (fc) e [1, ni . 

• fi est bien une surjection. 

• fi est bien une injection. 

Vérifications immédiates. Donc fi est une bijection. D’après H n , on en déduit que m-l-net donc que m - n+ 1. 
Deuxième cas : f[m) < n+ 1. 

Posons a = f~ 1 (n+ 1) e [1,/n + l] et b - f(m) e [1, n+1]. On définit fi [1, m-1] — * [1, w] par fifa) - b et 
f^k) - f{k) pour fce [l,m-l],A:/ a. 

• fi est bien une application. 

» on a bien V k e [1, m - 1] , /i (fc) e [1, ni . 

• fi est bien une surjection. Soit y e [1, n\. Si y=b, alors y = f (a). Sinon, comme f est une surjection de [1, mi sur 
H ,n + 1], 3fc e [1, mi, tel que f{k) - y. On ne peut pas avoir k - a puisque fia) = « + 1 / y et on ne peut pas avoir 
k - m+1 puisque f(m + l) = b/y. Donc /(fc) = fi (fc) = b. 

• fi est bien une injection. Supposons fi (fc) = fi (£) avec fc, i e [1, n - 1] . 

Supposons k - a et donc /i(fc) = / (£) = / {a) - b. On a ê / a impossible, car alors f {(.) - fit) - b. Comme on a 
aussi f(m + 1) = b, f ne serait plus une injection de [1, m] dans [1, ni . Contradiction. Donc on a bien (-k - a. 
Prenons le cas qui reste, k,i e [1, n - 1] \ {a}. On a donc /i(fc) = /(fc) = /(£) = / (£) . Comme f est injective, on en 
déduit que k-i, ce qu’il fallait démontrer. 

Donc fi est une bijection. D’après H„, on en déduit que m-l-net donc que m-n + 1. On a bien H„+| . 
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Exercice 8.14 ■ 

On se propose de démontrer la propriété P n : V(di,a2,...,d n ) eU", — — — — — — j ^ a\.a 2 a n . Il existe de 

nombreuses démonstrations de cette inégalité (arithmético-géométrique). Celle-ci, due à Cauchy, utilise la récurrence 
de façon peu ordinaire. 

1. démontrer P n lorsque l’un au moins des d k est nul. Par la suite on supposera que tous les a k sont strictement 
positifs. 

2. Démontrer P2. 

3. Par récurrence, démontrer P n lorsque n est une puissance de deux. 

4. Démontrer P n en toute généralité. L’idée de Cauchy est de compléter la suite d k par des termes tous égaux à la 
moyenne arithmétique des a k , afin d’avoir un nombre de termes égal à une puissance de deux. 


Solution : 

1 T j •. , Cll+ Cl2 + ... + d n . . 

1. Le produit d\.d2 a n alors que est positif ainsi que ses puissances. 

9 Cl\ + &2 

2. 0 & [\fô\ - sfôô.) - ai + a.2 - 2sja\a2. Donc — - — =3 a\ d2 d’où le résultat en élevant au carré. 

3. On démontre que P 2m => P 2 m+i . Soit donc a\,ci2,..., a 2 m+i , 2 m+1 nombres (strictement) positifs. 



I a \ + CI 2 + ... + Cl 2 m \ 2m I fl2 m +l + 0-2 m +2 + . • . + «2 m+1 

l 2™ J l 2™ 



^ fll.«2 «2 m X d2"‘ + l.d2’n + 2 d 2 m + 1 

Ce qu ’il fallait vérifier. On a utilisé P2 puis deux fois P 2 '« . 

4. L’idée de Cauchy : Soit n un entier, et 2 m 3= n. On pose M = + ° 2 + • • • + ün so j t a\ + d2 + ... + d n = nM et on 

considère la suite b k définie par b k - a k pour k^n et b k = M sinon. Onab\ + b2 + ... + i>2 m - b\ + b 2 + ... + b n + 
(2 m - n)M = nM+(2 m - n) M = 2 m M. Résultat prévisible : on ne change pas la moyenne arithmétique en rajoutant 
des termes égaux à cette moyenne arithmétique. 

D’après P 2 m on a M 2 s* b\.b 2 b n x M 2 ~ n donc en divisant par M 2 ~ n > 0 puisque les d k sont strictement 

positifs, M” =3 d\.d 2 d n ce qu’il fallait vérifier. 


8.5.2 Sommes 

Exercice 8.15 ■ V 

Simplifier, pour ne N*, les sommes suivantes : 

1. ZËlk-L] U 1 3. L n k=1 k(k- 1) 

2 . Ljfc =0 (2fc+1) 4. Ll =1 k(k+l)(k+2) 


Indication 8.12 : Pour les deux derniers, on pourra utiliser les résultats des exercices 8. 1 et 8.2. 
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Exercice 8.16 ■ é) 

Simplifier, pour ne: N*, les sommes suivantes : 

fl i \ Je 

L ^ fc=1 U fc+lj' 3 ' Ifc=1 (fc+1)! 

2. l£ =1 ln(l + ±) 4. Lt =0 (k.kl) 

Indication 8.12 : Pour les deux derniers, on pourra écrire le terme général de la somme comme une différence. 


par télescopage. 


2. I£ =1 ln (1 + |) = lnllfc =1 (l + 1) = lnrifc =1 — = 1)1 ( \ x \ x • • • x = | ln ^ i+1 ) I P 31 télescopage. 

; par télescopage. 


yn (fc+D-1 -^ (I 

^ k ~ x (fc+1)! ^ fc=1 (fc+l)! ^ k=1 [k\ (fc+l)!j 


4. Zfc-p (fc-fc!) = Lfc-p (((fc+ 1) ~ 1) -fc!) = Lfc-o ((fc+ 1) fc! - fc!) = Zfc-p C(A: + 1) ! - fc!) - [~(w +!)!-! \ par télescopage. 


Exercice 8.17 ■ 

Soit n ^ 1. On considère les deux sommes 

S „= £ (2fc - 1) 3 = l 3 + 3 3 + 5 3 + . . . + (2n - l) 3 
fc=i 

1 11$ ! 1 
"-^fctfc+l) - lx2 + 2x3 + 3x4 + "' + rcx(rc + l) 

1. (a) Calculer Si, S 2 et S 3 . 

(b) Démontrer par récurrence que :Mn>l, S n - 2 n 4 - n 1 2 

1 a 6 

2. (a) Déterminer deux réels a et 6 tels que : V p e N* , — = — + . 

p[p+ 1) P P + 1 

(b) En déduire une expression simple de S n . 

(c) Retrouver ce résultat en effectuant un raisonnement par récurrence. 


1. (a) Si = 1, S 2 = 28 et S 3 = 153. 

(b) La formule est vraie au rang 1. Soit ne N*. Supposons la formule vraie au rang n + 1 et démontrons là au 
rang n+l.En appliquant l’hypothèse de récurrence, on calcule que S„+i = S„ + (2 n + 1) 3 = 2n 4 - n 2 +8n 3 + 
12n 2 +6n+l - 2n 4 +8n 3 + \\n 2 + 6n+l. Par ailleurs 2 (n + l) 4 -(rc + 1) 2 = 2rc 4 +8ra 3 + llrc 2 +6rc + l et donc 
S„+i = 2 {n + 1) 4 - {n + 1) 2 . La propriété est prouvée par récurrence. 

2. (a) Après mise au même dénominateur et identification, on trouve :a - 1 et P = - 1 . 

(b) On en déduit que : 


S n 


1 1 
Tx~ 2 + 2x~3 


3x4 + " 



' + nx[n+ 1) 



par télescopage 

(c) La propriété est vraie au rang 1. Soit neN* . Supposons la formule vraie au rang n + 1 et démontrons là au 
rang n + 1. Appliquant l’hypothèse de récurrence : 

1 1111 

S„ + i = S„ + = 1 + = 1 

(w+l)x(n + 2) n+1 n+1 n + 2 n + 2 

et la formule est prouvée par récurrence. 
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8.5.3 Produit 


Exercice 8.18 ■ V 

Calculer pour tout ne N*, les produits suivants : 


1. f[2k 

fc= 1 


n — 

L\k+ 1 


* ÉK) 

4 Ê( 1- ^) 


Solution : Pour tout ne N* : 

1. jj2k*fgjÔ\ 

„ ” k 12 ... fc+1 n î 

2 ' nïTf 2 « 5» •- ÏTT « T x " ' x = [tTTtJ par ttfcsc °P a « e - 

3. Par télescopage ou en reconnaissant 1 ’ inverse du produit précédent : nK)=n — = | n+l | 

fc=i v k=i k 

„ A(, M A fc2 -! 1x3 2x4 3x5 (H-i)x(«+i) 

4 n i-T5 hriir^n- 


fc 2 i 

télescopage. 


k 2 


Exercice 8.19 

Le but de cet exercice est de calculer, pour tout xeRet neN*, le produit 

P(x)= f[cos(2 fc x) 
fc=o v 

1. Traiter le cas où x - 0 [jt] 

2. Pour x/0 [jt] simplifier sin (x) P (x) et calculer P (x). 

Solution : Soit neN*. 

1. Six-0 [2n], il est clair que P(0) = 1. Sinon, si x-n [2ji] alors, pour tout keN*, 2 k x - tt [2ji] etP(x) = -1. 

2. Soitx/0 [n]. On a, grâce aux formules de trigonométrie : 

= sin*. cos x. cos (2x) cos(2”x) 

1 f n \ 

= - sin (2x) . cos (2x) cos(2' xJ 

= ^-sin(2 2 x).cos(2 2 x) cos(2"x) 

= ^sin(2 n x)cos(2”x) 

f ^ M sin ( 2 " +1 * ) 


Exercice 8.20 ■ 

On veut calculer pour tout aeRet neN le produit P = (l + a 2 J . 

fc=o v 

1. Calculer P quand a- 1. 

2. Calculer (1 - à) P quand a ^ 1 et en déduire la valeur de P. 

Solution : 

1. Si a=l, P = 2” +1 . 


Comme x / 0 [tt] 


sin (2" 4 
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8.5.4 Factorielles 


Exercice 8.21 

Soit n € N* . Exprimer à 1 ’ aide de factorielles : 

1. 2 x 4 x ... x (2ri) 

2. 1 x 3 x ... x (2n — U 

3. le terme général de la suite (u n ) donnée par la relation de récurrence : uq-1 et V n e N, u n+ \ — u, 



Résoudre l’inéquation 4” « n\ pour ne. N. 


Solution: Considérons la suite (u n ) de terme général 4" / n!. Soit ne N. On vérifie facilement que u n +\ 1 u n = 41 (n+l). 
Donc la suite est strictement décroissante dés que n^4. On calcule alors les premières valeurs de la suite. On trouve : 


Mo 

Ml 

u 2 

m 3 

m 4 

m 5 

Me 

My 

m 8 

Mg 


1 

4 

8 

32/3 

32/3 

128/15 

256/45 

1024/315 

512/315 

2048/2835 

donc l’ensemble solution de l’inéquation est | [9, +oo] | 



Exercice 8.23 I W 1 
Montrer que 


\/nn 2, rc!« 


Solution : Soit n^2. On a : 


Mais par comparaison entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique, voir 1 page 485, on sait que la dernière 
inégalité est valide. Il en est alors de même de la première. 


8.5.5 Coefficients binomiaux, calculs de somme 

Exercice 8.24 ■ V 

Calculer rapidement les expressions suivantes où ne N* : 
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2 


'’+joÈ^N. 

4. 99 3 

5. 1001 2 


6. (1 - x ) 5 où x g IR. 

7. (2a- ù) 4 avec a,beC. 

8. (1 + i) 2012 


Solution : 



'p+n\ _ (.n+l)...[n + p) 

, n J” P 1 


4. 99 3 = (100- 1) 3 = 100 3 - 3 x 100 2 + 3 x 100 - 1 = 1000000 - 30000 + 300 - 1 = 970299 

5. 100 1 2 = (1000 + l) 2 = 1000000 + 2000 +1 - 1002001 

6 . (1-jc) 5 = 1-5x+10x 2 -10x 3 +5x 4 -x 5 . 

7. (2a - b) 4 = 16a 4 - 32a 3 b + 24a 2 b 2 -8 ab 3 + b 4 . 

8. 1 + i = v/2e'ï et donc (1 + i) 2012 = 2 100 V 503h = -2 1006 


Exercice 8.25 

Pour ne N, calculer les sommes suivantes : 

2.LUi^ k+1 4. ZL 0 ®(- D fc+1 2 3fc 


Solution : On applique à chaque fois la formule du binôme. 

1. LU = LU = d + 3)" =0! 


2. LU ® 4fc+1 - O 4 * x 1"-* = [4 x 5” | 


3. EÎ.„O(-l) l 5‘-‘ = 5i;. 0 (SS = 5(l-l)" = 

4” 


4. I” =0 0 (-l) fc+1 2 3fc = -I" =0 (”) (-1)* 8 fc = - (-8 + 1) n = | 



Exercice 8.26 

Soit (p, a) g N 2 avec p e [0, n\ . 

1. Montrer que : p(”) = n[^ ~j). 

2. En déduire que : ^ p I ” = rc2” -1 

p= o \P) 


Solution : 



M 

p.n\ n{n- 1)1 / 

n-l\ 

i) 

"(a-p)!p! (n-l-(p.ïj)!(p-l)r n l 

p-tj 

2. 



f>(”’ 


| = n2" 1 

P=0 \P; 

1 P = 1 [p-y p=ilp _1 j p=o\ p , 

/ 


Exercice 8.27 

Soit (p, a) e N 2 avec p g [0, a] . Montrer que 


MH 


f a+fcUp+fc\ 
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Solution: On a d’une part : 

( n + k\[n\ ( n + k)\ n\ 

( n + k)\ 


l k JW" n]kl [n-p)lp\ { 

n-p)\p\k\ 

et d’autre part : 

ln+k\lp+k\_ ( n+k)\ ( p+k ) 

! [n+kV. 


\P +k j[ k ) [n- p)\[p+ k)\ p\k\ 

[n — p)\p\k\ 

d’où l’égalité. 




Exercice 8.28 ■ V 

Calculer pour tout n e IM* : 


1. 

2. 

3. 

4. 


A "^J 

C ”=É^) 

D„=£(-l) fc | 


‘ F -M 

7 - 

*■ h " 4 £tJ 


Solution : Soit n e N* . Pour tout x e IR, par application de la formule du binôme de Newton, on a l’égalité : 

W: (1+I) ” = £th 

1. En utilisant (★) avec x-1, on obtient . j A„ - 2 n 

2. En dérivant les deux membres de l’égalité (★), on obtient n{ 1 + x)" -1 = nx n ~ l + (”) ( n - 1) x n ~ 2 + . . . + ( "J et 
donc, avec x=l il vient | B n - n2 n ~ l | . 

3. En dérivant une seconde fois les deux membres de l’égalité O), on obtient : n{n- l)(l + x)" -2 = 
L1 =0 k{k-l)[^)x k ~ 2 et donc, si x - 1, on a n(n- \)2 n ~ 2 = L^ =0 (fc 2 ~ k ) (£) = C„-B„. On obtient alors 
C n = n(n-l) 2 n ~ 2 + n2 n ~ 1 = \n{n + l)2 n ~ 2 ] 

4. En appliquant (*) avec x = -1, on obtient |~D n - 0 | . 

5. On a l’égalité E„ = A2n + D2n e t donc | E„ = 2 2n ~J . 

6. On a aussi E n +F n = A 2n ce qui amène | F„ = 2 2 ”~J . 

7. Ou remplace x par -x dans (*). On obtient : 

(*★) : (1-*) B =L 

Puis ou dérive les deux membres de cette égalité et on trouve 


-n a-x) n ~ 1 =p IJ (-D^fce*- 1 

de quoi on tire | G n - 0 | . 

8. Intégrons maintenant les deux membres de O*) entre 0 et 1, ou trouve 


= tr m *— 

«+i Jo [àW fc+iJo 
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Exercice 8.29 ■ 

Démontrer que : 


O 

VlfceN,— eN. 
Jfc+1 


UC U c u — c 

Solution : On peut utiliser la propriété bien connue (?) Si — - — alors (lorsque b^d) — = — - : 

bd b d b- d 


(2k\ 


f 2 k\ 

f2fc) l2k\ 

U J 

(2k)\ 



jfc+1 

k\(k+l)\ 

k 

jfc+l-jfc 


Exercice 8.30 W I 

1. Montrer par récurrence l’inégalité de Bernoulli :Vx^O, VneN, \ + nx*z(\ + x) n . 

2. Re-démontrer cette inégalité en utilisant la formule du binôme de Newton. 


Solution : 

1. Soit x 2 = 0. Si n-0 l’inégalité est clairement vérifiée. Soit w e N. Supposons que l’inégalité est vraie au rang n et 
prouvons la au rang n+1. Par application de l’hypothèse de récurrence : 

1 + [n+ l)x = 1 + nx+x^ (l + x)" + x « (l + x)" + x(l + x) n = (l + x)” +1 


car 1 + x > 0. La formule est alors prouvée par application du théorème de récurrence. Remarquons que cette 
démonstration est encore valable si x > -1. 

2. Soient neN et x 3* 0. En appliquant la formule du binôme : 



^ 1+nx 


Exercice 8.31 ■ 

Résoudre 


P 



Exercice 8.32 ' ! 

Soit x e IR et n e N. Développer de deux façons 

(l + x) 2 "(l-x) 2 ”. 

Calculer le coefficient de x 2n et en déduire une propriété des coefficients binomiaux. 
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Solution : On écrit (x + l) 2n {x- l) 2n = (x 2 - l) 2n . En utilisant la formule du binôme, le coefficient de x 2n vaut 

(-1)”| 2,Î J. Si on développe {1 + x) 2n et (1 - x] 2n avec le binôme, on obtient que : 


Le coefficient de x 2n dans ce produit s’obtient en choisissant des produits de coefficients de x p par les coefficients de 
x k avec p+k- 2 n. Par conséquent, 


J = fc L 2n ( - 1)P| 


m 


= £<-«* 


Exercice 8.33 ■ W 

Soient b.iîieN avec m^n. 
1. Vérifier que 



2. Interpréter cette formule dans le triangle de Pascal. 


Solution : 

1. On effectue une récurrence sur n. Si n - 0 alors m- 0 et comme Q = (]) = 1 la formule est vérifiée au rang 0. 


Soit neN. Supposons que pour tout m e [0, ni, on a L JL 0 1 
m e [0, ni .On a: 


I m + 1 


. Prouvons la formule au rang n+ 1. Soit 


I m + 1 
( n + 2 1 


+ |” + 1 j d’après l’hypothèse de récurrence 
d’après la relation de Pascal 


+ 1 alors la formule est trivialement vraie. On a donc prouvé que pour tout meftn+ll, 


Efln I ^ I = [ n + 2 I . Le résultat découle alors du théorème de récurrence. 
K - {, ym Ira+ll 


2. On considère un le terme diagonale du triangle de Pascal à l’intersection de la m + l^ me ligne et de la m + l® me 
colonne. Il s ’ agit de (™). On lui additionne les k - 1 termes juste en dessous (keN*). Cette somme est égale au 
coefficient situé à 1 ’ intersection de la m + 2^ me colonne et de la m+ k+ 2^ me ligne, c ’est-à-dire à . 


Exercice 8.34 C? 

Calculer pour (p, q ) e N 2 : 


s=L 


(ri 


r p+q-k\ 

l P~ k I 


Solution : On trouve en écrivant les coefficients binomiaux à l’aide de factorielles, 

lp+q\lp + q-k\ ( p+qV. [p+q)'. tp\ 
{ k p-k J (p—k)\qlk ] . p\q\ [fcj 



[ P+q \ 2 v 

l P )£o\ k ) 

\ P ) 
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Pour une interprétation combinatoire simple de cette identité on compte de deux manières différentes, le nombre de 
façons de choisir p étudiants parmi p+ q d’en peindre k en rouge et de peindre les autres p-k en vert. Il y a + 

possibilités de choisir p étudiants parmi p+q. Pour chaque choix, il y a 2 P répartition des coloris. 

Maintenant on s’intéresse aux étudiants peints en rouge. On commence par en choisir fc (0 =£ fc =£ p) parmi p + q ce 
'p + q' 


qui fait ^ 
lp+q-k' 

l P- k . 


choix. Ensuite on choisit les p - k étudiants peints en vert parmi les p+ q-k qui restent, ce qui fait 
choix. En sommant on trouve le résultat. 


Exercice 8.35 I 

En utihsant la fonction définie par 


calculer la somme 


f[x) = (1 + x) 2n + (1 - x) 2n 




Solution : En développant avec le binôme, 

En dérivant, en multiphant par x et en re-dérivant, on trouve 

[x/']'(x) = 8 f> 2 f 

et donc S„ - [x/']'( 1) c’est-à-dire : 


\2p) 


£/$ =<" +i > 22 ' 


Exercice 8.36 IW H 

1 . Pour tout «eN*, établir que : 


2. Montrer que pour tout ne N* : 


l2n + 2\ 2 2n+l 2n\ 

I n + 1 I n+\ I n I 


4 n+1 <2x 2«+1 x 4” 

2\fn+l" n + 1 2\/n 

3. Déduire grâce à un raisonnement par récurrence que : 

-Ü-«M 

2 s/n [ n ) 


4. De la même façon, montrer que pour tout neN* : 


2b uül 

\n) ÿn 


O 

5. On considère la suite (u n ) de terme général : u n = ■ Montrer que (u n ) converge et déterminer sa hmite. 

4 " 


Solution : 

Soit n€ N*. 


1 ■ 

2 {2n + 2)\ 

{2n + 2)(2n+V>{2n)\ „ 2n+l , 2n . 

((«+ 1)!) 2 

[n+l) 2 (n!) 2 X n + 1 *'’ n ’ 
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2. 


On a : 


4 n+1 ^ 2n+l x 4 n 

2 Vn+ 1 " w + 1 2^/n 

2 2tt+1 1 

v/n+ 1 n+ 1 ^/Tî 

4 (2/2+ 1 ) 2 1_ 

n+ 1 ’ (tt+1) 2 « 

4tt(tî+ 1) ^ (2/2+ l) 2 
4 tî 2 + 4tt « 4tt 2 + 4tî + 1 
0^1 


La dernière inégalité étant vraie, il en est de même de la première. 

3. Effectuons, comme proposé, une récurrence. La propriété est trivialement vérifiée si n-1. Soit neN* . Supposons 

que : 4 « f 2 ”) . Montrons que 1 ’ inégalité est encore vraie au rang n+l.Il faut montrer que : 4 « f 2 ”^. 2 ) . 

2 s/n n 2Vn+l 

Appliquant 1 ’ hypothèse de récurrence et les questions précédentes : 


I2n + 2\_^ 2n+l t2n\^ 2n+l 4 n ^ 4 n+1 

[ra + lj n+ 1 \nj' Tï+1 2 s/n " 2 Vn+ 1 


L’inégalité est donc vérifié au rang n + 1 et la propriété est prou vée par récurrence. 


4. Raisonnons à nouveau par récurrence. Au rang 1 l’inégalité est trivialement vérifiée. Soit n e N* . Supposons que 

f 2 ") =S et montrons que f 2 ”^ 2 ) « 4 En appliquant l’hypothèse de récurrence et le résultat de la première 

\fn VtT+1 

question, on a : 


2/Z + 2 j _ 2 tî+ 1 j 2/2 \ 2tï+ 1 4 n 

n+lj n+1 ^ tz j n+ 1 %fn 


Il faut donc montrer que : 2 : 


« . On a la série d’équivalences : 

\Jn vtï + 1 



I 2n+n 3 ^ 8n 

1 /2 + 1 j ^ n+1 


« ( 2 /ï + l) 3 8/2 (/2 + l) 2 

<=> 8tt 3 -12tt 2 +6tz+1«8tt 3 + 16tt 2 +8tt 

0=s4tî 2 + 2tt-1 


La dernière inégalité est vraie dés que n>l.U en est donc de même de la première et la propriété est prouvée par 
récurrence. 

5. On applique les résultats précédents et le théorème des gendarmes, on en déduit que u n + > 0. 


8.5.6 Dénombrement 

Exercice 8.37 

Avec les chiffres 0, 1, 2, 3, 4, combien peut-on écrire d’années au-delà de 2000 en utihsant une seule fois le même 
chiffre ? 


Solution : Il y a deux cas possibles : 

- Si l’année compte 4 chiffres, alors il faut choisir son premier chiffre dans l’ensemble [2,4] et les trois autres dans 
[0,4] en ne reprenant pas celui qui a déjà été choisi en premier, ce qui fait 3 x A 3 possibilités. 

- Si l’année en compte 5, le premier chiffre ne peut pas être 0. Il y a donc 4 possibilités pour le choisir. Il y a A 3 
possibilités pour les 4 chiffres suivants. 

Le nombre d’années possibles est donc : 3 x A 3 + 4 x A 4 . 
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Exercice 8.38 ■ V H 

Dans une course de 10 voitures, déterminer le nombre de classements possibles dans les cas suivants : 

1 . Toutes les voitures sont arrivées et il n’y a pas d ’ex-aequo. 

2. Toutes les voitures sont arrivées et il y a exactement deux ex-aequo. 

3. Toutes les voitures sont arrivées et il y a deux ex-aequo à la première place (pas d’ ex-aequo par ailleurs). 

4. Trois voitures ne sont pas arrivées et il n’y a pas d ’ex-aequo. 

5. Trois voitures ne sont pas arrivées et il y a exactement deux ex-aequo 

Solution : 

1. 10 ! 

2. Il faut choisir les 2 ex-aequo ainsi que leur rang et classer les 8 autres voitures, ce qui donne C 2 0 x 9 x x8! 
classements possibles. 

3. Même raisonnement que dans la question précédente si ce n ’ est que le rang des ex-aequo est fixé. Il y a C 2 0 x 8! 
classements possibles. 

4. Il faut choisir les 3 voitures qui ne sont pas arrivées et classer les 7 autres. Au total, cela fait Cj 0 x 7! classements 
possibles. 

5. On combine les raisonnements précédents. On trouve Cf 0 x C 2 x 6 x 5! classements possibles. 

Exercice 8.39 H 

Au bridge, les mains comptent 13 cartes prises dans un jeu de 52 cartes. Combien de mains comportent : 

1. Un seul roi. 4. Les 4 rois 

2. Aucun roi 

3. Au moins un roi 5. Que des piques 


Solution : 

1 . On choisit le roi puis on choisit 12 cartes parmi 48, ce qui fait 4 x C] 8 mains possibles. 

2. Il faut choisir 13 cartes parmi 48, il y a C% 8 possibilités. 

3. On choisit un roi puis 12 cartes parmi 51, ce qui fait 4 x C^ 2 mains possibles. 

4. Il faut compléter la main par 9 cartes prises parmi 48, ce qui fait C® 8 possibilités. 

5. Il n’y a qu’une main ne contenant que des piques. 

Exercice 8.40 ■<? ■ 

Au poker, on distribue des mains de 5 cartes provenant d’un jeu de 32 cartes. Déterminer le nombre de mains qui 
comporte exactement : 


Exactement une paire (c’est-à-dire deux cartes de 
même hauteur). 

Deux paires (mais pas un carré ni un brelan). 

Un brelan (c ’est-à-dire trois cartes de même hauteur 
mais pas un full). 


Un full (c’est-à-dire un brelan et une paire). 

Un carré (c’est-à-dire cinq cartes de même hauteur) 

Une couleur (c’est-à-dire quatre cartes du même 
signe). 


Solution : 

1. Il y a 8 possibilités pour la hauteur de la paire et il faut choisir 2 cartes dans cette hauteur. Pour les 3 cartes 
manquantes, il faut les choisir en sorte de ne pas reformer de paire, c ’est-à-dire dans des hauteurs différentes et il 
faut choisir une couleur pour chacune des ces hauteurs. On trouve alors : 8 x C 2 x C 3 x 4 3 . 

2. Il faut choisir les hauteurs des 2 paires ce qui fait C 8 possibilités. On forme ensuite les deux paires. Il faut enfin 
choisir la cinquième carte dans les 6 hauteurs restantes. Au total, il y a C 8 x C 2 x C 2 x 24 mains possibles. 

3. Pour former un brelan, on choisit une hauteur puis 3 cartes dans cette hauteur. On complète la main par 2 cartes 
prises dans les 1 hauteurs restantes mais dans des hauteurs différentes, ce qui correspond à C 2 x 4 2 possibilités. Il 
y alors 8 x C4 x C 2 x 4 2 mains contenant des brelans. 

4. Il y a 8 x C 3 possibilités pour former le brelan. Pour la paire, on choisit une hauteur parmi les 7 restantes et on 
choisit deux couleurs parmi 4. Il y a donc 8 x C| x 7 x full possibles. 

5. De manière analogue, il y a 8 x 28 mains contenant un carré. 

6. On choisit une couleur puis 5 cartes dans cette couleur. Cela donne 4 x cjj mains possibles. 
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Exercice 8.41 ■ 

Soit un ensemble Uni E de cardinal n> 0. Calculer la somme 


L IXI 

Xe^lE) 



Exercice 8.42 

Soit n & 3. On considère un polygone convexe à n côtés. 

1 . Déterminer le nombre de diagonales joignant les sommets . 

2. Déterminer le nombre d’intersections entre les diagonales si l’on suppose que 2 diagonales ne sont jamais 
parallèles et que 3 diagonales ne sont jamais concourantes. 

Solution : 

1. On se donne une diagonale du polygone dés qu’on se donne deux sommets non consécutifs. Le nombre de choix 
possibles est donc (”) - n - n{n-3)/2 diagonales (il faut enlever les n arêtes). 

2. On se donne une intersection dés qu’on choisit 2 diagonales parmi les n(n- 3)12 du polygone ce qui fait (” (n 2 3)/2 ) 
choix possibles. 

Exercice 8.43 ■ W I 

Soient E un ensemble Uni de cardinal net A une partie de E qui contient p éléments (p ^ n). 

1 . Quel est le nombre de parties à k éléments de E contenant un et un seul élément de A? 

2. Quel est le nombre départies à k éléments de E contenant au moins un élément de A? 


Solution : 

1 . Soit P une telle partie. Il y a p choix pour 1 ’ élément de A et choix pour les k - 1 autres éléments de P, donc 
le nombre recherché est p x 

2. En s ’ inspirant de la question précédente, le nombre de parties à k éléments de E contenant au moins un élément de 

A est égal au nombre de parties de A contenant exactement un élément de A, auquel on ajoute le nombre de parties 
de A contenant exactement 2 éléments de A, .... On trouve au final : p x + (^) x x ( n k Z P ) + ... + (£) x 1. 

On peut aussi remarquer qu ’il y a exactement ( n k P ) partie de E à k éléments ne contenant aucun élément de A et 
le nombre cherché est (?) - [ n k P ) . On a prouvé au passage la formule : L^=i (?) (fc-r) = (?) _ (” ? p ) ■ 


Exercice 8.44 ■ W 

Montrer que pour tout p, q, n e N 



Solution : Cherchons une interprétation combinatoire à cette somme. On considère deux ensembles disjoints E et F 
de cardinaux respectifs p et q. Soit ne. N. On veut compter le nombre d’ensembles à n éléments qu ’on peut former en 
allant chercher les éléments dans E et F. Cela revient à prendre des parties de E u F à n éléments. Il y en a ( p+ n q )- On 
peut les former aussi ainsi. Pour tout k e [0, n} , on prend k éléments dans E et n - k éléments dans F, ce qui correspond 
à (^) ( n ? fc ) possibilités. On peut ainsi former au total Z? =0 (?) ( n -jt) P art,es de Eu F et l 'égalité est prouvée. 


Exercice 8.45 ■ W I 

Soient n,p,ke N* tels que p^k^n. Dénombrez les parties àp + 1 éléments de l’intervalle entier [|1 n+\\\ dont 

le plus grand élément est k+1. En déduire la valeur de la somme : 



Voir l’exercice 8.33 pour une preuve de cette formule par récurrence. 
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Solution : Le plus grand élément étant fixé, il suffit de choisir p éléments dans l’intervalle [1, fc] . Il y a pour cela (*) 
possibilités. Si l’on considère une partie X quelconque de l’intervalle |1, n+ 1], à p+1 éléments, son plus grand élément 
k est compris entre p+1 et n + 1 . On peut alors faire un partage des parties à p+1 éléments en classes C p+ i,...C„ 
disjointes, où Cfc désigne l’ensemble des parties de [1, n+ 1] dont le plus grand élément vaut k. Donc d’après le lemme 
des bergers, le cardinal de 1 ’ ensemble des parties à p+1 éléments vaut : 


|Cp+i| H — + |C„+il 

Mais on sait également qu’il y a (”*|) parties à p+1 éléments dans [1, n + 1] . Par conséquent : 



Exercice 8.46 ■ W I 

Montrer que V n ^ 0, V( j, k) e l\l 2 tels que 0 « j + k « n, 



On donnera une démonstration par le calcul et une démonstration combinatoire. 


Solution : 

1. Parle calcul, comme 

k ) j\k\[n- j - k)\ Ct (j' + fc) {j + k)\[n- j - k)\’ 

il suffit de démontrer que jlkl < [j + k)\, ce qui est vrai, car [j + 1) (j + 2) . . . [j + k) s 1 x 2 x • ■ ■ x k. 

2. Prouvons l’inégalité par une démonstration combinatoire. Soit A une partie de cardinal j + k de [1, w] . On lui 
associe le couple (Ai, A 2 ) de parties suivantes. Ai est la partie formée des j plus petits éléments de A. Si P est le 
plus grand élément de Ai et si B est l’ensemble des k éléments suivants de A alors A 2 est donné par : 

A 2 = {a - 13 | a e B} . 

Il est clair que B c [ 1 , n - j ] . On peut donc définir 1 ’ application 


P n,j+k 
A 


PnjxPn- 

(Ai,A 2 ) 


où P n ,j+k désigne l’ensemble des parties de [1, 22 ] de cardinal j + k, P n j l’ensemble des parties de [1, n] de 
cardinal j et P n -j,k l’ensemble des parties de [1, n} \ 

Cette application (p est injective, par construction de (Ai , A 2 ) et donc \P n ,j+k\ =* IP«,yllPn-j,fcl d’où l’inégalité 
souhaitée. 


Exercice 8.47 ■ W I 

Soit «e N*. Déterminez le nombre de surjections de l’intervalle d’entiers [1, w+ 1] vers l’intervalle d’entiers [!,«]. 


Solution : Soit une surjection f : [1, n + 1] — ► [1, n\ . Exactement deux éléments ni et « 2 doivent avoir la même image 
k par f. Il y a (” 2 ') choix possibles pour ces deux éléments, et n choix possibles pour k. Ensuite, la restriction de 
f de [l.n+l] \ {« 1 , tî 2 } ’->• [1,tî] \ {fc} est une bijection et il y en a (n - 1)!. Le nombre total de surjections est donc 

Dî- 


77(72+1)! 

2 


Exercice 8.48 ■ W I 

Pour tout ne N*, on note a n le nombre d’entiers k e [1,72] divisibles à la fois par 3 et par 4. Calculer a n et trouver un 
équivalent de a n lorsque n — ► + 00 . 
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Solution : Soit p g [l,n] divisible par 3 et 4. Alors p = 2 2a 3 b c où a, b, c S* 1. Par conséquent p = 12 mm(a ' è) x d et donc 
p est divisible par 12. Réciproquement, un entier divisible par 12 est divisible par 3 et 4. a n est donc le nombre d ’ entiers 
p — 12 k avec k> 1 avec p g [1, ni. Mais 


l=Sl2fc«rc<=>l«fcs: E(— ) 
12 


On a donc | a n = E(y|)~j . 

Puisque y| s; s; y| + 1 => 1 « =£ 1 + d’après le théorème des gendarmes, — — » 1 et donc 



Exercice 8.49 ■ W | 

Soit E un ensemble Uni de cardinal ne N. Dénombrer les couples (X, Y) e £5*(E) 2 vérifiant 
XnY = 0 


Solution: Soit pe\0,ni et soit X e tÿ>(E) fixé de cardinal p. Il y a2 n p parties Y e S? (E) vérifiant X nY = 0 . Comme 
il y a (”) parties X de cardinal p,ilya donc 


m 


couples (X,Y) de parties disjointes, c’est-à-dire \ 3 n \ . 


Exercice 8.50 W I 

Soit E un ensemble fini de cardinal ne. N. Dénombrer les couples (X, Y) g .^(E) 2 vérifiant 

XcY 


Solution : Fixons X de cardinal p e HO, n\ . Se donner une partie Ye,^ (E) telle que XcY revient à se donner la partie 
Y \ X. Il y a 2 n ~ p choix possibles pour Y. Comme il y a (”) parties X de cardinal p, il y a donc 


Wr-® 


couples (X,Y) tels que XcY. 


Exercice 8.51 ■ W i 

Soit E un ensemble fini de cardinal neN. Montrer qu ’il y a autant de parties Xeë? (E) de cardinal pair que de parties 
de E de cardinal impair. 


Solution : On démontre ce résultat par le calcul en remarquant que (voir l’exercice 8.28) 


L 

p=o,/?pair 


= 2 n ~ 


? . 

9=0, p impair V 


l=2"~ 


Montrons ce résultat de façon combinatoire. Considérons un élément a g E et introduisons l’apphcation 

f '■ ' 


&>(E) — * 3»(E) 

x |Xu{a} sia^X 

|x\{a} siaGX 


On vérifie facilement que f est involutive, c’est-à-dire que fof = id. Donc f est bijective. Il est de plus clair que f 
envoie une partie de cardinal pair de E sur une partie de E de cardinal impair. Il y a donc autant de parties de E de 
cardinal pair que de parties de E de cardinal impair. 


Exercice 8.52 1HW I 

Soit E un ensemble fini de cardinal n ^ 3 et (a, b) g E 2 . Soit 2 « p « n. Dénombrer les parties de E à p éléments 
contenant a et b, contenant a uniquement, b uniquement, ni a ni b. En déduire une relation sur les coefficients 
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binomiaux. Re-démontrer cette relation par le calcul : 


l P-2 


a 


Solution : Choisir une partie de E à p éléments contenant a et b revient à choisir p-2 éléments parmi n - 2. Il y a 
donc ("“2) choix possibles. De la même façon, il y a (”“j) choix possibles pour une partie de E à p éléments contenant 
a et pas b (ou contenant b et pas a). Et il y a [ n ~ ) choix possibles pour une partie de E à p éléments ne contenant ni a 
ni b. 

Il y a par ailleurs (”) choix possibles pour une partie de E à p éléments. Mais pour choisir une partie de E à p éléments, 
on peut choisir une partie : 

- contenant a et b 

- ou alors une partie de E contenant a et pas b 

- ou alors une partie de E contenant b et pas a 

- ou alors une partie de E ne contenant ni a ni b 

ce qui amène :(”) = + 2(”lf) + (”» 2 )- P rouvons cette égalité par le calcul : 






n - 21 


(«-23! 


(«-2)! 


(« -2)! 


(p-2)!(«-p)î (p-l)l(B-p-l)! p!(B-p- 2)! 

p(p-l) (p-2)! + 2p(w-p) (w-2)! + (w-p)(«-p-l)(»-2)! 


( n 2 - n ) {n- 2)! 


P«(»-P)! 


Exercice 8.53 I W9 I 
Montrer que pour 1 <p<n, 


Retrouver ce résultat de façon combinatoire. 


A„ = pA^j + A^j 




■K- 


De façon combinatoire : A p n est le nombre d’injections de l p - [[1, p] vers I„ - [[1, «]]. On partitionne les injections en 
deux ensembles : 

A 1 = {/ e Jf(Ip,î n ) | n e /( I p )} et A 2 = {/ e J(X p , l n )\ n* /(I p )} 

On montre que A 2 = «/ (l p ,I ra _i) et donc que |A 2 | = AF v On partitionne ensuite Ai en classes = {/ e Ai | f{k) = n] 
disjointes où k e [l, p] . On montre que = ,i^(I p _i ,I„_i) et donc que IB^I = A P n Z ] . Comme il y a p classes B^, il vient 
d’après le lemme des bergers que |Ai| = pA P n ] d’où le résultat. 


Exercice 8.54 IW9 H 

Soient p,neN* tels que p ^ n. Déterminez le nombre d’applications de [1, n\ vers [l, p] telles que /( 1) = 1 et 
Vz e II, n - 11 , /(fl « f(i + 13 « /(fl + 1 


Solution : Dénombrons d’abord le nombre de telles applications avec fin) = k. Puisque fin) « n, il faut que k*z n 
pour qu’il en existe une. Une telle apphcation est entièrement déterminée en se donnant les entiers i e [1, «I tels que 
/(fl < fü + 1), c’est-à-dire les entiers en lesquels la fonction change de valeur. Comme fin) - k, il y a exactement k 
« sauts », c ’est-à-dire k changements de valeur. Choisir une telle fonction revient alors à choisir ces k entiers dans [1 ,n\ 
et il y a ( p ) choix possibles. Le nombre cherché vaut donc : 
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Exercice 8.55 ■ 

Soit E un ensemble Uni de cardinal n e N* . Calculer 


L IXuYI 


(x,Y)e^tE) 2 


Solution : Soit fce [0, n}. Déterminons le nombre de paires (X, Y) telles que |XuY| = k. Il y a (^) choix possibles pour 
l’ensemble X u Y. Une fois Z - (X u Y) fixé, il y a (") choix possibles pour la partie X c Z de cardinal fixé p e [0, fc] . 

Une fois la partie X fixée, la partie Y doit contenir Z\X. 11 y a autant de parties Y possibles que de choix de parties de X, 
c’est-à-dire 2 P . 

Au total, il y a Xp =0 (£) 2 P = 3 k choix possibles pour le couple (X,Y) tel que XuY = Z. 

La somme cherchée vaut donc 


Exercice 8.56 H 

Soient n,p,ke N. On considère un quadrillage à coordonnées entières et A = (0, n), B = (p, k) deux points de ce 
quadrillage. Déterminer le nombre de trajets de A vers B avec réflexion suri ’axe (Ox), c ’est-à-dire que : 

1. pour aller de A vers l’axe (Ox), on peut avancer d’un cran vers la droite ou d’un cran vers le bas. 

2. Pour aller de 1 ’axe (Ox) vers B, on peut avancer d’un cran vers le haut ou d’un cran vers la droite. 

Solution : Soit i e |0,pj. Pour aller de A vers vers le point de coordonnées ((,0), il faut descendre n fois et avancer i 
fois vers la droite et donc au total parcourir n + i segments. Un tel chemin est entièrement déterminé dés qu’on a choisi 
les i segments horizontaux. Le nombre de trajets de A vers (z',0) vaut donc Pour aller ensuite de (0, i) à B, il y a 
( P+ k ‘) chemins. Et donc pour aller de A vers B, il y a 


chemins possibles. 

Exercice 8.57 U I 

On considère un échiquier de 8x8 cases. 

1 . De combien de façons peut-on disposer 8 tours sur 1 ’ échiquier sans qu ’ elles soient en prise ? 

2. Si 1 ’on a placé les 8 tours ainsi, montrer qu ’il y a un nombre pair de tours placées sur des cases blanches. 


1. U est clair que chaque colonne de l’échiquier doit contenir une et une seule tour. Une configuration des tours 
correspond alors à une application de f : [1, 8] — [1, 8] . Soit i e [1, 8] . Notons f{i) la rangée où est placée la tour 
de la colonne i. L’hypothèse que les tours ne soient pas en prise se traduit en disant que f est bijective. Il y donc 


2. Remarquons que si on permute des lignes sur l’échiquier, si les tours ne sont pas en prises au départ, elles ne 
sont pas en prises après ces permutations (les tours restent solidaires de leur Ugne) . Il se produit la même chose 
si on permute des colonnes. Par de telles permutations, on peut arriver à disposer les tours sur la diagonale 
de l’échiquier. Chaque tour reste évidemment sur une case de la même couleur que celle de départ. Remarquons 
qu’ après permutations de lignes ou de colonnes, le nombre de case de couleur blanche sur la diagonale est toujours 
pair. Par suite, si aucune tour n ’est en prise au départ, elles sont nécessairement en nombre pair à être sur des cases 
blanches. 




Solution : 



338 



Corps IR des nombres réels 


Le réel, c’est quand on se cogne. 

Jacques Lacan. 

Pour bien aborder ce chapitre 

Les mathématiciens de l’antiquité pensent pouvoir mesurer n’importe quelle grandeur comme un quotient de deux entiers, 
c’est-à-dire comme un rationnel. Les pythagoriciens vont même plus loin en affirmant que « tout est nombre », c’est à dire 
que chaque chose peut s’exprimer comme un entier ou un quotient de nombres entiers. Ils ne se relèveront jamais de la 
découverte qu’ils feront que la diagonale d’un carré de côté 1 est incommensurable (voir la proposition 9.1). 

Plus récemment, au 17 e siècle, des mathématiciens comme Mercator, Gregory, Leibniz ou les frères Bernoulli découvrent 
que certaines sommes infinies admettent des limites qui ne sont pas rationnelles. C’est le cas par exemple de la série de 
Mercator qui converge vers ln 2 1 : 

, 1 1 1 

1 1 1 -... 

2 3 4 

Toujours au 17 e , Newton et Leibniz inventent le calcul infinitésimal, qu’on appelle maintenant l’analyse. Leur construction 
cependant manque de rigueur et le formalisme qu’ils emploient est très compliqué car ils ne disposent que des fractions 
pour parler des infiniment petits et la notion de limite est loin d’être formalisée. 

Il faut attendre le 19 e siècle pour que, grâce à Cauchy, cette notion commence à être bien comprise et ce n’est que 
vers la seconde moitié de ce siècle que les premières constructions des nombres réels apparaissent. On les doit aux 
mathématiciens Cantor, Méray et Dedekind. 

L’adjectif « réel «apparaît pour la première fois au 17 e siècle sous la plume de Descartes comme un rétronyme au terme 
« imaginaire »qui qualifie des nombres dont le carré est négatif (voir l’introduction du chapitre 1). C’est Georg Cantor qui 
introduisit en 1883 le terme de nombre réel. 

Le cœur de ce premier chapitre d’analyse de la seconde période, est constitué de l’axiome de la borne supérieure duquel 
découleront des théorèmes fondamentaux en analyse (propriété d’Archimède, théorème de la limite monotone, construc- 
tion de l’intégrale . . .) 

Un des enjeux de cette seconde période est l’apprentissage de la démonstration. Il est vivement conseillé de consulter 
dans un premier temps l’annexe A. On y apprendra à utiliser les quantificateurs ainsi que des rudiments de théorie des 
ensembles qui seront utilisés en permanence. 


9.1 Introduction 



Démonstration Remarquons tout d’abord que le carré d’un nombre pair est un nombre pair. De même, le carré d’un nombre 
impair est un nombre impair. Autrement dit, un nombre entier est pair si et seulement si son carré est pair. 

Supposons qu’il existe deux entiers non nuis p et q tels que \[2= plq. On peut supposer que la fraction plq est irréductible. On 
a donc 2 = p 2 lq 2 ou encore p 2 = 2 q 2 . Nécessairement 2 divise p 2 . Ceci n’est possible, d’après ce qu’on vient d’expliquer, que si 
2 divise p. Il existe donc p' £ N tel que p = 2 p' et alors 4 p' 2 = 2 q 2 ou encore 2 p' 2 = q 2 . On peut alors affirmer de la même façon 
que précédemment que 2 divise q 2 et donc que 2 divise q. L’entier 2 est donc un diviseur commun à p et q ce qui vient contredire 
le fait que la fraction plq est irréductible. La proposition est ainsi prouvée par 1 ’ absurde . 

1. Voir l’exercice 13.100 page 586 
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I Remarque 9. 1 II existe donc des nombres irrationnels. L’ ensemble Q ne contient pas tous les nombres, d’ où la nécessité 
d’introduire un nouvel ensemble IR de nombres, les réels. 


9.2 Le corps des réels 

Bio 7 | Georg Cantor, né le 3 mars 1845 Saint-Pétersbourg , mort le 6 janvier 1918 à Halle J . 

Mathématicien Allemand. Les parents de Georg Cantor appartenaient à un mi- 
lieu aisé, tant financièrement qu’ intellectuellement. Son père était homme d’af- 
faire et sa mère était issue d’une famille de musicien. Il jouait du violon de 
manière remarquable. Il reçut une excellente éducation et se montra très tôt doué 
en particulier pour les activités manuels. Mais son père rêve qu’il devienne in- 
génieur aussi il part faire ses études supérieures à Berlin. Il obtient son doctorat 
de mathématiques en 1867. 

Les premiers travaux qu’il mène après sa thèse lui sont suggérés par Heine. Ils 
concernent l’unicité de la décomposition d’une fonction périodique d’une vari- 
able réelle comme série de fonctions trigonométriques (les fameuses séries de 
Fourier que vous découvrirez en deuxième année). Il parvient à prouver cette 
propriété pour les fonctions continues alors qu’elle échappait à des mathémati- 
ciens de la classe de Lejeune Dirichlet, Lipschitz, Riemann et Heine lui-même. 

Afin de résoudre ce problème, il est amené à définir et étudier l’ensemble des 
points de discontinuité de ces fonctions. C’est alors qu’il commence à étudier 
des ensembles de cardinal infini et cela le conduit en 1872 à définir rigoureuse- 
ment ce qu’est un nombre réel. 

Il est le premier à comprendre que l’ensemble des réels IR n’est pas dénombrable, autrement dit qu’il n’existe pas de 
bijection entre N et IR. Il y a beaucoup plus de réels que d’entiers et tous les ensembles infinis n’ont pas le même 
nombre d’éléments ... 

Ces découvertes soulèvent évidemment des contestations, en particulier celles de Poincaré et Kronecker. Ce dernier 
n’hésita pas à bloquer non seulement les articles de Cantor mais aussi sa carrière. 

Cantor est frappé de sa première dépression en 1884. Les attaques de Kronecker à son sujet n’y sont sûrement pas 
étrangères. Il ne retrouva plus alors sa puissance intellectuelle. En 1899 il perd son plus jeune fils et commence à 
souffrir de dépression chronique et de schizophrénie. Il est affecté à un poste administratif le dispensant de cours. Il 
prend sa retraite en 1913 et meurt dans la pauvreté en 1918. 



Proposition 9.2 (IR, +) est un groupe commutatif. 

L’addition dans IR vérifie les propriétés suivantes : 

• Elle est associative : Vx, y, z e IR, [x + y) + z- x+[y + z). 

• Elle possède un élément neutre 0 : V x e IR, x + 0 = 0 + x = x. 

• Chaque réel possède un opposé : \/x e IR, 3y e R : x + y= y+x- 0. Le nombre y opposé à x est noté —x. 

• Elle est commutative : Vx, y e IR, x+ y - y + x. 

Pour résumer ces 4 propriétés, on dit que (IR, +) est un groupe commutatif. 


Proposition 9.3 (IR*, x) est un groupe commutatif. 

La multiplication dans IR vérifie les propriétés suivantes : 

• Elle est associative : Vx, y, z e IR*, (xx y) x z = xx (y x z). 

• Elle possède un élément neutre 1 : Vx e IR*, xxl = lxx = x. 

• Chaque réel possède un inverse : Vx e IR* , 3y e IR* : xxy = yxx=l.Le nombre y, inverse de x est noté x -1 ou 

encore 11 x. 

• Elle est commutative :Vx,yelR*, x x y - y x x. 

Pour résumer ces quatre propriétés, on dit que (IR*, x) est un groupe commutatif. 


Proposition 9.4 (IR,+, x) est un corps. 

La multiplication dans IR est distributive relativement à l’ addition : Vx, y, z e IR, x x (y + z) = x x y + x x z. Pour résumer 
toutes ces propriétés, on dit que (IR, +, x) est un corps. 


Dans la suite, nous noterons xy à la place de x x y. 
Considérons sur IR la relation d’ordre usuelle 
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Proposition 9.5 (IR, +, .) est un corps totalement ordonné. 

• La relation d’ordre « est totale : Vx, y e IR, x «y ou y « i 

• La relation d’ordre « est compatible avec l’addition : Vx, y, z e IR, x « y => x + z « y + z 

• La relation d’ordre ^ est compatible avec la multiplication :Vx,yelR, 0 et y « 0 => xy & 0. 
Pour résumer toutes ces propriétés, on dit que (IR, +, x , est un corps totalement ordonné. 


| Remarque 9.2 (<Q>, +, x , ^ ) est aussi un corps totalement ordonné. 


9.3 Valeur absolue 


Définition 9.1 Valeur absolue 

Soit x e IR. On définit la valeur absolue de x comme étant le nombre réel positif, noté |x| donné par : 
j xsix^O 

14 H 

[-x si x < 0 


^ Notation 9.1 Si x, y e IR, on note max (x, y) le plus grand de ces deux nombres. 


'Proposition 9.6 


\ 

Soient x, y e IR et r e IR+. On a : 
1. |x| =max(x,-x) 

6. Vx 2 = |x| 


2. 14*0 

3. |x| = 0 <=> x = 0 

7. | x + y| =£ |x| +|ÿ] | 


4. |y-x|«r<^>x-rs£y«x+r 

5. xy| = |x||y|, |-x| = |x| 

8. ||l4-|y|M* + y|| 


Les deux dernières inégalités sont appelées inégalités triangulaires et sont fondamentales en analyse. 

/ 


Démonstration 

1 II suffit d’étudier les cas xsO et x<0. 

4 Puisque |y- x| € r, d’après (1 ), y-x^r etx-y^r d’où l’encadrement souhaité. 

7 Utilisons les propriétés (1), (5) et (6), |x+y| = ^/(x+y) 2 = yjx 2 +2xy+y 2 € yj \x\ 2 + \y\ 2 + 2\x\\y\ = ^/(|x| + |y|) 2 = |x|+|y|. 
On remarque qu’il y a égalité dans cette majoration si et seulement si xy = |xy|, c’est-à-dire lorsque x et y sont de même 

8 Utilisons (7) et (5) : |x| = |x + y + (-y)l |x+y| + |-y| = |x+y| + |y|. Par conséquent, \x\ - |y| € |x + y|. En inversant le rôle 

de x et y, on obtient également |y|-|x|^|x+y| d’où finalement (d ’ après (1)1, ||x|-|y|| s |x + y|. 

Les autres preuves sont laissées en exercice. 


Proposition 9.7 

Pour tout réel x, en notant x + = max{x,0} et x~ = max{-x,0}, on a : 


• Ix| = 

• x = x 


• x + = i(|x| + x) 
. x- = i(|x|-x) 


Démonstration 

• Si x 5 0 alors \x\ = x, x + = x et x~ = 0. 

• Si x < 0 alors \x\ = -x, x + = 0 et x~ = -x. 

Dans les deux cas, il est clair que \x\ = x + + x~ et que x = x + - x~ . En additionnant et soustrayant ces deux relations, on obtient les 
deux dernières. 


Définition 9.2 Distance entre deux réels 

Soit (x, y) un couple de réels. On appelle distance de x à y la quantité, notée d (x, y) et donnée par : d (x, y) = | x - y | . 
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9.4 Majorant, minorant, borne supérieure 


Définition 9.3 Plus grand élément, plus petit élément 

Soit A une partie de R (ou de Q) et un réel a. On dit que a est : 

• le plus grand élément de A si et seulement si a e A et Vx g A, is«. 

• le plus petit élément de A si et seulement si a e A et Vx e A, a « x. 

S’il existe, le plus grand élément de A est unique. Nous le noterons max(A). De même, s’il existe, le plus petit élément 
de A est unique et nous le noterons min (A). 


Démonstration Supposons que a et d soient deux plus grands éléments de A. Comme a est un plus grand élément de A et que 
a' e A, on doit avoir d « a. De façon symétrique, on a aussi a' « a. Il s’ensuit que a - a' . 

Exemple 9.2 

- N, Q, IR n’ont pas de plus grand élément. 

- N possède un plus petit élément (0) mais pas Q ni IR. 

- [0, 1] possède un plus grand et un plus petit élément. 

- ]0, 1 [ ne possède ni de plus grand ni de plus petit élément. 

- X = {x £ Q | x 2 « 2} ne possède pas de plus grand élément dans Q mais il en possède un dans IR qui vaut V2. 


Définition 9.4 Majorant, minorant 
Soit A une partie de IR (ou de Q) et soit a e IR. On dit que a est 

• un majorant de A si et seulement si Vxe A, x =S a. 

• un minorant de A si et seulement si Vxe A, a sc x. 


I Remarque 9.3 Un majorant n’est pas unique. Le plus grand élément d’une partie, s’il existe, est un majorant de la 
partie qui, de plus, appartient à cette partie. 

I Exemple 9.3 

- La partie [0, 1] possède par exemple comme majorants 2 et 3 et comme minorants -1 et 0. 

- La partie X = {x e Q | x 2 s2} admet par exemple 5 comme majorant. 


Définition 9.5 Borne supérieure 
Soit A une partie de IR (ou de Q) 

• La borne supérieure de A est, si elle existe, le plus petit élément de l’ensemble des majorants de A. On la note sup (A). 

• La borne inférieure de A est, si elle existe, le plus grand élément de l’ensemble des minorants de A. On la note inf (A). 


Exemple 9.4 

- 0 est la borne inférieure de [0, 1] ou de ]0, 1 [. 

- 1 est la borne supérieure de [0, 1] ou de ]0, 1 [. 

- X = {x £ Q | x 2 « 2} ne possède pas de borne supérieure dans Q. X possède une borne supérieure dans IR qui vaut \[2. 


Proposition 9.8 Unicité de la borne supérieure 

Si une partie A de IR possède une borne supérieure alors celle-ci est unique. 


Démonstration Nous avons montré que le plus petit élément d’un ensemble (ici les majorants de A) était unique. 

^xïôm^^^ôrn^üpérïëür^ 


Toute partie | non vide | et I majorée 


de IR possède une borne supérieure. 


I Re?narque 9.4 Cette propriété distingue IR de Q. En effet, la partie X = {x £ Q | x 2 < 2} n’admet pas de borne supérieure 
dans Q. 


Théorème 9.9 OW Caractérisation de la borne supérieure 

Soient X une partie de IR et a un nombre réel. Il y a équivalence entre : 

1 a est la borne supérieure de X. 

2 [^/xeX^^aJ et ^e^O^axeX^^e^a^e^ajJ 
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Figure 9.1 - Caractérisation de la borne supérieure 


Démonstration 

| => | Supposons que a est la borne supérieure de X. Par définition de celle ci, a est un majorant de X et la première affirmation de 
(2) est prouvée. Soit e > 0, s i a-e était un majorant de X, on aurait a « a - e ce qui est faux. Puisque a - e n ’ est pas un majorant 
de X, il existe leX tel que a-e< x. 

| <= | Supposons maintenant que (2) est vraie et montrons que a est la borne supérieure de X. Il est clair que a est un majorant de X. 
Il faut montrer que c ’ est le plus petit des majorants de X. Supposons que ce ne soit pas le cas. Il existe alors un réel d qui majore 
X et qui est plus petit que a. On a donc : 

VxeX, x^d < a 

Posons e = a - d > 0 . En appliquant ( 2 ) , on peut affirmer qu ’il existe un élément x e X tel que x e ] a - e, a] = ] d, a] . Mais alors 
d <x et d ne peut être un majorant de X ce qui prouve la seconde implication par 1 ’ absurde. 

Remarque 9.5 Une erreur commise fréquemment dans la démonstration précédente : le réel a-e n’appartient 
pas nécessairement à la partie A. Si l’on considère la partie A = [0, l[n(IR\Q>), elle possède une borne supérieure 
supA = 1 et pour tout entier non nul n, avec e = 1 In, 1-e^A. Cette erreur provient du fait que l’on fait 
souvent des dessins avec des parties A qui sont des intervalles ouverts lorsqu’on raisonne sur les propriétés de 
la borne supérieure. Multimédia : représenter une partie A "à trous", faire glisser a-e 
et colorer un point xeA tel que supA-e«x«supA. 

Il est conseillé de lire l’appendice C.3 page 1201 où l’on étudie une technique classique pour manipuler les bornes 
supérieures. 


9.5 Droite numérique achevée U 


Définition 9.6 Droite numérique achevée 

On appelle droite numérique achevée l’ensemble, noté IR obtenu en ajoutant deux éléments à IR : IR = IR u {-oo, +oo} 


Notation 9.5 On prolonge la relation d’ordre « sur IR en posant : 

VxelR, x^+oo et -oo s; x 


| Remarque 9.6 IR possède un plus grand élément : +oo et un plus petit élément : -oo. 

^ Notation 9.6 Si X est une partie non vide de IR, par convention, on pose : 

• supX = +oo si X n’est pas une partie majorée de IR. 

• infX = -oo si X n’est pas une partie minorée de IR. 

Avec ces notations, on a : 


Proposition 9.10 

Toute partie non vide de IR possède une borne supérieure et une borne inférieure. 

Démonstration SoitX une partie non vide de IR. Si supX / +oo alors X est une partie majorée de IR et lui appliquant la propriété 
de la borne supérieure, elle possède une borne supérieure. Si supX = +oo alors la borne supérieure de X est +oo. 

On prolonge de même à IR les opérations sur IR : 

Notation 9 . 7 

La somme, le produit et le quotient de deux réels étendus sont définis d’après les tables suivantes. Une case noire corre- 
spond à une forme indéterminée. 



r=n 

yeM | 

s 


-oo 

1 ^ 1 

mm 

xe IR | 

_oçJ 

x+y 

r~l 

+OO | 

wà 

+ °° 
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XX y II -oo | y £ IR* | 0 | y e IR* | +oô~| 



I » lh"| 


9.6 Intervalles de U 


Définition 9.7 Segment 

Soient a et b deux réels. On appelle segment [a, b] l’ensemble des réels compris, au sens large, entre a et b : 

- Si a< b, [a, b] = {te IR | f « b}. 

- Si a -b, [a, a] - {a}. 

- Si b < a, [a, b] - {t e IR | b s; t s; a}. 


Définition 9.8 Intervalle 

Soit I une partie de IR. On dit que I est un intervalle de IR si et seulement si Vx, y e I, [x, y] c I. 


Proposition 9.11 Caractérisation des intervalles de IR 
Soit I une partie de IR. Il y a équivalence entre : 

1 I est un intervalle de IR. 

2 Vx.yel, Vf e [0,1], fl-f)x+fyel 


| Remarque 9. 7 Nous verrons plus tard que cela signifie que les intervalles de IR sont les parties convexes. 
Démonstration 

| => | Supposons que I est un intervalle de R. Soient x,ye I tels que y> x et soit t e [0, 1] . Posons z = (1 - f) x + ty. Montrons que 
zel.Ona: 

z-x = (l-t)x + ty-x=t{y-x)>0 

Par conséquent z> x. De même : 

y-z = y-{l-t)x-ty = {l-t)[y-x)>0 

donc y» z. Ceci prouve que x^z^ y et que z e [x, y\ . Comme I est un intervalle, zel. 

| <= | Supposons que (2) est vraie et montrons que I est un intervalle. Soient x,ye I. Il faut montrer que : [x,y] cl. Si x = y alors 
\x,y\ = {x} et il est clair que x e I. Si x / y, on peut supposer x < y. Considérons z e [x,y\. On a : x ^ z « y. Posons 
t = . Il est clair que t e [0, 1] et que 

Z = (l-t)x+ly. 

Par conséquent zel. Ceci étant vrai pour tout ze[x,y] on peut affirmer que [ x,y ] cl. 


"Proposition 9.12 

Les intervalles de IR sont de la forme : 

. IR 

• ]-oo,b[ = {xelR | x<b} 

• ] a, b\ - {x e IR | a < x « b} 


• [a, +oo[ = {x g IR | a « x} 

• [a, b] - {x£ IR | x« b} 

• ]a,a[ = 0 


• ]a, +oo[ = {xelR | a<x } 

• ]-oo,b] ={xelR | x^b] 

où a,beU 

• ]a,b[ - {xe IR | a< x< b] 

• [a,b[ - {xe IR | a« x< b] 




Démonstration Admis... 


9.7 Propriété d’Archimède 


Théorème 9.13 IR est un corps archimèdien 


L’ensemble IR vérifie la propriété suivante, dite à’ Archimède : Vxe IR*, VyeIR, 3neN: nx>y 
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Démonstration Supposons que la propriété d’Archimède ne soit pas vraie. Celle ci sera prouvée si on aboutit à une contradiction. 
Alors il existe x e R* et y € IR tels que Vra e N, nx< y. Définissons la partie de IR suivante : si = \nx | «eN|. Elle est non vide et 
majorée par y. D’après l’axiome de la borne supérieure, si possède une borne supérieure a e IR. En particulier : VneN, nx^a 
ce qui s 'écrit aussi VneN, (n+l)iSa. On en déduit que Vne N , nx ^ a- x. Mais alors a-x est un majorant de si et comme 
x> 0, a- x < a. Le réel a n’est donc pas le plus petit des majorants de si ce qui est en contradiction avec le fait que ce soit la borne 
supérieure de si. 


9.8 Partie entière 


Proposition 9.14 ÇW Partie entière d’un réel 
Soit x e IR. Il existe un unique entier relatif p tel que : 

|p*sx<p+l| . 

Cet entier est appelé la partie entière de x et est noté [x] ou E (x) 


Démonstr ation Soit x e IR. 

| Analyse | Supposons qu’un tel entier relatif p existe alors p est le plus grand élément de l’ensemble si = {ne Z | n«i|. Récipro- 
quement. si p est le plus grand élément de cet ensemble, il vérifie p « x < p + 1 et c’est la partie entière de x. 

| Synthèse | Montrons que la partie entière p de x existe. Cela revient à montrer que l’ensemble si possède un plus grand élément. 
On a: 

• si i 0 : en effet, si x est positif ou nul alors 0 *£ x et donc 0 e si. Sinon, si x est strictement négatif alors -x e IR* . En 
appliquant la propriété d’Archimède à Y= -x etX= 1, on peut affirmer qu’il existe N e N tel que N.X 3= Y c’est-à-dire tel que 
N.l s -x ou x 5 -N. On a donc -N e si. 

• L’ensemble si est majoré par x et il existe, d’après la propriété d’Archimède un entier plus grand que x. Par conséquent a est 
une partie majorée de Z. 

Nous verrons plus tard qu’un axiome des entiers permet d’affirmer que si possède un plus grand élément. 


E(x) E (x) + 1 

Figure 9.2 - Partie entière d’un réel 


Remarque 9.8 Les deux majorations suivantes sont souvent utiles dans les exercices : 
VxelR, | E (x) g x < E (x) + 1 | et |x-l<E(x)77| 


9.9 Densité de Q dans U 


Définition 9.9 Partie dense 

Soit A une partie de M. On dit que A est dense dans IR si et seulement si : 

VxelR, Ve>0, 3a e A tel que \x-a\ «e 


I Remarque 9.9 Une partie A de IR est dense dans IR si on peut approché tout réel aussi près que l’on veut par un élément 
de A. 


Théorème 9.15 099 Q est dense dans IR 
L’ensemble Q des nombres rationnels est dense dans IR. 


Démonstration SoitxeU et soit e> 0. Considérons un entier q > 0 tel que 1 Iq^e. Posons p = E{qx), onap^qx<p+l d’où 
plq*i x< [p+ 1)1 q. Posons r = plq, le nombre r est bien rationnel et puisque 0 x - r < 1 / p =S e, on a bien |x - r| sS e. 
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Théorème 9.16 IR \ Q est dense dans IR 

L’ensemble IR \ Q formé des nombres irrationnels est dense dans IR. 


Démonstration Soit ici et e > 0. 

- si x est irrationnel, il suffit de poser 0 = x e K \ Q et on a bien \x - 0| = 0 « e. 

- sixeQ est rationnel, on montre facilement par l’absurde que pour tout entier q > 0, le réel Qq = x+ \/2! q est irrationnel. Puisque 
\x-Qq \ V2lq, il suffit de choisir un entier q suffisamment grand pour que \fï! q s; e. 


En résumé 

Les points suivants doivent être parfaitement connus : 

1 l’axiome de la borne supérieure 
IP la caractérisation de la borne supérieure 
Hl les inégalités triangulaires 

Pour se familiariser avec les raisonnements d’analyse, il sera très profitable de passer du temps à comprendre et à refaire 
les démonstrations des théorèmes 9.9, 9.15. 
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9.10 Exercices 


9.10.1 Inégalités 

Exercice 9.1 ■ W 

Soient Xi, x 2 , ..., x n , n réels strictement positifs. Montrer que 

(Xi + X 2 + ... + X n ) (xJ -1 + X2 1 + ... + X~ X )> U 2 
Indication 9. 7 : On montrera au préalable que : Vx e [R* , x + - S2. 

Solution : Soit xelR+.Ofia: 

x+ 1/x & 2 x 2 -2x+ 1 & 0 <=> (x- 1) 2 ^ 0 
et donc on a toujours x+ 1/x 3= 2. Par ailleurs : 

(xi + x 2 + ... + x„)(xJ _1 +x^ 1 + ... + x“ 1 ) = £ \ — + —) + n 

1=S('< jsin ' x ] x i 1 

La somme Li eUtjssntàifXj + Xjlx{) contient n 2 12 - n termes et d’après l’inégalité précédente, on peut affirmer que 
chacun de ces termes est 3* 2. Il vient donc : 

In 2 \ 

(xi + x 2 + ... + Xn) (xj -1 + x^ 1 + ... + x" 1 ) & 2 1 — - n\ + n - n 2 - n s* n 2 


Exercice 9.2 I W 

Montrer que : 

1. V(a, b) e IR 2 . Va+b « \fa + s/b. Étudier dans quel cas on a égalité. 

2. V(a, b) g IR 2 , | vTôf - \fW^ =s s/\a^b\. 

Indication 9. 7 : Aidez-vous de la preuve de 1 ’ inégalité triangulaire page 341. 

Solution : 

1 . Soient (a,b) e.U 2 . On a : 

( Va+Vb j = a + 2'Vâb+b'» a+b 

et donc Va+b \fa + Vb. On a égalité si et seulement si sfab - 0 , c ’est-k-dire si et seulement si a ou b est nul. 

2. Soient (a, b) e IR 2 . En utilisant la première inégalité, on trouve que : 

vTôf = \/\a-b+b\ « Via- b\ + \b\ « \/\a- b\ - s/\b\ 

donc V\a\- \/i b\ « sj\a-b\. On montre de même que \/\b\ « sj\a- b\ - V\a\ et on en déduit que \/\b\- V\a\ « 
sj\a-b\. En résumé : |\/i«l - sA^i\ ^ \J\a—b\ 


Exercice 9.3 ■ W 

Majorer et minorer pour n 3= no (à déterminer), les suites suivantes par des suites de la forme c.n p ( avec le même 
exposant pour la majoration et la minoration). 

2n 5 -n 4 + n 2 -l „ n 2 + in 2 - l)/(rc+ 1) 

'“" = + 2 '“"= „ + („3-l)(„ + 1 ) 


Solution : 

1. Pour n 5* l, on a n 5 - n 4 > 0 et n 2 - 1 5* 0 donc 2 n 5 - n 4 + n 2 - 1 = n 5 + [n 5 - n 4 ) + ( n 2 - 1) ^ n 5 . Par ailleurs, on 
a - n 4 + n 2 « 0 et donc 2 n 5 - n 4 + n 2 - 1 « 2n 5 . On s’occupe maintenant du dénominateur. Si n > 1, n - 1 > 0 et 
n 2 + n-) ^ n 2 . De même, si ns 1, n 2 ^ n et donc n 2 + n-) =£ 2 n 2 - 1 « 2 n 2 . En conclusion, si n> 1 ; 


n 3 n 5 2 n 5 -n 4 + n 2 - 1 2n 5 ? 
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2. On remarque que pour tout n € N, u n - ^ — -j-, D’après la première question, si n > 1, on sait que n 2 « 

n 2 + n - 1 «s 2n 2 . On montre facilement que si 1, rc 4 « n A + n 3 - 1 « 2n 4 donc il vient pour n>\ : 

1 n 2 + n-\ ^ 2 
% 4 + n 3 -l^' 


9.10.2 Borne supérieure 

Exercice 9.4 ■ I 

Soit A une partie non vide et majorée de IR. On suppose que la borne supérieure M de A vérifie M = sup (A) > 0. Montrer 
qu’il existe un élément de A strictement positif. 

Solution : Comme M > 0 alors M/2 > 0. D’après la propriété de caractérisation de la borne supérieure appliquée à 

e = M/2, il existe ae A tel que ae]M-e,M[. Le réel a est strictement positif. 

Exercice 9.5 

Soit a un réel positif. Montrer que 

Ve>0, a^e => a- 0 


Solution : Par l’absurde : supposons a > 0 et posons e = a/2 > 0. Il vient alors a =£ al 2 ce qui n’est possible que si 
a = 0. 


Exercice 9.6 

Soit f une application croissante de [0, 1] dans lui même. On considère l’ensemble 
E = {xe [0,1], /(x) »x} 

1. Montrer que E possède une borne supérieure b. 


2. Montrer que f(b) — b. 


Indication 9.7 : On pourra étudier les deux cas : f{b) > b et f{b) < h) 


1. E est une partie majorée de U. En effet : Vx e E, x ^ 1 . E est une partie non vide de IR : / (0) S* 0 donc 0 e E. Par 
l’axiome de la borne supérieure, on peut affirmer que E admet une borne supérieure b. 

2. - Si | f(b) > b | alors, comme f est croissante, f(f{b))>f {b) et donc f (.b) e E. Mais, comme f{b) > b et que b 

est la borne supérieure de E, on aboutit à une contradiction. On ne peut donc avoir : f{b) > b. 

- Supposons maintenant que | f{b) < b |. Posons r\-b-f(b)> 0. Comme b est la borne supérieure de E, il existe 
ce E tel que : b-r\< c<b. Par conséquent :f(c)>c>b-r\ = b-b + f(b) - f [b), c’est-à-dire f (c) > f (b). 
Mais f est croissante et cette inégalité est impossible. 

Par conséquent f (b) = b. 


Exercice 9.7 I 

On considère la partie de IR suivante : 




Déterminer, s’ils existent, supA,infA,mmA,maxA. 


Solution: Soit xe R. On écrit: 


x 2 + 2 _ 1 

x^+ï ~ 1 + x^Tï 


Alors on obtient immédiatement que A est minorée par 1. Soit e > 0 .11 existe x e IR tel que - 
de choisir x 3= We-1 si e ^ 1 et x = 0 si e > 1 . Alors 


s e. Il suffît en effet 
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et par conséquent, inf A = 1 . De plus A ne possède pas de plus petit élément car inf A t A. En effet, si IgA alors il existe 
x e IR tel que x 2 + 2 = x 2 + l ce qui n 'est pas le cas. 

Majorons ensuite pour x e IR, 


(on a minoré le dénominateur car x 2 ^0). Par conséquent, A possède une borne supérieure et c ’ est le plus grand élément 
de A (il suffit de prendre x-0). En définitive, sup A = maxA = 2. 


Exercice 9.8 ■ W I 

On considère la partie de IR suivante : 

A- j(— 1)” + — | neN* 

Déterminer sup A et inf A. 

Indication 9 . 7 : Faire un dessin représentant les points de A. 


Solution : 

On montre facilement que 


3 

maxA = supA= 


En effet, c’est un majorant de A qui appartient à A. 

Montrons que inf A = -1 en utilisant la propriété de caractérisation de la borne supérieure : 

1. -1 est un minorant de A: Soit ne N*, on a (-1)” + — ^ (-1)" ^ -1. 

n 

2. Soit e > 0. Soit « e N* tel que n est impair et — « e. Posons x £ - (-1)” + — = -1 + — . On a bien x E e A et 

n nn 

-1 « x e -1 + e . 


Exercice 9.9 Ç? 

Soit un intervalle I e IR et deux applications bornées f : I — *• IR , g : I — » IR. Montrez que : 

|sup/(x) - sup g(x) | « sup| / (x) - g(x) | 
jtel xel xel 

Indication 9.7 : Montrez que sup /-sup g ^ sup |/-g| etdans un deuxième temps que supg- sup/ « sup |/-g|. 

iii iii 

Soit x g I, écrire /(x) = /(x) - g(x) + g(x) et majorer /(x) ^ |/(x) - g(x) | + g(x). Utiliser ensuite le raisonnement de 
passage à la borne supérieure. 


Solution : Soit x g I. Majorons : 

/(x) = /(x) - g(x) + g(x) « I (/(x) - g(x)) + g(x) I « |/(x) - g(x) I + I g(x) I « sup I (/ - g) I + sup |g| 

I I 

Comme le membre de droite est un majorant indépendant de x, par passage à la borne sup , on en déduit que 

sup/«sup|(/-g)|+sup|g| 

I I I 


En écrivant de même 

g(x) = g(x) - /(X) + /(x) « |/(x) - g(x) I + |/(x) I « sup I (/ - g) I + sup |/| 

I I 

on en déduit par passage à la borne supérieure que 

sup g « sup | (/ - g) | + sup | / 1 
I I I 

etalors Isup^j/Cx) -sup^gfx)! <sup xeI \f(x)-g(x)\. 


Exercice 9.10 IW? I 

Soient deux parties delR,AclRetBclR non-vides et majorées. Montrez que sup (Au B) existe et 1 ’ exprimer en fonction 
de sup A et sup B. 
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Solution : Au B est une partie de IR non-vide. Montrons qu ’ elle est majorée. Puisque A est majorée, il existe Ma e IR tel 
que Va g A, a « Ma. De même, il existe Mb g IR un majorant de B. Posons alors M = max(MA, Mb) . Alors si xe A u B, 
x « M. En effet, si x e A, x « M A « M et si x e B, x « M B « M. 

Montrons que sup (AuB) = max(sup A, sup B) . 

On suppose que sup A « supB. Montrons alors que sup(AuB) = supB. Utilisons pour cela la propriété de caractérisation 
de la borne supérieure : 

1. supB est un majorant de Au B : Soit x e A u B ; Si x e B, alors x « supB. Si x e A, x« supA «supB. 

2. Soit e > 0 .En utilisant la caractérisation de supB, il existe x E e B tel que 

supB-e«x E «supB 

Et x E e A u B. On montre ainsi que sup B est la borne supérieure de A u B. 

Si supB « sup A, on montre de la même façon que supAuB = supA. En résumé, on a : 
| sup (Au B) - max(supA,supB) | . 


Exercice 9.11 ■ V 

Soit f : IR — ► IR une application croissante et A c IR une partie non-vide majorée. 

1 . Montrez que sup / (A) « / (sup A) . 

2. Trouvez un exemple où l’inégalité est stricte. 


Solution : Il suffit de montrer que /(supA) est un majorant de /(A). Soit y e /(A). Il existe x e A tel que y = /(x). 
Mais puisque x « supA et que f est croissante, 

/(x) « /(supA) 

Par conséquent, /(A) est majorée, admet donc une borne supérieure et sup /(A) « /(supA). 


Exercice 9.12 

On considère une partie A c IR non-vide. On suppose qu’il existe (a, P) g IR 2 tels que VxeA, 0 < a « x « f). Montrer 
que la partie A' = {— ; x £ A} possède une borne supérieure et une borne inférieure et exprimer sup A', inf A' en fonction 
de supA et inf A. 


Solution : On vérifie que A' est majorée par l/a et minorée par 1/(3, donc supA' et inf A' existent. Montrons que 

supA' = 1/infA. 

► supA' « — — . Soit y e A', il existe x e A tel que y - — . Puisque x Ss supA, y « — — . Par passage à la borne 

infA x infA 

supérieure, on en déduit que supA' « 1/infA. 

► supA' 3= . Montrons que infA ÿ . Soit xe A. Écrivons x-—. Puisque 1/xe A', on a 1/x « supA' et donc 

i nf A supA' — 

x S — - — . Par passage à la borne inférieure, infA s — - — . 
supA' supA' 

On montre de la même façon que infA' = . 

supA 


9.10.3 Rationnels, irrationnels, densité 

Exercice 9.13 

Soient x et y deux rationnels tels que \fx et y/ÿ soient irrationnels. Démontrer que \fx + y/ÿ est irrationnel. 


Indication 9. 7 : Introduire la différence : \fx - y/ÿ 


Solution : On a : \fx - y/ÿ — 

Æ Wx-yTÿ) + Wx + yf?) 


— ^ — - — . Si \fx + Jÿ était rationnel alors il en serait de même de \fx, - Jÿ. Mais comme 

Vx+Vÿ 

-, on aurait que \fx est rationnel. 
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Exercice 9.14 ■ V 

On définit la fonction 



R 


x 


R 


|x| sixeR\Q 
|x| + 1 sixeQ 


Déterminez inf^R /(x) . 


Solution : Montrons que 0 est la bome inférieure de lmf. 

- 0 est clairement un minorant de lmf. 

- Soit e > 0. Comme R \ Q est dense dans R, il existe x e R \ Q tel que 0 < x < e et f (x) = |x| = x. Donc x e Im/. 
On applique alors la propriété de caractérisation de la borne inférieure et 0 = inf /(x) . 


Exercice 9.15 M H 

Soit f : R+ >— R une fonction non-nulle vérifiant : 


1. Montrez que fi 1) -1 et /(O) = 0. 

2. Montrez que VneN, /(n)=n. 

3. Montrez que V r e Q+, fir) = r. 

4. Montrez que Vx e R+, /(x) & 0. 

5. Montrez que f est une fonction croissante. 

6. Montrez que Vx e R+, /(x) = x. (On raisonnera par l’absurde, en supposant par exemple que x < /(x) et on 
introduira un rationnel r tel que x < r < /(x ) ). 

Solution : 

1 . Comme f n ’est pas la fonction nulle, il existe a e R+ tel que /'(ex) ^ 0. Alors, puisque 


(*) V(x,y) e R 2 , /(x + y) = /(x) + /(y) 

(*★) V(x,y) g R 2 , f(xy) = f(x)f(y) 


/(a) = /(!.«)= /(!)./(«) 


on en déduit que 


/(a) [/(1)-1] = 0 


et puisque fia) f 0, on obtient que fi 1) — 1. 
Puisque d’après (★), 


/(0)=/(0 + 0) = /(0) + /(0) 


on obtient que fi 0) = 0. 

2. Montrons la propriété par récurrence sur n. 


&>iri):fin) = n 


3^(0) est vraie d’après a). 

&>in) => 8P{n+ 1) : en utilisant (★) et S? in) : 


fin+l) = fin) + fil) =/(w) + l = rc+l 


3. Soit r e Q+. Il existe !p, q) e <Q>2 (p > 0, q > 0) tels que 


P 

d 


Alors, en utilisant (★*) : 



On en tire donc que 
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4. Soit x e !+. Écrivons en utilisant (*★) : 

/(x) =f{Vx.Vx) = [f[Vx)] 2 > 0 

5. Soit (x, y) e IR+ 2 , tels que x « y. Comme y-x^O, d’après d), on en déduit que 

/Cy-x)s. o 

et d’après (*) que 

f(y) = f(y-x+x) = f(y-x)+f(x)>f(x) 

Donc f est croissante. 

6. Par l’absurde, si f / idR + , il existerait x e IR+ tel que /(x) / x. Distinguons les deux cas possibles : 

(a) x < /(x) : Comme Q est dense dans IR, il existe r e Q vérifiant 

x<r< /(x) 


Comme d’après c), f{r) — r, on aurait puisque f est croissante : 


fixKfir) 


et donc 

x < r < /(x) « f(r] - r 


ce qui est absurde. 

(b) /(x) < x : ce cas se traite de la même façon. 


Exercice 9.16 ■ ■ Sous-groupes de (IR, +) 

Soit G un sous-groupe de (IR, +) non réduit à {0}. L’objet de cet exercice est de montrer que G est soit discret dans IR de 
la forme aZ où a e IR* , soit dense dans IR. 

1. Montrer que G n IR* est non vide. 

2. En déduire que Gn IR* admet une borne inférieure flÿO. 

3. On suppose dans cette partie que a > 0. 

(a) Montrer que a e G. 

Indication 9 . 7 : On pourra faire un raisonnement par 1 ’ absurde en montrant que si a n 'appartient pas à G 
alors il existe des éléments t\ et t2 de G tels que a<t2<h<2aet en déduire une contradiction. 

(b) Prouver que G- aZ. 

4. On suppose maintenant que a - 0. Montrer que G est dense dans IR. 


Solution : 

1. Comme G n’est pas réduit à {0}, il existe x e G tel que x/0. Si x est positif, il est clair que Gn IR* est non vide. 
Sinon, si x est négatif, G étant un groupe, -x est élément de G et est positif. Pas suite, GnIR* est non vide. 

2. G n IR* est donc une partie non vide de IR. Elle est minorée par 0. En appliquant l’axiome de la borne supérieure, 
elle admet une borne inférieure a & 0. 

3. (a) Supposons que a n 'est pas élément de G. En appliquant la propriété de caractérisation de la borne inférieure, 

il existe t\, t2 e G tels que 0 < a < tz < h < 2 a. Mais alors 0 < t\ - tz < « car t\ > 0. De plus, 1 1 - tz e G. 
Donc a ne peut alors être la borne inférieure de G ce qui est en contradiction avec notre hypothèse de départ, 
a est donc nécessairement élément de G. 

(b) a étant élément de G, il est clair que aZ e G. Montrons l’inclusion inverse. Soit x e G. Quitte à considérer 
-x plutôt que x, on peut supposer que x est positif. D’après la propriété d’Archimède, il existe neN tel que 
n.a> x. Notons no le plus petit entier vérifiant cette propriété. On a : (no - 1) .a < x < no.a ce qui amène : 
Os x- (no - l).a« a. Mais alors x - (no - 1) .a est un élément positif de G plus petit que a. Comme a est 
la borne inférieure de G, ceci n ’ est possible que si x - (no - 1) .a - 0 c’est-à-dire que si x - (no- 1) .a. On 
prouve ainsi que G e aZ. Finalement : G - aZ. 

4. Soit x < y e IR. Il faut montrer que [x,y] n G ^ 0. Comme précédemment, on peut supposer que x est positif. 
Posons : e - y - x > 0. D’après la propriété de caractérisation de la borne inférieure, il existe g £ G tel que 
0 < g=se. fl existe un couple (q,r) eNx IR* tel que :y-qg+r etO« r < g. Donc x= y-(y- x) = y-e«y-g« 
y-r*z qg*zy. Donc qg£ [x, y] et comme qg e G, G est dense dans IR. 
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9.10.4 Partie entière 


Exercice 9.17 


1. Montrer que 

2. En déduire la partie entière de 


if, 1 1 ) 

— 1 H — + ... H 

2 1 y/2 vTÔÔÔÔ/ 
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Chapitre 


10: 


Suites de nombres réels 


On dit qu’une grandeur est la limite d’une autre grandeur, quand la seconde peut s’approcher de la pre- 
mière plus près que d’une grandeur donnée, si petite qu’on puisse la supposer... 

D’Alembert. 


Pour bien aborder ce chapitre 

Nous allons définir dans ce chapitre et le suivant une des notions les plus fondamentales en analyse, celle de limite. 

Si on se pose les questions suivantes : 

- Qu’est ce qu’une dérivée? 

- Qu’est ce qu’une intégrale? 

- Qu’est ce qu’une somme infinie? 

La réponse est la même : une limite. 

Bien que les mathématiciens utilisent ces différents objets depuis la renaissance, ce n’est que vers la fin du 18 e siècle et 
le début du 19 e siècle que la notion de limite, grâce à D’Alembert (voir 51 page 778) et à Cauchy (voir 1 1 page 200), 
commence à être formalisée. Le cours d’analyse de Cauchy, alors qu’il professait à l’École Polytechnique, allait d’ailleurs 
devenir une référence pour tout travail en analyse au 19 e siècle. Malgré la grande rigueur de son contenu, il subsistait 
des lacunes, comme une preuve, fausse, que la limite d’une série de fonctions continues est continue. Le mathématicien 
allemand Karl Weierstrass vers 1860 (voir 24 page 366) et ses élèves formalisèrent définitivement la notion de limite 
et parachevèrent l’œuvre de Cauchy. La forme actuelle de la définition d’une limite est exactement celle donnée par 
Weierstrass. 

Il vous faudra prendre le temps dans ce chapitre de bien comprendre les nouvelles notions, de faire et refaire les démon- 
strations. Il fallut plusieurs siècles pour que les mathématiciens formalisent ces concepts correctement. Il est alors naturel 
que cela vous demande un travail approfondi. Vous êtes en train de préparer les fondations sur lesquelles seront construites 
toute votre connaissance en analyse. 


10.1 Définitions 

10.1.1 Vocabulaire 


Définition 10.1 Suite réelle 

Une suite réelle est une application u : N — IR. On note cette application sous forme indicielle (Mn)«eN ou encore (u n ). 
L’ensemble des suites réelles est noté S? (IR). 


Remarque 10.1 

- On appellera aussi suite réelle une application u définie à partir d’un certain hq e l\J, u : {n g l\l | n ^ «o! — *■ K. On la 
note : (m„)„ s „ 0 . 

- Attention aux notations : la notation ( u n ) désigne une suite, alors que u n désigne le terme de rang n de la suite (u n ). 
On adoptera une des visualisations suivantes pour une suite : 

10.1.2 Opérations sur les suites 
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Ml M 3 M 4 u 2 Uq 


Figure 10.1 - Représentations d’une suite réelle 


Définition 10.2 Opérations sur les suites 

On définit les lois suivantes sur l’ensemble des suites Soient (m„),(m„) e y(M) et À e IR, 

- Addition : (u n ) + (v n ) = [u n + v n ) 

- Multiplication par un scalaire : \(u n ) - (À u n ) 

- Multiplication de deux suites : (n„) x (v n ) - (u n .v n ) 


Remarque 10.2 

- SA (IR) muni de F addition et de la multiplication précédemment définies a une structure d’anneau commutatif (que F on 
verra plus tard). 

- Élément neutre de l’addition : la suite nulle. 

- Élément neutre de la multiplication : la suite constante égale à 1. 

- <5^(IR) muni de l’addition et de la multiplication par un scalaire précédemment définies a une structure d’espace vec- 
toriel que l’on verra plus tard. 

Définition 10.3 Suite majorée, minorée, bornée N 

On dit qu’une suite réelle (u n ) est : 

- majorée lorsque le sous-ensemble { u n | neN} est majoré dans IR, c’est à dire lorsque : 

3Me IR: Vue N, m„«M 

- minorée lorsque le sous-ensemble {u n | neN} est minoré dans IR, c’est à dire lorsque : 

3melR: VneN, u n ^m 

- bornée si et seulement si elle est à la fois majorée et minorée. ^ 


Proposition 10.1 

Une suite (u n ) e ,5^ (R) est bornée si et seulement si la suite (\u n \) est majorée : 
3M e IR, VneN, |u„|«M 


Démonstration 

| => | Supposons que la suite {u n ) est bornée. Alors il existe w,MeR tels que V ne N, m ^ u n ^ M. En notant K - max(|m|,|M|), 
on a pour tout n e N , | u n \ S K. La suite | u n \ est majorée par le réel K. 

| <= | Si la suite (I u n \) est majorée, il existe M e R tel que Vue N, \u n \ « M et donc Vn e N, -M ce qui prouve que la 

suite ( u n ) est bornée. 


Définition 10.4 Suite croissante, décroissante, monotone 

On dit qu’une suite réelle (u n ) est 
- croissante si et seulement si : 

\l neN, u n « m„+i 


- décroissante si et seulement si : 


VneN, m„+i « u n 


- monotone si et seulement si elle est croissante ou décroissante. 

On dit que ( u n ) est strictement croissante , strictement décroissante ou strictement monotone si et seulement si l’inégalité 
correspondante est stricte. ^ 


Définition 10.5 Suite constante 

Une suite (u n ) e y (U) est dite constante lorsqu’il existe un réel a e R tel que VneN, u n - a. 
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Définition 10.6 À partir d’un certain rang 

On dit qu’une propriété P {ri) est vérifiée à partir d’un certain rang N e IM si et seulement s’il existe un entier N e N tel 
que Vm ^ N, la propriété P(n) est vraie. 


10.2 Convergence d’une suite 

10.2.1 Suites convergentes, divergentes 

Définition 10.7 WO Limite, suite convergente, suite divergente N 

On dit qu’une suite réelle ( u n ) converge vers un réel Z e IR si et seulement si 

c’est-à dire, pour tout epsilon strictement positif, il existe un entier N | qui dépend de epsilon | tel que pour tout n plus 
grand que N, u n est à une distance plus petite que e de l. 

On dit alors que Z est la limite de la suite ( m „) et on note u n ^ l ou encore ^lim^ u n - l. 

- S’il existe un tel Z, on dit que la suite ( u n ) est convergente. 

- S’il n’existe pas de réel Z vérifiant cette propriété, on dit que la suite ( u„ ) est divergente. ^ 

Remarque 10.3 Pour comprendre cette définition, étudiez le premier dessin de la figure ci-dessous. Imaginez qu’une 
clé à molette est centrée sur l’axe (Oy) en Z. Vous pouvez choisir l’ouverture 2e à votre guise aussi petite que vous le 
souhaitez. Chaque ouverture détermine une bande [Z - e, Z + e] . Si la suite converge vers Z, on peut trouver un rang N à 
partir duquel tous les termes de la suite sont dans la bande [Z - e, Z + e] . Une autre façon de comprendre cette définition 
consiste à interpréter n comme un temps. À l’instant n, on allume un point sur l’axe (Ox) d’abscisse u n . Pour tout e > 0, 
à partir de l’instant N, tous les points allumés seront dans l’intervalle [Z - e, Z + e]. 


K 

/ — e • • 


Multimédia : un pied à coulisse où l'on choisit e avec le rang N à partir duquel tous 
les termes sont dans la bande [Z-e, Z + e] 

Plan 10.1 : | Pour montrer que u n — — ► z"| 

On utilise le plan 
@ Soit e > 0. 

U| On cherche à partir de quelle valeur N, on a | mn - Z| ^ Z en sorte de vérifier le point £ . Cela se ramène la 
plupart du temps à la résolution d’inéquations. C’est souvent la partie la partie la plus difficile de la preuve 
0 Posons N = .... 

(H Vérifions : soit n>N, on a bien \u n -l\<e. 

|j| Donc u n — > Z. 

Exemple 10.1 

Montrons que la suite (l/«) n£ N* converge vers 0 en utilisant le plan ci-dessus. 

Q Soite>0. 

'fit On cherche N tel que 1/N ^ e. On obtient N s* l/e. 

0 On pose alors N = E (l/e) + 1. 

4 Vérifions. Soit m ^N. On a nsN^l/rce qui s’écrit aussi lin « e ou encore |l/w-0| « e. 
i'fi Donc 1 In ■ 0. 


M 0 M 2 M4M3 
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Proposition 10.2 On peut utiliser une inégalité stricte dans la définition de convergence 

Une suite ( u n ) converge vers une limite Z e IR si et seulement si 

Ve > 0, 3N e N, VneN, n> N :=> \u„-l\<z 


Démonstration 

<= est évidente puisqu’une inégalité stricte est à fortiori large. 

=> soit e > 0. Posons e' = e/2 > 0. Puisque u n > l, il existe un rang N e N à partir duquel \ u n - l\ s e' et à partir de ce rang, 

ona\u n -l\^z' <z. 


Remarque 10.4 Nous allons voir cette année plusieurs définitions d’analyse faisant intervenir des inégalités. Par 
défaut, nous utiliserons des inégalités larges. On peut souvent remplacer dans les définitions ces inégalités larges par des 
inégalités strictes au besoin en utilisant l’idée de la démonstration précédente. 


Théorème 10.3 Unicité de la limite 
La limite d’une suite réelle, si elle existe, est unique. 


Démonstration Supposons que (u n ) possède deux limites h, h e K et montrons par l’absurde que li = h- 

Supposons l\ -£ I2 et posons e = \l\ - h\/2 > 0. Puisque u n * l\, il existe un rang Nj e N à partir duquel | u n - l\ \ < e et 

puisque u n * I2, il existe un rang N2 à partir duquel I u n - /2I < e. Considérons l’entier n = maxfNj ,N2) supérieur à la fois à 

Ni et N2. On a \ u n — h I < e et \ u n — /2I < e mais alors, en utilisant l’inégalité triangulaire, 

\h-h\ = \lh-u„) + iun-h)\^\u„-h\ + \un-h\<2z = \h-l 2 \ 


Théorème 10.4 La valeur absolue d’une suite convergente est convergente 

Soit ( u n ) une suite convergeant vers l e IR. Alors I \ u n \ — — - — - 1/| | 


Démonstration Soit e > 0, puisque u n — — * l, il existe un rang N e N à partir duquel \ u n - l\ e. Alors pour n S N, en vertu 

de la minoration de l’inégalité triangulaire voir 9.6 page 341, \ \u n \ - \l\ | s | u n — /| =s e. 


Théorème 10.5 Ç? Une suite convergente est bornée 
Toute suite convergente est bornée. 


Démonstration WÇ? Posons e = 1. Puisque (u n ) converge, il existe l e IR et N e N tel que Vnï N, \u n - l\ ^ e. Donc pour 
n 5 N, en vertu de la minoration de l’inégalité triangulaire, | u n \ - 1 /| s | u n - /| s 1 et donc | u n \ s 1 + |Z|. Les premiers termes sont 
en nombre Uni, donc on peut poser M = max(| uqIi • ■ • , I 1 1, 1 + 1/|). Alors, Vue N, |w„| s M ce qui montre que la suite est bornée. 

On se sert souvent du résultat suivant pour transformer l’hypothèse sur une limite en inégalité à partir d’un certain rang. 


Théorème 10.6 Transformation de limite en inégalités 

Soit {u n ) une suite et k, k' e IR.. On suppose que 
(^hT) u n — - 1 e IR 
(^hT) k<l<k'. 

Alors, il existe un rang N e N tel que Vu ^ N, k « u n ^ k'. 


Démonstration Ç? Posons e = min(/ -k,k' -l)> 0. Puisque u n * l, il existe un rang N à partir duquel | u n - l\ ^ e. Alors, 

sin> N, 

• u n - l^e^k' -l d’où u n ^k' , 

• l-u n ^e^l-k d’où u n s k. 
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10.3 Opérations sur les limites 

10.3.1 Opérations algébriques sur les limites 

Les démonstrations de ce paragraphe sont très instructives pour comprendre ce qu’est une preuve d’analyse. Nous les 
avons rédigées en deux étapes. La première étape (qui se fait au brouillon) consiste à comprendre l’idée de l’approx- 
imation. La deuxième étape consiste à rédiger rigoureusement une preuve qui s’appuie sur le plan de démonstration 
correspondant aux définitions. Étudiez en particulier l’ordre dans lequel les différents objets sont introduits dans ces 
preuves. 


Proposition 10.7 

Soit {u n ) une suite réelle et Z un réel. La suite (u„) converge vers Z si et seulement si la suite [u n - Z) converge vers 0. 

Démonstration II suffit d’écrire \ u n - l\ = \ (u n - l) - 0| dans la définition. 

Pour montrer qu’une suite converge vers une limite l, il suffit donc de majorer \u n -l\ comme le montre le résultat suivant. 


Proposition 10.8 Théorème de majoration 

Soit {u n ) une suite réelle et Z g IR. On suppose qu’il existe une suite réelle (cx„) et un rang Ni g N tel que 
(m) Vn> Ni, \u n -l\*z<x n , 

alors u n — — ► Z 

Démonstration 

Soit e>0. 

Puisque a n — — - — * 0, il existe un rang N2 e N tel que Vus N2, |cx«l S e. 

Posons N = max(N 1 , N2) . 

Soit n S N. Puisque nïN| et n S N2, 

|w„-Z|«a„^e 


Théorème 10.9 La somme de suites convergentes est convergente 

Soient ( u n ) et (u n ) deux suites. On suppose que 

Un n->+oo’ l ’ 

® v n n ^ +oo - 1'. 

Alors u n + v n — ► Z + Z'. 

Démonstration Nous devons majorer \(u n + v n )-{l+l')\ à partir d’un certain rang. Notre hypothèse permet de majorer les 

quantités \u n -l\ et | v n - l'\ par un réel e' > 0 arbitraire à partir d’un certain rang. Faisons donc apparaître ces groupements avant 
d’utiliser l’inégalité triangulaire : 

\{Un + v n )-{l + l')\ = \lUn-l) + {Vn-l')\^\Un-l\ + \v n -l'\^2e' 

Il ne reste plus qu ’à rédiger rigoureusement la preuve en suivant le plan de démonstration. 

Soit e>0. 

Posons e' = e/2 > 0. Puisque u n — * Z, il existe un rang Ni g N à partir duquel \ u n - l\ ^ e'. De même, il existe un rang 

N2 e N à partir duquel \ v n - l'\ e'. 

Posons N = max(N 1 , N2) . 

Soit n 5 N, comme n S Ni et n S N2, 

I («n + Vn) - (Z + Z')l « I (u„ — Z) + (v„ - Z')| « | u n - Z| + 1 v„ - Z'| ^ 2e' = e 


Théorème 10.10 O Combinaison linéaire de suites convergentes 

Soient deux suites (u n ) et (u n ) convergentes : u n + » Z et v n + » Z'. Alors pour tous réels a, (3 g IR, 
a u n +$v n n +po > aZ + pZ' 
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Démonstration Similaire à la preuve précédente et laissée en exercice. Utiliser z' = e/(|cx| + IPI) lorsque a et P ne sont pas tous 
les deux nuis. 


Théorème 10. 1 1 O Produit de suites convergentes 

On considère deux suites ( u n ) et (v n ) convergentes : 

(5) u n n +oo » l e R, 

CH^) f” n-> + oo* l ' G R ' 

Alors u n v n + » II'. 

Démonstration 9W Nous devons estimer la quantité \u n u n - ll'\ et utiliser notre hypothèse, \u n -l\^z' et \ v n - l'\ s® U . 
Faisons donc apparaître ces groupements à l’intérieur des valeurs absolues avant de majorer grâce à l’inégalité triangulaire : 

\UnVn-ll'\ = \UniVn-l') + l'{Un-l)\^\Un\\v n -l'\ + \l'\\Un-l\^i\Un\ + \l'\)e' 

Il reste \ u n I qu’il nous faut majorer. Nous savons qu’une suite convergente est bornée, donc \u n \ « M et alors \ u n v n - ll'\ ^ 
(|/'| + M)e'. Reste à rédiger rigoureusement la preuve en suivant le plan de démonstration. 

Soite>0. 

Puisque la suite (u n ) converge, elle est bornée. Il existe M > 0 tel que Vn e N, \u n \ s M. 

Posons z' = el(\l'\ +M) > 0. Puisque u n — — * l, il existe Ni e N tel que Vn s Ni, | u n - /| e' . Puisque v n — — » l' , il 

existe N2 e N tel que Vn S N2, 1 v n - l'\ z' . 

Posons N = max(N 1 , N2) . 

Soit n e N tel que n s N, on a 

\u n v n - ll'\ = \u n (v n -l') + 1' (.Un - 01 « \u„\\v„ - 1'\ + \ï\\u n - 1\ s (M+ \l'\)z' = e 


Proposition 10.12 Inverse d’une suite convergente 
Soit (u n ) une suite et l e R. On suppose que 
(m) u„ n +oo > l e R, 

; CE? r °- 

Alors — » \. 

U n n^+oo l 

Démonstration Nous devons estimer la quantité | llu n - Ul\ en utilisant l’hypothèse \u n - l\ « e'. Écrivons 

n j 

\u„ 1 1 \l\\u„\ " \l\\u n \ 

Il reste \ u n \ au dénominateur qu’il nous faut minorer. Comme |n n | — — * |/|, et que k = \l\/2<\l\, d’après la proposition 10.6, à 

partir d’un certain rang, |l/n n - 1//| ^ 2e' /|1| 2 . Il nous reste arédige: c e ement cette idée en suivant le plan : 

Soit z > 0. 

Posons z' = \l\ 2 z/2. 

Puisque u n — — - — ► l, il existe un rang Ni à partir duquel \ u n - H =£ eO 

Puisque d’après la proposition 10.4, \u n \ ► |/|, en utilisant la proposition 10.6 avec k = |l|/2 < |Z|, il existe un rang 

N 2 eN tel que Vn S N 2 ,|w„| S |l|/2. °° 

Posons N = max(N i , N2) . 

Soit n>N, 

_ 1 1 _ U„ - 1| < z' ■ 

\u„ 1 1 \l\\u n \ ■ |l| 2 /2 6 


Théorème 10. 13 Quotient de suites convergentes 

On considère deux suites ( u n ) et (v n ) et on fait les hypothèses suivantes. 

(3 U n n ^ +oQ > l, 

(3) Vn n^+oo" 1 ’* 


(H> IV o. 

Al 

Alors » 


l 

V 
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Démonstration II suffit d’appliquer les théorèmes 10.12 puis 10.11. 


| Remarque 10.5 Les théorèmes précédents s’appellent les théorèmes généraux sur les suites. 

10.3.2 Limites et relations d’ordre 

Nous allons voir dans ce paragraphe les liens entre limites et inégalités. Ces résultats sont particuliers aux suites réelles et 
ne s’étendront pas aux suites complexes (il n’y a pas de relation d’ordre naturelle dans C !). 

Proposition 10.14 Wï 1 Passage à la limite dans une inégalité 
Soit (u n ) une suite réelle et k e IR. On suppose que : 

O Un n +oo » Z e 1F6, 

À partir d’un certain rang, u n =£ k. 

Alors l « k. 


Démonstration Montrons le résultat par l’absurde. Supposons l> k et posons e-l-k> 0. Puisque u n » l, il existe un 

rang Ni e N à partir duquel \ u n - l\ < e (on peut utiliser une inégalité stricte dans la définition de la limite). D’après la deuxième 
hypothèse, il existe un rang N2 e N à partir duquel u n k. Considérons l’entier n = max(Ni ,N2). On devrait avoir d’une part 
l - u n < l - k d’où u n > k et d’autre part u n ^ k ce qui est absurde. 

I Remarque 10.6 Attention aux hypothèses de ce théorème important : on suppose que la suite converge. En aucun cas 
un passage à la limite ne permet de justifier Y existence d’une limite. On obtient évidemment le théorème correspondant 
en remplaçant l’inégalité « par 

Proposition 10.15 9W Passage à la limite dans les inégalités 
Soient deux suites ( u n ) et (v n ). On suppose que : 


(ji? ) À partir d’un certain rang, u n =£ v n . 

Alors l « l'. 

V 

Démonstration II suffit d’utiliser le résultat précédent avec la suite (w n ) = (u n - v n ) etk= 0. 

Multimédia : Une suite cv vers l. On choisit une barre de hauteur k<l et on obtient 
le rang à partir duquel u n >k 

Théorème 10.16 999 Théorème des gendarmes 

On considère trois suites : ( u n ), (v n ) et ( w n ) . On suppose que : 

(^hT) À partir d’un certain rang, v n ^u n ^ w n , 

(^m^) Les deux suites encadrantes ( v n ) et (w n ) convergent vers une même limite Z e IR. 

Alors la suite ( u n ) converge vers l. 

Démonstration Ç? 

Soit e>0. 

Puisque v n » Z, il existe N2 e N tel que Vus N2, | v n - 1\ ss e. De même, il existe N3 e N tel que Vn s N3, | w n - 1\ S e. 

D’après la première hypothèse, il existe Ni e N tel que V«ïN|, w n 

Posons N = max(Ni,N2,N3). 

Soit n 5 N. On a u n - l « w n - l ^ e et l - u n < Z - v n ^ e. Par conséquent, | u n - l\ € e. 

I Remarque 10.7 Contrairement au passage à la limite dans les inégalités, le théorème des gendarmes garantit l ’ existence 
de la limite de (u n ). Bien distinguer les deux théorèmes. 
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Théorème 10. 17 O Caractérisation séquentielle de la borne supérieure 

On considère une partie X non vide et majorée de IR. Elle possède une borne supérieure supX. Soit un réel l g IR. Les 
deux propriétés suivantes sont équivalentes. 

1. Z = supX. 

2. I est un majorant de X et il existe une suite (x n ) d’éléments de X qui converge vers l. 


Démonstration <2 La preuve illustre bien 1 ’ utilisation des deux théorèmes précédents. 

=> On sait que supX est un majorant de la partie X. Nous allons utiliser pour la première fois une technique importante en analyse : 

la construction d’une suite à partir d’une propriété à quantificateurs de la forme Ve > 0, 3x Utihsons la caractérisation à e de 

la borne supérieure (théorème 9.9 page 342). 


Ve>0, 3xeX, supX-e^ supX 

Soit n e N*, en prenant e = 1/n > 0 dans la propriété ci-dessus, il existe un réel x n eX vérifiant supX- l/n« x n s supX. On 
construit ainsi une suite de points (x n ) de X qui converge vers supX d’après le théorème des gendarmes. 

<= Montrons que l est le plus petit des majorants de la partie X. Soit M un majorant de X, on a Vx e X, x € M d’où 

if ne N, x n «S M 

Mais puisque x n — — - — * Z, par passage à la limite dans les inégalités, on en déduit que l S M. 

Multimédia $ illustrer cette construction séquentielle 


10.3.3 Limites infinies 

Nous allons étendre la notion de limite d’une suite à IR. 


^Définition 10.8 Ç? Suite divergeant vers 

+oo ou -oo 

N 

Soit (u n ) une suite réelle. 



- On dit que (u n ) diverge (ou tend) vers +oo si et seulement si 


VM g IR, 

3Ng N : Vu g N, u&N=>w„;sM 


On note alors u n - — » +oo. 



- On dit que (u n ) diverge (ou tend) vers -oo 

si et seulement si 


Mm g IR, 

3Ng N : Vu g N, u&N^u„«m 


On note alors u n » -oo. 

V "^ + °° 


) 


Plan 10.2 : | Pour montrer que u n — ■ +oo 

On utilise le plan : 

1. Soit M G IR. 

2. Posons N = ... 

3. Vérifions : soit u > N, on a bien u n ^ M 


I Remarque 10.8 Attention, il existe des suites divergentes qui ne tendent pas vers ±oo, par exemple la suite de terme 
général (-11" ... 

On étend les théorèmes généraux aux suites qui divergent vers l’infini. Par exemple : 


Proposition 10.18 

Soient [u n ) et (v n ) deux suites. On suppose que 



Alors u n + v n — - — ► +oo. 
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Démonstration On veut minorer u n + v n à partir d’un certain rang. Avec nos hypothèses, à partir d’un certain rang, u n > l-l et 
v n 5 M' (avecM' aussi grand que l’on veut). Alors à partir d’un certain rang, u n + v n îM'+l-l. Il su fût de rédiger rigoureusement 
cette idée : 

Soit Me IR. 

Posons M' - M - / + 1. 

Puisque v n — +oo, il existe Ni e N tel que Vn s Ni, v n S M'. 

Puisque u n — — - — ► l et que k = l- 1 < /, d’après le théorème 10.6, il existe N2 e N tel que Vn S N2, u n S l- 1. 

Posons N = max(Ni,N2). 

Soit ns N, u n + v n S / - 1 + M' = M. 

Plus généralement, on dispose des théorèmes généraux suivants qui utilisent les opérations sur IR vues dans les tables 9.7 
page 343. 


Théorème 10. 19 Théorèmes généraux étendus à IR 
On considère deux suites ( u n ) et ( v n ). On suppose que : 

CiiD Un 1 e 

(j^) r„-I'el 
Alors, 

- u n + v n * l+l' sauf si (Z + 1 ') est une forme indéfinie. 

- u n v n ► II' sauf si {II') est une forme indéfinie. 

- u n lv n — — — ► lll' sauf si Hl' est une forme indéfinie. 


On utilise souvent la variante suivante du théorème des gendarmes : 

Théorème 10.20 W9 Théorème des gendarmes étendu à IR 
Soient deux suites (u„) et {v n ). On suppose que 
(m) À partir d’un certain rang, v n « u n , 

C™) Vn n^+oo" + °°- 

Alors u n <• + 00 . 

De même, si 

(^m^) À partir d’un certain rang, u n « v n , 

alors u n + » - 00 . 

Démonstration 

Soit Me N. 

Puisque v n — — ► +00, il existe un rang Ni e N tel que V«s Ni, v n 5 M. 

D 'après la première hypothèse, il existe un rang N2 e N tel que Vn S N2, v n u n . 
Posons N = max(Ni,N2). 

Soit n S N, u n S v n > M. 

10.4 Suite extraite d’une suite 


Définition 10.9 Suite extraite 

On dit qu’un suite {v n ) est une suite extraite ou une sous suite d’une suite {u n ) s’il existe une application (p : N — N 
strictement croissante telle que 

Vue N, v n = u tV (n) 
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Lemme 10.21 O 

Soit (p : N — l\l strictement croissante. Alors 

VneN, (p(n) & n 


Démonstration Par récurrence : 

Si n = 0 alors comme (p est à valeurs dans N, on a bien (p (0) 5 0. 

Soit ne N. 

On suppose que q>(n) > n. Montrons que cp (n + 1) S n + 1. Comme ip est strictement croissante, on a nécessairement 
tp(n + 1) > <p(n) S n. Par conséquent cp(u + 1) 3= n + 1 . (Si pour deux entiers x, y, on a x > y alors x> y+ 1). 

La propriété est alors prouvée par application du principe de récurrence. 

Proposition 10.22 WO Une suite extraite d’une suite convergente est convergente 

Toute suite extraite d’une suite ( u n ) convergeant vers une limite l est une suite convergeant vers Z 

Démonstration Soit cp : N « N une application strictement croissante. On suppose que u n — — * Z. Montrons que u,p( n ) — — » l. 

Soit e > 0. 

Puisque u n — — » l, il existe N e N tel que Vu s N, \ u n 

Soit n S N. D’après le lemme précédent, ip(n) 3 « S N et donc | u,p( n ) - Z| e. 

Corollaire 10.23 Critère de divergence d’une suite 

Soit ( u n ) une suite réelle. On suppose qu’il existe deux suites extraites et u^ n ) telles que : 

n h e K, 

•(^) it(p{n) n ^ h G IR, 

hjtl 2 . 

Alors la suite ( u n ) est divergente. 

Démonstration Par l’absurde, s’il existait leU tel que u n * l, d’après le théorème précédent, on aurait u,p( n) ► l et 

u Cp(n) > l. Par unicité de la limite, on aurait alors l\ = l=l 2 ce qui est absurde. 

I Exemple 10.2 La suite ( u n ) = ((-1)") est divergente. En effet, la suite extraite (u 2n ) converge vers 1 alors que la suite 
extraite (u 2n+ i) converge vers -1. 


Proposition 10.24 Critère de convergence d’une suite 

Soit ( u n ) une suite et Z e IR. On suppose que : 

(3 u 2n n ^ +oo > Z 
C^hT) «2n+l n ^ +oo > l 
alors u n — — — » Z. 

Démonstration 

Soite> 0. 

Comme u 2n * l, il existe un rang Nj e N tel que Vp 3 N] , | u 2p - l\ ^ e. Puisque u 2n+ \ * l, il existe un rang 

N2 e N tel que Vp s N2, | W2p+1 - Z| « e. 

Posons N = max (2Ni , 2N 2 + 1) . 

Soit n S N. Il y a deux possibilités. 

• Si n est pair, n = 2p avec 2p s N 5 2Ni d’où p 5 Ni et alors \ u 2p - l\ « e. 

• Si n est impair, n = 2p+l avec 2p + 1 3 N 3 2N2 + 1 d’où p^N 2 et alors \ u 2p+ \ - l\ « e. 

Dans les deux cas, on a vérifié que | u n - l\ e. 


10.5 Suites monotones 

10.5.1 Théorème de la limite monotone 
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Théorème 10.25 OW Théorème de la limite monotone 

Soit {u n ) une suite croissante. On a les deux possibilités suivantes. 

1 Si la suite {u n ) est majorée alors elle converge vers une limite finie l e IR donnée par l - sup [u n \ n e N}. 

2 Si la suite ( u n ) n’est pas majorée alors elle diverge vers +oo. 


Démonstration 

l; Supposons que (u n ) soit une suite croissante et majorée par un réel M. L’ensemble s/ = {u n I n e N} est une partie non vide 
et majorée de R. En appliquant la propriété de la borne supérieure 9.4, cet ensemble possède une borne supérieure l e R. 

Montrons que u n * /. 

Soit e > 0. 

D’après la caractérisation de la bor ne supérieure, il existe x es/ tel que l-e^x^l.U existe N e N tel que x- Un et 
on a l-e^ un ^ l. 

Soit n> N. Puisque la suite (u n ) est croissante, un s u n et comme l est un majorant de s/, u n S /. D’où /-£« un 
u n s l. Mais alors -e ^ u n - l « 0 ce qui montre que \ u n — /| =s e. 

■'Jt Supposons que (u n ) est croissante mais non majorée. Soit Ae R. Comme (u n ) n’est pas majorée, il existe N e N tel que 
un 3= A. Comme (u n ) est croissante, on a V«ïN, u n S Un 3= A. Par conséquent u n — — * +oo. 

Remarque 10.9 

- Ce théorème dit que toute suite croissante possède une limite dans IR. 

- La première partie de ce théorème est souvent formulée sous la forme suivante qu’il faut impérativement retenir : 

|^out^uit^réell^roissant^On^oré^s^onve^enteJ 

- Si une suite {u n ) croissante converge vers /, on a Vu e N, u n l. 

- Si un suite ( u n ) décroissante converge vers l, on a Vu e N, l < u n . 


Corollaire 10.26 

Soit {u n ) une suite décroissante. On a les deux possibiütés suivantes. 

1. Si {u n ) est minorée alors (u n ) converge vers une limite finie l e IR donnée par l - inf{n„ | n e LJ}. 

2. Si [u n ) n’est pas minorée alors elle diverge vers -oo. 

Démonstration II suffit d’appliquer la propriété précédente à la suite (~u n ). 

Re?narque 10.10 Le théorème de la limite monotone permet de justifier l’existence d’une limite sans la connaître 
explicitement. C’est un théorème d’existence abstrait très important en analyse. 

10.5.2 Suites adjacentes 




Figure 10.2 - Suites adjacentes 


Définition 10.10 Suites adjacentes 

Soient ( u n ) et (v n ) deux suites réelles. On dit que (u n ) et {v n ) sont adjacentes si et seulement si 
(u n ) est croissante 
[v n ) est décroissante 

# v n -u n n +oo ’ 0 
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Théorème 10.27 Théorème de convergence des suites adjacentes 

Soient ( u n ) et (u n ) deux suites réelles. On suppose que 

(^T) les suites (u n ) et (v„) sont adjacentes. 

Alors ces deux suites sont convergentes et convergent vers la même limite l g IR. De plus, 



Démonstration 

1 Remarquons tout d’abord que pour tout n e N, u n s; v n . En effet, si ce n ’ était pas le cas, il existerait N e N tel que «n - cn > 
0. Mais alors, comme (u n ) est croissante et (v n ) est décroissante, il vient pour tout n~» N, u n - v n S «n — un > 0 ce qui est 

en contradiction avec le fait que u n - v n * 0. On en déduit en particulier que pour tout n e N, u n ^ v n uq car (v n ) 

est décroissante et v n 2= u n 3 uq car (u n ) est croissante. 

2 ( u n ) est croissante et majorée par vq. En vertu du théorème de la limite monotone 10.25, (u n ) converge vers une limite 
/lERet.-VneN, u n ^h- 

3 (v n ) est décroissante et minorée par uq. En appliquant à nouveau le théorème de la limite monotone 10.25, (v n ) converge 
donc vers une limite h e R et : V n e N, v n S h ■ 

4 Enfin : 0 = lim {v n -u n )= lim v n - lim u n ~ I2- l\ . Par conséquent l\ ~ l'i- 
Les deux suites convergent donc vers une même limite 1= l\ = I2. 

10.5.3 Approximation décimale des réels 

Dans tout ce paragraphe x est un nombre réel. Pour tout n e N, on pose 



Par définition de la partie entière d’un réel, on a p n « 10”x < p n + 1. Cette inégalité est équivalente à ^ ^ «x< 

F. (10” jc) + 1 

ÏÔ" ' 

Posons, pour tout ne N, 

E(10"jc) , E (10”x) + 1 

a "‘~wr- « 10 . 

I Remarque 10.11 
- VneN, b n -a n - 10 _ ". 

- Pour tout n e N, a n et b n sont des rationnels : a n , b n e Q. 

Définition 10.11 Valeur décimale approchée 

Soit n e N. Les rationnels a n et b n sont appelés respectivement valeurs décimales approchées de x à 10 _ " près respec- 
tivement par défaut et par excès. 


a n b n erreur= 10 ” 
Ks/2<2 1 2 1 

1.4 < \/2 < 1.5 1.4 1.5 0.1 

1.41 < \f2 < 1.42 1.41 1.42 0.01 

1.414 < \/2 < 1.415 1.414 1.415 0.001 


Théorème 10.28 

Les suites ( a n ) et (b n ) sont adjacentes et leur limite commune est x. 

Démonstration Soit n e N. Rappelons que p n s 10 n x < p n + 1 où p n = E (l0”x). En multipliant par 10 chaque membre de cette 
inégalité, on obtient 

10p n ^10 n+1 x<10[p n +l). 

Or p n + 1 est le plus grand entier inférieur à 10” + 1 x et 1 + p n + 1 est le plus petit entier supérieur à 10” +1 x. Par conséquent, on a 
• 10 p n S p n + 1 ce qui donne S et donc a n < a n+ \ . La suite (a n ) est croissante. 
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• 1 + Pn+l < 10 (p n + l) ce qui s’écrit aussi : <£ ^\qri ~ • sulte (bn) est décroissante. 

Comme b n - a n = 10 _ ”, on a bien b« - a n — — - — » 0 et on a prouvé que les deux suites (a n ) et (b n ) sont adjacentes. Elles sont 
donc convergentes et convergent vers une même limite l e IR. Comme VneN, p n 10”x < p n + l, on a nécessairement l = x par 
passage à la limite dans les inégalités 


10.5.4 Segments emboîtés et théorème de Bolzano-Weierstrass 

| Corollaire 10.29 Théorème des segments emboîtés 
Soit (I«)neN une suite de segments, I„ = [a n ,b n ] tels que 
Ils sont emboîtés : VneN, l n +\ c I„ ; 

Leur diamètre tend vers 0 : ( b n - a n ) — - — ► 0. 

Alors il existe un réel / e M tel que flneN I n = (/}• 


<3 

n 


Démonstration Soit n e N. Puisque [a n + \ , b n+ \ ] c [a n ,b n \, on a % S a n+ \ et b n+ 1 S b n ce qui montre que la suite (ci n ) est 
croissante et la suite (b n ) décroissante. La deuxième hypothèse montre que ces suites sont adjacentes. Elles convergent donc vers 
la même limite l e IR. Montrons par double inclusion que flneN I n = 10. 

| => | Montrons que l appartient à l’intersection des intervalles l n . Puisque les suites (a n ) et (b n ) sont adjacentes et convergent vers 
l, on sait que Vn e N, a n ^ ^ b n et doncVne N, l e l n ce qui montre que l e flneN I n- 
| c | Soit x e flneN In- Montrons que x = l. Par définition de l’intersection d’une famille (voir l’appendice 1.12), Vn e N, x e l n 
d’où 

VneN, a n ^x^b n 


Par passage à la limite dans les inégalités, oi 


-e que l^x^l d’où l = x 


_Bio 8 Karl Weierstrass, né le 31 octobre 1815 à Ostenfelde (Westphalie), mort le 19 février 1897 à Berlin L 


Mathématicien Allemand. Karl Weierstrass est considéré comme le 
père de l’analyse moderne. Après des études secondaires brillantes, 
son père le force à étudier le droit à l’université de Bonn. Il ne 
fréquente guère les amphithéâtres et préfère s’adonner à l’escrime, 
aux mathématiques et à la boisson ... Tant et si bien qu’au bout de 
quatre ans il n’a toujours aucun diplôme. Son père consent à lui 
financer deux années supplémentaires afin qu’il décroche un poste 
d’enseignant dans le secondaire. Il rencontre alors Guddermann qui 
va le former aux mathématiques. Ce n’est qu’à 40 ans et alors qu’il 
enseigne dans le secondaire depuis une quinzaine d’année qu’il pub- 
lie un article dans le fameux journal de Crelle sur les travaux qu ’il 
a mené de façon isolée depuis plusieurs années. Il accède aussitôt à 
la célébrité et obtient rapidement un titre de docteur et une chaire à 
l’université de Berlin. Il s’est intéressé, entre autres aux fonctions an- 
alytiques et aux fonctions elliptiques. On lui doit le formalisme actuel 
en analyse. 
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Théorème 10.30 Théorème de Bolzano-Weierstrass 
De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite convergente. 


Démonstration Vous pouvez la sauter en première lecture. Nous allons uniquement donner une idée de la construction en ne 
rédigeant pas les récurrences complètes. 

Considérons une suite (u n ) bornée. Il existe ao,bo e R tels que VneN, ao u n s bo- Nous allons utiliser un procédé standard 
d’analyse, la dichotomie pour construire une suite extraite de (u n ) qui va converger. 

- Posons co = («o + bo)/2 et Go = {n e N | u n e [flo.co]}. Do = {n e N | u n e [co,bo]}. Puisque Go u Do = N, l’un de ces deux 

ensembles est infini. 

- Si Go est infini, puisque Go est une partie non vide de N, elle possède un plus petit élément no (c’est un axiome des entiers 

que nous verrons prochainement). Posons ci\ - oq, b\ = co, ci = (ai + bi) 12, Gi = {n > no I u n e [ai, ci]}, D] = {n > no I lin e 

[ci.bj]}. 

- Si Go est fini, alors Do est infini et possède un plus petit élément no- On pose alors ai = co, bi = bo, Gi = {n> no I u n e [ai, ci]}, 
Di = {n>n 0 |w„e[ci,bi]}. 

Dans les deux cas, Gi u Di est un ensemble infini. On construit par récurrence une suite d’entiers et deux suites réelles 

t,a n ), (b n ) vérifiant : no < n\ < ••• < n*. < ..., Oq ^ ai S ••• S aj. S ••• S bj. « ••• ^ bi S bo et aj. ^ u nk ^ b Puisque (b^. - a0 = 
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(i>0 - a a )l2 k , on vérifie facilement que 
alors l’application 


deux suites adjacentes. Elles convergent donc vers la même limite le R. On définit 


N 

n k 


qui est strictement croissante. Puisque aj. s u nk S b^, d’après le théorème des gendarmes, la 
Multimédia : Animation qui explique cette construction. 


: extraite îApCfcJ converge vers l. 


10.6 Suites géométriques 


Théorème 10.31 WW Convergence d’une suite géométrique 
Considérons la suite géométrique (k n ) de raison k e IR et de premier terme 1. 

- Si k > 1, la suite (k n ) diverge vers +oo. 

- Si k - 1, la suite [k n ) est constante et tend vers 1. 

- Si |fc| < 1, la suite [k n ) converge vers 0. 

- Si k «s - 1 , la suite [k n ) diverge. 

En résumé la suite géométrique (k n ) converge si et seulement si |fc| < 1 ou bien k= 1. 


DV CV DV 

> * 

-1 1 k 


Démonstration 

• Supposons k > 1. Nous allons utiliser l’inégalité suivante, dite de Bernoulli et qui se prouve aisément par récurrence (voir 
l’exercice 8.30 page 329) : 

VxsO, VneN, (\ + x) n >\ + nx. 

Comme jfc> 1, on a k-l>0 et donc, pour tout ne N, k n = (1 + (k- 1))” >l + n(k-l). Comme k - 1 > 0, n(k- 1) * +oo. 

Par le théorème des gendarmes, on en déduit que k n — — > +oo. 

• Si k= 1, trivialement k n * 1. 

• Si \k\ < 1, alors en supposant que k est non nul et en posant b=ll\k\, on ab> 1. D’après le premier point, on peut affirmer que 

b n — — » +oo et alors la suite \ k\ n — — > 0 et donc k n — — » 0. Sia = 0, le résultat est évident. 

• Si k^ -1, on peut extraire deux sous-suites de la suite (k n ), les suites [k 2n ) et [k 2n+1 ). Si k<-l,la première sous-suite diverge 
vers +oo et la seconde diverge vers -oo et si k ~ -1, lapremière sous-suite converge vers 1 et la seconde converge vers -1. Dans 
les deux cas, appliquant le théorème 10.23, on peut affirmer que (k n ) est divergente. 


Définition 10.12 Série géométrique 

Soit k e IR. On définit la progression géométrique (ou série géométrique) de raison k comme étant la suite de terme 
général 

Sn — 1 + k 4- k 2 + ... + k n — k î 


Théorème 10.32 WW Convergence d’une série géométrique 
- On sait calculer une somme géométrique : 



S„ = 1 + k+lc 2 + ... + k n - | 

fn rrr siW1 

[n + 1 si k — 1 


- Si |fc| < 1, la suite (S„) converge vers le réel et s ' ^ E la suite (S„) diverge. 


Démonstration Si \ k\ < 1, puisque k n — — — — * 0, S n = ^ ^ ^ — ~ — ' \ ^ k ' ^ k=l,S n = n+1 — — - — > +oo et donc (S n ) 

diverge. Pour\k\ Si et kf 1, puisque (1 -k)S n = \ -k n+l , on tire k n = k)S n )lk. Si la suite (S„) convergeait vers l, d’après 

les théorèmes généraux, la suite (k 11 ) convergerait vers (1 - (1 - k) ï) / k ce qui est faux d’après le théorème précédent. 
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Remarque 10.12 Le dessin suivant permet de visualiser la limite de la somme géométrique dans le cas où 0 < k < 1. 
On place les uns après les autres des cubes de côté k 1 . Multimédia : Faire varier k et la valeur de 
la somme 



S 0 Si S„ l/d -k) 


I Remarque 10.13 Les suites et séries géométriques sont très utilisées en analyse. On essaie souvent de majorer des 
suites par des suites géométriques dont on connaît bien le comportement. 


10.7 Relations de comparaison 

10.7.1 Introduction 


Bien que deux suites puissent avoir la même limite, elles peu- 
vent avoir des comportement très différents en l’infini. On 
s’en convaincra en observant les graphes des suites (ri), (2 n ) 
et (rc!/10). Une idée simple pour comparer le comportement 
asymptotique de deux suites ( u n ) et (u n ) est d’étudier la na- 
ture de la suite quotient (u n l v n ). Cette idée est à la base des 
notions de domination, prépondérance et équivalence que 
nous allons développer maintenant. Ainsi, on dira que ( v n ) 
est prépondérante devant ( u n ) si u n lv n — - — ► 0. On dira 
aussi que (u n ) et (v n ) sont équivalentes si u n lv n — - — ► 1. 
On verra que cette façon de comparer le comportement 
asymptotique des suites aura des conséquences utiles sur les 
méthodes de calcul de limites. 


Figure 10.3 - x (lOOn) - □ (2") - -(ri.llO) 


10.7.2 Suite dominée par une autre 


Définition 10.13 Suite dominée par une autre 

Soient ( u n ) et (v n ) deux suites. On dit que (u n ) est dominée par (v n ) si et seulement si il existe une suite (B„) et un 
rang N e N tels que : 

H (B„) est une suite bornée. 

0 Vrc^N, u n - B n v„ 

On note alors : u n — O (v n ) 


Proposition 10.33 Transitivité de la relation O 

Le relation O est transitive, ce qui signifie que si (u n ), (v n ) et (w n ) sont trois suites, alors : 

\ Un = n _P +00 ( v rd et Vn = (“'«)] *=*■ Un = n®voo (Wn) 


Démonstration Comme u n = n O (v n ) et v n = n O (w n ), il existe des suites bornées (B'„) et (B'/J telles que à partir 
d’un certain rang N' et d’un certain autre N", on a : Vus* N', u n = B'„ v n et Vus N", v n = B" n w n . Posons N = max(N',N") et 
pour tout n^N, posons B n = B' /r B" . La suite (B n ) n> ^ est bornée et : 

VnsN, u n = B' n v n = B' n B'j l w n = B n w n . 

Par conséquent, u n = O (w n ). 
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Théorème 10.34 Une suite est dominée par une autre si et seulement si le quotient de la première par la 
deuxième est borné 

Soit ( u n ) et (v n ) deux suites. Si à partir d’un certain rang (v n ) ne s’annule pas alors : 


Un = „_P +00 (Vn) 

[ — ) est bornée 


(v n ) 


Démonstration Supposons que (v n ) ne s’annule pas à partir du rang N e N .La suite — est donc bien définie. On peut 

V v n ln>N 

supposer que ( v n ) ne s’annule jamais (et donc que N = 0). Dire que : u n = O (v n ) revient à dire qu’il existe un rang N e N ef 


une suite bornée (B„) tels que :Vn> N, 


u n = B n Vn , ce qui est équivalent a dire que : Vn 5 N, — 


10.7.3 Suite négligeable devant une autre 


Définition 10.14 Suite négligeable devant une autre 

Soient (u n ) et (v n ) deux suites réelles. On dit que (u n ) est négligeable devant (v n ) si et seulement si il existe une suite 
(e„) et un rang N tels que 

# e,î -jjZTôo 0 
2 Vn> N, u n = z n v n 
On note alors : u n - o (v n ). 


| Remarque 10.14 Écrire que u n - n o (1) revient à dire que u n — * 0. 


Proposition 10.35 Transitivité de la relation o 

La relation o est transitive, ce qui signifie que si ( u n ), (v„) et ( w n ) sont trois suites réelles, alors : 
[ U n = n _0 +oQ (V n ) et V n = n J> +oo ( IV n ) ] => U n = n J> +OQ («'») 


Démonstration Identique à la démonstration de la transitivité de O. 


Théorème 10.36 Une suite est négligeable devant une autre si et seulement si le quotient de la première par la 
deuxième tend vers 0. 

Soit (u n ) et (v n ) deux suites réelles. Si à partir d’un certain rang (u n ) ne s’annule pas alors : 

tin — O (V„) <=> — ► 0 ! 

n ~ + °° Vn n ~ + °° | 


Démonstration Identique à la démonstration du théorème 10.34. 

Remarque 10.15 Vous rencontrerez deux façons d’utiliser la notation o. 

- La première est celle de la définition. Par exemple, on peut écrire ln n = ^ o (n), ce qui signifie que ln ni n — — - — - 0. 

- Mais vous rencontrerez aussi des écritures comme : 

1 1 J_ J_ fU 

n - 1 n + n 2 + n 3+ n-?+ oo ( n 3 ) 

qui signifie que Il(n - 1) - [lin + lin 2 + lin 3 ) est négligeable devant lin 3 quand n — +oo. Autrement dit : lin + 
lin 2 + lin 3 est une approximation de 11 ( n - 1) quand n — +oo et l’erreur commise est un o ^ j c’est-à-dire est 
négligeable devant lin 3 quand n — + 00 . 
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10.7.4 Suites équivalentes 


Définition 10.15 Suite équivalentes 

Soient (u n ) et [v n ] deux suites réelles. On dit que (u n ) est équivalente à [v n ) si et seulement si : 
u n — v n — O (l/„) 


Proposition 10.37 

La relation « est équivalente à »est une relation d’équivalence sur l’ensemble des suites. Soient [u n ), [v n ) et (w n ) trois 
suites réelles. On a : 

> ~ est réflexive : u n ~ u n . 

« ~ est symétrique : u n ~ v n <=> v n ~ u n . 

« ~ est transitive : u n ~ v n et v n ~ w n => u n ~ w n . 


Démonstration Montrons que si u n ~ v n , alors v n ~ u n .Puisqueu n ~ v n , à partir d’un certain rang N, u n - v n = 

v n E n où E n * 0. On en tire u n = (1 + En) v n . Puisque E n ► 0, à partir d’un rang N2 3= N, 1 - z n ^ 0. Alors pour n 3= N2, 

Vn~u n = -e n IO-z n )v n . Définissons la suite (e n ) par e„ = -e„/(l + e„). On a e n ^ 0 ce qui montre que v n -u n = o{u n ) 

d’où v n ~ + u n . Les autres preuves sont laissées en exercice. 


Théorème 10.38 Une suite est équivalente à une autre si et seulement si le quotient de la première par la 
deuxième tend vers 1. 

Soient [u n ) et (v n ) deux suites réelles. Si (v n ) ne s’annule pas à partir d’un certain rang, alors 


u n ~ v n <=> — * 1 

n-+oo v n n .+oo 


Plan 10.3 : | Pour montrer que u n ~ v „ 

on peut au choix, montrer que 



0 À partir d’un certain rang, u n = (1 + e„) v n avec z n — » 0. 
3 À partir d’un certain rang, u n - v n + z n avec z n - o {v n ). 

Théorème 10.39 Équivalents et limites 
Soit ( u n ) et (u n ) deux suites réelles . Alors : 

- Si u n ^ ~ v n et si v n + > Z e IR alors u n + > l. 

- Si u n ^ Z e IR avec alors I u n ^ Z 


Démonstration 

- Comme u n ^ ~ + v n , il existe une suite (e n ) telle que, à partir d’un certain rang : u n = (1 + z n ) v n et e n — — — — * 0. Comme 
v n — — - — ► Z e IR, par opération sur les limites : u n — — - — * Z. 

- Dire que : u n — — - — ► Z e IR* revient à dire que : — — -j- — * 1 et donc u n ^ ~ Z. 

A\ Attention 10.4 Écrire u n ^ ~ 0 revient à dire qu’à partir d’un certain rang, les termes de la suite (u n ) sont tous nuis. 


Proposition 10.40 Un équivalent simple permet de connaître le signe d’une suite 

Si (u n ) et ( v„) sont deux suites réelles équivalentes alors, il existe un rang à partir duquel elles sont de même signe 
Un n ~ ^ v n [3N e N : \fn> N, u n v n > 0] 


370 




Démonstration Comme u n ~ v n il existe une suite (e n ) telle que, à partir d’un certain rang : u n = (1 +e n )u n ete n * 0. 

Le signe de (1 +e n ) v n est donc donné, à partir d’un certain rang, par celui de v n . Par conséquent, à partir d’un certain rang, les 
deux suites (u n ) et (v n ) sont de me signe. 


1 Théorème 10.41 Produits, quotients, puissances d’équivalents S 

Soit (a„), (b n ), (u n ), (u n ) des suites vérifiant : 


Un n ~ a n et v n 

~ b n- 

Alors : 


1 | u n v n n ~ +oo a n b n | 


2 Si ( v n ) et (b n ) ne s’annulent pas à partir d’un certain rang : 

U n CL n | 

Vn n ~ + °° b n \ 

3 Si {u n ) et (a n ) sont strictement positives à partir d’un certain rang :| u“ ^ ~ ^ | où a e IR. 


Démonstration Démontrons le premier équivalent. Les autres se prouvent de même. Comme u n a n et v n b n , 

il existe des suites (a n ) et (p n ) toutes deux convergeant vers 1 telles que à partir d’un certain rang : u n = <x n a n et v n — finbn- Par 

conséquent, à partir d’un certain rang : u n .v n = (a n a n ) ■ (P nbti) = a«P n-U n b n et par opération sur les limites a«P n * 1. On 

a donc bien : u n v n a n b n . 

Remarque 10.16 Attention, il ne faut pas 

Sommer des équivalents. 

0 Composer des équivalents. En particulier, il ne faut pas 

• Prendre des logarithmes d’équivalents. 

• Prendre des exponentielles d’équivalents. 

Exemple 10.5 Par exemple : 

- n + 1^~ net-n^ ~ -n + 2 mais cela n’a pas de sens d’écrire : 1 ^ ~ 2. 

-2 n + n ~ 2" mais par contre e 2 + ” n’est pas équivalent à e 2 . 


10.8 Comparaison des suites de référence 


('Proposition 10.42 Comparaison logarithmique 

1 . Si (u n ) et (v n ) sont deux suites à termes | strictement positifs^ et si, à partir d’un certain rang. 


Un + î v n +i I 


alors \u n - O {v„)\ 


2. Soit ( u n ) est une suite à termes | strictement positifs]^ . On a : 

(a) ^±1 ► / < 1 => u n ► o |. 

(b) I — > l > 1 => U„ > +oôl. 


Démonstration 

1. Si à partir d’un certain rang 


u n + 1 v„+i , 


alors, à partir d’un certain rang, on a : — et donc la suite — est 

u n v n v n+ i v n \v n ) 

décroissante à partir de ce rang. Comme (u n ) et (v n ) sont à termes strictement positifs, cette suite est minorée par 0. On 
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limite l S 0. Par application du 


peut donc appliquer le théorème de la limite monotone 10.25, la suite — converge vi 
théorème 10.5, on peut affirmer que — est bornée et donc que u n = O (v n ). 


Donc u n ^r n+1 N «n et comme 0 S r < 1, la suite géométrique (r n ) converge vers 0. On en déduit que u n ► 0. 


(b) Sil> 1 alors en prenant r e ]l,/[, à partir d’un certain rang N e 
la précédente. 


'. La démonstration se termine comme 


Théorème 10.43 Comparaison des suites de référence 
Soient a > 1, a > 0 et P > 0. 


-► 0 et donc u n ► 0 ce qui prouve que (lnn)P = 


■ Considérons maintenant la suite (v n ) de terme général v n = — . Soit n e N. On a 


En appliquant le critère de comparaison logarithmique, on peut affirmer, puisque 0 < — < 1, que v n — *■ 0 et donc que 


‘ Considérons la suite (w n ) de terme général w n ~ — .On a 


En appliquant à nouveau le critère de comparaison logarithmique, on peut affirmer que v n * 0 et donc que a n 

- Pour la dernière relation, si n > 1 on vérifie facilement que : 


On peut aussi appliquer le critère de comparaison logarithmique à la suite (x n ) de terme général x n = 
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| Théorème 10.44 Équivalents usuels | 

Soit ( u n ) une suite telle que | 

jgj 


Sin U n ~ U n 1 



| | 


2 

tan Un n _ > ~ oo u n | 

6 

3 

ln (1 + Un) n ^ +oo Un | 

7 | [(1 + u n ) a - 1] n ~ aw„|(ae[R*). 

4 

ul 

[1 — COS Un] ~ 



«-+oo 2 



Démonstration 

1 La première équivalence est une conséquence de la limite usuelle SmX * 1. 

| tan u n _ sin u n 1 >1 

Un Un COS Un n->+o o 

'3 La troisième équivalence est une conséquence de la limite usuelle + _» i 

(4 Par application des formules de trigonométrie, 1- cos u n = l-cos|2-^j = 2sin 2 ^ 2^- - par produit d’équiv- 

S5 La cinquième équivalence est une conséquence de la limite usuelle — 1. 

(1 + iin) a ~ 1 = e aln ( 1+u «) - 1 = aln(l + u n ) par application delà formule 5 caraln(l + u n ) — — - — ► 0. Donc, en appliquant 
la formule 3, (1 + u n ) a - 1 n ~ + a u n . 

En conclusion à ce chapitre et avant d’aborder les exercices, il est vivement conseillé de prendre connaissance du para- 
graphe C.4 de l’annexe C. On y apprendra différentes méthodes permettant de calculer des équivalents. Il sera aussi très 
profitable de (re-)lire le paragraphe C.l de cette même annexe. 


En résumé 

Les différents théorèmes et les différentes définitions de ce chapitre doivent être parfaitement compris et appris. Il faut 
pouvoir les illustrer par des dessins et savoir refaire les démonstrations marquées avec des O . Pour la plupart, ces 
théorèmes et définitions seront re-formulés dans le cadre du prochain chapitre sur les fonctions réelles. 

En accompagnement des exercices de ce chapitre, lisez la partie C. 1 page 1189 sur les techniques de majoration-minoration 
et la partie C.4 page 1204 sur les équivalents. Le tout se trouve dans l’annexe C. 

Enfin, en complément à ce chapitre, il faudra vous consacrer au paragraphe C.5 page 1219 toujours dans l’annexe C. On 
y traite des suites définies par récurrence un thème .... récurrent... dans les concours. 
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10.9 Exercices 


10.9.1 Avec les définitions 

Exercice 10.1 

Soit (u n ) une suite réelle. Traduire à l’aide de quantificateurs : 

3. [u n ) ne converge pas vers 0. 

4. la suite u n n’est pas croissante à partir d’un certain 
rang. 


1. La suite [u n ) est constante à partir d’un certain 
rang. 

2. La suite [u n ) est croissante à partir d’un certain 
rang. 


Solution : 



1. 3N G N : 

VbgN, 

N => Un — Un+i 

2. 3N G N : 

Vn g N, 

nïN => u n « u n + 1 

3. 3e >0 : 

VN G N, 

3ne l\l : n & N et \u n \ & e 

4. VN g N, 

3«g N : 

n > N et u n & Un+i 


Exercice 10.2 7? 

En utilisant les définitions 10.7 et 10.8, montrer que : 

4. [ri 2 ) ne f,i tend vers +oo. 

5. is/n) «ei\i tend vers +oo. 

6. (lnnjKN 1 tend vers +oo. 


L (-^Wn* converge vers 0- 

2. (-r)neN* converge vers 0- 

3. (jn)neN converge vers 0- 


Solution : 

1 . Voir 1 ’ exemple 10.1 page 356. 

2. Soit e > 0 .On cherche un rang N e N* tel que si N alors 1 / n 2 ^ e ou de manière équivalente 1 / n ^ \Æ. Posons 
N = E (l/\Æ) + 1. On a 1/N ^ Soit neNtel que n 5* N. On a bien : Un 2 « 1/N 2 « e et donc lin 2 - - » 0. 

3. Soit e > 0. On cherche un rang N e N* tel que si n> N alors 1/2” « e ou de manière équivalente n & . 

Posons N = e(îj^[ 7 §)) + 1 (on peut supposer e e ]0, 1 [. Soit « e N* tel que n~» N. Alors 1/2" « 1/2 N < e et donc 

jn — — 0 

4. Soit M e IR. On peut choisir M positif sans que cela ne particularise la démonstration. On cherche un rang N e l\l 
tel que si N alors n 2 ou de manière équivalente n s* \/M. Posons N — E(v / M) + 1. On a N 2 ^ M. Soit 
n g N tel que n ^ N. On a bien : n 2 ^ N 2 ^ M et la suite tend donc vers +oo. 

5. Soit M e IR .On cherche un rang N g N tel que si n > N alors sfn & M ou de manière équivalente n>M 2 . Posons 
N = E (M 2 ) + 1. On a \/N & M. Soit n e N tel que n & N. On a bien : \fn S* \/N s M et la suite tend donc vers +oo. 

6. Soit M g IR. On cherche un rang N eN tel que si N alors lnn^M ou de manière équivalente n ^ e M . Posons 
N = E (e M ) + 1. On a InN ÿ M. Soit neNtel que n 2= N. On a bien : ln n 2 InN & M et la suite tend donc vers +oo. 


Exercice 10.3 \>\? I 

On considère une suite (u n ) qui converge vers 0. On définit la suite (v n ) de terme général : 

Vn = - 2 L ku k 
n k= 1 


Montrer que { v„) converge vers 0. 


| Solution : Soit e > 0. Comme (u n ) converge vers 0, il existe un rang Ni e N tel que si Ni alors \u n \ g e/2. Par | 
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application de l’inégalité triangulaire, on peut écrire : 

j I Ni n 

\ v n\ I — L ku k 

n |fc=l fc=Ni+l 

1 Ni 1 n E 

« -2 X fclMfcl + -2 Ë k 2 

n k= 1 n fc=Ni+l ^ 

1 Nl E 

car Zjt=Ni+i ^ ^ 2 - De plus, par opérations sur les limites, fcltotl — > 0. Il existe donc un rang N 2 e IM* tel 

que si n & N 2 alors =£ e/2. Posons N = max(Ni,N 2 ). Soit N. On a a/ors \v n \ « e/2 + e/2 = e, ce qui 

n 1 K ~ l 

prouve que v n - » 0. 

Exercice 10.4 ■ W 

Soit une suite réelle (u n ) telle que VneN, u n e Z. Montrer que si la suite (u n ) converge, alors elle est constante à 
partir d’un certain rang. 

Indication 10.5 : On pourra envisager la suite (u n ) définie par v n = u n+ 1 - 

Solution : La suite (v n ) définie par v n = u n+ \ - u n converge vers 0. On pose la |. Il existe N e N tel que pour tout 
n>N, 


Mais alors, pour n^N, v n - 0, puisque zéro est le seul entier compris entre -1/2 et et 1/2. La suite [u n ) est donc 
constante à partir du rang N. 

Exercice 10.5 U ÇW I 

Soit un réel a e]0, 1 [ et une suite (u n ) convergeant vers une limite leU. Étudier la suite de terme général 

v n = Y,<x k u n -k 

fc =0 


Solution : Étudions d’abord le cas où ( u n ) est constante : Vn e N, u n - a où ae IR. On obtient alors facilement que 
l-a” +1 a 

pour tout «e N, v n - a— et v n — - — * . Ce cas particulier nous invite a conjecturer que que si (u n ) converge 

vers l, la suite (u n ) converge vers ll(l - a). Écrivons pour tout ne N, u„ = l + z n avec e n — - — ► 0. Alors pour ne N, 


Définissons la suite de terme général 

0« = L «* e n-* 

fc= 0 

et montrons que 0„ ► 0. Cela montrera que la suite O n ) converge vers / / ( 1 - a) . 

Coupons, pour ne N, la somme en deux sous-sommes : 

n- N n 

|0«l ^ |oc fc e„- fc | + £ |a fc £„- fc | 

fc=0 fc=«-N+l 


Soit e > 0. Posons e = e (1 - a) 12 > 0. Comme z n — 0, il existe N e IM, tel que \/k & N, Ie^I « e. 
Donc pour la première somme, si n> N ; 


L , k , _i-a e 

|a*E»_ fc |gE 


En posant M = max(|Eol,...,|eN_i|), on majore la deuxième somme : 


L , k , ^ k M „i-or M 

a E„_fc «M Y a = —a « - 7 — ; a 

*=a-N + l fc=n-N+l ^ 1"« CX^ 1 (1 - CX) 
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( M 1 

car a e ]0, 1[. La suite I N | a"j converge vers 0 (car c’est une suite géométrique de raison a e ]0, 1 Q donc il existe 

N' e N tel que \/n> N', « z. Posons Ni = max(N,N') et soit n>N t . 

Il vient finalement, 

e e 


10.9.2 Convergence, divergence de suites 

Exercice 10.6 V 

Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


L U n = 

2. u n = + (0.7)" 

3. u n = n 3 + 2n 2 -5n+l 


4. u n - 3" - n 2 2" 

5. u n = (-1)" 

6. u n - Vn 2 + n - y/n 


Solution : 

1. Pour tout réel x, -1 « sinx « 1, donc pour tout ne N*, A. D’après le théorème des gendarmes : 

Un n ^ +co > 0. 

2. Soit ne N*. ^ ^ 1 , | + > 1 et (0.7)" — » 0 car il s’agit d’une suite géométrique de raison 0.7 e 

] — 1, 1 [. Donc par opérations sur les limites u n — — — * 1. 

3. u„ = rc 3 +2n 2 -5rc+l = ra 3 (l + A- JL + J_j + > +oo par opérations sur les limites. 


4. Un- 3" - n 2 2 n - 3" 1 - 


i-oo par application des relations de comparaisons et par opérations sur 
1. On a ainsi extrait deux suites de la suite u n qui admettent des limites 


nrh- 

les limites. 

5 '. U2n = 1 n ^ +oQ ' 1 et U2n+1 = “I ~ 
différentes. Donc (u n ) diverge. 

n 2 + n-VÉ)[Vn 2 + n + VÉ) = n 2 + n-n = » 2 t 

Vn 2 + n + \fn Vn 2 + n + s/n n n ~~* 


6. u n = Vn 2 +n - \fn = 
dons sur les limites. 


o par opera- 


Exercice 10.7 

Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


1. u n = (-3)" + 3" 
_ 2 2n +n3 n 
2 ln -n3 n 


? 11 — r, +t 

Un ~ 2 *rr, 

3. u n = prrpr où a, b e IR et 0 < a < b. 


-r. - 3 « +2 

5. U n = ^ 


Solution : 

1. U 2 n — 3 2 " + 3 2 " 


O et w 2 n+i = -3 / " +l + 3^ ,i 


- 0. On a ainsi extrait deux suites de la suite (u n ) qui 


ne tendent pas vers une même limite. Par conséquent, ( u n ) diverge. 

2- u„ - - 4”_ ^3^ - ^-77—. Par croissances comparées vjyr * 0. Donc : u n * 1. 

n 1_ (r U) "~ +0 ° 

3. u n = onltf 1 - W t ~77 * -1 car (f) n est le terme général d’une suite géométrique de raison f e ]— 1, 1[. 

- 1 + l b) n ~ + °° 


- 1 par opérations sur les limites. 
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5. Pour tout réel jc, -1 =£ cosx ^ 1, donc pour tout beN’,-^ =£ j r D’après le théorème des gendarmes 


6 ■ u n = ^ = *T 


-1 par opérations sur les limites. 


Exercice 10.8 V 

Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


2. u n = Vn 2 + 3n-n 

3 ■ M« = 2 Éfrf 


4. u n = 4"-3 n + l 

5. = 

6. u n -a n -[-à) n oùa£ M. 


2 2 

' Un ~ rfi+ntinn) 1 ~ n 7 (i — ~ + * 1 par application des relations de comparaisons et par opérations sur les 

limites. 


2. u n - Vn 2 +3n-n — 
les limites. 


il ) on „ o a 

■ = — ^ —= * | par operations sur 

Vn 2 +3n+ n Vn 2 +3n + n ./i+l + i n ^ + °° 

3. On a, pour tout «eN*,- ^ ” 2 ^” ^ et > 0 donc par application du théorème des gendarmes, 

u n n ^ +00 ’ °- 

4. u n = 4" -3” + 1 = 4” |l - (|)” + (j)”j + > +00 par opérations sur les limites. 

5. u n = (j)” - (|)" — > 0 par opérations sur les Hmites et car et sont des suites géométriques de 

raison élément de ] - 1, 1 [. 

6. U2n = 0 » 0 et U2n+\ = 2 a 2n+1 . Sia&]~ 1,1[, (W 2 «+i) diverge et les deux suites extraites (U2 n ) et (M 2 «+i ) sont 

de natures différentes donc {u n ) diverge. Si a e ] — 1, 1[, W 2 »+i n +oo ' 0. Les suites (u.2 n ) et (M 2 n+i) convergent 
toutes deux vers 0. D’après le cours, u n — - — * 0. 

Exercice 10.9 I 

Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


L u„ = g n+l 

2. u n = Vn 2 -n - Vn 2 + 1 

3. 


6. = sin^) 


Solution : 

1. Pour tout n e N, -rc « -ncos 2 n « 0 et donc : — — — e ” « 1. Mais liir 
théorème des gendarmes, u n — — — » 0. 

n 2 -n-Vn 2 + 1 ) [Vn 2 - n + Vn 2 + 1 ) 


2. u„ = - V^? + ï = 

1 + i 


Vn 2 - n+Vn 2 + 1 
\ par opérations sur les limites. 

V 1_ » + V 1+ ^ 

3. Pour tout ne N*, —L =£ sml n n 1 « L donc par application du théorème des gendarmes, u n + > 0. 


= 0. Par appHcation du 


v n 2 - n+ vn 2 + 1 


. Un — vrr + nr — n —n-- 


Vn^ + n 2 -n -nj |v rr + n 2 + n +nj 
- -oo par opérations sur les hmites. 


r + n z + n z + n 


377 


5. Pour tout ne N*, — ~ s; 2+4[ n s* ~ et lim -- = lim - = 0. Par application du théorème des gendarmes, 

Un n ^ +co > 0. 

6. Pour tout u e N, U2« = sin(ujr) = 0 et «2n+ 1 = (- 1) ” . On extrait ainsi de{u n ) deux suites de nature différentes. Par 
conséquent, (u n ) diverge. 


Exercice 10.10 ■ <? I 

Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


1. u„ - ncosn + n 2 

2. u„-[l + ^) n oùn>0. 

3. u n — — 


' Vü+ï 


4. u n = 


n>2 


6. = £ - 


Solution : 

1. Pour tout ne N, u n = ncosn+n 2 >n 2 -netn 2 -n- 
u n ► +oo. 


o donc par application du théorème des gendarmes, 


2. u n -[\ + ^) n - e nln ( 1+ «). Mais «ln(l+ ^ 1 ” ^ et lnt y * 1 donc rcln(l + — — ► 1 et u n - 


e 1 - e par opérations sur les Hmites. 


3. u n = -4== - /= — *• 0 par croissances comparées (voir le théorème 10.42 page 371 ) et opérations sur 

Vn+l V"^/l+i «-+oo 

les hmites. 


4. Pour tout n^2, 

du théorème des gendarmes, u n - 
1 _i_ 5 

„3 l + 7? 


3«-l < 3«+cos« < 3n+l t 3n-l _ n 3 ~n _ 


- 3 donc par application 


5. U n - - 


5 n 3 + 


1 5+^ + J 


- | par opérations sur les hmites. 


6. «« = £ = j 1 * 1 car ou a affaire à une somme géométrique de raison \ e ]-l, 1[ (Attention à 

k= 1 2 1 — 2 «-*+oo 

l’indice de départ de la somme qui n’est pas 0). 


ExercicelO.il I 

Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


1. u n = (l + jj)” où «e IR et n > 0. 

2. u„ = (| + ^)” où u > 0. 

3. u n - sin 


5. u„ = fr 

6. u n - 2" sin 


1. u n m (l + f) n = e nln ( 1+ $). Mais «ln(l + f| = fl ln ^ £ + et ^ 1 doue : nln(l + f) a et 

2. = (| + i)” = e nln (2 + «) — . o par opérations sur les hmites et carln(| + — > ln| < 0. 

0 si 3|rz 

3. u n = sin 222 = . -ïÆ. si 3|u + 1 . On peut donc extraire de (u n ) trois sous-suites qui convergent vers des valeurs 

si 3| n + 2 

différentes. Par conséquent, (u n ) diverge. 

4. u n ~ 4 (o° 5)^+3 2 * _ | par opérations sur les hmites et car (0.5”) est une suite géométrique de raison 0.5 e 

]-U[. 
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5. u n -~n — > 0 par croissances comparées (voir le théorème 1 0.42 page 371). 

i sin^Tr 

6. On a ► 1 et A ► 0 donc u n = 2" sin - tt — ► n 

x x^O * n—>+oo z ^ n-+ oo 


Exercice 10.12 ■ I 

Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


= ^ÿrOÙ n> 0. 


2. où « > 0 

3. u„-ln(n+l)-lnn où n>0. 


2-COS il 

n- 1 

5. U n - — -y OÙ « > 0. 

6. u n - ln (e n + 1 )-n 


Solution : 


1. U n 


2n+t~ l) n 
5n+(-l) n+1 


2+tf. 

5+u Ç- 


1 , ,, ln(n(l+l)) ln(l+i) 

2- u n ~ = - j nn — = H J — » 1 par opérations sur les limites. 

3. u n -\u{n+\)-\nn- ln — ln (l + i) + > 0 par opérations sur les limites. 


4. On a déjàmontré que rcsin(i) — — — » 1 donc, comme cos(^) 


5. u n - 


1 par opérations sur les limites. 


cos0= 1, 



6. u n - ln (e n + 1) - n - ln {e n (1 + e n ))-n- ln (1 + e n ) + » 0 par opérations sur les limites. 


Exercice 10.13 1 9 

Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


1. «„ = (**§*)" 

2. u n - tan(| - -|) où n > 0 

3. u n - Vl-3n+n 2 où n > 2. 


5. u n = \J2 + (— 1)” 

6- U n - 


Solution : 

1. Pour tout n e N*, 0 =£ =£ (5)" et ^lim J^-j = 0 donc par application du théorème des gendarmes, 

u n n ^ +oQ > 0. 

2 . u n - tan (| - -|) + » +00 par opérations sur les Umites. 

3. u n - Vl-3n+ n 2 - n^J ^ + 1 + > +00 par opérations sur les Umites. 

4. Pour tout n > 1, =£ « „ + ™”n+i ^ ^ 1PÂ et ^1™ ~~ - ^lim — - - = 0 donc par application du 

théorème des gendarmes u n — — — * 0. 

5. Pour tout n^O, {/T s; u n - \/2 + (-l) n \/3 et \/3- e^r — - — * e° = 1 donc par apphcation du théorème des 

gendarmes u n — -j— + 1. 

6. Pour tout n~»2, s; u n - =£ y-y et ^lim — ^ - ^lim ^ = 1 donc par application du théorème des 

gendarmes u n + > 1. 

Exercice 10.14 ËH W I 

Soient (u„) et (v n ) deux suites réelles telles que u 2 n + u n v n + v 2 n — - — ► 0. 

Démontrer que (u n ) et (v n ) convergent vers 0. 
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Solution : Soit ne. N. Comme u 2 n + u n v n + v 2 n = (u n + v n ) 2 -u n v n = (u n - v n ) 2 + 3 u n v n , la limite des deux dernières 
quantités existent et vaut 0. Par conséquent : u n v n = \ ((( u n + v n ) 2 +3 u n v n ) - [(u n + v n ) 2 - u n v n )) + > 0. On en 

déduit que u 2 + v 2 n — - — ► 0 ce qui n ’ est possible que si u n — - — ► 0 et v n — - — ► 0. 


Exercice 10.15 I9W H 

Montrer que la suite (cos [n)) diverge. 


Solution : Supposons que (cos n) converge vers une limite £c.\ R. La sous-suite (cos (2 ri)) converge donc vers la même 
limite £. OrV«e N, cos2« = 2 cos 2 n-1, donc en passant à la limite, on obtient: £ = 2ê 2 — l. Donc on a nécessairement 
£- -1/2 ou £-1. D’autre part, VneN, cos(« + 1) +cos(n- 1) = 2 cos «cos 1. Un nouveau passage à la limite donne 
cette fois : 2 £ - 2cos l.£ donc £-0, puisque cosl / 1. On a donc d’une part £ = -1/2 ou £-1 et d’autre part £- 0. Ces 
deux conditions sont incompatibles, donc l’hypothèse de départ, à savoir (cos n) converge, ne tient pas. 


10.9.3 Relations de comparaison 

Exercice 10.16 V 

Soient deux suites (u n ), (v n ) telles que 

@ VneN,0«H^l \/n£N,v n ^l (§ u n v„ - - > 1 

Montrer que (u n ) et (v n ) convergent vers 1. 


Solution : Soit n e N. On a u n v n u n « 1. On peut alors affirmer , grâce au théorème des gendarmes, que (u n ) 

converge vers 1. De même pour (v n ) qui est positive à partir d’un certain rang. 


Exercice 10.17 IÇ 1 

Étudier la suite (u n ) définie pour «ÿ 1 par : 


-SK) 


k 3 k 

Solution : Pour tout k e [1, n}, on a : 2— — > — et pour tout k £ \n+l,2n\, on a : 2 - — s 1. Par conséquent, 



Comme (3/2 ) n + > +oo, par le théorème de majoration, on peut affirmer que \ u n n + — +oo 


Exercice 10.18 I Ç? 

Étudier la suite de terme général 

u n ~Y_ i \fk 
k= 1 


Solution : On a, pour tout n^l, u n > \fn et \fn — — — * +oo donc par comparaison, I u n + -*■ +oo 


Exercice 10.19 I 

Étudier la suite de terme général 



Solution : Pour tout n>l : 


et ^ — — — » 0 donc par application du théorème des gendarmes, I u n + — 0 
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Exercice 10.20 I 

Étudier la suite de terme général 


A 


Solution : Pour tout n>\ : 



y^y — = — = 

et \fn — -j— + +oo donc par comparaison, | 

U n — - +00 1. 


n °° 1 


Exercice 10.21 I 

Étudier la suite de terme général 


Solution : Pour tout n > 1 : 



et 1 donc I u n + — 1 1 par application du théorème des gendarmes. 


Exercice 10.22 I 

Étudiez la suite de terme général 



k k 

Solution : Soit k e [1, n\ . Puisque k s; n, s — et donc 

n+k 2 n 



Donc par application du théorème des gendarmes | u n — +ooj . 


Exercice 10.23 I 

Étudiez la suite de terme général 



Solution : Soit n > 1 et k e [1, n\ . 
d’après le théorème des gendarmes. 


Exercice 10.24 IW I 

Étudier la suite de terme général 



Solution : Pour tout n & 1 : 


os; y y « 

t\ VrtTk t\ vV 


Isfré 



donc par application du théorème des gendarmes} u n — - — > 0 
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Exercice 10.25 I W I 

Étudier la suite de terme général 


“n = L: 


k 2 k 2 

Solution : Pour tout k e il, n 2 l , — — -=• s — 7 donc 

L n 3 + k 2 n 3 + n 4 

n 3 + n 4 ^ 

Mais d’après l’exercice 8.1, k 2 - ” ^ ” +1 É 2n +1 ) donc 

n 2 (n 2 + \){2n 2 + 1) 


On en déduit grâce au théorème des gendarmes que I u n - 


Exercice 10.26 IW ■ 

Soit x e IR* . Étudiez les suites de terme général 


E (nx) E (nx) 

u n = et v n = — 


Solution : Pour tout ne N, on a : E(nx) ^nx< E [nx) + 1 ce qui amène : nx - 1 < E (nx) ^nx. Alors, pour tout ne N*, 
on obtient l’encadrement suivant de u n : 

1 

x--<u„<x. 


On conclut grâce au théorème des gendarmes que [u n ) converge vers x. L’étude de (%) est similaire, mais il faut 
distinguer deux cas : 

1. Si x>0, alors 


et donc [v n ) diverge vers +00 d’après le théorème des gendarmes. 
. Si x< 0, alors 


E {nx) « nx => > n 

x 

(on change les inégahtés en les multipliant par un réel négatif!) Ici aussi, (v„) diverge vers + 00 . 


Exercice 10.27 IW H 

Soit x un réel, étudier la suite de terme général 

u n = ~2 I- E(à;jO avec ras* 1. 
" 2 k= 1 


Solution : Soit n =3 1. De la même façon que dans l’exercice 10.26, on montre que pour tout k e [1, n\, kx- 1 =S E (kx) « 
kx. Il vient alors que : 

èt (**-!)< èt Etw^Zb 

n k= 1 n fc = 1 n k= 1 

ce qui s’écrit aussi, en reconnaissant des sommes arithmétiques : 


n{n+ 1) _1 
2 n 2 X n 


— £ E(fcx) « - 


On montre facilement que - 


2 


Par application du théorème des gendarmes, on montre que 
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Exercice 10.28 

On considère deux suites à termes strictement positifs, (a n ) et {b n ) qui convergent vers 0. Étudiez la suite de terme 
général 

al + bl 

Un = T~ 

a n + b n 


Solution : Soit neM. Majorons 


ai bi ai bi 

- T~ + 7~ ^ + -r~ ~ Un + b n 

a n + b n a n + b„ a n b n 


Comme VneN, \u n \- u n ^ a n + b n , par le théorème de majoration, il vient que la suite (u n ) converge vers 0. 


Exercice 10.29 ■ W 

1. Montrerque : Vx>0, jc- — < ln(l + jc) < x. 

2. En déduire la limite de la suite de terme général 


u n= n( i+ ^) 


1 . L’inégalité se montre en étudiant les deux fonctions f et g données par f{x) = ln(l + x) - x et g(x) = ln(l + x) - 

x 2 

x+ — sur]0, +oo[. 

2. Puisque V ne N, u n > 0, introduisons la suite (u n ) de terme général v n - ln u n . Alors 

^=f 1 n(l + ^) 

et en utilisant 1 ’ encadrement construit dans la première question, 

"(k k 2 } " k 

£ ta 

et donc, comme \ =1 k= ” ( ” +l) et que X^ =l k 2 - ^ n(n+1) 6 t2n+1) j (voir exercice 8.1 page 318), il vient que : 

(« + 1J (n + l)(2n + l) (n + 1) 


12 n 3 


On conclut en appliquant le théorème des gendarmes, 


et donc \u n -<• \fe . 


Exercice 10.30 ■ I 

On considère la suite (u n ) donnée par : 


où p est un entier strictement positif fixé. 
1. Montrerque: 


Vxe]0,l[, l + x^e x ^ — . 


2. En déduire que : 


3. En déduire la limite de (u n ) puis qu ’ elle est convergente et donner sa limite. 


1 . Il suffit d ’ étudier les fonctions f : 
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2. Soit x > 1. On a donc ^ e ]0, 1 [ et, par application de l’inégalité précédente, il vient que : 


3. Pour tout k £ [0, np- n\, en appliquant l’inégalité précédente à x- n + k>\, on obtient : 


, n+k+1 1 

ln r~ * — t 

n+k n+k 


n+k 
n+k- 1 


ce qui s’écrit aussi : 

ln [n + k + 1) - ln [n + k) « ln [n + k) - ln [n + k - 1) 

n+k 

Sommons maintenant ces inégalités pour k variant de O à np - n. On reconnaît des sommes télescopiques et on 
obtient : 

ln(rcp + l)-lnrc^ u n s£lnrcp-ln(«-l) 

Mais \n[np + 1) -\nn = ln(p+ + > lnp etlnnp-ln[n- 1) = ln n P ^ = ln — — — > lnp. Enfin, par 

n 

application du théorème des gendarmes, on obtient : u n + » ln p 


Exercice 10.31 I9W H 

On considère une suite (u n ) vérifiant : 

k 1 

Vfce N*, Vrce N*, O + - 
n k 

Montrez que la suite [u n ) est convergente, et déterminez sa limite. 


Solution : Soit ne N*. Posons k - E[y/n). D’après l’énoncé, on obtient l’encadrement 

„ E[y/n) 1 

O ^ U n ^ + — 

n E[\/n) 

Mais puisque E[y/n) yfn < 7{sfn) + 1, on obtient l’encadrement 

y/n - 1 < E [y/n) « y/n 


Donc, on al ’ encadrement suivant pour u n valable pour n & 2 ; 




y/n- 1 


Si n^ 4, yfn - 1 ^ y/nl 2 et donc. 


3 

Mn> A, O « u n — — 

y/n 

Puisque la suite [31 y/n) converge vers O, et que V/îs4, \u n \ =£ 31 yfn, par le théorème de majoration, on en déduit que la 
suite [u n ) converge vers 0. 


10.9.4 Suites monotones et bornées 

Exercice 10.32 V 

En utihsant le théorème de la limite monotone, prouver la convergence de la suite de terme général : 
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Un = U-" !" 


Solution : Soit ne N. - 2 ( n +\)+\ J < 1 donc (u n ) est décroissante. De plus [u n ) est positive et donc minorée 

par 0. Par application du théorème de la limite monotone, (u n ) est convergente et sa limite est positive. 


Exercice 10.33 ■ I 

Étudier la convergence de la suite de terme général : 


Un=t—. 


Solution : Soit n e N* . Calculons 

( 1 1 1 ^ 1 W 1 1 

u n+i Un ~[ n + 2 + '" + 2n + 2n + l + 2n + 2) [n+l + n + 2* 
Par conséquent, (u n ) est croissante. De plus 


2 ni 2(2n+l)(n+l) 


donc (u n ) est minorée par 1. Cette suite converge d’après le théorème de la limite monotone. 

Exercice 10.34 ■ 

En utihsant le théorème de la limite monotone, prouver la convergence de la suite de terme général 




Solution : Soit n e N* . On a : 

U n + 1 ~Un = 

11 1 M 1 1 | 

n+1 + 2(rc+l) + ‘" + (n+l)(n+l) [n + 2n + “' + n.n) 

t 1 1W 1 il T 

= 

r- - U + i + ... + - + ô 

l.w+1 n)[ 2 n) {n+ 1) 2 

= 

Il 11-1 1 

I 1 H h ... H I 1 — 

l 2 nJnCn+1) 0 n+1 f 

1 1 


n{n+ 1) (n+1) 2 

« 

1 

n(n + 1) 2 

« 

0 

car 1 + - + — >1. Donc (u n ) est décroissante. Elle est minorée par 0 et donc elle converge d’après le théorème de 

la hmite monotone. 



Exercice 10.35 ■ 

Étudiez la suite de terme général 


A 2fc— 1 

Un — n ôt 


Solution : Majorons pour ne N*, 


u n + 1 2n+\ < 

u n 2n + 2 


Par conséquent, la suite (u n ) est décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle converge d’après le théorème de 1 
limite monotone. 


Exercice 10.36 I 

Étudier la convergence de la suite de terme général : 
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Solution : Soit neN. 


(n+l)n!-n(l!+...+n!) ra!-n(l!+...+(n-l)!) -n(l!+...+(n-2]!) 


donc (u n ) est décroissante. De plus (u n ) est positive et donc minorée par 0. Par application du théorème de la limite 
monotone, (u n ) est convergente et sa limite est positive. 

Exercice 10.37 I 

Soit (u n ) la suite de terme général : u n -(l + a) (l + a 2 ) . . . (1 + a n ) avec 0 < a < 1. 

1. Étudier les variations de cette suite. 

2. Prouver l’inégalité : 

VxgIR, l + x^e* 

3. En déduire que la suite (u n ) est convergente. 


Solution : 

1. Soit neN* . On a: = (l + a n+1 ) > 1 donc [u n ] est croissante. 

2. Il suffit d’étudier la fonction f : j ^ ^ q + • 

3. Appliquant n fois l’inégalité précédente avec succssivement x- a, x= a 2 , ...,x = a n on obtient : 


u n = (1 + à) (l + a 2 ) . . . (l + a n ) < e a e a e a . . . e a " = e a i -a ^ eT=â 
Lasuite [u n ) est donc majorée et en appliquante théorème de la limite monotone, on en déduitque ( u n ) converge. 


Exercice 10.38 Moyennes de Cesâro 

Soit ( u n ) une suite croissante de limite l £ IR. Pour tout n > 1, on pose 

U1 + U2 + .... + U n 

V n = • 

n 

1. Montrer que (v n ) est croissante. 

2. Montrer que {v n ) est majorée et en déduire que (_v n ) est convergente vers un réel L. 

- U n + V n 

3. Etablir que V n>l, V2 n > — ^ — • 

4. En déduire que l = L. 

La suite (v n ) s’appelle la suite des moyennes de Cesâro de la suite [u n ) et on vient de prouver le théorème de Cesâro 
dans le cas particulier où la suite (u n ) est croissante. 

Solution : 

1. Soit neN*. 

UUn+l -iUi + U 2 + ...+ U„) ( U n+ 1 -u n ) + (Wn+l “ U n -l) + . . . + (W„+i - U 2 ) + ( U n +i - î<o) 

Vn + 1 ~ V n — ; rr — ; rr 

nin+1 ) n(n+ 1) 

Mais la suite (u„) est croissante, et donc u n + 1 3= u n 3= u n -\ ^ ... ^ u 2 > u\. Il s’ensuit que : (u n +i - u n ) + 
[u n+ \ - u n -\) + . . . + [u n+ \ - u 2 ) + {u n + 1 - Mi) & 0. Enfin : v n+ \ - v n > 0 et (v n ) est bien croissante. 

2. La suite ( u n ) est croissante de limite l £ IR. Donc l majore iu n ). Il vient alors, pour tout ne N* : 

Ml + M? + .... + U n ni 

V n = « — -l. 

n n 

(v n ) est donc majorée et comme elle est croissante, par application du théorème de la limite monotone, elle 
converge vers un réel L =s Z. 

3. Soit n*s 1. 

_ Mj + . . . + U n + U n +1 + ■ ■ ■ + U 2 n _ Ui+... + U n U n +1 + ... + U 2n _ V n U n+ i+... + U 2 n 


V2 n=~ 


2 n 


2 n 


2 n 


2 n 


Mais comme (u n ) est croissante, pour tout i e [1, n\, u n+ i & u n et donc : 

U n+ i+... + U2n ^ U n + ... + U n _ UU n _ U n 


Finalement, on a bien : v 2n > 
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4. Par passage à la limite dans l’inégalité précédente, on obtient : L =3 ^ ce qui amène L >1 et comme on sait que 
L ^ l alors L = l. 

Exercice 10.39 IW 

Soit (u n ) une suite réelle et pour tout ne N*, on considère u n = — . La suite {v n ) est la suite des moyennes 

de Césaro de la suite (u n ) (voir l’exercice 10.38). 

1. On suppose que (v n ) converge. Est-ce que (u„) converge ? 

2. Si on suppose que (u n ) est croissante, montrer que (u n ) converge si et seulement si [v n ] converge. 


Solution : 

1. Considérons la suite (u n ) de terme général u n = (-\) n . Alors, pour tout ne N* : 


v n = 


si n est pair 
si n est impair 


Il est clair que ( v n ) converge. Pourtant (u n ) ne converge pas. La convergence de (v n ) n’implique donc pas celle 
de (u n ). 

2. Le sens direct consiste en le théorème de Cesaro (voir l’exercice 10.38). Prouvons la réciproque. Supposons que 
(u n ) converge vers une limite L e IR. 

Comme (u n ) est croissante, d’après le théorème de la limite monotone, il n’y a que deux possibilités : 

(a) Si la suite (u n ) est majorée, alors on sait que (u n ) converge vers une limite Unie l' e IR. Mais d’après le 
théorème de Cesâro, (v n ) converge également vers l' . Par unicité de la hmite, l-l'et donc (u n ) converge 
vers l. 

(b) Par l’absurde, si la suite (u n ) n’est pas majorée, alors (u n ) diverge vers + 00 . A partir d’un certain rang la 
suite (v n ) est donc positive. Mais d’après l’exercice 10.38, à partir d’un certain rang, on a : 


V2 


Un + Vn 
2 


U n 

~ 2 ~' 


Donc V2n + * +00 par application du théorème des gendarmes et nécessairement : v n + » +00 ce qui 
vient contredire notre hypothèse, donc (u n ) ne peut être majorée. 


Exercice 10.40 I 

On pose, pour tout ne N*, 

1 x 3 x 5 x ... x (2n — 1) 

Un ~ 2 x 4 x 6 x ... x (2 n) 

1. Montrer que (u n ) converge. 

2. On considère, pour tout ne N*, la suite (v n ) de terme général : v n = (n+ l)u 2 n . Montrer que (v n ) converge. 

3. En déduire la limite de (u n ). 


Solution : 

1 . Soit ne N*. On vérifie facilement que 


u n + 1 _ 2n + \ 
u n 2n + 2" 


par conséquent < 1 et (u n ) est donc décroissante. (u n ) est de plus positive et donc minorée par 0. Il s ’ ensuit 

u n 

d’après le théorème de la limite monotone, que (u n ) est convergente. 

2. Soit ne N*. 

v n+ i _ n + 2 l u n+1 \ 2 _ n + 2 (2/2+ l) 2 _ 4n 3 + \2n 2 + 9?î + 2 . 
v n n+l \ u n ) n + l2 2 (n+l) 2 4n 3 + I2n 2 + 12n+4 

et (v n ) est décroissante. Elle est aussi minorée par 0 et comme précédemment, on peut alors affirmer qu’elle est 
convergente. 


3. 


En partant de l’égahté v n — (n + 1) u 2 n , on obtient que u n = 
(u n ) et | lim u n — 0 | . 


Comme ( v n ) converge, il en est de même de 
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Exercice 10.41 ■ W I 

Etudier la suite u n = thl + th2+ ... + thra-lnchra. 

Solution : On commence par remarquer que x < — ► lnchx est une primitive de thx. La suite u n est croissante : 

u n+ 1 - u n = thrc + 1 - in chn + l+ lnchra = thrc + l- J' thxdx. Or x < — ► thx est croissante sur [n,n + 1] donc 

Vxe [n,n + \], thx=sthrc+l donc £ thxdx« J thn+ldx soit u n+ i-u n >0 : la suite (u n ) est croissante. 

Pour les mêmes raisons, th/c ^ J thxdx donc en sommant pour k variant de 1 à n, Y thk J thxdx soit 

u n ln | cl ^+ 1 j -lnchl. La suite converge vers e, donc la suite ln ^ c ^ + 1 j -lnchl converge vers 1 -lnchl. 

Elle est donc majorée. La suite u n est donc croissante et majorée, elle est convergente. 


Exercice 10.42 ! W ■ 

On considère une suite d’entiers (q n ) strictement croissante avec c/q s 1. On définit la suite (u n ) de terme général 

n k i 

-»=! nf 

fc= o ]=o O] 

Montrer que (u n ) converge. 

Solution : On vérifie que la suite est croissante. Pour tout n e N, on a : 


Un+\ — Un — O — > 0. 

7=0 C H 

Ensuite, comme (q n ) est strictement croissante, on peut affirmer que pour tout k & 1, on a q^ ^ 2. Par conséquent, 

" 1 1 — ( l /2)” +1 

Un^Y—r- « 2 

£T 0 2 k 1-1/2 

La suite (u n ) est croissante et majorée, elle converge d’après le théorème de la limite monotone. 

Exercice 10.43 I9TO H 

Soit une suite (u n ) bornée vérifiant : 

V«eN*, 2u n « m„+i + u n -i 

On définit une suite (v n ) en posant pour ne N, v n = u n+ \ - u n . Montrez que la suite (v n ) converge et calculez sa 
limite. 

Indication 10.5 : Montrez que la suite (v n ) est croissante et majorée. Montrez ensuite par l’absurde que sa limite vaut 

0. (on pourra sil> 0 minorer (u n ) à partir d’un certain rang par une suite qui diverge vers +oo). 


Solution : On calcule pour n^l, 

V n ~ V n - 1 = U n +l ~2u n + U n -i > 0 
et donc la suite (v„) est croissante. On suppose de plus que (u n ) est bornée : 

IMeM : VneN, 

Donc 

VneN, v n - u n+ i - u n « M + M=s 2M 
La suite (v n ) est donc croissante et majorée par 2M. 

D’après le théorème de la limite monotone, la suite (v n ) converge vers une limite finie l e IR. 

Montrons par l’absurde que l - 0. Supposons que l / 0 et étudions les deux cas suivants : 

1. Si l > 0, en posant k - -, puisque k< l, il existe N g N tel que pour tout ns* N, v n > —. Mais alors pour nÿN+1, 
on a : 

l l l 

M^«n-l + -^M n -2+2-S-SU N + («-N)- 


l l 

On a alors w n = un -N- + n- - 
(u n ) était bornée. 


o et donc u n - 


x>, ce qui est impossible car on a supposé que la suite 


2. Si l <0, on montre qu’à partir d’un certain rang, Mais on majore alors (u n ) par une suite qui diverge 

vers -oo ce qui est impossible. 
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Multimédia : animation avec un exemple pour illustrer les suites de cet exercice 
précédent 

Exercice 10.44 I9W I 

Soient deux réels a® > 0 et bo > 0. On définit deux suites [a n ) et (b n ) par les relations de récurrence : 

VrceN, a n+ i = a„b n b n + 1 = g ” + 

1. Montrer que V ne N* , a n ^b n . 

2. Montrer que (ci n ) et [b n ) sont monotones à partir du rang 1 , qu ’ elles convergent et qu ’ elles ont la même limite. 


1. On montre par récurrence que : \/n e N, a n > 0 et b n > 0, ce qui montre que a n et b n sont définis pour tout n e N. 
De plus : 

V«eN, a n+ i = s/ch.'Jb'n « \fb~ n ) = b n+ i 
ce qui montre que :Vne N*, a n ^ b n . 

2. Soit n > 1. Calculons 


(on a utilisé que a n « b n ). Donc Vnsl, a n+ \ ÿ a n et b n+ \ ^ b n . On a alors prouvé que (a n ) est croissante et (b n ) 
décroissante. Puisque 

«i ^ • • • «s a n - 1 ^a n ^b n ^ b n -i ^ ... b\ 


La suite (a n ) est croissante et majorée par b\ . Donc elle converge vers le K. De même, la suite (b n ) est décrois- 
sante et minorée par a\, et donc elle converge vers l' e IR. De plus, la suite [a n+ \) est extraite de (a n ) et elle 
converge donc vers l. De même, la suite extraite (fo«+i) converge vers l' . En passant à la limite dans les relations 
de récurrence, on obtient : 

l — VTF et i = — — — 

2 

De la deuxième, on tire que 1=1'. 

Les deux suites convergent donc vers la même limite. 


| Remarque 10.17 Cette exercice peut être aussi traité en montrant que les suites (u n ) et (v n ) sont adjacentes. 


10.9.5 Sommes géométriques 

Exercice 10.45 H 

Étudier la convergence de la suite de terme général 


u n = - 1 + 1+-+ 1+- +...+ 1 + - 



Soit (a, 6)eR 2 . On considère la suite [u n ) donnée par : 


{ uq = a, u\ = b 
U n +2 = \ (U n + 1 + U n ) 


Pour tout ne N, posons de plus : v n = u n+ \ - u, 
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1. Montrer que (v n ) est une suite géométrique. 

2. Calculer, en fonction de n, la somme S„ = v^. 

3. En déduire, pour tout ne N, u n en fonction de n ainsi que la limite de [u n ). 


1. Soit neN.Ona: 


Vn+l _ u n + 2 — Un + 1 


- {U „+ 1 + U n ) - U n+ 1 


^ U n + 1 - U n U n +l ~ U n 

de raison — . Son premier terme est vq = u\ - uq - b- a. 


- = — .La suite ( v n ) est donc une suite géométrique 


2. On en déduit que pour tout n e N, v n = [b - a) | - - j . Soit ne N. On calcule : 


3. Par télescopage, on a aussi S„ = Ljt=o v k~ u n~ uo et donc u n - - 


+ a. On en déduit que 


10.9.6 Suites adjacentes 

Exercice 10.47 

Montrer que les suites suivantes (u n ) et ( v n ), données par leur terme général, sont adjacentes : 
f ^ 1 1 
L = et Vn = Un + -^\ 


" 1 


1 


Solution : 

1. La suite (u n ) est clairement croissante et u n -v n > 0. Il reste à montrer que (u n ) est décroissante. Soit ne N. 

On a 

11 11 1 -n 

Vn+ 1 - Vn = Un+1 -U„+ — - — = 2- — - — = — < 0 

(n+1)! n\ (w+1)! n\ («+1)! 

dés que n > 1 et donc (v n ) est décroissante. 

2. La suite [u n ) est clairement croissante et u n - v n * 0. Montrons que [v n ) est décroissante. Soit neN.Ona: 


v n + 1 ~ v n — u n + 1 — u n + 


1 1 1 1 1 _ n{n+l) + n-{n+lf 

(«+!)(«+!)! n.n\ (rc + 1)! («+1)(« + 11! n.n\ n[n+l)[n+ 1)! 


Exercice 10.48 LJ 

Montrer que les suites de terme général 


sont adjacentes. 


u n = 1+Z 


1 


^ kHk+i) 1 2 

î 

3 n 2 


Solution : La suite (u n ) est clairement croissante. Montrons que (v n ) est décroissante. Soit neN*. 

Il 11 3 + n 2 ~(n+ 1) 2 (-n+1) 


v n +i ~v n = u n+ 1 -u n + - 


3{n+ 1) 2 3 n 2 « 2 tn+D 2 3(n+l) 2 3 n 2 3n 2 in+\) 2 3n 2 (n+l) 2 

et cette quantité est négative ou nulle dés que n> 1. Par suite iu n ) est décroissante. Il est de plus clair que v n -u n 
^ — 2 + * 0 et les deux suites sont donc bien adjacentes. 
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Exercice 10.49 I Constante d’Euler et développement asymptotique de la série harmonique 


Pour tout ne N*, on considère le terme général H„ de la série harmonique 

k= 1 K 

1. Montrer que V ne N* , 

2. En déduire que H n — - — ► +oo. 

3. Prouver 1 ’ inégalité : V f e ] - 1 , +oo [ , ln(l + fl « î. 

4. On introduit les suites de terme général, pour tout ne N* : 

u n — H n — ln (n + 1) et v n - H„ - ln n 

Montrer que [u n ) et [v n ) sont adjacentes. 

5. Montrer qu ’il existe un réel y e ]0, 1 [ tel que : 

H„=lnrc + y + o (1) 

Le réel y est appelé constante d’Euler et cette égalité donne les deux premiers termes du développement asymp- 
totique de la série harmonique. 


Solution : 

1. SoitneN*. 


„ „ 1 1 11 1 n 1 

H 2n — H/z — 1 h ... H h ... H — — — 

n + 1 n + 2 2 n 2 n 2 n 2 n 2 

2. La suite (H„) est clairement croissante. Par application du théorème de la limite monotone, on peut affirmer que 
soit elle converge vers un réel l soit elle tend vers +oo. Si (H „) convergeait vers un réel l alors il en serait de 
même de toute suite extraite et donc H 2 „ + > l. Par opérations sur les limites, on aurait alors : 


0 - l-l- lim H 2 „ - H„ ^ - 


ce qui est absurde. Par conséquent (H„) diverge. 

3. Il suffit d’étudier la fonction f : j ^ l’+°°[ 

4. Soit n € N* . 


n+1 n + 1 n + 1 


i+i ) n + 1 n+1 


donc [u n ) est croissante. De la même façon : 


n+1 n+1 n+1 l. n+1) n+1 n+1 


et [v n ) est décroissante. De plus : 


n+1 ( 1\ 1 

v n - u n - ln = ln 1 + — » 0 

n \ n) n n^+oo 


Les deux suites sont donc bien adjacentes et elles convergent vers une même limite y e IR. 

5. Comme ui-1- ln(2) > 0 et V\ = 1 - lnl = 1, on a nécessairement y e ]0, 1[. Par ailleurs, comme (_v n ) admet y 
comme limite, pour tout n e N*, 

H„ - ln n - y = v n - y + » 0 

et donc : H„ = ln n + y + o (1) . 
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Exercice 10.50 ■ W I 

On considère la suite de terme général 

1 1 (- 1 )” 

u n = 1 - - + + - — — 

2! 4! (2n)! 

Montrez que les deux suites (u 2n ) et (u 2n +\) sont adjacentes. En déduire que la suite (u n ) converge. 


Solution : Soit n e N* . On a : 

Un k cw 


Donc 

(-l ) 2n+2 , (-1) 2 " +1 1 

ï n 

ln (2(2n4-2))! (2(2n4- 1))! (4n + 4)! (4n4-2)! " 

et (u 2n ) est alors décroissante. De même : 


(-lfn+3 (-i) 2 "+ 2 1 

]_ >0 

u 2(n+l)+l U 2n+ 1 u 2n+ 3 U 2n+1 (2(2n + 3))! + (2 ( 2 n + 2))! (4n + 4)! 

(4n4- 6)! " 

et («2n+i ) est croissante. Déplus : 

(~l) 2n+1 

u 2n + l M2 "- (2(2 „ +1))! ^r°- 


Les deux suites (u 2n ) et (u 2n+ i) sont donc bien adjacentes et elles convergent donc vers 
cours, on en déduit que (u n ) converge aussi vers cette limite. 

une même limite. D’après le 


Exercice 10.51 B W M 

1. Montrez que les deux suites de terme général 

u n=iL-J=~ 2^1 

k= iVk 

Vn-Y. - 7 = - 2 \/« 
k= 1 Vfc 

sont convergentes de même limite. 

2. En déduire un équivalent simple de la suite de terme général 

Hà 


Solution : 

1 . On calcule pour ne N* : 


— — 2 v n 4- 2 4- 2 v n 4- 1 — — 


Vn+ 1 Vn+ 1 + s/n + 2 

et puisque Vn + 2 =3 V«+ 1, ü vient que u n + 1 - u n s* 0. Donc (u n ) est croissante. On montre de même que [v n ) 
est décroissante. On calcule 

0 « d n - v n - u n = 2[Vn + 1 - \/ïï) = 


/«+ 1 + \fn 

et donc {d n ) converge vers 0. Les deux suites (u n ) et (v n ) sont donc adjacentes et convergent donc vers la même 
limite l e IR. 

2. Puisque Vn e N* , S n = v n + 2 y/n = 2 >Jn ( 1 + Vn J _ , il vient que [s„ ~ 2\fn I. En effet, comme [v n ) est c 

l 2 y/n) | n ^+°° 1 

v n 

vergente, on sait que " 0- 

Exercice 10.52 I W H 

1 . Montrer que les suites de terme général 
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2. Montrer que : V n e N* , — - — gin U + 1 g — . 

n + 1 n n 

3. En déduire que : Vn e N* , u n g ln2 g v n . 

4. Que peut-on en conclure ? 


Solution : 

1. Soit n e IM*. Calculons : 

( 1 1 1 1 1 W 1 1 11 

Ww+l — Un — 1 h ... H 1 1 — 1 h ... H 

l.ra+1 + 1 n+ 1 + 2 n+l+n-1 n + l + n n+l + n+1) l.rc + 1 n + 2 n+n) 

_ 1 1 l_ 

~ 2n + 2 + 2n+l~ n+ 1 
1 

" (w+lH2« + 2) 

donc {u n ) est croissante. De même : 

v n +i ~v n = 


- + ••• + TTT 


1 1 1 
2n + l + 2n + 2~n 
3n + 2 

~2n{n+l) (2/H-l) 

et (v n ) est décroissante. Enfin : v n - u n = lln ► 0. Les deux suites sont donc adjacentes et convergent vers 

une même limite. 


n n+ 1-1 { 111 

n = -ln = -ln 1 S . 

n+ 1 n+ 1 l. w + 1 j n+ 1 


3. On utilise les inégalités précédentes : 

11 1 n+1 n + 2 n+n , (. 

u n a h h . . . + g ln h ln h . . . + ln = ln - 

n+1 n + 2 n+n n n+1 n+n- 1 1. 


, n + 2 , 2n+l , (n + 1 n + 2 

+ ln - + ... + ln — — = ln x x 

n ri + l zn n n+1 2 n \ n n+1 zn j n 

4. Notons l la limite commune aux deux suites. Pour tout n e N*, on a : u n g ln2 g v n donc par passage à la limite 
l g ln2 g l et donc l - ln2. 


Exercice 10.53 H 

1. Étudiez les suites de terme général 


A 1 


2. Montrez que leur limite commune est irrationnelle. 


Solution : Soit n e N* . 

1. La suite (u n ) est clairement croissante. On montre de plus que : 

11 1 
Vn+1 ~ V„ — {n+lHn+l y + fr + iŸin + iy. - n 2 nï ~ 


n 2 + 3n+l 
(n+l) 2 (n+l)\n 2 


Donc {v n ) est décroissante. Comme v n -u n - 1 l(n 2 n\) » 0, les deux suites sont adjacentes. Elles convergent 

donc vers la même limite l e IR. 
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2. Remarquons que comme U 2 = 5/4, V 2 - 11/8, et que 5/4 ^ l « 11/8, l ne peut être un entier. Si l était rationnelle, 
notons la — où p, q e N, q s* 2, on aurait u q < — < v q et en multipliant par qql, il viendrait qqlu q < pq\ < 

qq\uq + — , ce qui est une absurdité car pq\ est un entier. 


10.9.7 Suites extraites 

Exercice 10.54 V 

Soit (u n ) une suite croissante. 

1. On suppose qu’il existe une suite extraite de (u n ) qui diverge. Montrer que [u n ) diverge. 

2. On suppose qu’il existe une suite extraite de (u n ) qui converge. Montrer que (u n ) converge. 

Solution : 

1. Si ( u n ) convergeait alors il en serait de même de toute suite extraite, donc (u n ) diverge. 

2. Comme [u n ) est croissante, d’après le théorème de la limite monotone, soit elle converge, soit elle tend vers + 00 . 
Si ( u n ) tend vers + 00 , alors toute suite extraite de (u n ) tend vers +00 (cette propriété se démontre aisément à 1 ’ aide 
de la définition de la divergence d’une suite vers + 00 ), ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc (u n ) converge. 

Exercice 10.55 Ç 1 

La suite définie par 0 <uo<2 et u n + 1 = \/2 + (-1)" u n est-elle convergente ? 

Solution : Supposons que oui et appelons X la limite. On a lim uz n — X et lim U 2 n +i = A . D’ou X - \/2 + À et 

À = V2-X. De v / 2 + À = V2-X on tire X - 0, ce qui contredit X = V2 + X. La suite u n n’est pas convergente. 

Exercice 10.56 W ■ 

Soit une suite (u n ) telle que les suites extraites [U 2 n ), (t< 2 «+i) et (uj, n ) convergent. Montrez que la suite {u n ) converge. 


Solution : Il existe (/, l' , l") e IR 3 tels que U 2 n + » l, U 2 «+i + » l' et u?, n — > l" . Montrons que 1 = 1'- l" . 

Comme la suite (ue n ) est extraite de la suite (uz n ), elle converge vers l (toute suite extraite d’une suite convergente 
est convergente de même limite). Mais la suite (ue n ) est également extraite de la suite («3,,) et elle converge donc vers 
l" . Par unicité de la limite, l = l". Considérons la suite (M 6 «+ 3 )- Comme elle est extraite de [u 2 n +\ ) et de (« 3 B ), parle 
même raisonnement, on obtient que U = l" . Par conséquent, les suites {U 2 n ) et (« 2 n+i) convergent vers la même limite, 
et d’après le cours, on en déduit que la suite (u n ) converge. 

Exercice 10.57 ■ W Vrai ou Faux 

Soit une suite (u n ) telle queVk ^ 2 les suites extraites convergent. 

Est-il vrai que la suite (u n ) converge ? 


Solution : Faux : On considère la suite [u n ) définie par u n = 1 si n est premier et u n - 0 sinon. Toutes les suites 
extraites («£«) convergent vers 0 mais la suite (u n ) n’a pas de limite puisqu’il y a une infinité de nombres premiers. Ce 
que nous verrons à la proposition 20.16 p. 757. 


Exercice 10.58 1 9 

Etudiez la suite de terme général : 


Indication 10.5 : Étudier les suites extraites (U 2 n ) et (U 2 «+i) et montrer qu’elles sont adjacentes. 


Solution : Soit ne N. Posons : 

2 n 

7Vo — \ 

et Pn = U 2 n +1 = 

2 «+i ( _ 1} fc 


an- 

u 2 n ~ 2-é 

bo kl ' 


La suite (cx„) est décroissante. En effet : 

2 » (-1)* 

(- 1) 2 ” +1 (-1) 2 " +2 

, «211+1 2n+l 

2n+l 

““+ 1 2- U 

k = 0 K - 

£0 kl 

“ {2n+ 1)! 1 (2n + 2)\ ~ 

(_1) 

"" {2n + 2)l 
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et (P„) est croissante : 

2^3 ( _ 1} fc 2n+l ( _ 1} t ( -i)2 B+ 2 ^ ( _ L) 2»+3 2n + 2 2n + 2 

p n+i P n k] 2^ M (2n + 2)\ (2n + 3)\ 1 J (2n + 3)\ (2n+3)f 

(_ 1) 2 »+1 

De plus, fi n -a n - ^ + — — » 0. Les deux suites sont donc adjacentes. Elles convergent alors vers la même limite 

l e IR et donc, d’après le cours comme [U2 n ) et (t/ 2 »+i) ont la même limite l, la suite (u n ) converge vers l. 


Exercice 10.59 ÎW 


1 . Montrer que la suite de terme général 


f Hf 

~ h Vk 


converge vers une limite Unie le U. 

Indication 10.5 : Étudier les suites extraites (S 2 n) et (S 2 «+i) et montrer qu’elles sont adjacentes. 
2. Calculer une valeur approchée de l à 10 -1 près. 


Solution : 

1. Définissons les deux suites extraites (u n ) - (S 2 «) et (v n ) = (S 2 «+i). On calcule pour neN* : 


u n +i -u n = - 


\j2n 4- 2 \/2n + 1 


V2n+2 V2n+3 

donc ( u n ) est décroissante et iv n ) croissante. Si (d n ) = [u n - v n ). 


Les deux suites (S 2 n ) et San+i) sont adjacentes et convergent donc vers la même limite finie l. 
2. Pour tout neN* , l est toujours compris entre S „ etS„+i. Il vientdoncque 


|S„-/|«|S„-S„ +1 | = — 

Pour que S n soit une valeur approchée de l à 10 -1 près, il suffit que 
On calcule alors S99 = -0.6. 


S 10 , c’est-à-dire n & 


10.9.8 Suites équivalentes 

Exercice 10.60 I 

Soient (u n ), [a n ) et (b n ) des suites réelles telles que : 

V n e N, u n - a n + b n et b n — o (a„) 

Montrer que u n ~ a n . 

Solution : Comme b n - o (a n ), il existe une suite (e„) tel que à partir d’un certain rang b n - z n a n et tel que 

z n + » 0. Donc, à partir d’un certain rang, u n = (1 + e n ) a n . Comme (1 + e„) — » 1, on a bien u n n ~ a n . 

Exercice 10.61 

Donner des équivalents simples lorsque n tend vers +00 pour les suites de terme général : 
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1. U n — nn - 1 

sin i + 1 

2. u n = L 

tan — 

3 . u n = \n[n + 'Jn 2 + lj 


4 . M„ = (« + 31n«)e- ( " +1) 
_ n\ + e n 



Donner des équivalents simples lorsque n tend vers +oo pour les suites de terme général : 


1 . u„ p 


1 1 


n -1 n + 1 
2. u n - Vn+ 1 - \/ra- 1 
ln(rc+l)-lnrc 


rc+1 

5. = 


3. w„ = - 


tan 7- 


(sini) sm " - 1 
' —T 
(tan-i) n - 1 


L ~ "- 1 «+ 1 " («-1K»+D " 7 (l-i) 1 (l + ^) i^oofT] ^ (i_lj(i + ^) «-+oo L 

(\/rc + 1 - Vn- l) (\/rc + 1 + Vn- l) 


2. = \Jn + 1 - \/rc- 1 = - 


v/n+l + \/w-l \Æ+î+v/n=î ^(^7X + ^/ÏIX) »- 


\l l+ 7i + \l l - : k n * 


3 . _ ln(ra+ 1) — ta# = «l n (l + 1) ~ |T] par quotient et produit d ’ équivalents . 

tan é n—+oo n^+00 


ln ( 1+ ^) 


ln(rc 2 + l) _ lnrc 2 +ln(l+^) _ lnn 2 1 + ~j^ 


n+ 1 

lnfl + è) 


car ln ( 1 + ~ et donc 


1 +- 

n 

5 . u n -n sin 


--"-fl 


par produit d’équivalents. 
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6. Considérons 


- 1 - e « msm n - 1. 


Comme xlnx — ^ 0 et que sin^ — — — * 0, il vient que : sin ^ lnsin- 
lnsin^ 


a n ~ sin j- lnsin j- 


— . On montre de même que 


lntan-i 


Comme u n = a n lb n , il vient : 


lnsin 1 lnsin - 


° lntan ~ lnsin ^ -lncos^ lncos^ 

lnsin-i 


JH- 


Exercice 10.63 ■ W 

Donner des équivalents simples lorsque n tend vers +oo pour les suites de terme général : 


1. u n - \/n + 1 - \fn 


2. u n = v 7 e n2+n - 1 - 

3. 


" lnn-2n 2 
5. = ln(n! + rc" + 3") 



Exercice 10.64 1 W H 

Donner des équivalents simples lorsque n tend vers +oo pour les suites de terme général : 


1. u n -\n{n+ 1) — lnrc e _ Vn 2 + n + 1 

2 ^ = 2 ^T l ' Un ~ ÿ n 2-n+ï 

3. u n = (n+ 1)°- [n- 1)“ avec ae IR. 2n + 2+ i 

„ .. n 2 + nln(l-e _ ”) 6. = 6 * ” X " (a/i + Infl + shè) - il 

4 ' "" «2TÏ e” tan ^ vv nJ 1 


1. u n = ln [n + 1) - In n = In = In (l 4* |) ^ 
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• Un n 2 + 1 n 2 1 + ^ «-~+oo ” Car l + Jj «-+00 

* “J tn + D - - t«-D- = = "-«"((l + ^f-l) , 

| 2a (n- l) 01-1 1 . Remarquons que si on factorise ainsi : u n = {n+ 1)“ |l - 
u n ~ 2a [n + l) a_1 qui est bien entendu équivalent à l’équivalent trouvé avant. 


s +oc &- 

1 )°' 


1)a ^T 

trouve que 


+ nln(l - e~ n ) 1 + 


I ~ 0 e ' 

1+1 „^+ooL-l 


* '/ré+îî+ï n \A+Î + Î fTI ]/ 1+ n + ^ 

5. u„ - - — r v ~ «3 car- 

^ nifrr^rn-^ 


tFV< 


6. En appliquant les formules usuelles pour les équivalents : |^/ 1 + ln (l + sh - * 1 ) - 1| ~ 

Par conséquent : 


f‘ + + ~ 1 / ; TT i , e 2 3 " + rc 2 + 1 

— i j— U/l + lntl + sh 1 )-! ~ ± 3 t — 

e“ tan 1 vv n > "~+°° 2n e" tan 1 


e 2n ne 2n +oo 


Exercice 10.65 BW H 

Donner des équivalents simples lorsque n tend vers +oo pour les suites de terme général : 

1. it„ = 2« 4 (l-cos 1 )ln(l+ ijtanj^-) 5 un J n + k \ (jfceN) 

2. u n = ln(5 + n 2 + n)~ ln(n 2 -n + 3) V k I 

3. u n — - 


= vn + 


+ 1- Vn + 


in, /km 1 

V « -cos-— 
\fn 


Solution : 

1. u n = 2n 4 (l-cos 1 )ln(l + ^tan^j ~ 2n 4 x x ± x ^ f par applications des formules usuelles. 

2. Écrivons en utilisant les propriétés du logarithme : 


n 2 + n + 5 , n 2 -n + 3 + 2n + 2 ( 2n + 2 1 2n + 2 

u n - ln — = ln ; = ln 1 + 

n 2 -n + 3 n 2 -n + 3 l 

2n 1 + 1/n 2 


n 2 -n + 3 n 2 1 - l/n + 3/n 2 

lorsque v n -* 0. Finalement u n ~ - 


n + 3 J n-+oo n 2 - n + 3 
0 et on peut utiliser l’équivalent usuel ln(l + v n ) 


n+ \fn n 1 + 4= n^+oo' 1 l+-4= «-+«> 


4. En utilisant deux fois les quantités conjuguées, écrivons : 


vu 


(\/n + v^+ï+v/n+v/n 2 -!] (\/n 2 + 1 + Vn 2 - l] W » M; » 


Ensuite, on cherche un équivalent de chaque facteur du produit. En factorisant les termes dominants dans les 
sommes, écrivons 


v n = \/n 



Comme le crochet tend vers 2\[2, il est équivalent à cette limite non-nulle et finalement v n ~ 2\[2n. 
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De la même façon. 


w n -n\\ll + -K + \ l-—ÿ\ 


1 


et finalement, 

n+k\ ( n+k)\ [n+k){n+k-\)...{n + 2){n+\) 


«-+00 2n\f2n 


5. u n - 


klnl 


kl 


= ^( l+ i)x( 1 + tl)x...x(l*i)K< l *l) j ^^ car(l+f)x(l + ^)x...x(l + f)x(l + i)-_ 

1. 

6. Écrivons d’abord 


U n = (e 0n - 1) + (l -cos -^=) =a n + b n 
0 „ = sin ^ n ~ +oo ^ —* 0 


et d’après l’équivalent classique de l’exponentielle, a„ ~ W . En utilisant l’équivalent classique du cos- 
inus, b n ~ Mais puisque — ~ — ► 0. h„ = o (a n ) et donc, par application du résultat 

n^+oo 2 sfn a n «-+oo 2\fhm n ~ + °° 

prouvé dans l’exercice 10.60 : 


Exercice 10.66 ■ I 

Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pour étudier la convergence des suites suivantes. 


L = T 

2. u n - rcsinln(l + i) 


3. u„ = (e lln ) 


„->raln(cos(l/n)) 


4. Un-ntnn 

5. u n - rc(\/l + sin(l/ra) -cos(l/rc)) 

6. u n = n 2 ^r 


Solution : 

1. Comme 5 n - o (n!) et n 4 - o {nl),ona:u n — - — >[0]. 

2. In (l + Aj ~ A e t donc : ln (l + A) — — — * 0, ce qui permet d’écrire : 

u n - rcsinln(l + A) ^ ~ rcln(l + A)^~ ^ = 1 et u n | » [T]. 

3 . Un = = gta(cos(l/»H _ cos (!/„)__. [j] . 

1 ln n 

4. u n = nüm = el ï» = e. 

5. Ecrivons 


avec 

et 


a n = \/l + sin(l/rc) - 1 


2 n 


b n = 1 -cos(l/«) 


2 n 2 


Donc puisque b n - 
b n + d n ^ ~ a n ^ 


(ci n ), , par application du résultat prouvé dans l’exercice 10.60, 
— . Par conséquent u n ~ 
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6. u n = n 2S1 n n = e 2S1 "" lnn triais pour tout n> 0, « sin n^j 1 « ^ (car sin est à image dans [-1,1] et que 

Inn/n ^ 0 si ri & 1 ) et 0 car \nn - o («). Donc par application du théorème des gendarmes, 

sin — — — » 0. Par composition, u n — — — * e° = |T~| . 

Exercice 10.67 [ <2 

Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pour étudier la convergence des suites suivantes. 


1. u n = (l + sin^)” 

2. u n - (5n+ l) 2 3 ln^l + 

3 - Un = n2 yJ ln ( 1+ 7déTï) 


4. u n = 5"tan(^r) 

5. u n = \Jn 

, , ^ ÏÏTT 

6. u n -n ln 


nln^l + sin-J ~ rcsin- - 

Par conséquent u n — — — * \ë\. 

2. u n = (5n+ l) 2 to(l+ 


3 - U n = n2 ]/H 1 + -^ l) ^~oc î 7^0 

4. = 5”tan(^r) ^ ~ 5”^ - 7t donc u n - » [jt]. 

5. Un-s/n-e^ mais \nn= o (n) donc ^ ^ + ’ 0 et par composition u n - 

6. Écrivons pour n e N : 


■°=[3 


e — *■ 0, ln(l + — — ) ~ 2 ~ — et donc u n * [ï~L 

n-1 n^+oo n- 1 n-+oo u-1 «-+«> n «^+oo ' — ' 


Exercice 10.68 I 

Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pour étudier la convergence des suites suivantes. 


1. u„ = n 2 [yj 1 - - 1) 

2. u n - — ) où xe IR. 

3. u n - (l + ^)” où a g IR. 


5. u n = \j n+ \J n+\/7i- \fn 


Solution : 

1. u, 


■" = ' i2 (v /r -w- *) = " 2 (f 1 - ?) ! - ') * vf 


2. La suite est définie à partir d’un certain rang (n S* E(x) + 1). Écrivons-la sous forme exponentielle : 

î -„>»(—) 

u n -e \n-x> = e 1 n > = e 1 n) 

Comme * 0, on peut utiliser les équivalents classiques et alors -nln|l ) n ~ x et donc Un + * | e x \ . 

3. u n - (l + f)” = e nln ( 1+ #) mais nln(l + ~ uf - a donc u n ^ - > \ e a | . 

4. Pour tout n & 1, 
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mais n\n(\ - ~-j=-r) ~ fc -1 donc u n ►! l/e I. 

V tn+i-i n _ +00 2n+l n->+ oo n->+ oo 1 1 

5. En utilisant les quantités conjuguées, puis en factorisant en haut et en bas par y/n, on trouve que \/n>0, 



j7î — mais ((!)") et (d)” +4 ) sont des suites géométriques de raison | e ] — 1, 1[ et donc 
elles convergent vers 0. On obtient alors u n — - — ► | 5 4 | . 


Exercice 10.69 I 

Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pour étudier la convergence des suites suivantes. 


1. 

2. 

3. 

4. 


u n = n[e sm (n) - lj + (lnn) n 
u n = Vn 4 + 4- n 2 


Un = 
U n — 


\/ n 4 + 4 - n 
cos n - n 2 
2 n + nsinn 


Uos(l/«) ) 


6. u n — ^1 + y'TTÏ] 


Solution : 

1. D’une part, n[e & ^ -l) nsin(2) n \ = tu. D’autre part : (ln n)* = et l -^ = 

— =*■ - ► 0. Finalement (ln n) H — ■ e° -1 et : u n — | n + 1 1 . 

2. Pour tout ne N ; 


u n — v n 4 + 4 - n 


3. Pour tout ne N : 


u n - v n + 4 


[Vn 4 + 4- rc 2 j [Vn 4 + 4 + n 2 j 4 

Vn 4 + 4 + n 2 Vn 4 + 4 + n 2 

(v / rc 4 +4-n) (v / ra 4 + 4 + «) Vn 4 + 4-rc 2 




V n 4 + 4 + n vn 4 + 4 + n 

En utilisant la question précédente, le numérateur tend vers 0 et il est facile de montrer que le dénominateur tend 
vers +oo. La suite tend donc vers |~Ô~| . 

cos n 

cos n — n 2 n 2 »,2 

4. u n = ; . Mais, en utilisant le théorème des gendarmes et les croissances comparées, 

2 n + nsinn 2 n 1 | nsinn 

on montre facilement que + » 0 et n ™ n + » 0. Par conséquent, comme n 2 = ^ js (2”), il est clair 

que u n — - — ► [5], 

5. Écrivons u n - e an avec 


f l 1 ( 1 cos- 

Y = nln H — — = — — 


et comme 1 - cos 


n n—>+oo 2 n 2 n- 


ycos — 

= o I-— ], il vient que 


1 1 


Et par conséquent, 
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a n ~ let » n -> - 


6. U n 

même de u n . 


( 1+v Æ7î)” = /4 + ' /ïï *)« l + + f — — ► 2 donc rcln^l + y^l + f j — — ► +oo et il en est de 


Exercice 10.70 BW H 

1 . Soit la suite de terme général 


Montrez que u n „ ~ e n . 

2. Trouvez un équivalent de v n = XJL 0 ^ c " 




Solution : 

1 . On met e n en facteur dans la somme : 


u n =J^ ^ = e " 2 [ e " 2 + e 1 " 2 + e 2 * " 2 +... + e {n 1,2 " 2 + 1] . 
0 « e - " 2 + e 1- " 2 + e 22- " 2 + . .. + e ( - n ~ 1)2 ~ n2 « rce tra-1)2- ” 2 = ne _2 " +1 — 


Mais pour tout k e [ 0 , n - 2 ] , - 




n\ n[n-\)...(ji-k+\) n[n- 1) 


t, 1 fc! _ 0[ (n-2)! (n-1)! < n-l 12 

k^x) n\ n\ + "' + ni + ni " n(n-l) + n n 


et d’après le théorème des gendarmes, fi + » 0. En conclusion I u n ^ ~ ni I. 


Exercice 10.71 BW I 

Trouver un équivalent de 


= \/\/n + 1 - \/ïï + 1 / — — 

V V n +1 rc + 2 


Solution : Écrivons 


e a n - \J Vn+l - \fn et b n = m E - On trouve les équivalents 

K-J 1 - i 

y (n+l)(n+2) n-+oo n 


î ( 1 î U l 

a„ = /i* (1 + -)Z-1 ~ - 

l n ) »-+»^ n è 


Donc u n - a n + b n avec b n = o {a n ) et il vient que u n ~ 


y /2 « 4 
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Exercice 10.72 mW I 

On considère une suite (u n ) définie par uq > 0 et 

Un 

VneN, u n +i- 

1 + u„ 

En étudiant la suite (1 lu n ), montrez que u n ~ 1 In. 

Solution : La suite (v n ) de terme général 1 lu n est arithmétique puisque pour tout ne N, v n +i - v n + l. On a donc pour 
toutneN, v n = vq + n et il vient que v n ^ ~ +oo n - En prenant l’inverse, on obtient que :\u n n 1/ ni. 


Exercice 10.73 W I 

On considère la suite définie par : 

S w =l + U+ - + ll...l 
n fois 

Trouver un équivalent simple de (S„) lorsque n — ► +oo. 

Solution : On calcule pour 1 =£ p =£ n, 


Par conséquent, pour n>l. 


Finalement, 


? , 10 p -l 

1I_1 = 1 + 10 + 10 2 + • • • + 10 p_1 = — - — 

p fois 


S„ = - T 10 P - - : 
q f 1 , 9 


10 10"-! n 
T 10-1 _ 9 


S„ 


10 n+ 


Exercice 10.74 1W9 I 

Trouver un équivalent simple de la suite de terme général 


Solution : Sous forme exponentielle : 

u n = e ” ln ( tan (§ + ^)) 

puis avec les formules d’addition : 

^ V^ + tanf|f L f ^ f+^tan^) ] A 1 + ^ tan (ïï) | 

Un = e nXn 1 - vStan(i) = g n 3 i - V3tan(i) J _ 1 - ^3 tan (I) J = 

( 4-^tan(i) ^ 

On cherche alors la limite de a n — rcln H — — . Avec les équivalents usuels : 

[ l-v / 3tan(i)J 

4 X tan (ïï) , N^l t y/3 

a n ~ n — ~ An— -=4— 

n^+oo 1- v / 3tan(i) n ~- 

donc a n — — — * 4\/3/3. Il vient alors par composition de limite : 

4^tan(±) 


4^tan(i) 

1 - \/3tan(i) 


1 - \/3tan(i) j ^ ^ 


~ s/3) n e^T 
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Exercice 10.75 IOT<? 

Soient (a„) et [b n ] deux suites à termes strictement positifs. On note A n - £ et B„ = ^ b^. Si a n ~ fo n et si 

fc=0 fc=0 n— +oo 

ia série £ diverge, montrer que A n ~ B„. 


Solution: Puisque a n ~ b n , a n /b n 1. Soit e> 0. Il existe alors un rang No £ N tel que pour No, on a : 

I fl» I 

k-r E 

et donc puisque (b n ) est strictement positive : 


Donc : 


ce qui s’écrit aussi : 


ou encore 


Mais comme B„ — 
Ni,N 2 e N tels que 


(l-e)i7„ « a n « (l + e)i7„. 


(1 -«) X] ^ L afc«(l + e) L b k< 

k= N 0 fc=N 0 fc=N 0 


(1 - e) (B„ - B No _!) « A„ - A No _! « (1 + e) (B„ - B No _,) 


(I-e)Bno-i -An 0 -i _ (l + e)B No _i -A n 0 - 


= 0. Il existe alors des rangs 


Posons N = max(No,Ni,N 2 ). On a alors, pour «ÿ N : 

(1-2e)B„ «A„< (1+2e)B„ 


ce qui prouve que A„ ~ B„ . 


Exercice 10.76 IOT<? 

Soit {u n ) une suite qui converge vers 0 et telle que u n + U2 n ~ — . Trouver un équivalent de u n . 

Indication 10.5 : 

- Si u n - —, et vérifie l’hypothèse, que vaut 11. 

- On fera intervenir une somme télescopique. 


Solution : Soit e > 0 

. Comme u„ + u 2n n ~ c 

— , il existe un rang N € N tel que si n>N alors — — — « u n + uo n < 
» n n 

(1 + e) 
n 

Pour tout p e N, ou peut alors écrire : 






(1- 

-e) 

„ (1-e) 




2 P 

=£ UoPn + Mont I , 

n 

2 Pn 


Donc : 









P P 

Zc-i) 

fc=0 k=0 

k a -na 

2 k n 

ce qui amène : 







(1-e) P (-1)' 

n L 2* 

- ^ U n + (-l) p u 2 p^ 

< (1+ e) P ( 
" n k=o 

_l)fc 
2 k ' 

En utilisant que u„ — » 0 et en prenant la limite quand p tend 

vers +oo dans le : 

» inégalités précédentes, on obtient : 




2(1 -e) < < 2 

(1 + e) 





3 n " Un " 

3 n 


et donc 

2 

U n ~ — 






n—+ oo 3 n 
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Exercice 10.77 i<?W ■ Formule de Stirling 

1. Étudier les variations delà fonction f[x) = (x+ 5 ) ln (l + pourx> 0 . 

2. Étudier la fonction définie par g(x) = (x + ^) . ln (l + -j) - l2 xlx+i) P our x>l. 

Indication 10.5 : (On pourra, pour étudier le signe delà dérivée seconde, introduire t - (x+ l).x ) 
n n+112 

3. Démontrer que les deux suites u n = — — j- et v n = M /i .exp(y^) sont adjacentes. On appelle ( la limite com- 
mune. e n ' 

4. Onpose w n - I cos"xdx. Démontrer que la suite (.w n )mN est décroissante. Trouver une relation entre w n et 

J o 

(2.4 2 n) 2 n (2.4 {2n-2)) 2 2n „ 

CMcfer V„ £ N. — (2 „_ 1))2|2 „ +1) < 5 « (3 5 (2k- l )) 2 E ” 

I ’ existence deL- lim — — , et calculer L. 

»-««[( 2^!] 2 

5. Calculer t 

6. En déduire un encadrement de n\ pour 1 

7. En déduire un équivalent simple z n de n\. Donner des valeurs approchées pour 1000! et pour zmoo 

8. Démontrer que w n - w n+ \. 

9. Calculer [n + l).w n .w n+ i pour « e N. 

10. Donner un équivalent de w n . 


1. Pourx> 0, f'(x) = ln(l + ^) + (x+ i) x ( — M x — 3— = lnfl + i) — = lnfl+ - — . 

1 1 x) K 2) \ x 2 ) 1+1 1 x) x(x+l) 1 x) 2x 2 (x+ 1 ) 


A*) = "TJ + ^2 


x 2 2 x 2 2 (x+ 1) 2 x(x+l) 2 x 2 2 (x+ 1) 2 


— 2 x(x+ 1 ) + (x+ l ) 2 + x 2 
' 2x 2 (x+ l) 2 


' 2x 2 (x+ l) 2 


2x 2 (x+ l) 2 

On en déduit que f est croissante sur ]0, +oo[. Comme lim /'(x) = 0, on en déduit que Vx > 0,/'(x) < 0 et par 
suite que f est décroissante sur ] 0 , +oo[. 

Déplus, on a en +oo /(x) ~ (x+ 1).^ ~ 1 . Donc lim /(x) = 1. En particulier, Vx > 0,/(x) > 1. 


12 x 2 (x+ 1) 2 


12x(x+ l) 2 12 x 2 (x+ 1) 


g"{x)=f"[x)- 
1 ( '■ 


12x 2 (x+ l) 2 12 x(x+ 1) 3 12 x 2 (x+ 1) 2 12 x 3 (x+ 11 

2 1 1 1 1 2 x(x + 1 ) - (x + l ) 2 - x 2 


1 


Q < 0 - 


6 l.x 2 (x+ 1) 2 x(x+l ) 3 x 3 (x+l)j 6 x 3 (x+l ) 3 6 x 3 (x+ 1) 3 

On en déduit que g' est décroissante sur ] 0, +oo [. Comme lim g' (xl = 0, on en déduit que Vx > 0, g' (x) > 0 et par 
suite que g est croissante sur ] 0 , +oo[. 

Comme lim g(x) = 1. En particulier, Vx > 0,g(xl < 1. 

(rc+l )" +3/2 e n n\ [n + 1)” +1/2 


3. On a, pour n> 1, 
Donc ln | U>1+ 1 j = 


hl (n + 1)1 n " 4 


v n+ i (n + l)” +3/2 e n n\ ex p(i2(n+p) (n+l)” +1/2 

On a, pour n> 1, = — 

V n e n+l (n+\)\ n n+ 1/2 exp^) 

, Vn + 1 


ex P (üühÿ - ik)- Donc ^ (^) = 


fin) - 1 - 12 „(n +1 ) = g(n) - 1 < 0. Donc — — - < 1 et donc la suite (v n ) n »i est décroissante. 

Vn 

Soit enfin I = Jim v n , puisque u n - p n .exp(--j|^), on en déduit que (u n ) n > î converge vers la même limite. 

rn!2 

4. Intégrales de Wallis. On a w n +i - w n - cos” x(cosx - l)dx. Comme cos”x(cosx- 1) « 0 on en déduit 
J o 

w n+ 1 - w n 0 ce qu’il fallait vérifier. 
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D’où W n - w n + 2 


n + 1 


-cos xsinx 


rnl2 rnl2 

w n - w n+ 2 = | cos”x(l - cos 2 x) dx = I cos"xsin 2 xdx. On intègre par parties 

J 0 JO 

{ u'(x) = sinxcos"x u(x) — < 

n+ 1 

n (x) = sin x n (x) = cos x 

rn/2 i 

7«'»+2. 

A^-l- 1 

D ? OÙ = 1 1+ - 


1 r^r/2 

/ cos" +1 xdx = 0+ - 

7î + 1 Jo n+1 

) n+1 

W n+2 soit W n+ 2 = w n . 


n+1) n + 2 

On peut ainsi calculer les w n de deux en deux, en partant de wq — ^ ou w\ — 1. 
2n—l 2n-3 1 tt 


2 n 
2 n 


..- 1 . 


2n+ 1 2n+l 2n-l 

En écrivant W2n + 1 ^ u>2 n W2n-i on obtient 

2 n 2n — 2 2 2n-\2n-3 lu 2n-2 2 

2n+12n-l '3^ 2 n 2n-2 '2 2^2n-l '3 

Soit en multipliant chaque expression par ^ ^ — ‘L ... 2 on trouve bien le résultat annoncé. 

Maintenant on multiplie en haut et en bas par les facteurs pairs 2, 4, . . . , 2 n (au carré) pour reconstituer les facto- 
rielles de 2 n au dénominateur. On obtient alors : 


\/n e N, - 


(2.4 2 n) 4 


(2.4 (2n — 2)r(2nr 


’ (2.3.4.5 (2n- l)(2ri)) 2 (2n + l) 2 ((2.3.4.5 (2n- l)(2n)) 2 

On extrait ensuite les facteurs 2 pour obtenir les factorielles de n au numérateur. On obtient alors : 

(.ni) 4 < n < (ni) 4 

[(2n)l] 2 (2n+ 1) 2 " [(2rc)!] 2 (2rc) 


n[(2n)l] z 

théorème des gendarmes, L existe et vaut n. 


5. On sait que ni ~ — 
1 1 


( e ■ d'où (2„). ~ 

An „4n+2 „4 n i 


, donc, d’après la question précédente, n — 


4n 1 n ‘ 


Un Ü2 ~ ÔÔ2' t>0,£ = 


V2Ü' 


6. Puisque les suites u n et v n sont adjacentes, on a «„ =£ ( =£ v n , on a 

n n + H2 1 „«+l/2 

- , « —p= « „ , exp 

e n nl sTS. e n nl 

Soit 


v / 2jrn^j « ni \/ 2tt7t (~) ex p(^“)- 


On a log 10 (ziooo) = 2567, 60461 à 10“ 5 près. Donc z ]000 = 10 2567 x ÎO 0 ' 6046 = 4, 0235 x 10 2567 . De même on calcule 
1000 

£ log 10 k = 2567, 60464 à 10 -5 près, puis 1000! = 4, 0239 x io 2567 . Le facteur correctif vaut exp ( j^Sôü) = 1 + E > 
fc =2 

avec e à peu près égal à , 2 l (m de l’ordre de 10 -4 . On est donc (largement) dans les clous. 


+ 1 


w n + 1 _ 


8. On a w n+ 2 « w n + 1 =? w n soit " w n « w n+ \ « w n ou encore " s; « 1 donc lim = i soit encore 

n + 2 n+2 w n n^oo u> n 

u > n + 1 ~ w n . 

9. Pour n - 0, (n+ l).w n .w n+ i = lx-xl = -. Par ailleurs ( n + 2).w n+ i.w n+ 2 m ( n + 2).w n+ \ . w n - (n + 


„ 71 


77 + 2 


l).w„.w n+ i. Donc (n+l).w n .w n+ i est une suite constante, égale à - 

10. On a ^ ~ (n+ l).w n .w n+ \ ~ nw 2 n . Donc jim \fnu> n - On en déduit w n ~ \j^~ ■ 
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10.9.9 Étude de suites données par une relation de récurrence 

Exercice 10.78 I W H 

Étudier la suite définie par uq g IR et \/n e N, u n+ \ - 


m„ + 6m„ 


3 uft + 2 


IR — ► IR 

Solution : Introduisons la fonction f r 3 + 6x . La suite (u n ) est donnée par uq e IR et pour tout ne. N, 

~ 3x2 + 2 

, 3(x 2 -2) 2 

m„+i = ffu n ). On montre que pour tout x e IR, / (x) = 7. Doue / est strictement croissante sur IR. On trouve 

(3x 2 + 2 f 

tes points fixes de f en résolvant 1 ’ équation f (x) = x. Ce sont les nombres : \/2, 0, -\/2. 



Appliquons maintenant le cours. Les intervallesli - ]-oo,-\/2\,l2- [-n/ 2,0], I3 = [0,\/2] et 14= [\/2, +oo[ sont stables 
par f. Soit k e [1,4]. Prenons uo e 4. La suite {u n ) est donc bien définie et à valeurs dans Ifc. En résolvant l’inéquation 
/(x) « x sur IR, ou vérifie facilement que 


'/(*)** 

si x e Ii 

/(X) « X 

si x e I2 

/(X) & X 

si x e I3 

/(x)<x 

si x e I4 


et donc que iu n ) est croissante si uq e Ii u I3, décroissante si uq e I2 u I4. Elle est donc à chaque fois soit décroissante et 
minorée, soit croissante et majorée. La suite (u n ) est donc, d’après le théorème de la limite monotone, dans chaque cas 
convergente et comme sa limite est nécessairement un point fixe de f, on obtient : 

J-\/3 si i*o e II u I 2 

” n ~ + °° \y/2 si m 0 e I3 u I 4 ’ 


Exercice 10.79 I Ç 1 

Étudier la suite définie par uq e IR et 


2u n 

1 + U„ 
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On va donc travailler dans un premier temps sur l’intervalle stable I = [-1,1]. Sur I, la fonction f est strictement 
croissante et ses points fixes sont -1, 0 et 1. En résolvant l’inéquation f (x) 3= x sur I on montre que f (x) « x si 
x e Ii = [- 1, 0] et que f(x) 3* x si x e h — [0, 1] . Remarquons que les intervalles Ii et I 2 sont aussi stables par f. On en 
déduit alors que : 

• si Mo £ Il alors la suite est bien définie et à valeurs dans Ii. De plus, comme uo 3* f (Mo) et que f est croissante alors 
(u n ) est décroissante. Comme elle est minorée par -1, d’après le théorème de la limite monotone elle est convergente. 
Sa limite est forcément un point fixe de f, donc dans ce cas u n — - — » — 1. 

• si uo e. I 2 alors la suite est bien définie et à valeurs dans I 2 . Comme uq / (Mo) et que f est croissante alors [u n ) 
est croissante. Cette suite est majorée par 1. On termine alors comme précédemment, et on montre que dans ce cas 
u n n ^ +oQ ' 1. 

Si uq ]— 00 , — 1 [ alors u\ e Ii et donc on est ramené au premier cas. Si Mo]l,+oo[ alors u\ e I 2 et on est ramené au second 
cas. 


Exercice 10.80 IÇ> 

Soit Mo e [0, 1] . Étudiez la suite définie par la relation de récurrence 

VmeN, Ufi+i — ^ M?i(l — Un) 


f [0,1] — U 

Solution: Introduisons la fonction f : -l 1 . On montre que pour tout x € [0, 1], /'(x) = 1/2 -je. 

[ x 1 * — x(l — x) 

On en déduit les variations de f sur [0, 1] . 

L’intervalle [0, 1] est stable donc la suite est bien définie et à valeurs dans [0, 1], On vérifie facilement que 0 est le seul 
point fixe de f, que pour tout x £ [0,1], /(x) « x et que f est croissante sur [0, 1/2], décroissante sur [1/2,1]. Supposons 
que Mo e [0,1/2] alors la suite (m„) est décroissante. Elle est de plus minorée par 0 donc d’après le théorème de la limite 

monotone, elle converge. Sa limite est un point fixe de f donc u n ► 0. Si Mo e ] 1/2, 1] alors u\-f (Mo) e [0, 1/2] 

car / ^ 1 / 8 sur [0, 1] et on retombe sur le premier cas. 



Exercice 10.81 SW Üi 

Soient 0 < mq < vq, et p > q > 0. On définit deux suites par : 


Vm e N, 


pu n + qv n 
p+q 


v n +i = 


pv„ + qu n 
p+q 


1. Montrez que les suites (u n ) et [v n ) convergent vers la même limite. 

2. Soit e > 0. Pour quelles valeurs de n est-on sûr que |m„ - Z| =£ e ? 


1. Par récurrence, on montre que V« € N*, u n « v n , car 

p- q 

Vn+l-Un+l = {v n -Un) 

p + q 

Soit alors heN, 

W« + 1 -M„ = — — (v n -u n )>0 
p+q 

Vn+l -V n = ~ iu n ~ Vn) « 0 
p+q 

Donc [u n ) est croissante et iv n ) décroissante. En notant d n - v n - u n , on a vu que 
VweN, d n+ i = kd n 

p — q 

oùk- et donc on a 0 < k < 1. Par conséquent, comme (d n ) est géométrique d n - k do — 0. En conclusion, 

p+q 

les deux suites (u n ) et [v n ) sont adjacentes et convergent vers la même limite. 


2. 


Puisque pour tout n e N*, u n < l v n , il vient \u n - 1\ « v n - u n — d n — k n (v o - Mo). Pour avoir \u n -l | « e, il 
suffit que d n e. C’est à dire 

ln — 

> Vq - Mp) 

ln k 


Exercice 10.82 

Soit Mo > O et [u n ) la suite définie par : 

VneN, 

1. Trouver une relation de récurrence simple entre deux termes successifs u n+ i et u n de la suite. 

2. Montrer que la suite (u n ) est croissante 

3. Montrer que la suite (u n ) diverge vers +oo. 



Solution : 

1 . Remarquons que pour tout ne N 


u n + i = J Y U k+Un = \ 


f [ — 1, +oo] — * IR 

Introduisons alors f : < % ^ v 7 ^ 2 + x ’ a a ^ atre a une SUIte récurrente de la forme u n+ \ = f(u n ) . 

On vérifie par récurrence que si Mo > O, alors Vn e N, u n >0 ce qui permet de définir u n+ \ . Donc la suite (u n ) est 
bien définie. 

2. Calculons alors pour ne IM 



La suite (u n ) est donc croissante. 

3. Par l’absurde, si la suite (u n ) convergeait vers l e IR, alors l devrait être un point fixe de f et on devrait avoir 
l = fil), c’est-à-dire l - Vl 2 + 1 et donc l - 0. Mais c’est impossible car Mo > 0 et (u n ) est croissante. 

D’après le théorème de la limite monotone, on en déduit que la suite [u n ) diverge vers +oo. 


Exercice 10.83 IÇ> 

Étudiez la suite récurrente définie par mq > 0 et Vn e N, 


Solution: On vérifie par récurrence que V ne N, u n > 0 et donc que la suite (u„) est bien définie. 

Introduisons la fonction f : j ^ | ^ !/xTT ' ^ ette ^ onct,on est croissante comme composée de fonctions crois- 

santes. Étudions la position de son graphe par rapport à la bissectrice principale. Pour ce faire, considérons la fonction 
g(x) - f{x) - x, et cherchons son signe. Pour tout ieR + ; 


l+v/S 

Notons a = — - — . La fonction g est positive sur [0, a] , négative sur [a, +oo [. En particulier, la fonction f possède un 
unique point fixe a e [0, +oo [. 
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2 

1 



-1 

1 2 

Puisque pour tout ne N, u n +i -u n = g{u n ), si u n « a, u n+ 1 & u„ et si u n & a, u n+ \ « u n . 

On vérifie en utilisant les variations de f que les intervalles [0, a] et [a, +oo[ sont stables. On étudie alors deux cas : 

1. Si Mo e]0,a], alors pour tout n e N, u n e [0,a] et la suite [u n ) est croissante et majorée par a. Elle converge alors 
vers l’unique point fixe de f, a. 

2. Si Mo e [a,+oo[, alors pour tout ne N , u n e [a,+oo[ et la suite (u n ) est décroissante et minorée par a. Elle converge 
donc vers P unique point fixe de f, a. 

On a donc montré ue V >0 

1 + s/ÏÏ 


na onc montre que V mq > 0, 




Exercice 10.84 I9W H 

Soit a> 0. Étudiez la suite de terme général : 


u n -y a + y a + ■ • ■ + \fa 

Indication 10.5 : Aidez-vous de l’exercice précédent. 


Solution : Introduisons la fonction f : ■ 


: . La suite ( u „ ) est définie par récurrence par : 


I uo = s/a 

jvraeN, u n+i = f{u n ) ' 

Comme f est strictement croissante et que ui = \/ a+ \fa > \fa = Mo, la suite [u n ) est strictement croissante. Un point 
fixe positif de f est une solution positive de x 2 - x - a — 0. La seule possibilité est a = 1 + ^ + ^ . On en déduit que 
l’intervalle [0,a] est stable pour f. De plus uq - \fa e [0,a]. Par conséquent (u n e [0,a]) et la suite est majorée. On 
applique le théorème de la limite monotone et on en déduit qu’elle converge vers l’unique point fixe positif de f. Il vient 
l + s/ï+Tü 


ya+\/a + 


+ \fâ — 


10.9.10 Étude de suites définies implicitement 

Exercice 10.85 ] 

Pour tout n£N on considère l’équation (E n ) : xe x - n d’inconnue x e IR+. 

1. Montrer que, pour tout ne N, (E„) admet une et une seule solution dans K + . On la notera x n . 

2. Déterminer la limite de (x n ). 

Solution : 

1. Posons 0 : | ^ .La fonction 0 est dérivable sur IR + et si xe IR+, 0'(x) = (x+ 1) e x . On en déduit que 

0' est strictement positive sur R + et que 0 est strictement croissante sur R+. On peut alors affirmer que 0 réalise 
une bijection de R+ sur R+. Pour tout ne N, il existe donc un unique réel positif noté x n tel que 0 (x„) = n. Ce 
réel est donné par : x n - 0 -1 [n). 

2. Comme 0 _1 (x) + » +oo, en appliquant le théorème de composition d’une suite par une fonction on obtient : 

^lim x„ = ^lim 0 -1 ( n ) = +oo car 0 (x) — » +oo. 
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Exercice 10.86 IÇ> 

Pour tout ne N, on considère 1 ’ équation (E n ) : x + ln x - n d’inconnue xeK*. 

1. Montrer que l’équation E n possède une solution unique notée x n . 

2. Montrer que la suite (x ra ) diverge vers +oo. 

3. Donner un équivalent simple de la suite (x„). 


Solution : 

1. Posons 0 : -j 


Ml 


+ lru 


. La fonction 0 est dérivable sur R* et si x e R* , 0' (x) = . On en déduit que 0' 

est strictement positive sur R* et que 0 est strictement croissante sur R+. La fonction 0 réalise donc une bijection 
de R* sur R. Pour tout n e N, il existe donc un unique réel positif noté x n tel que 0 (x„) = n. Ce réel est donné 
par: x„ = 0 _1 ( n ). 

2. Comme 0 _1 (x) — — — » +oo, appliquant le théorème de composition d’une suite par une fonction on obtient : 

lim x n - lim 0 _1 (rc) = +oo. 

1 

3. Soit n € N. En partant de x n + ln x n - n on obtient : x n - n— 

1 

lnx„ 


. Mais comme x n - 


x n 


- 0 et donc Vün 


Exercice 10.87 H 

1 . Montrer quel ’ équation 

x" + x-l = 0 

possède une unique solution u n e [0, 1] . 

2. Montrer que la suite (u n ) converge vers 1. 

3. En posant y n -\-u n , montrer que «In(l - y n ) — ln y n , et que 


2 n 


4. En déduire un équivalent de la suite (y n ). 


Solution : On va se servir de trois inégalités : 


La deuxième inégalité se démontre en étudiant les variations de t « — qui obtient son maximum en t = e et la 
troisième se démontre de même en étudiant les variations de f >— • (sur ] 1, +oo[) qui obtient son maximum en t=e 2 . 

1. Soit f n (x) = x" + x - 1 pour 0 « x « 1. On a f' n (x) = nx n ~ l + 1 > 0 , f n tfl) - -1 et /„(1) = 1. De ce fait l’équation 
fnix) = 0 admet une unique solution (sur [0, 1].) 

2. On a fn+i(u n ) = u n u% + u n - 1. Comme u n e [0,1], on a f n +i(u n ) < u" + u n -l-0- f n +i(.u n+ i). D’après la 
croissance stricte de f n sur [0,1], on en déduit que u n < u n+ \ . La suite (u n ) est donc strictement croissante et 
majorée, elle converge donc vers i e [0, 1[. Comme la suite (u n ) est strictement croissante, on a V n e N, u n <£ et 
donc f n (u n ) — 0 <£”+£- 1. Si on suppose, (<1, en passant à la limite on aurait 0 =£ £— 1. Impossible. Donct - 1. 

3. À partir de u" = 1 - u n on obtient (1 - y n ) n = y n et comme 1 - y n est positif, ri\n(\ - y n ) = ln y n . Soit /(x) = 

ln(l-x) -T^-lnx- iln(l-x) 

— pour 0 < x < 1. On a f (x) — > 0. Donc f est strictement croissante sur ]0, 1 [. 

ln(x) ln 2 x 

, , , , . 21n n 2 

On prend n ^ 1 . En partant de ln(l - u) < -u pour 0 =£ w < 1 on obtient, en prenant u - < - < 1 , 

ln (l - 2M») « - ^ donc puisque ln (^) < 0, 


V „ J lnln« + ln2- 


ln(n] " n 1 _ lnglnn] " „ " n ' 


411 


Comme on a f{y n ) - —,1a croissance de f assure que & y n . 

2. En partant 
I ln n ln 2 n r, n „\ 

ln l 1 - If J > - ■ ^7 - -^2 donc P ulS( i ue ln l ■ 1?) < °> 

l nn ln 2 n 

ft^U <i_ l + lJ ^ 

J V 2 n 1 lnln«-ln2-ln(«) 2«i+k|_l^!p 

Au numérateur, on majore pp par et au dénominateur on minore - ppp par 0 - p 

On en déduit, toujours grâce à la croissance de f, que pp =£ y n et ce pour nu 2. 

4. On va remplacer les facteurs \ et 2 de la question précédente par 1-eetl + e.Onn ’ obtiendra plus des inégalités 
globales, mais des inégalités à partir d’un certain rang. 

Soit e > 0 et soit n>2,Ona ln(l - Û±f^) « _Ë±£l ln " 

(l+e)lnn 

m+e}lnn\ ô 

* v n J > _ lnln « + ln(l + e) - ln(«) " ~n~ j - in((l+e)lnnj 


- donc 
1 + E 


On en déduit que (l+£ f nn 3 = y n . 

r. , i fi Cl-e)lnn'U C 1 -®) 1 * 1 » (l-e) 2 ln 2 « 

Dans 1 autre sens, ln |1 - * — “ — - — ^ donc 

u-£)lnw , (l-e) 2 ln 2 rc 

/ (l-e)ln»i > 2 n 2 

1 v ni lnlnn-ln(l-e) -ln(«) 


(1-E) l + (l-e)%* 
n 1 _ !”(!-£) _ lnlnn ' 


ln(l-e) lnln n 


En résumé pour n> N e , 1-e^ y n - « 1 + e. On a bien démontré que lim y n — 


= 1 c’est-à-dire que y„ ~ 


Exercice 10.88 I9TO ■ 

Pour n > 1, on considère l’équation 


(x- n)lnn = jdn( x-ri). 


1 . Montrer que pour n assez grand, cette équation admet une unique racine x n e]n+l,n + 2 [. 

lnrc 

2. Montrer que [x n -n - 1) ~ . 

n->+oo n 


Solution : 

1. On pose y-x—n- le [0,1]. On considère donc l’équation (y + l)ln« = (y+ n+ l)ln(y+ 1), soit (y + l)ln(y + 
1 ) - (y + 1) ln n + rclnfy + 1) - «ln n + «ln n — 0 ou encore (y + 1 + ri] ln pp + «ln n — 0. 

SoitF(y) = (y + l + n)lnpp + «ln«. On a F(0) = (l + nlln^ + rclnrc = -lnrc « 0. On a F(l) = (2 + «)ln^ + «lnrc = 

2 ln2 - 2ln n + «ln2 = ln . 

n l 


. On a U] = 8 ; «2 = 4; «3 = — . Comme - 


(l + tf 


s 1 pour n 3 = 3. Donc la suite u n est 


croissante, et par suite, Vn 3 1 , u n Ss 0 . Ainsi F(l) ^ 0 . Comme F est continue sur [ 0 , 1], d’après le théorème des 
valeurs intermédiaires, F s’annule au moins une fois sur [0, 1], 
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Déplus, F' (y) = - = ln^ii + ln — — . Soitz — e fi $1 c]0,2]. On a F' (y) = lnz+l+i = G(z). 

" y+1 " y + 1 n in tu <r z 

1 1 z-1 

On a G (z) = ^ - — 2 — • i' 3 fonction G admet donc un minimum en 1, et comme G(l) = 2, on en déduit que 

G (z), comme F' (y) est strictement positif. On en déduit que F est strictement croissante sur [0, 1], ce qui assure 
l’unicité de y n - x n - n - 1 et donc celle de x n . 


2. À partir de (y„ + 1 + n) ln(y„ + 1) = (1 + y„) ln n, on a ln(y„ + 1) = — 1 ln n~ (1 + y„) puisque la suite (y„) 

est bornée. Toujours parce que (y n ) est bornée, on a lim ln(y„ + 1) = 0. Donc lim y n = 0. Donc ln (y„ + 1) ~ y„ 
d’une part et (1 + y»)— — ~ — — d’autre part, on en conclut que y n ~ ce qu’il fallait démontrer. 
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Fonctions d’une variable réelle à valeurs réelles 


Pour bien aborder ce chapitre 

Nous poursuivons dans ce chapitre le travail commencé dans le précédent et nous allons étendre la notion de limite aux 
fonctions d’une variable réelle à valeurs réelles. 

Après avoir introduit les notions de limite et de continuité en un point, nous réaliserons l’étude des propriétés locales des 
fonctions, c’est à dire des propriétés vraies dans un « voisinage suffisamment petit »d’un point donné. A l’opposée, dans 
la seconde partie du chapitre, nous énoncerons des théorèmes globaux, c’est à dire vrais sur un intervalle tout entier. Parmi 
ces théorèmes, quatre sont fondamentaux : 

1 L’image d’un intervalle par une fonction continue est encore un intervalle (ce théorème est équivalent au théorème 
des valeurs intermédiaires). 

L’image d’un segment par une application continue est un segment. (Ce théorème est équivalent au théorème du 
maximum, toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes). 

Le théorème de Heine qui aura des conséquences importantes dans la suite du cours. 

Le théorème de continuité de la bijection réciproque. 

11.1 Vocabulaire 

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle non trivial de IR (c’est à dire non vide et non réduit à un point). On considère 
l’ensemble ^(1, IR) des fonctions définies sur I à valeurs dans IR. 

11.1.1 L’ensemble & (I, IR) 

Définition 11.1 Opérations sur les fonctions 
Dans ^(I,[R), on définit les lois suivantes. 

- Addition. Si (/, g) e & (I, IR) 2 , on définit l’application (f + g)e (I, IR) par 

Vxel, [f + g) (x)=/(x)+g(x) 

- Multiplication par un réel. Si (À, /) e IR x & (I, IR), on définit l’application (À/) e & (I, IR) par 

Vxel, (à/) (x) = À/(x) 

- Multiplication de deux fonctions. Si (/,g) e & (I, IR) 2 , on définit l’application (/g) e & (I, IR) par 

Vxel, (/g) (x)=f(x)g(x) 

- Valeur absolue d’une fonction. Si / e & (I, IR), on définit l’application |/| e & (1,1) par 

Vxel, |/|(x) = |/(x)| 

- Maximum, Minimum de deux fonctions. Si (/,g) e & (I,IR) 2 , on définit les deux applications sup(/ + g) e & (I, IR) et 
inf (/ + g) e ^ (I, IR) par 

Vxel, sup(/ + g)(x) =max{/(x),g(x)} 

Vxel, inf(/ + g) (x) = min{/(x),g(x)} 
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Remarque 11.1 La relation d’ordre « sur IR s’étend naturellement à & (I,IR) en posant, pour if, g) G JF (I,IR) 2 
/<g<=>VxGl, /WsgW 


Proposition 11.1 
Soit / g ^(I, IR). On a 



• J/| = sup (/,-/) 

, f + 8+\f~g\ 

. sup(/,g) = ^ L 

. , f + g-\f~g\ 

• inf(/,g) = ^ 1 

1 Remarque 11.2 En posant j 

/' -sup(/,01 ( / ' - J 

r = sup(-/,0) ,°i vanfleque j 

j f=r-r 
“1 l/l=/ + +r 


Remarque 11.3 

- {3? (I, IR) , +, .) (où « . » désigne la multiplication par un scalaire) possède une structure d’espace vectoriel sur IR. 

- (I, IR) , +, x) (où « x »désigne le produit entre deux fonctions) possède une structure d’anneau. 


- L’élément neutre pour l’addition est la fonction identiquement nulle, Ojt^r) : 


IR 

0 


et l’élément neutre pour 


la multiplication est la fonction constante 1 ^r) : 


IR 


11.1.2 Fonctions bornées 


Définition 11.2 Fonction majorée, minorée, bornée 
Soit / e & (I, IR) . On dit que / est : 

- Majorée si et seulement si 3M G IR, VxgI, /(x) < M. 

- Minorée si et seulement si 3 m e IR, Vx e I, /(x) ^ m. 

- Bornée si elle est majorée et minorée. 


Proposition 11.2 Pour montrer qu’une fonction est bornée sur I, il suffit de la majorer, sur I, en valeur absolue 

Une fonction / e J? (I, IR) est bornée si et seulement si elle est majorée en valeur absolue, c’est à dire 

HcxgIRVxgI, |/(x)|«a 


Proposition 11.3 

- Toute combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée (l’ensemble des fonctions bornées forme un sous espace 
vectoriel de & (I, IR)). 

- Tout produit de deux fonctions bornées est encore borné. 

Notation 11.1 

- Dire que / e & (I, IR) est majorée revient à dire que {/(x) | x e 1} est un sous ensemble majoré de IR. Comme ce sous 
ensemble est non vide, d’après l’axiome de la borne supérieure, il possède une borne supérieure qu’on note sup /. 

i 

- De même, si / e & (I, IR) est minorée alors ce sous ensemble est minoré. On note inf/ sa borne inférieure. 

- Si une fonction / est bornée, puisque |/| est majorée, la partie {|/(x)|; x e 1} possède une borne supérieure que l’on 
notera sup|/| = II/IIoq. 

i 

Définition 11.3 Extremum, Extremum local 

Soit / e & (I, IR) et soit a e I 

- On dit que / admet un maximum en a si et seulement si Vx g I, /(x) < /(a). 

- On dit que / admet un maximum local en a si et seulement si 3h > 0, Vx g I, |x - a\ « h => /(x) « fia). 

- On définit de manière analogue la notion de minimum et de minimum local. 

- On dit que / admet un extrémum (respectivement un extremum local) si / admet un maximum (respectivement un 
maximum local) ou un minimum (respectivement un minimum local). 

Notation 11.2 Soit /g ^(1, IR) 

-Si / possède un maximum sur I, on le note ma x/ 

- De même, si / possède un minimum sur I, on le note min / 
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11.1.3 Monotonie 


Définition 11.4 Fonction croissante, décroissante, strictement croissante, .... 

Soit / e & (I, IR). On dit que : 

- / est croissante si et seulement si Vx, y e I, x « y => /(x) « /(y). 

- / est décroissante si et seulement si Vx, y e I, x ^ y => /(x) & /(y). 

- / est monotone si et seulement si / est croissante ou décroissante. 

On dit de plus que / est strictement croissante , strictement décroissante ou strictement monotone si et seulement si 
l’inégalité correspondante est stricte. 


Proposition 11.4 Règle des signes 

Soient /:I— [Retg:J — IR toutes deux monotones et telles que /(I) c J. On peut alors définir la fonction composée 
g o f : I — IR qui est également monotone et l’on a la règle des signes pour la monotonie de g o f. 


g 

f 


\ 

/ 


\ 

\ 

\ 

M 


Démonstration Supposons par exemple f croissante sur I et g décroissante sur J. Montrons que go f est décroissante. Soient 
[x, y) e I tels que x « y. Comme f est croissante, /(x) /(y) et puisque g est décroissante, g[f(x))> g (/(y)) et donc g o /(x) & 

g°/W- 


Proposition 11.5 

Soit / e & (1, 1) strictement monotone sur I et soit J = /(I) alors / réalise une bijection de I sur J et sa bijection réciproque 
/ _1 : J — I est strictement monotone de même sens que /. 


Démonstration Supposons par exemple la fonction f strictement croissante sur I. Montrons qu’ alors f est injective. Soient 
(x,ÿ) e I 2 tels que /(x) = /(y), montrons que x - y par l’absurde. Si l’on avait x / y, on aurait x< y ou y < x, mais alors, puisque 
f est strictement croissante, on aurait /(x) < /(y) ou f{y) < /(x) ce qui est absurde. Puisque I = /(I), par définition de l’image 
directe d’une fonction, la fonction f est surjective de I vers 1. Elle réalise donc une bijection de I vers J. Vérifions que la fonction 
/ -1 est également strictement croissante. Soient (X,Y) e l 2 tels que X < Y. Notons x = / -1 (x) et y = / -1 ( Y). Si l’on avait y € x, 
puisque f est croissante, on aurait f{ÿ) ^ /(x) et donc Y s= X ce qui est faux. On en déduit que x < y donc quef~ 1 OQ< / -1 ( Y). 

Remarque 11.4 Soit / une fonction bijective sur I. Le graphe de / -1 , dans un repère orthonormé, se déduit de celui de 
/ par une symétrie d’axe la première bissectrice. 



11.1.4 Parité périodicité 


Définition 11.5 Fonction paire, impaire 

Soit une fonction / e ^ (J, R] . On suppose que l’intervalle I est symétrique par rapport à l’origine (c’est-à-dire que si 
x e I alors -x e I). On dit que 

- La fonction / est paire si et seulement si Vx e I, /(-x) = /(x) 

- La fonction / est impaire si et seulement si Vx e I, /(-x) = -/(x). 


I Remarque 11.5 Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées. Le graphe d’une 
fonction impaire est symétrique par rapport à l’origine du repère. 

I Remarque 11.6 L’ensemble des fonctions paires (resp. impaires) est stable par combinaison linéaire. C’est un sous 

espace vectoriel de & (I,M). Les sous-espaces de (Ï,U) formés par les fonctions paires et par les fonctions impaires 
sont de plus supplémentaires dans & (I, IR). 
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Définition 11.6 Fonction périodique 

Une fonction / définie sur R est périodique si et seulement s’il existe un réel T > 0 tel que Vx £ I, /(x + T) = /(x). On 
dit que T est une période de / et que / est T-périodique. 


I Remarque 11.7 Soit T > 0. L’ensemble des fonctions T-périodiques sur IR est stable par combinaison linéaire et par 
produit. En particulier, c’est un sous espace vectoriel de & (I,R). 


11.1.5 Fonctions Lipschitziennes 


.B IO 9 | Rudolf Lipschitz, né le 14 mai 1832 à Kônigsberg, mort le 07 octobre 1903 à Bonn [ . 


Mathématicien Allemand. Rudolf Lipschitz se caractérise par la 
grande diversité de ses contributions : fonctions de Bessel, séries de 
Fourier (il est à l’origine d’un critère pour tester leur convergence), 
géométrie Riemannienne, mécanique (il travailla à résoudre les équa- 
tions du mouvement dans le formalisme d’Hamilton-Jacobi), théorie 
des nombres (il étudia les quaternions et, plus généralement, les a 1- 
gèbres de Clifford qu ’il redécouvra et qu ’il appliqua à la représenta- 
tion des rotations d’un espace euclidien). Il est en particulier célèbre 
pour son amélioration du théorème de Cauchy quant à 1 ’ existence des 
solutions d’une équation différentielle. C’est lors de ce travail qu’il 
introduisit les fonctions qui maintenant portent son nom et que nous 
allons étudier dans ce paragraphe. 



Définition 11.7 Fonctions lipschitziennes 
Soit un réel k > 0. 

- On dit qu’une fonction / : I — - IR est k-lipschitzienne sur l’intervalle I si et seulement si 

| V(x,y) e I 2 , |/(x) -/(y)| g k\x-y\ | 

- On dit qu’une fonction est lipschitzienne sur l’intervalle I s’il existe telle que / soit fc-lipschitzienne. 

- On note ,5? (I) l’ensemble des fonctions lipschitziennes sur l’intervalle I. 


Remarque 11.8 On comprend mieux cette définition en écrivant la propriété équivalente, 

3fc^0, V(x,y) e I 2 , xty, g fc 

Une fonction est lipschitzienne sur l’intervalle I si et seulement si l’ensemble des pentes de toutes ses cordes est borné. 


Proposition 11.6 Opérations sur les fonctions lipschitziennes 

1. Une combinaison linéaire de deux fonctions lipschitzienne est encore lipschitzienne. Si f,g e 2z?(I), alors 
a f + P g e -S?(I). 

2. La composée de deux fonctions lipschitziennes est encore lipschitzienne. Si / e 2z? (I) et g £ Jèf(J) avec /(I) c J, 
alors go/e2z?(I). 

3. Soit c £ I, on note L = In] -oo, c] et U = I n [c, +oo[. Si / est lipschitzienne sur L et sur I 2 , alors elle est lipschitzi- 
enne sur I. 


Démonstration 

1. Puisque f et g sont lipschitziennes sur I, il existe deux constantes telles que V(x,y) e I 2 , |/(x)-/(y)| « k\ |x- y| 

et |g(x) - g(y)| ^ k2\x- y\. Posons k - |cx| k\ + \f1\k2 et vérifions que a / + fig est k-lipschitzienne. Soit (x,y) e I 2 , utilisons 
l’inégal te t c 1 e 

Ka/ + Pg)(x)-(a/ + fig)(y)| = |a(/(x)-/(y)) + p(g(x)-g(y))| =s|a||/(x)-/(y)| + ipi|g(x)-g(y)| ^ (|a|fci + \$\k 2 )\x-y\ 

2. Comme f est lipschitzienne suri, il existe k\ S 0 tel que V(x,y) e I 2 , |/(x) -/(y)| S k\\x- y|. Puisque g est lipschitzienne 
suri, il existe k2> 0 tel que V(X,Y) el 2 , |g(X)-g(Y}| s |X— Y|. Posons k= k\k2 et vérifions que go / est k-lipschitzienne 
sur I. Soient (x, y) e I 2 , puisque X = /(x) ej et Y = /(y) e I, 

lg°/W - go/(y)l = lg(X) - g(Y)| « fc 2 |X- Y| = k 2 \f(x) -/(y)| S kl k 2 \x- y\ 
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3. Puisque f est lipschitzienne sur Ij, il existe k\ S 0 tel que V(x, y) g I I 2 , \f(x)-f(y)\ « fc| | x — y | et puisque f est lipschitzienne 
sur I2, il existe k 2 3= 0 tel que V(x,y) e l|, \f(x) - fiy)\ - y|. Posons k = maxffcj , k 2 ) et vérifions que f est k- 

lipschitzienne suri. Soient (x, y) e I 2 . Étudions trois cas , 

- Si x,yeh, alors l/(x)-/(y)| « k\\x- y| « k\x-y\. 

- Si x,yel 2 , alors l/(x)-/(y)l « k 2 \x-y\ k\x-y\. 

- Si x e Ii et y g I 2 (l’autre cas est similaire), puisque ( x , c) e I 2 et (c, y) e l| et que x<c<y, 

I f(x) - f(y) I = | [/ (x) - /(O] + [fie) - /(y)] | ^ \f(x) - f(c)\^k l \c-x\ + k 2 \y-c\ 

= fci(c-x) + fc 2 (y-c) « k(c-x) + k(y-c) = fc(y-x) = fc|y-x| 

11.2 Limite et continuité en un point 

11.2.1 Voisinage 


Définition 11.8 Point adhérent 

Soit A c IR une partie de IR. On dit qu’un réel x est adhérent à la partie A lorsque Ve > 0, 3a e A tel que \x - a\ « e. On 
note A l’ensemble des points adhérents de la partie A. 


Re?narque 11.9 On dira également que +00 est un point adhérent à la partie A lorsque VM > 0, 3a e A tel que a 3= M et 
que -00 est adhérent à la partie A lorsque Vra < 0, 3 a e A tel que a « m. 


Définition 11.9 Voisinage d’un point 

Soit V une partie de IR et un point adhérent a e V. On dit que 

- V est un voisinage de a si et seulement si il existe e > 0 tel que ] a - e, a + e[ c V. 

- V est un voisinage de +00 si et seulement si il existe B g IR tel que ]B, +00 [ e V. 

- V est un voisinage de -00 si et seulement si il existe A g IR tel que ] - 00 , A[ c V. 
On note V a l’ensemble des voisinages du point a. 


Définition 11.10 Propriété vraie au voisinage d’un point 

Soient / une fonction définie sur une partie I de IR et a g ï. 

- On dit que la fonction / est définie au voisinage du point a si et seulement s’il existe un voisinage V de a telle 
que V c I. 

- On dit que / vérifie la propriété & au voisinage du point a si et seulement s’il existe un voisinage V c I de a tel que 
la restriction de / à V vérifie la propriété SP. 


11.2.2 Notion de limite 


Définition 11.11 OOO Limite d’une fonction en un point 

Soient une fonction / G & (I, IR), un point adhérent a g ï et un réel Z g IR. On dit que la fonction / admet pour limite le 
réel l en a lorsque 

- Si a g IR : Ve > 0, 3q > 0, Vxg I, \x- a\ « q => |/(x) - l\ « e. 

- Si a - +00 : Ve > 0, 3Mg IR, Vjcg I, x> M => |/(x) - 1\ « e. 

- Si a = -00 : Ve > 0, 3m g IR, Vx g I, x « m => |/(x) - Z| « e. 

On note alors /(x) » l. 


Plan 11.1: | Pour montrer que /(x) ► ï 

on utilise le plan 

1. Soit e>0. 

2. Posons q = • • • > 0. 

3. Vérifions : soit x g I tel que |x - a| « q . . .on a bien |/(x) - Z| « e. 


I Remarque 11.10 Comme pour les suites, on peut utiliser des inégalités strictes |/(x) - Z| < e, |x- a\ < q, x > M . . .dans 

ces définitions. 
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Figure 11.1- Avec e = 0.4 


Figure 1 1 .2 - Avec e = 0.2 


Proposition 11.7 Unicité de la limite 

Si / admet pour limites en a e ï les réels l et l' alors 1=1'. On dira que Z est la limite de / en a et on écrira l = lim /(x) 
ou l = lim/. 


Démonstration Démontrons le résultat par exemple lorsque «e R. Supposons par l’absurde que l / l' , et posons e= II'- 1\I2> 0. 

Puisque /(x) * l, il existe rp > 0 tel que Vx 6 1, \x~ «| < rp => |/(x) - 1\ < e. De même, puisque f{x) * l 1 , il existe t]2 > 0 

tel que Vx e I, \x-a\ < r|2 => |/(x) - 1'\ < e. Posons r| = min(r|i , r|2) > 0. Puisque a est adhérent à I, il existe xe I tel que \x-a\ « r| 
mais alors \f(x) -l\<eet |/(x) - l'\ < e et donc 

\l-l'\ = \ll-flx)) + (,m~l)\<\f(x)-lï*lf(.x)-l'\<2e=\l , -l\ 




est absurde. 


Définition 11.12 Limite infinie 

Soit une fonction / e & (I, IR) et un point adhérent a e I. On dit que la fonction / tend vers +oo (respectivement -oo) 
lorsque x tend vers a lorsque 

- Si ne IR : VB e IR, 3q>0, Vxel, |x-a|«q => /(x) 3^ B (respectivement /(x) « B). 

- Si a = +oo : VB e IR, 3A e IR Vx e I, x & A => /(x) 3* B (respectivement /(x) « B). 

- Si a = -oo : VB e IR, 3A e IR Vx e I, x « A => /(x) 3= B (respectivement /(x) « B). 

On notera alors /(x) ► +oo (respectivement /(x) ► -oo). 




Figure 11.3 - /(x) ^ + ^> +oo Figure 1 1 .4 - /(x) j» -oo 



Plan 11.2: | Pour montrer que /(x) — +oo | 

Dans le cas où a est Uni, on utilise le plan 

1. Soit B e U. 

2. Posons r) = - • • > 0. 

3. Soit x El tel que \x - a\ « r], 

4. On a bien f(x)> B. 

Pour montrer que f(x) — — — ► -oo, 

1. Soit BeR. 

2. Posons A- ... 

3. Soit x e I tel que x>A. 

4. On a bien /(x) « B. 

Voici une formulation équivalente de la notion de limite (finie et infinie) qui ne fait intervenir que la notion de voisinages. 


Proposition 11.8 Définition de la limite à l’aide des voisinages 

Soient / e & (I, IR), a e ï et l g IR. 

/(x) f l <=> VWe V/, 3V e V a , /(Vnl)cW 


Démonstration Démontrons le résultat dans le cas où a et l sont Unis. 

=> Soit W un voisinage de l, il existe e > 0 tel que ] l - e, l + e[c W. Puisque /(x) * l, il existe q > 0 tel que Vx e I, |x - a\ S 

r| => |/(x) — i| < e. Posons donc V=]a-ri,a + ri[ qui est un voisinage du point a. Soit y e /(V ni), il existe x e Vnl tel que 
y = /(x) et puisque x e] a -q, a +q [ni, on a l/(x)- l\ < e et donc y = /(x) e W. 

<= Soit e > 0. Posons W =] / - e, / + e [ qui est un voisinage du point l. Il existe donc un voisinage V du point a tel que /(V nI)cW. 
D’après la définition d’un voisinage, il existe r| > 0 tel que ] a - r), a + r|[c V. Soit alors x El tel que \x-a\ < q, puisque x e Vn I, 
/(x) eW d’où |/(x)-/| <e. 

Proposition 11.9 Limite finie => localement bornée 

Soit / e & (I, IR) une fonction admettant une limite finie en a e ï. Alors il existe un voisinage V du point a sur lequel la 
fonction / est bornée, a. 

Démonstration Démontrons le résultat lorsque a e IR. Prenons e = 1 dans la définition de la limite, il existe r| > 0 tel que Vx e I, 
|x - a| q => | /(x) — Z| =S 1 . Notons V =]a- q,a + r|[ qui est un voisinage du point a et M = |/| + 1. Pour x e Vnl, d’après la 
minoration de l’inégalité triangulaire, |/(x)| — | i| |/(x) — /| =S I d’où |/(x)| M. 


Proposition 11.10 Transformation de limite en inégalité 

Soit / e & (I, IR) une fonction, a e T et Z e IR et deux réels k, k' e IR. On suppose que 

(5D / (x) — z - 

(^hT) k< l<k'. 

Alors il existe un voisinage V du point a tel que Vx e V n I, k « /(x) « k'. 

Démonstration Posons e = min(Z - k, k' - ï). Puisque /(x) * Z, il existe un voisinage V du point a tel que Vx e Vn I, 

|/(x)-/| « e d’où si xe Vnl, f(x)-l e ce qui donne /(x) ^ Z+e « l+(k! -I) ^ k' et aussi l-f(x) e ce qui donne /(x) 3= l-e 3= k. 
Pour montrer qu’une fonction tend vers Z lorsque x tend vers a, on majore en pratique |/(x) - Z| par une fonction qui tend 
vers zéro. 


Proposition 11.11 Théorème de majoration 


Soient 

- une fonction / : I — IR, a e ï et Z £ IR. 

- 9 une fonction définie sur un voisinage V de a 
On suppose que 

(JT) VxeV, |/(x)-Z|«0(x). 

ÇrT) 0(x)— 0 
alors /(x) * Z. 

V 

) 
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Démonstration Remarquons qu’en vertu de l’inégalité énoncée dans la première hypothèse, 0 est nécessairement positive. Soit 

e> 0. Comme Q(x) * 0, il existe un voisinage V 2 de a tel que : Vxe V, |0(x)| = 0 (x) s e. SoitxeV, en appliquant la première 

hypothèse : |/ (x) - Z| s 0 (x) e. Ce qui prouve que /(x) * l. 


11.2.3 Opérations algébriques sur les limites 

Les démonstrations de ce paragraphe sont typiques des démonstrations à e d’analyse. Il est important de les étudier en 
détail et de les comparer aux démonstrations correspondantes sur les suites. 


Théorème 11.12 Limite d’une somme 

Soient /, g : I >— • R deux fonctions et a e ï. On suppose que /(x) » Zi et que g(x) * Z 2 . 

Alors, (/ + g)(x) h + l 2 . 


Démonstration Notre hypothèse permet de majorer |/(x) - 1\ \ et |g(x) - l 2 1 par e' aussi petit que l’on veut pour x suffisamment 

proche de a. Faisons apparaître cette quantité sous la valeur absolue avant de majorer à l’aide de l’inégalité triangulaire : 

|(/ + g)(x) - (/1 + fe)f= |(/(x) -h) + (g(x) -l 2 ) I < \f (x) - /il + |g(x) - / 2 | « 2e' 

Il nous reste à rédiger une démonstration rigoureuse en suivant le plan de démonstration correspondant à la définition de la limite. 
Soit z>0. 

Posons e' = e/2. Puisque /(x) * l\, il existe rp > 0 tel que Vx e I, |x- a\ ^ rp =► |/(x) - /il « e'. De même, il existe 

r|2 > 0 tel que Vxe I, |x- a\ « r| 2 => |g(x) - /2I ^ e'. 

Posons p = minfpi , r\ 2 ) . 

Soit x e I tel que \x-a\ p, on a bien 

I (/ + g) (x) - Lh + 1 2 )\ = K/(x) - /1 ) + (g(x) - / 2 ) | « l/(x) - /1 1 + IgCx) -fej « e' + e' = e 

Remarque 11.11 On montre de même que pour tous réels a, P e IR, la fonction combinaison linéaire af + P g tend vers 
la combinaison linéaire des limites : (a/ + Pg)(x) » a/i +PZ2. 


Théorème 11.13 Limite d’un produit 

Soient /, g : I ■— IR et a e ï. On suppose que / (x) * Z|, g(x) ► l 2 . Alors (/g) (x) » l\l 2 . 

Démonstration g? Estimons la différence en faisant apparaître notre hypothèse |/(x) - Zi | =; e' et |g(x) - l 2 | e'. 

l(/g)(x) -hh\ = |/(x) [g(x) - 1 2 ] + 1 2 [/(x) - h] \ « l/(x)||g(x) - 1 2 1 + |/ 2 ||/(x) - /il 

Il reste |/(x)| que l’on peut majorer puisque f est bornée sur un voisinage de a. Maintenant que nous avons compris pourquoi le 
résultat est vrai, écrivons une preuve rigoureuse qui utilise le plan de démonstration de limite. 

Soit e>0. 

Comme f admet une limite Unie au point a, elle est bornée sur un voisinage de a donc il existe P3 > 0 et M > 0 tel que 
Vxel, |x-a|«p 3 => |/(x)|^M. 

Notons e' = eI{\1 2 \ + M). Puisque /(x) ► l\, il existe rp > 0 tel que Vx e I, |x- a| « rp => |/(x) - Zil e'. Puisque 

g(x) * l 2 , il existe r\ 2 > 0 tel que Vx e I, |x - a| ^ r\ 2 ==> |g(x) - l 2 1 « e'. 

Posons p = min(pi , P2, P3) > 0. 

Soit x e I tel que |x- a| S p, en recopiant la majoration précédente, 

I (/g ) M - h l 2 1 « |/(x) | |g(x) - / 2 l + |/ 2 ll/(x)-Zil ^ (M + |Z 2 |)e' = e 

Remarquez l’ordre dans lequel les différents objets sont introduits dans la démonstration. Pour définir e', il fallait avoir défini M 
auparavant. 


Théorème 11.14 Limite d’une valeur absolue 

Soit /: I'— IR, aeïet Z e IR. Si /(x) » Z, alors |/|(x) * |Z|. 

Démonstration <2 

Soit e>0. 

Puisque /(x) * /, il existe p > 0 tel que Vx e I, |x- a| « p => |/(x) - /| ^ e. 
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Soit x e I tel que \x-a\ s q, grâce à la minoration de l’inégalité triangulaire. 


|l/(*)t - flj| *» lf(x) - Z| ^ e 


Théorème 11.15 Limite de l’inverse 
Soit / : I R, a e ï et l e IR. On suppose que 

<3 fm — i. 

& p° 

Alors (l//)(x)-^l/Z. 


Démonstration Nous savons majorer |/(x) - l\ par un réel e' > 0 aussi petit que l’on veut sur un voisinage de a. Estimons la 
quantité 

Il 1| l/W-ZI 

l/(x) l\ \f(x)\ll\ 

Il nous faut minorer |/(x)| au dénominateur. Puisque fix) * l, on a vu que |/(x)| * \l\ et puisque |/| > 0, en notant k= \1\I2, 

puisque k < \l\, d’après la proposition 11.10, il existe un voisinage de a sur lequel \f(x)\ s k et alors 1 1 //(x) - lll\ e'lk\l\. 
Rédigeons maintenant une preuve rigoureuse. 

Soit e > 0. 

Notons k = \1\I2. Puisque l / 0, k < |/| et comme \f\(x) <• \l\, d’après la transformation d’une limite en inégalité, il existe 

Tp > 0 tel que Vxel, |x-a| S m A;<|/(x)|. 

Notons e ' = k\ l\ > 0. Puisque /(x) » l, il existe rp > 0 tel que Vx e I, |x- a| « r\2 => l/(x) - l\ ^ e'. 

Posons r| = min(r|i ,r\2). 

Soit x El tel que |x- a| S q, 

I 1 'jt IfM-ll e' _ 

|/(x) l\ l/(x)||/| " fc|/| 


Re?narque 11.12 D’après les deux théorèmes précédents, si /(x) » l\ et g{x) ► I2 avec I2 / 0 , 

( flg){x ) » Z1/Z2. On invoque souvent les théorèmes de ce paragraphe pour justifier l’existence d’une limite sous 

le nom de « théorèmes généraux » sur les limites. 


On peut étendre les théorèmes généraux aux limites infinies. Soient /, g : I IR deux fonctions, a El, éventuellement 
infini et un réel a. On suppose que /(x) * Z e IR et g(x) » Z' e IR. Nous avons résumé dans les tableaux suivants les 


limites de la somme, produit et quotient des deux fonctions dans tous les cas de figure. Les cases noires correspondent à 
des « formes indéterminées » où l’on ne peut rien dire de général. 

- Somme I / + g I 


- Produit 


IZD 


- Inverse 




Z 

-00 

z< 0 

l = 0“ 

z = 0 

Z — 0 + 

Z >0 

+00 


0 

1 II 

-00 

■ 


1 /Z 

0 
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11.2.4 Continuité 


Définition 11.13 Continuité en un point 

Soit / une fonction définie sur I et a £ I. On dit que la fonction / est continue au point a si et seulement si /(x) ^ fia) 

ce qui se traduit avec des quantificateurs par : 

Ve > 0, 3q > 0, Vxel, \x-a\ «q => |/(x)-/(a)| «e 


Théorème 11.16 ç 0 Théorèmes généraux 

Soient /, g : I R deux fonctions continues en un point a e I, alors 

1 . la fonction (/ + g ) est continue au point a, 

2. la fonction (/g) est continue au point a, 

3. si g (a) f 0, la fonction flg est définie sur un voisinage du point a est est continue au point a. 


Démonstration (1) et (2) sont une conséquence directe des théorèmes généraux sur les limites. Vérifions (3). Puisque |g(a)| V 0 

et que g est continue au point a, g(x) * g(a) donc |g(x)| * lg(a)|. Posons k = |g(a)|/2, on a 0 < k < \gla)\ donc d’après le 

théorème 11.10, il existe un voisinage V du point a tel que Vxe InV, 0 < |g(a)/2| < |g(x)| et donc la fonction g ne s’annule pas sur 
V. La fonction flg est donc définie sur InV et d’après les théorèmes généraux sur les limites, (//g)(x) * (//g) (a). 

11.2.5 Limite à gauche, à droite, continuité à gauche, à droite 


Définition 11.14 Voisinages à gauche, à droite 
Soit a £ R. On dit qu’une partie V de R est 

- un voisinage à droite de a lorsqu’il existe e > 0 tel que [a,a + z\ cV, 

- un voisinage à gauche de a lorsqu’il existe e > 0 tel que [a - e, a] c V, 

- un voisinage strict à droite de a lorsqu’il existe e > 0 tel que ]«,a + £]cV, 

- un voisinage strict à gauche de a lorsqu’il existe e > 0 tel que [a - e, a[ c V, 

- un voisinage pointé de a lorsqu’il existe e > 0 tel que [a - e, a[ u ] a, a + e] c V. 


Définition 11.15 Limite à gauche, à droite 

Soit une fonction / : I \ {a} — R. On dit qu’un réel l est la limite à droite (resp. à gauche) de / si il existe un voisinage 
strict à droite de a (resp. un voisinage strict à gauche de a) tel que la restriction de / à ce voisinage admet l pour limite 
en a. Lorqu’elle existe, la limite à droite de / est unique et est notée l - lim /(x) oui - 1- lim /(x) ou l = lim/. Nous 

noterons également /(x) * Z. On a des notations identiques pour la limite à gauche. 


Remarque 11.13 En termes de quantificateurs, / admet Z e R comme limite à gauche en a si et seulement si 
Ve > 0, 3q > 0, Vxel, a - q « x < a => |/(x) - Z| « e 


Remarque 11.14 Une fonction / possède une limite en a lorsque 

- / admet une limite à gauche Zi e R. 

- / admet une limite à droite h £ R. 

- h = h- 


Définition 11.16 Continuité à gauche, à droite 

Soient / : I — R et a e I. On dit que / est continue à droite en a (respectivement à gauche en a ) si et seulement si 
/(x) -j* fia) (respectivement /(x) > fia). 


I Remarque 11.15 Soit a £ I un point intérieur (il existe a > 0 tel que ]fl-a,a + a[cl). Une fonction / £ & (I,R) est 
continue en a si et seulement si elle est continue à droite et à gauche de a. 
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Exemple 11.4 Considérons la fonction / : 
continuité en une fonction définie sur R, / : j 


IR* 

R 


1, on peut la prolonger par 


J sinx/x six^O . 
} 1 si * = 0 


11.2.6 Limites et relation d’ordre 


Théorème 11.17 777 Passage à la limite dans les inégalités 

Soit une fonction / : I >— • R, un point a g I (éventuellement infini) et k £ R. On suppose que 

® l(x) — /. 

(^H 2 ^) Il existe un voisinage V du point a tel que Vx e V n I, k ^ /(x). 

Alors k g l. 


Démonstration Écrivons la démonstration dans le cas où a est l sont Unis. Supposons par l’absurde que l < k et posons 

e= k-l > 0. Puisque /(x) * l, il existe rp > 0 tel que Vxe I, |x-a| « rp => |/(x)-Z| < e. Puisque V est un voisinage du point 

a, il existe rp > 0 tel que ]a- rp. « + 12 I e V. Posons alors r| = min(rp ,rp). Puisque le point a est adhérent à I, il existe xe I tel que 
\x — a\ s; q et on doit avoir d’une part k S /(x) et |/(x) - l\ < e mais alors, 

k ^ /(x) <l + e = l + lk-l) = k 




est absurde. 


Remarque 11.16 Le passage à la limite dans les inégalités ne conserve pas les inégalités strictes. Si sur un voisinage 
V de a on a k < /(x), on ne peut pas garantir que k< l. Par exemple pour la fonction définie sur ]0, 1] par /(x) = x, 
Vxe]0, 1], k=0<f(x), f{x) — — ^ 0 = letk-l-0. 

On dispose bien sûr du théorème correspondant en remplaçant « par 3=. 



Démonstration Définissons la fonction h = g- f. D’après les théorèmes généraux, h(x) ► h-h - D’après l’hypothèse (3), 

sur un voisinage de a, on a k = 0*z h(x). D’après le théorème précédent, 0^h~ h d’où h S h- 
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Théorème 11.19 WO Théorème des gendarmes 

Soient a, /, P trois fonctions définies sur un voisinage V d’un point adhérent a e I et / £ IR. On suppose que 
(J) Vxe V, aW«/(4«PW 
<3 • a (x) Z et P (x) -j-y- l 

alors la fonction / admet une limite au point a et / (x) ► Z. 

Démonstration Écrivons la preuve dans le cas où a est fini. 

Soit e>0. 

Puisque a(x) ► l, il existe pi > 0 tel que Vx e I, \x- a\ rp => |a(x) — /| =S e. De même, puisque P(x) ► Z, il 

existe rp > 0 tel que Vx e I, |x - a\ ^ P2 => IP(x) — l I « e. Comme V est un voisinage du point a, il existe p 3 > 0 tel que 
]a-r| 3 ,a + p 3 [cV. 

Posons p a minfpi ,p2,p3). 

Soit x e I tel que |x - a\ «S p. Puisque \x - a\ ^ p « pi, Z - e ^ a(x). Puisque \x- a\ « p s p 2 , P(x) / + e et puisque 
|x- a | ^ p^ P 3 , a(x) ^ /(x) ss P(x). On a finalement l-E*Z a(x) « /(x) ^ P(x) s 1+e d’où |/(x)- l\ ^ e. 

Re?narque 11.17 Le théorème des gendarmes se généralise aux limites infinies. Par exemple, si au voisinage de a e ï, 
on a 

(jn) /(x)^a(x). 

3^) a«— +°° 

alors / (x) > +00 

I Remarque 11.18 Attention, il ne faut pas confondre le théorème des gendarmes et le théorème de passage à la limite 
dans les inégalités. Le second permet d’affirmer l’existence d’une limite tandis que dans le premier l’existence de cette 
limite est présupposée. 

11.2.7 Théorème de composition des limites 


Théorème 11.20 Composition de limites 

Soient deux intervalles I c IR, J c IR et deux fonctions / :I — IR et g : J — IR telles que /(I) c J. Soient a e ï et h e J. On 
suppose que 

< 3 ) /« — b 

(S) 

Alors | (go/) (x) l j . 

Démonstration V Écrivons la preuve dans le cas où a et 1 sont Unis. 

Soit e > 0. 

Puisque g(y) * l, il existe a > 0 tel que Vy e J, |y- b\ a => |g(y) - l\ e. 

x->b 

Puisque /(x) * b, il existe p > 0 tel que Vx e I, |x - a\ s p => |/(x) — b\ S a. 

Soitxe I tel que \x-a\ « p. Comme y = f(x) e 1 et que \f(x)-b\ « a, on a |g(/(x)) - l\ ^ e d’où \g°f{x)-l\ ^e. 

Remarque 11.19 On déduit du théorème précédent les règles de passage à la limite dans une exponentiation f g - e gla É 
On suppose que / et g sont deux fonctions qui admettent comme limites respectives Z et Z'. 


ï 

l 

— 

y < 0 

z' = o 

0 < Z' 
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425 







_1 ln(l+jc) 

• Lorsque x — 0, (l + x)x = e * ► e car 

*^o + 

ln(l + x) 

x x-»0 + 

• Lorsque x — *• +oo, l x — 1 — — 1 1 



Démonstration C’est une conséquence immédiate du théorème précédent. 


11.2.8 Image d’une suite par une fonction 

Théorème 1 1.22 WÇ Théorème de la limite séquentielle 

On considère une fonction / : I — IR et a e ï. Soit une suite (u n ) de points de I et leï. On suppose que 



CH) f{x) ~ 1 




Démonstration Par l’absurde, s’il existait l e U tel que /(x) * l, puisque u n > a, d’après le théorème de limite 

séquentielle, f(u n ) — — — — * l et par unicité de la limite d’une suite, on aurait l = l\. De même, on aurait l - I2 et donc l\ = I2 ce qui 


Exemple 11.5 Considérons la fonction f : I + °°^ ^ ,, . , et montrons qu’elle n’admet pas de limite en 

r [ x — » sin(l/x) n r 

0. Par l’absurde, supposons que /(x) l. Introduisons les deux suites (u n ) - (l/(wr)) et (v n ) - (l/(2wr + jr/2). On 

calcule Vn e N*, f(u n ) - 0 — » 0 et f(v n ) = 1 — » 1 et on aurait 0 = 1 ce qui est faux. 

Théorème 11.24 OOO Caractérisation séquentielle de la continuité en un point 

Soit une fonction / : I IR et un point a e I. La fonction / est continue au point a si et seulement si pour toute suite 
(x n ) de points de I convergeant vers a, la suite [f(x n )) converge vers fia). 
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Figure 11.5 - Si n s 4 alors \u n - a\ « q et \f{u n ) - 1\ « e. 


Démonstration 

=> Soit (x n ) une suite de points de I telle que x n » a. Puisque f est continue au point a, fix) * fia ) et d’après le 

théorème de la limite séquentielle, f(x n ) » fia). 

<= Cette démonstration peut être sautée en première lecture. Elle sera revue en deuxième année. Nous allons utiliser une technique 
classique en analyse : la construction d’une suite à partir d’une propriété de la forme 

Vri > 0, 3xel... 

En prenant r| = 1 / n, on associe un élément x n el et 1 ’on construit ainsi une suite de points de I. Pour obtenir une telle propriété, 
nous allons raisonner par l’absurde. Supposons donc que la fonction f n’est pas continue au point a. La propriété f est continue 
au point a s’écrit à l’aide des quantificateurs : 

Ve>0, 3rj > 0, Vjcel, |x-a|«n => \f(x)-fia)\<e 
La traduction «f n ’est pas continue au point a» s ’ écrit en niant cette phrase : 

3e >0, Vq>0, 3xel, \x-a\ «p et |/(je)-/(a)| >e 

Il existe donc un réel e > 0 tel que 

[ Vr| > 0, 3xel, \x - jjj g n et \fjx) -fjg)\ > e | 

Pour tout entier n non nul, en prenant r| - Un, il existe un réel x n E I vérifiant \x n - «I S 1 / « et \f{x n ) - f(a)\ > e. On construit 
ainsi une suite {x n ) ner , s * qui converge vers a puisque \x n - a| S 1 In. D’après (ii), notre suite image doit converger vers fia) : 
fi x n) — — - — * fia). Mais alors puisque Vu J 1, e< \f{x n ) - f(a)\, par passage a la limite dans l’inégalité on devrait avoir 
Edifia)- fia) | = 0 ce qui est absurde. 

11.2.9 Théorème de la limite monotone 


Théorème 11.25 Théorème de la limite monotone (fonction croissante) 

Soient (a, b) e IR 2 et I = ] a, b[. 

Si une fonction / : ] a, b[ — IR est croissante, alors il y a deux possibilités. 

1. Si / est majorée, alors / admet une limite finie l lorsque x tend vers b et on a alors Z = sup : /. 
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2. Si / n’est pas majorée, alors /(x) — y +oo. 

De même, 

1 . Si / est minorée, alors / admet une limite finie Z lorsque x tend vers a et l = inlj /. 

2. Si / n’est pas minorée, alors /(x) *• -oo. 


Démonstration Ç> Posons S = {/ (x) ; xe.]a,b[}. La partie ê cIR est non vide. Étudions les deux cas. 

1 . Si la fonction f est majorée, alors la partie E est majorée et d ’ après 1 ’ axiome de la borne supérieurs, elle possède une borne 

supérieure le R. Montrons qu’a lors /(x) ► l. 

x-*b 

Soit e > 0. 

D'après le théorème de caractérisation de la borne supérieure (9.9), il existe yeS tel que l-e^y^l. Puisque yetë, 
il existe xg e ]a,b[ tel que y = f(xg). 

Posons r)= b- x o > 0. 

Soit x e I tel que \x- b\ ^ q, on a xo € x ^ b. Puisque la fonction f est croissante, f(xg) € /(x) et comme l est un 
majorant de S, on a également f{x] « l. Finalement, l-E*Z f{xg) S f(x) < l d’où \f{x) - l\ ^ e. 



Figure 1 1.6 - x > x 0 => Z - e /(x 0 ) < /(x) « l 

2. Si la fonction f n ’est pas majorée, montrons que /(x) +oo. 

Soit M > 0. 

Puisque f n ’est pas majorée, il existe xg£]a, b[ tel que M s f(xg). 

Posons r\~ h - Xg > 0. 

Soit x e I tel que \x - b\ ^ tj. 

Puisque xg S x et que f est croissante, on a M € /(x o) € /(x). 

Multimédia : Gomme pour les suites, l'utilisateur fixe son e,B... et on obtient le q,A... 

Remarque 11.21 Si / est croissante et si /(x) » l e IR, alors Vx e]a,fe[, /(x) « l. En effet, d’après le théorème 

x—>b 

précédent, on est dans le premier cas et l est la borne supérieure de / donc un majorant de f. Ce résultat est bien entendu 
faux si la fonction n’est pas croissante. 

On a le théorème correspondant pour une fonction décroissante. 
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Théorème 11.26 WO Théorème de la limite monotone (fonction décroissante) 

Soient (a, b) e IR 2 et I = ] a, b[. 

Si une fonction / : ] a, b[ — IR est décroissante, alors il y a deux possibilités. 

1 . Si / est majorée, alors / admet une limite finie l lorsque x tend vers a et on a alors l = supj /. 

2. Si / n’est pas majorée, alors f{x) * +oo. 

De même, 

1 . Si / est minorée, alors / admet une limite finie l lorsque x tend vers b et l - infi /. 

2. Si / n’est pas minorée, alors /(x) » -oo. 

x—b 


Remarque 11.22 Le théorème de la limite monotone permet de justifier V existence d’une limite sans la connaître 
explicitement. C’est un théorème d’existence abstrait très important en analyse. 


11.3 Étude locale d’une fonction 
11.3.1 Domination, prépondérance 
Définitions 

Définition 11.18 Fonction dominée par une autre 

Soient / et g deux fonctions définies au voisinage de a e IR. On dit que / est dominée par g au voisinage de a si et 
seulement si existe une fonction B définie au voisinage de a telle que 
'0 / (x) = B (x) g (x) au voisinage de a 
gg: B est bornée au voisinage de a 
On note alors / (x) = O (g (x)) . 

Définition 11.19 Fonction négligeable devant une autre 

Soient / et g deux fonctions définies au voisinage de a e IR. On dit que / est négligeable devant g au voisinage de a si 
et seulement si il existe une fonction e définie au voisinage de a telle que 
1 f(x) = e (x) g (x) au voisinage de a 
• e(x) — 0 

On note alors : / (x) = o (g (x)) 

tZÜ / 

Retnarque 11.23 f une fonction définie au voisinage de a. Alors, 

- /(x)= O (1) «=> / (x) est bornée au voisinage de a 

-/(x) = V( 1) « /(*) — 0 

Propriétés 

Proposition 11.27 Caractérisation pratique de /(x) = 0{g(x)) 

Soit f et g deux fonctions définies sur un voisinage V de a e IR. On suppose que g ne s’annule pas sur V \ {a}. Alors 


f 

/(x)= O (g(x)) <=> la fonction — est bornée au voisinage de a 


Démonstration 

| => | Comme / (x) = O (g(x)) il existe une fonction B bornée définie sur un voisinage V 1 de a (que l’on peut, quitte à travailler 
sur VnV' supposer égal à V) et vérifiant pour tout x e V', f (x) = B (x) g (x) . L’application f/g est donc définie sur V \ {a} et 
coincide avec B sur ce voisinage. Elle est donc bornée au voisinage de a. 

| <= | Réciproquement, si flg est bornée au voisinage de a, considérons un voisinage V de a sur lequel g ne s’annule pas sauf peut 

être en a. Si x e V \ {a}, posons B (x) = ~~ et posons B (a) = 1. La fonction a est bien définie sur V, et Vx e V \ {a} , / (x) = 

B (x) g (x) . De plus B est bornée au voisinage de a. Par conséquent f (x) = O (g (x)) . 
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Démonstration 

| => | Comme f (x) = o ^[gix)}, il existe une fonction e définie sur un voisinage V 1 de a (que l’on peut, quitte à travailler sur 

V n V', supposer égal à V) vérifiant, pour tout x e V, / (x) = e (x) g (x) et e (x) * 0. L’application fl g est définie sur V \ {a} et 

/(x)/g(x) = e(x) 0. 

I <= I Réciproquement, si HH * o, posons e (x) = HH s / xeV\ {a} et posons e (a) = 0. La fonction e est bien définie surV, et 

g(x) x—a g(x ) 

on a ; VxeV\{a}, / (x) = e(x) g (x). Déplus e(x) = /(x)/g(x) — 0. Par conséquent f (x) = o (g (x)). 


Opérations sur les relations de comparaison 



Démonstration Les preuves sont laissées en exercice. Vous pouvez supposer que les fonctions ne s’annulent pas sur un voisiange 
du point a pour utiliser les caractérisations précédentes. 


Exemples fondamentaux 



11.3.2 Fonctions équivalentes 

Définitions 
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Remarque 11.24 On a /(x) ~ g(x) si et seulement s’il existe une fonction e définie au voisinage de a telle que 
/(x) = (1 + eOO) g(x) avec e(x) ~ 0. 


Théorème 1 1.32 Caractérisation pratique de /(x) ~ g(x) 

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a £ IR. On suppose que g ne s’annule pas sur V \ {a}. Alors 



Démonstration 

| => | Comme / (x) ~ g(x), il existe une fonction a définie sur un voisinage V' de a (que l’on peut supposer égal à V, quitte à 

considérer le voisinage V n V'j vérifiant, pour tout x eV, f (x) = cx(x)g(x) et telle quea(x) * 1. L’application fl g est définie 

surV\{a}etf(x)lg(x)=a(x)-^l. 

| <= | Si /(x)/g(x) 1 1 , pour tout x e V\ {a\, posons a (x) = /(x)/g(x) et a (a) = 1 . On définit ainsi une fonction a sur le voisinage 

V avec Vx e V \ {«7,/ (x) = a (x) g (x) . De plus, a(x) = /(x) /g(x) — 1 donc /(x) ^ ~ ^ g(x) . 


Proposition 11.33 Un équivalent donne localement le signe 

Si / (x) ~ g (x) alors il existe un voisinage de a sur lequel / et g sont de même signe. 


Démonstration Comme / (x) ~ g(x), il existe une fonction a définie sur un voisinage V de a vérifiai. 
a(x)g(x) avec a(x) * 1. Puisque k = 1/2 < 1, d’après la transformation de limite en inégalité (théorème 


;e V' de a sur lequel a(x)ïl/2> 


e V, /(x) est de même signe que g(x) . 


Proposition 1 1 .34 Une fonction est équivalente à sa limite si celle-ci est non nulle et finie 

Soit / : I — IR et a e I. Alors 

[/(x) ►/ et lïo] => /(x) ~ l 


Démonstration Puisque /(x) * l, d’après les théorèmes gt 

équivalente à la fonction constante égale à / au voisinage du point a 


e qui signifie que la fonction f e 



Démonstration Puisque /(x) ~ g(x), il existe un voisinage V du point a et une fonction a définie sur ce voisinage vérifiant 
Vxe V, /(x) = a(x)g(x) et a(x) — — 1. D’après les théorèmes généraux sur les limites, /(x) = a(x)g(x) — — l. 

Remarque 11.25 Attention, écrire / (x) ~ 0 signifie que la fonction / est nulle sur un voisinage de a, ce qui est 
possible, mais en général, lorsque vous écrivez 0 à droite d’un équivalent, vous commetez une erreur ! 
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d’accroissement 




f (a). Par conséquent. 


Démonstration Comme f est dérivable en a, son taux 
comme /'(a) f 0, par opération sur les limites, on a 


/(*)-/(«) 


/(x)-/(a) ^ 

/'(a)(x- a) ~**a 


ce qui montre que f(x)- f (a) ~ f'(a)(x - a). 


'Proposition 11.37 

Soient u une fonction définie au voisinage de a e IR et /, g deux fonctions définies au voisinage de b e IR. On suppose 
que 


alors / (u(f)) t ~ a g(u(t)). 

Démonstration Comme f(x) ~ g (x), il existe une fonction a définie sur un voisinage V 1 de b telle que Vx e V 1 , f (x) = 

a(x)g(x) et a (x) » 1. SoitV un voisinage de a tel que Vf e V, u{t) e V'. On a alors Vf e V, /(«(f)) = a(w(f))g(w(f)). De 

plus, comme u(t) * b et a(x) * 1, d’après le théorème de composition de limites (11.20 page 425 ), a (u{tf) * 1 ce qui 

t—a x-*b t-*a 

montre que f (u(t)) ~ g(u(t)). 


Théorème 11.38 Opérations sur les équivalents 

Soient /, g, f, g des fonctions définies au voisinage de a e IR telles que 


1. | /(x)g(x) xZ J{x)g{x) 

2. Si la fonction / ne s’annule pas sur un voisinage du point a, il en est de même pour la fonction g et alors 

/(JÇ) glsT 

/W^gW 'B 

3. Pour tout réel s, si les fonctions / et g sont strictement positives au voisinage du point a, [/(x)] 5 ~ [g(x)] s I. 


Démonstration Puisque /(x) ~ g(x) et /(x) ~ g(x), il existe un voisinage V du point a et deux fonctions a, à définies sur 
ce voisinage vérifiant f(x) = a(x)g(x), /(x) = cx(x)g(x) avec a(x) > 1 et â[x) — — ► 1. Nous pouvons alors écrire 

1. /(x)g(x) = a(x)5(x)/(x)g(x) avec a(x)â(x) 1 ce qui montre que /(x) /(x) g(x)g(x). 

2. Puisque â(x) > 1, il existe un voisinage V' du point a sur lequel les fonctions â et f ne s’annulent pas. Puisque 

f(x) = c<(x) g(x), la fonction g ne s’annule pas sur V' et Vx e V' , , D’après les théorèmes généraux, 

f(x) â(x) g(x) 

a(x)/S(x) * 1 ce qui prouve le résultat. 

3. On peut écrire sur un voisinge du point a, [/(x)] s = [a(x)] s [g(x)] s et puisque y s ^ 1, par composition de limites, 

[cx(x)] s » 1 ce qui prouve le résultat. 

A Attention 11.6 II ne faut jamais 

1. Sommer des équivalents. 

2. Composer des équivalents. En particulier, il ne faut pas : 

(a) Prendre des logarithmes d’équivalents. 

(b) Prendre des exponentielles d’équivalents. 

I Exemple 11.7 Par exemple x * ~ x + 1 mais e x et e x+1 ne sont pas équivalents quand x tends vers +oo puisque 



C5D fM xZ a gM 

(3 fW xZ J(x). 


Alors 


e* 

e x +i 


= e 


A * î. 
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la onzième. 



d’après l’équivalent usuel du sinus et par puissance d’équivalent. La douzième se prouve de même. Les deux dernières se prouvent 
encore en utilisant un taux d’accroissement. Pour l’avant dernière, on peut aussi utiliser la formule Vx e [-1, 1] , arccosx + 
arcsinx = tt/2 et l’équivalent usuel d’arcsinus. La dernière peut encore se démontrer en passant en exp-ln et en utilisant les 
équivalents usuels pour exp etln.. 

I Retnarque 11.26 Attention, n’écrivez pas cos(x) ~ 1 -x 2 / 2. Le résultat est vrai, mais on a plus simplement 
cos(x) ~ 1 ! Il est conseillé de lire l’appendice C.4. 1 page 1204 pour comprendre ce qu’est un équivalent. 

De manière plus générale, 


f P roposition 11.40 


Si f(x) — 

— 0 , au voisinage du point a 



|ln(l + /(x))^~ fl /(x) | 

| sin (/ (x)) x ~ a / (x) | | tan (/ (x)) ^ /(x) | 


cos(/ (x)) - 1 x Z a ~^—^- | | 

e m-l xZa fix)\ | (l + / (x)) a - 1 af (x) | (aeR) 



J 


Démonstration II suffit de combiner les résultats précédents et la proposition 11.37. 

Une fois que vous avez assimilé les définitions de ce paragraphe, il est conseillé de lire l’appendice C.4 page 1204 pour 
apprendre à utiliser en pratique les équivalents. 


11.4 Propriétés globales des fonctions continues 

11.4.1 Définitions et propriétés de base 

Définitions 

Définition 11.21 Fonction continue sur un intervalle 

On dit qu’une fonction / est continue sur un intervalle I si et seulement si la fonction / est continue en chaque point 
de I. Cette définition s’écrit avec les quantificateurs sous la forme suivante : 

Vael, Ve>0 3q>0 Vxel |x-a|«q=> |/(x) -f(a)\ « e 

On note if (I) (ou if° (I), ‘tfjl.R), if 0 (I, US)) l’ensemble des fonctions réelles continues sur l’intervalle I. 
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Remarque 11.27 

- La continuité en un point est une notion locale. 

- La continuité sur un intervalle est une notion globable. 

- Intuitivement, « une fonction est continue sur un intervalle si et seulement si on peut tracer son graphe sans lever le 


Théorème 11.41 Une fonction lipschitzienne est continue 

Si une fonction / : I>— M est lipschitzienne sur l’intervalle I, alors / est continue sur l’intervalle I. 

Démonstration Puisque f est lipschitzienne sur l’intervalle I, il existe une constante k S 0 telle que V(x,y) e I 2 , \f{x) - f{y)\ 
k\x-y\. Soit a € I. Montrons que la fonction f est continue au point a. 

Soit e > 0. 

Posons q = e/fc> 0. 

Soit x€l tel que \x-a\ « p, |/(x)-/(a)| « k\x-a\ « fcq = e 

Opérations sur les fonctions continues 

Théorème 11.42 Théorème d’opérations sur les fonctions continues 

• Si / est continue sur I alors |/| est continue sur I. 

• Une combinaison linéaire de fonctions continues sur I est continue sur I. 

• La fonction produit de deux fonctions continues sur I est continue sur I. 

• Si / et g sont continues sur I et si g ne s’annule pas sur I alors | est continue sur I. 


Démonstration Les affirmations précédentes sont vraies en chaque point de I d’après les théorèmes généraux donc elles sont 
vraies sur I. 

| Remarque 11.28 (I) est un sous espace vectoriel de ,^(I, IR) . 


Théorème 1 1.43 La composée de fonctions continues est continue 

Soient deux intervalles I et J. Soit une application / continue sur I telle que /(I) c J et g une application continue sur J. 
Alors la fonction go f est continue sur I. 

Démonstration la proposition est vraie en chaque point de 1 donc elle est vraie sur I. 

11.4.2 Les théorèmes fondamentaux 

Le théorème des valeurs intermédiaires 

Théorème 11.44 W9 Théorème des valeurs intermédiaires (TVI) 

Soient I un intervalle de IR et une fonction f : I — ► IR. Soient deux points ( a , b) e I 2 tels que a < b. On suppose que 
Œ) la fonction / est continue sur l ’ intervalle I. 


Démonstration Puisque I est un intervalle et que a, h e I, on a [a, b] c I. Notons ,jY = {xe [a, b] \ f{x) 0}. C’est une partie de R. 
Puisque a e Jé , cette partie est non vide. De plus elle est majorée par b donc elle admet une borne supérieure c = sup./K. Montrons 
que fie) = 0. 


crayon». 


(jhT), fia) « 0 et fib) & 0. 


Alors il existe un réel c e [a, b\ tel que 
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- D’après la caractérisation de la borne supérieure, 

Ve>0, 3 xeJY, c-e*zx<c 

En prenant pour tout entier n non nul e = 1/n, il existe donc un réel x n e [c - 1 / n, c] vérifiant f{x n ) ^ 0. On construit ainsi une 

suite de points de [a, b] vérifiant x n » c et f(x n ) s 0. Puisque la fonction f est continue au point c, f{x n ) * fie) et 

par passage à la limite dans les inégalités, on a fie) « 0. 

- Puisque c est un majorant de E, Vx e]c, b], f{x) > 0 et puisque f est continue à droite au point c, f{x) » /(c). Par passage à 

la limite dans les inégalités, on en déduit que fie) S 0. 

En conclusion, fie ) = 0. 

I Remarque 11.29 Le résultat est faux si la fonction est définie sur un ensemble A qui n’est pas un intervalle. Par 
exemple, la fonction f définie sur [-2,-1] u [1,2] par /(x) — -1 si xe [-2,-1] et /(x) — 1 lorsque Jte [1,2] est continue 
en tout point de A, vérifie la deuxième hypothèse, puisque fl— 2) < 0 et /( 2) > 0 mais ne s’annule pas sur A. 

Remarque 11.30 Plus généralement, on peut remplacer l’hypothèse H1 par f(à)f{b ) « 0. Le théorème des valeurs 
intermédiaires est (comme le théorème de la limite monotone) un théorème qui permet de montrer Y existence d’objets 
de façon abstraite sans préciser leur valeur. On utilise pour cela une fonction auxiliaire bien choisie et on applique le TVI 
à cette fonction. 

Exemple 11.8 Soit / : [0,1] « [0,1] une fonction continue. Cette fonction admet au moins un point fixe xo e [0,1]. 
Définissons la fonction auxiliaire g : j ^ ^ . D’après les théorèmes généraux, la fonction g est 

continue sur le segment [0, 1]. Puisque la fonction est à valeurs dans [0, 1], /(0) & 0 et /( 1) « 1 d’où g(0) ^ 0 et g(l) 3* 0. 
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe xq e [0, 1] tel que g(xo) = 0, c’est à dire /(x o) = xq. 


Exemple 11.9 Soit P : M >— • IR une fonction polynomiale de degré impair. Vérifions qu’elle s’annule au moins une fois. 
En notant P(x) = fl2n+i x 2n+l H — + ao, avec «2n+i f 0, on obtient un équivalent simple de la fonction au voisinage de 

+oo et de -oo, P(x) ~ «2n+i x 2n+l . Si «2n+i > 0, P(x) * -oo et P(x) » +oo. La transformation de limite 

en inégalités donne l’existence d’un réel a < 0 tel que P(a) ^ 0 et d’un réel b > 0 tel que P(fo) ^ 0. Puisque P est une 
fonction continue sur [a, b], d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe c e [a, b] tel que P(c) = 0. 


Théorème 11.45 Recherche d’un zéro par dichotomie 

On considère une fonction continue f : [a, b] — > • M telle que fia) « 0 et flb) > 0. On construit deux suites récurrentes 
la n ) et lb n ) en posant oq = a, bq - b et 


Vue N, 



. f ,a n + bn,^ n 
si /(—£—) ^ 0 

»/(—£— )<° 



si /(—£—) > 0 
S1 f[—-^ ”) < 0 


Alors les deux suites la n ) et lb n ) sont adjacentes et convergent vers une même limite c qui est un zéro de la fonction 
/. Si l’on choisit de prendre a n comme valeur approchée de c, on obtient la majoration de l’erreur 


/(^)< o 



Démonstration On vérifie par récurrence que Vue N, que a n S b n et que (b n - a n ) = lb- a)l 2 n — — - — * 0. Les deux suites 
(a n ) et lb n ) sont donc adjacentes et convergent vers la même limite c e IR. Puisque la fonction f est continue au point c, d’après 

le théorème de la limite séquentielle, fla n ) ► fie) et f(b n ) <• /(c). On vérifie également par récurrence que Vu e N, 

f{a n ) s 0 et flb n ) S 0. Par passage à la limite dans les inégalités, on obtient alors que fie) ^ 0 et fie) s 0 ce qui montre que 
fie) = 0. Puisque y ne N, a n ^ c s b n , \c- a n \ « lb n - a n ) ^ lb- a)/2 n ce qui montre que a n est une valeur approchée par défaut 
de c à lb- a) 1 2 n près. De même, b n est une valeur approchée par exces de c à [b - a)/2 n près. 
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Remarque 11.31 La preuve précédente fournit une autre démonstration plus constructive du théorème des valeurs 
intermédiaires. Elle fournit un algorithme simple et efficace qui permet de déterminer une valeur approchée d’un zéro de 
la fonction /. 


dicho := proc(f, a, b, eps) 

# f : une fonction définie sur le segment [a, b] 

# eps : une précision souhaitée 

# On suppose f continue sur [a, b] avec f (a) <= 0 et f (b) >=0 
local A, B, C; 


)/ 2 ; 


; n'est pas atteinte, calculer les termes suivant 


while (B-A) > eps do 

# tant que la précision so 

if f (C) < 0 then 
A C; 

B := C; 
fi; 

C := (A+B)/2; 

# après le n-ième passage dans cette boucle, A=a_n, B=b_n et C= (a_ 

od; 

# on sort de la boucle donc (B-A) ■#**' eps 
C; #C est une valeur approchée de c à eps près 

f := x -> exp (x) - 2; d.i cho ( f , -1 . t 2., 0.0001); 


Multimédia : voir les segments de tâille moitié qui encadrent le zéro au cours 
du temps 

On dispose d’un énoncé équivalent du théorème des valeurs intermédiaires qui justifie son nom. 


Théorème 1 1.46 Théorème des valeurs intermédiaires (deuxième forme) 

Soient a, b g IR tels que a < b. On suppose que : 

(^T) / est continue sur [a, b]. 


alors / (x) prend toutes les valeurs intermédiaires entre f(a) et / (h) quand x parcourt [a, b]. Autrement dit, si yo e 
[/(a), /(h)] , alors il existe au moins un réel xq e [a, b] tel que /(xq) = yo I. 


Démonstration Supposons pour fixer les idées que fia) « f[b), alors fia ) « yo < fib). Définissons la fonction auxiliaire 

I la, b] — U 

ë : I x — / (x) - y 0 

Elle est continue sur [a, b] d’après les théorèmes généraux et gfa) = fia) - yo « 0 , gfb) = fib) - yo S 0 . D’après le théorème des 
valeurs intermédiaires, il existe xq e [a, b] tel que gix o) = 0 et alors fixçf) = yo- 


Corollaire 11.47 

Image d’un intervalle par une application continue L’image d’un intervalle par une application continue est un inter- 
valle. 


Démonstration On suppose que f : I — K et que f est continue sur un intervalle I. Soitl un intervalle de I. Nous allons montrer 
que flJ) est encore un intervalle de M. Cela revient à prouver que pour tout yi,y2 e / CD, on a [yi,y2] c /(!)• Soit yi,y2 e /(!)■ 
Il existe xi , X2 e 1 tels que fixf) = yi et f (X2) = y2 • Soit y £ [yi , y2 ] ■ D ’ après le théorème des valeurs intermédiaires (deuxième 
forme), il existe x e [xi,X2] tel que y = f lx) . Par conséquent, ye/( I). On prouve ainsi que [yi,y2] c /(l)- 


Fonction continue sur un segment 

Le théorème suivant est fondamental en analyse. 
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Théorème 1 1 .48 O W Théorème du maximum : une fonction continue sur un segment est bornée et atteint 
ses bornes 

Soit une fonction / : [a, b] — » IR continue sur un segment. Alors la fonction / est bornée et atteint ses bornes 

3(ci,c 2 ) e [a, b] 2 : f(ci)= sup f(x) et /(c 2 ) = inf /(x) 

xela.b] xe[a,b] 



Démonstration La preuve utilise le théorème de Bolzano-Weierstrass. Il nous faut donc construire des suites. Pour cela nous 
allons utiliser la même technique que dans la démonstration du théorème 11.24 page 426. 

- Montrons que la fonction f est majorée : 

3MelR, Vrekb], /(x)sM 
Nous raisonnons par l’absurde en supposant que la fonction n’est pas majorée : 

VMe R, 3xEla,b], f{x)>M 

Soit un entier ne N. En prenant M = n, il existe x n e [a, b] vérifiant f{x n ) > n. On construit ainsi une suite de points (x n ) du 

segment [a, b] telle que f(x n ) * +oo. Puisque la suite (x n ) est bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass ( 10.30 

page 366), il existe une suite extraite (x,p(„)) qui converge vers c e K. Puisque V n e N, a ^ x n ^ b, par passage à la limite dans 
les inégalités, a ^ c € b. Mais la fonction f est continue au point c donc d’après la caractérisation séquentielle de la continuité, 
f(x l p(n)) * ffc). On obtient une contradiction puisque /(X{p( n )) <• +oo. 

- Définissons la partie de K, /P = {/( x); x e [a, b]}. Elle est non vide puisque fia) e ,!?. De plus, elle est majorée puisqu’on a vu 
que f était majorée. Elle admet donc une borne supérieure, M = sup,!? = sup/. Montrons que cette borne supérieure est atteinte. 

I 

D’après la caractérisation de la borne supérieure, 

Ve >0, 3x e [a, b], tel que M-e«S/(x)^M 
Pour tout entier n non nul, en prenant e= 1/n, il existe x n e [a, b] tel que 

La suite (x n ) étant bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite extraite ix^ n )) qui converge vers une 
limite c\ e [a, b). Puisque la fonction f est continue au point Ci, f{x^ n )) — — * f{c\). On a d’autre part. 

Vue N*, 

Par passage à la limite dans cette inégalité, on obtient que M « f{c i) « M d’où M = f{c\ ) . 

- Pour montrer que f possède une borne inférieure et que cette borne inférieure est atteinte, on utilise les mêmes techniques. 
Vérifiez que vous avez bien compris la démonstration écrivant cette preuve. 

Remarque 11.32 En d’autres termes, une fonction continue sur un segment possède un maximum et un minimum : 

sup/(x) = max f(x) = /(ci) inf/(x) = min/(x) = /(c 2 ) 

jcel xcl xcl 

On se sert souvent de ce théorème en analyse sous la forme suivante. Si f est une fonction continue sur un segment, 
la fonction |/| est également continue sur ce segment donc elle possède un maximum. On note ||/||oo = sup|/(x)| ce 

xel 

maximum et il est atteint. Il existe ce [a, b] tel que ||/||oo = 1/(01- 


Corollaire 1 1 .49 Image d’un segment par une application continue 


L’image d’un segment [a, b] par une application continue est un segment et si m - inf / et M = sup / alors fila, b]) = 

[a, b] 

[m, M], 
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Démonstration Puisque M est un majorant de fila, fi]) et m un minorant de /([a, fi]), on a f{[a, fi]) c Montrons que 

[w,M] c /([a, fi]). Soit y e [m, M], Comme les bornes sont atteintes, il existe C\,C2 £ [a, b] tel que M = /(c i) et m = /(C2). Un 
segment est un intervalle, donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires ( deuxième forme), puisque y e [f{c\),f{c2)\, il 
existe x e [c\, C2] c [a, b] tel que y = f(x) ce qui montre que y e /([a, b]). 

Fonctions uniformément continues 


Définition 11.22 W Fonction uniformément continue 

Soit une fonction / : I IR définie sur un intervalle I. On dit qu’elle est uniformément continue sur I lorsque 
Ve > 0, 3q > 0 : V(x,y)el 2 , \x-y\*i\=> |/(jc) - /( yï| e 

Le nombre q est indépendant des réels (x, y) et s’appelle un module d’uniforme continuité. 


Proposition 11.50 Lipschitz => uniformément continue => continue 

Soit / : I — - IR une fonction définie sur un intervalle I. 

/ lipschitzienne suri => / uniformément continue sur I => / continue sur I 


1. Supposons f lispchitzienne suri, il existe k S 0 tel que V(x,y) e I 2 , \f(x)-f(y)\ k\x-y\. Montrons que f est uniformément 

continue sur I. 

Soit e > 0. 

Posons q = e/fi> 0. 

Soient ( x , y) e I 2 tels que \x - y\ q, on a 

|/(x)-/(y)|sfc|x-y|«fcq=£ 

2. Supposons f uniformément continue sur I et montrons que f est continue sur I. Soit a e I, montrons que la fonction f est 
continue au point a. 

Soit e > 0, 

Puisque f est uniformément continue sur I, il existe q > 0 tel que V(x, y) e I 2 , \x- y\ € q => |/(x) - /(y)| e. 

Soit x e I tel que \x - a| « q, on a bien \f(x) - fia) | e. 

Le théorème suivant est un résultat important d’analyse. 


Théorème 11.51 W9 Théorème de Heine 

Une fonction continue sur un segment est uniformément continue sur ce segment. 


Démonstration Nous allons contstruire des suites et utiliser le théorème de Bolzano-Weirstrass. Nous devons montrer que 
Ve> 0, 3q > 0, V(x,y) e [a, b] 2 , |x-y|«;q=> I f{x)-f(y)\<e 

Raisonnons par l’absurde en supposant que cette propriété est fausse : 

Be>0, Vq > 0, 3(x,y) e [a, fi] 2 , \x-y\ ** q et |/(x) -/(y)| > e 

Il existe donc un réel e>0 tel que 

Vq > 0, 3 (x,y)e[a,fi] 2 , |x-y| ^ q et |/(jc)-/(y)| > e 

Soit n e N*, en prenant q = 1 In, on peut trouver deux réels (x n ,y n ) e [a, b] 2 vérifiant \x n - y n \ « fin et \f{x n ) - f{y n )\ > e. 
On construit ainsi deux suites (x n ) et (y n ) de points du segment [a, fi]. Puisque la suite (x n ) est bornée, d’après le théorème de 
Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une suite convergente, (x,p ( n ) ) vers une limite ce [a, b]. Puisque 

lyip(n) - cl = l(yiptn) “ x q>(n)) + ( x ip(n) - c ) l ^ l^ip(n) _ .Kp(n)l + l*cp(n) _ c \ 4 ^ + l j: ipW _c l ^ “ + l x q> tri) ~ c \ n ^ +00 ‘ 0 

la suite (y^fn)) converge également vers la même limite c. Puisque la fonction f est continue au point c, d’après la caractérisation 
séquentielle delà continuité, /(x , pM ) n ^ +oo ’ /(U et f{y^ n )) n ^ +oo ’ f(c). M ais comme Mne N, e< \f(.x {fM )-f[y {fM )\’P ar 
passage à la limite dans les inégalités, on obtient que 0 < e « |/(c) - /(c) | = 0 ce qui est absurde. 

Théorème de la bijection 
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Théorème 11.52 Théorème de la bijection 

Soit une application / : I -<• IR. On note J = /(I). On suppose que la fonction / est 

C“> 

& 

Alors, 

1 . J est un intervalle, 

2. / réalise une bijection de l’intervalle I vers l’intervalle J, 

3. la bijection réciproque / -1 : J >-► I est une fonction continue sur I, strictement monotone de même sens que /. 


continue sur I, 
strictement monotone sur I. 


Démonstration D’après le théorème 1 1.47 page 436, on sait déjà que 1 est un intervalle. D’après le théorème 11.5 page 416, on 
sait déjà que f est bijective, strictement monotone de même sens que f. Il nous reste à montrer que la bijection réciproque / -1 
est continue sur J. Soit Xo e J, montrons que / -1 est continue au point Xo . Notons xo = /“ 1 (Xo) . Pour simplifier la preuve, nous 
supposerons que f est strictement croissante sur I et que xq est un point intérieur à I (le cas où xq est une borne de l’intervalle se 
traite de même). 



Puisque xo est un point intérieur de I, il existe un réel e i ,0<e , Se tel que [xo -e',xo +e'] c I. Posons Yi = /(xq - e') et 
Y2 = /(xo + e'). Puisque f est strictement croissante sur I, Y] < Xq < Y2. Posons alors r] = min(Xo -Y1A2 -Xq) > 0. 
SoitXeJ tel que |X-Xg| « q, on a Yj ^X^ Y2 et puisque / -1 est croissante suri, / _1 (Yi) € / _1 (X) / _1 (Y 2 ), c’est à dire 

f - 1 (Xo) - e' € f - 1 (X) < f - 1 (Xo) + e' ou encore I/” 1 (X) - f - 1 (Xq)| € e' « e. 


En résumé 


Les parties C.l page 1189 sur les techniques de majoration- minoration et la partie C.4 page 1204 sur les équivalents dans 
l’annexe C sont, comme dans le chapitre précédent, toujours d’actualité. 

Il faudra être capable de distinguer une propriété locale (vraie dans le voisinage d’un point) d’une propriété globale (vraie 
sur un intervalle). 

Les énoncés suivants devront être parfaitement connus et quand on les utilisera, on vérifiera avec rigueur leurs hypothèses : 


Théorème des gendarmes. 

Théorème de la limite monotone. 

Caractérisation séquentielle de la continuité en un 
point. 

Théorème d’opérations sur les limites. 

Théorème d’opérations sur les fonctions continues. 


Équivalents usuels, relations de comparaison. 
Théorèmes des valeurs intermédiaires (sous ses dif- 
férentes formes). 

Théorème du maximum. 

Théorème de Heine. 

Théorème de continuité de la bijection réciproque. 
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11.5 Exercices 


11.5.1 Avec les définitions 

Exercice 11.1 V i 

En utilisant la définition de la notion de limite en un point, montrer que : 

3. lim — — tt = +oo 

x^l- 1-X 2 

4. lim \fx= \fa avec ae R* . 


1. lim -=0 

2. lim- = +oo 


1. Soit z > 0. On cherche meU tel que si x e ] m, +oo[ alors on a : — 0 = — < e. Cette inéquation est équivalente 

U I w 

à | x\ > j . En posant m--, on a bien pour tout xe]m, +oo [ : | — - 0 1 < e. Voilà qui prouve que lim x ^ +co ^ = 0. 

2. Soit M e [R. On peut supposer que M ^ 1 .On cherche r] e IR* tel que, pour tout x e (R* , si |x — Q) - \x\ - x < \\ 
alors — > M. Cette inéquation est équivalente à — > x. Il suffit alors de poser r| = — . On montre ainsi que 

lim - = +oo. 

x^o + x 

3. Soit MeR*. On cherche r| e IR* tel que pour tout x > 0, si 1 - x < r\ alors ^ 2 > M . On a : 



Avec r) = 1 - yj 1- on répond au problème posé. Ainsi lim ^ 2 ~ + °°' 

4. Soit e > 0 .On cherche r] g IR tel que, pour tout x e IR+, si |x - a\ < r] alors | \fx - \fü\ < z. Pour tout ieR + , tel que 
x> a on a : 

\fx- \fa< e <=> x< (e+ \fô] <=> x- a < (e+ \/a) -a-z 2 + 2z\/a. 

Si x< a, on montre que : 

\/â-\/x<£<=> a- x<2z\fâ-z 2 . 

Par suite, avec r| = min{2Ev / « + E 2 ,2E\/â-e 2 } (il faut au départ avoir choisi e suffisamment petit pour que \fa- 
e > 0 ), on répond au problème posé et on a bien : lim \fx = \fa avec a e IR+. 

Exercice 11.2 ■ \>\? I 

On considère une fonction f : IR — ► IR admettant une limite finie l lorsque x — ■ +oo. Montrez que 
Ve > 0, 3A>0 : V(x.x') e [A,+oo[, |/(x) -/(x')| =SE 


Solution : Soit e > 0 . Posons z = e/2 > 0 . En utilisant la définition de /( jc) — - — ► l, on peut affirmer qu’il existe A > 0 
tel que : Vx 3= A, |/(x) - 1\ ^ z. Soit alors (x, x') e [A,+oo[, majorons en utihsant l’inégalité triangulaire : 

I /(x) - /(x') | = |[/(x) -/] + [/- /(x')] J « | /(x) - li + |/(x') - /| « 2z « E 

ce qui prouve le résultat. 


11.5.2 Limites d’une fonction à valeurs réelles 

Exercice 11.3 V 

Déterminer les limites suivantes : 
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6. lim 


cosx 2 



Déterminer les limites suivantes : 

xcos(e x ) 

1 . lim — r — — 

x^+oo x 2 + l 

2. lim lnxln (lnx) 

, sT& 


4. ^lim ln(l + x 2 e x 

y/2 + x-y/ï^ 

5. lim 


6. lim 


ln(l + x) 


Solution : 

Ixcosle*)! x xcosle*) i — i 

1. Pour tout x e K+, 0 « — 2 + \ g ~ 2 — ~ donc par application du théorème des gendarmes lim — - — — =|_0j 

2. lnxln (lnx) =XlnXavecX = lnx 0 donc lim lnxln (ln x) =[0] 


3. 2x-l+^=2x-l+ — = 


f 2x —1 + 1 si x £ Bîî. . vG? | — | . yfx 2 \ 1 

< et lim 2x- 1 + = 0 , lim 2x- H = -2 

2x-l-l sixeR! *-o+ x L - 1 x-~or x 1 1 


x 2 e x — — — » 0 donc par composition de limites : lim ln(l + 

V2 + ï-V2^c [V2 + ï-s/2^{s/2 + I+s/2=I) 

^ x(V2 + x+ y/2-x) 


)-0 


6. On reconnaît le taux d’accroissement de y 

ln(l + x) ln(l + x)-lnl . — . 

tient : = ► 1 . 

r r-0 r— *n 1 — 1 


x(v / 2 + x + v / 2^x) | 2 | ' 

ln(l + x) en 0. Cette fonction étant dérivable en 0, on ob- 


Exercice 11.5 I 

Déterminer les limites suivantes : 

sin (e~ x ) 

1. lim — — 

2. ^lim Vx-Vx+T 

3. lim cos (7x) e~ 3x 


5. lim(l + x)x 
x^o 

^ x 3 - 2x 2 - x + 2 


x—i x 2 + x - 2 


Solution : 

sin(e~*) x=e~ x 


sinX 
X x-o 


0 
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2. y/x- 


[y/x-y/x+ 1) [\fx + Vx+l) 
y/x+ Vx+ 1 




3. Pour tout x e IR, -e~ 3x « cos (7x) e~ 3x ^ e -3 * et e _3jc + > 0 donc par application du théorème des gendarmes 
^lim^cos (7x) e~ 3x - [Ô] 

4. On reconnaît le taux d’accroissement de la fonction exponentielle en 0. Celle ci étant dérivable en 0, on obtient : 



z x 3 -2x z -x+2 
6 ■ x 2 +x-2 


ix-D(x 2 -x-2) ^rri 

ix-lUx + 2) x-1 | 3 r 


1 donc lim (1 + x) * = Yë\ 
x^o ' — 1 


Exercice 11.6 I 

Déterminer les limites suivantes : 


2. lim 

3. 


\/x-V3 


hm^x^J x + \/x+\ -\[x 


4. 


lim^ 


x 3 -4x 2 + x + 6 
x 2 + 3x + 2 


5. 


lim 


2x 3 - 5x+ 10 
x 2 + 2x + 2 


6. ^lim \J x 2 + x-\- x\fx 
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Exercice 11.7 IÇ> 

Déterminer les limites suivantes : 

xinx 

1. lim — 

(lnx) 


+ °° \j x + V*+"^ 
3. lim (l + sin 2 -llnx 


4. lim xsin^— J 

c 1; „ sin ( 3x ) 


x — 0 arccosx- 4 


lnx p ( lnx) 2 

A _ _ g ln z x-xlnlnx _ 

(lnx)* e xtn\nx 

[Ô] par opérations sur les limites. 

yfx \/~X 1 

Vf' 




■f \fx 




3. (l + sin 2 ^ ) ln x < 2 ln x donc par application du théorème des gendarmes lirn ^ 1 + sin 2 -j In x = | -00 | . 

4. |xsin(^)| « |x| donc par application du théorème des gendarmes limxsin^-j -|~o] 


sin (3x) x= 3 * sinX 


1=0. 


x — 0 arccosx - 4 


ir=E3 


Exercice 11.8 

Déterminer les limites suivantes : 


x\/x + 2x 


, t 9 1 1 1 1 A 

4. lim 2cos — sin-+3H 

x-o+1 x x x x 2 ' 

5. ^Un^x(v / x 2 + 3-x) 

* 1 ,™ *-v* 


Solution : 

x\[x + 2x x\fx 


XVX + 2X _ XyX i+ 75 nn 

• X 2 + X + 1 _ X 2 1+i + p ^ 


2. On reconnaît le taux d’accroissement de la fonction sh en 0. Cette fonction étant dérivable en 0, on obtient 


x 3 — 4x 2 +5x — 2 _ (x-2) (x 2 - 2x + l) 


M 


x 2 - 3 x + 2 (x — 2) (x — 1) 

4. Pour tout xeR* : 2 cos 2 ^-sinl+3+^-^j « 6 + ^ = 6 + (x — 1) — ^ - 00 . Donc par application du 

théorème des gendarmes lim + ^2cos 2 - - sin - + 3 + - — = | -00 | 

j J../FT3 ) 3x 3 m 

• 1 ) v^tïï+x v^tïï+x ^yrTx+i^UJ 


I. ^ — ► [Tl car ln x = o 

lnx + x xStÆ + i x^+00 1 — 1 x *+oc 
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Exercice 11.9 ■ V 

Déterminer les limites suivantes : 


1. ^lim^ e x ~ smx 

2. lim x ^ 

3. limxln^l+-j 


6. lim (lnx + 2x+l-E(x)) 


Solution : 

1 gX-sinx ^ e x ~i donc par application du théorème des gendarmes lim < 




2. x * = e 1 ° x — — — [T] par composition et car ln x - o (x) . 

3. xln(l+ ^ 1 ===== et Hm ln(1+x) - ] donc limxln^l + -j - [T] par utilisation des limites usuelles. 

3^ = £ Sji .g 

5 " T^“T^ = "^+j:+1 ~E3 

6. Pour tout xe M, x - 1 « E(x) < x. Donc : lnx + x+ 1 « lnx + 2x+ 1 -E(x) et comme lnx + x + 1 ^ + ^> +oo par 
application du théorème des gendarmes Mim (lnx + 2x + 1 - E(x)) = | +oo | 


Exercice 11.10 ■ <2 I 

Déterminer les limites suivantes : 


„ x-E(x) 

2. lim — — 

VH 


[y/x + 5-s/x^[Vx + 5 + Vx^5) _ 


— 0 


1. Vx+5-Vx^5^ 


2. Pour x > 0, 0 « — — « X = V\x\ donc par application du théorème des gendarmes, lim X - |~q~| . 


V\x\ V\x\ 

Mais lim X 0.^ - 1 +oo I. 

—o- vTïr 1 1 


-0 + VW 


3. Pour tout x eR* , x(l/x- 1 ) « xE (~) =s x.l/x donc par application du théorème des gendarmes limxE^-j - [T]. 


: 2 + 2|x| _ x 2 + 2x 


x + 2x | — | x +2 x r 2 n Y 

= — =x + 2 — ^[2].Six<0, — — = ^* = x 


rEH 


5 i±£ = 1 + x = J: lï| 

1 - x 2 (1 + x)(l - x) 1 - x X — 1 | 2 I 


=m 


Exercice 11.11 I 

Déterminer les limites suivantes : 
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2. lim (sinxjTrïT 


3. 


x 3 +x 2 -x-l 

x 3 -3x- 


6 . ^lim (l + - j 


Solution : 

1. Pour tout x e IR+ : 2 « 2 cos 2 | - sin| +3 donc par application du théorème des gendarmes : 
2cos 2 |-sin|+3 


lim - 


■f sfx 


- 0 et lim (sinx) E* = 


i lnsinx ln^-lnx ^ ^ 

2. (sinx)E* = e lnx = g lnx = e lnx mais » 1 donc — 

X X~*0 lli A *»W 

ED 

3 x 3 + x 2 -x-l (x+lfx 2 -!) x 1 x-^-r 

x 3 -3x-2 (x+1) 2 (x-2) x- 2 x — i — — ^ 

^ \/l + sinx- \/l - sinx (\/l + sinx- \/l - sinx) (v 2 1 + sinx+ \/l -sinx) 2sinx 

x x (\/l + sinx + \/l- sinx) x(Vl + sinx+ \/l -sinx) x ^° 

m car sinx/ x » 1. 

x^o 

5. On reconnaît le taux d ’ accroissement de la fonction tangente en 0. Cette fonction étant dérivable en 0, on obtient : 

lim = tan' 0=1 

x->0 x 

ln ( 1 + ^) 

6. (1 + §f = e* ln ( 1 + i) = e x =üL , e donc fimjl + -J = 


Exercice 11.12 

Déterminer 


! = lim(-ll — ! ) 

*— <Hsurx 1-cosx/ 


Solution : On a : 


1-cosx l-cos 2 x 1-cosx 1 + cosx 


Exercice 11.13 I I 

Soit la fonction g donnée sur IR* par g(x) = sin | . Montrer que g n’a pas de limite en 0. 


g (x n ) = (-l) n . La suite (g(x„)) est donc divergente alors que la suite x n — - — ► 0. Donc par le théorème de composition 
d’une suite par une fonction, g ne peut admettre de limite en 0. 

Exercice 11.14 

Montrer que la fonction f définie sur]0,+oo[ par /(x) = cos (Zrc(x)) n’admet pas de Hmite en +oo. 


Solution : Définissons les suites (x n ) et (y„) par, pour tout n e l\l : x n = e 2 ™ et y n - e 2nn+ ? . Elles tendent toutes 
les deux vers +oo. Supposons que /(x) + > l. Alors f{x n ) — > l or pour tout ne N, f{x n ) = 1. Donc l - 1. Mais 

de même, puisque f(y n ) - 0, on devrait avoir l = 0, ce qui rentre en contradiction avec l’unicité de la hmite. Donc f 
n’admet pas de limite en +oo. 


Exercice 11.15 

„ , , E(l/x) + 

Calculer lim x _ 0 + 
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Solution : La fonction 


E(±) + x 

/W = Î7I T77 


est bien définie pour xe] 0,1 [, carE(~) ÿl>x. Encadrons 


JL- </(x)<yï 

X - - 

X X 

1 + x 2 - 


«/(*)< T 


et par le théorème des gendarmes, on obtient que /(x) -* 1. 


11.5.3 Comparaison des fonctions numériques 

Exercice 11.16 

Déterminer un équivalent simple pour les fonctions suivantes au voisinage du point considéré : 


2. /(x) = 


v / x 2 + 2 


4. /(x) = cos (sinx) en 0. 


5. f (x) — x x — 1 en 0 + . 


6. /(x) = 


cos (jix) 
Vx 2 -2x+l 


en 1. 



Déterminer un équivalent simple pour les fonctions suivantes au voisinage du point considéré : 


2x x— 1 

2. /(x) = x 2 argsh \ en +oo 


4. /(x) = ln(cosx) en x = 0 

5. /(x) = ln (sinx) en 0 + . 


6. f(x) = 


(2 + x) ln (l + y/x) 

ifa 2 ^ 


en 0 + . 
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Déterminer un équivalent simple pour les fonctions suivantes au voisinage du point considéré : 

1 ■ / (x ) = ln(cosx) enf- 5. /(x) = ~ 1 ln(l + Jx) en 0+. 

2. /(x) = ln (1 + sin x) en 0 2x 5 + x 2 

3. /(x) = - x en °. 6. / (x) = ln(Vl + sinx) en x = 0. 

4. /(x) = \/ln (x + 1) - ln (x) en +oo 



Déterminer lorsqu’elles existent les limites des fonctions suivantes en le nombre indiqué : 


1. fW = 


2. /(x) = 


3. /(x) = 


tanx-sin3x 


ln(l + x) 

chx-1 

r-j- en x 

arcsirr x 

2x+sin3x 

en 

xsinx 


enx-0. 


= 0. 

x = 0 + . 


5. /(x) = 


Vx- 1 


| SolutionT 
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EU 


2. /(x) = 

3. On a 


chx-l 


1 


arcsin 2 x x^O 2x 2 ~ 2 
2x 2x_ 2 _ 

xsinx x— o + x 2 x x- 
2 tan 


—^ = -doncf(x) 


=0 


sin3x 3x 3 i 1 

- +oo et ~ ► +oo donc / (x) ► +oo . 

h xsinx x^o+ x 2 x x^o + x^o+ ' 1 


x. snox o l 1 

4. On a : 5 — ~ — =■ ► +00 et — — ~ — ► +00 donc t (x) ► +00 . 

sin 3 x x-o x 2 x-o sin 3 x x-o x 2 x-o x-o 1 1 

5. / W = Jî“ SiMl» „ | = 2do„c fa—® 

Vx-i VT+x- ix-o| x-i — 

arccosx- % -x , , s 1 x 1 — . 

6. ~ — = - 1. De plus : ln (\/l + x = - ln (1 + x) ~ >Odoncf(.x ) 1. 

shx x-0 X 1 ’ 2 x-0 2 x-0 J x-»0 L- 1 


Exercice 11.20 ■ 

Déterminer lorsqu’elles existent les limites en le nombre indiqué des fonctions suivantes : 


1. /(x) = 


\/l + ln(l + xlnx) - 1 


= 0 + . 


sin xlnx 

2. /(x) = (l+ |) x en x- +00 et pour ae IR. 

3. /(x) = (l + sin en x = +00 

. -, , arctan (x - 1) sin - l) 

4 - f™ = Z*~\ Ü7Z enx =1 


5. /(x) = chx 


6. /(x) = 


ln(l + x 2 ) 


1. /(*) = 


\/l + ln(l + xlnx) - 1 l xlnx 


car xln x *■ 0 et / (x) ~ | . Donc / (x) 


— * [U 


2. / (x) = (l + ^)* = e x ( ,+ x) mais x (l + ~ a donc par opérations sur les limites :f (x) — | e a | . 

xlnfl + sin^l 


mais sin ^ *■ 0 donc 


xln|l + sin^j 


3. /(x) = ( l + sin^J lnx =e 1 
j^^ldonc/Cxl^— g. 

„ arctan(x-l) arctan(x-l) x=x-i arctanX X 1 sin(e ( 

4. D une part : ~ — — ~ — - D autre part : - 


-1) X=x-1 


sin (et 


x 2 — 1 (x-l)(x+l) X(X + 2)x-o2X 2' 

(e® - 1) X sin (e 1 * - 15 - 1) 

— 1 /-Js-irts-* 1 4- ( 


ln(l+X) x^o 


rEB 


lnchx 


ln(l + (chx - 1)1 


5. /(x) = chx arcsin 2 X = e arcsin^x = e arcsin 2 x e t ln(l + (chx-l)) 

ln(l + (chx - 1)) x 2 1 rasn 

= ~ — ^ On en déduit que f (x) ► v e \. 

arcsin 2 x x-o 2x 2 2 4 J x-o I— — I 


(chx-1) ~ — donc 


x-l 


r-l 


lnx 


lnx 


ln(l + x 2 ) 


ln(l + 


ë 


ln(l + x 2 ) 


ln(l + x 2 ) ln(l + x 2 ) lnx 2 +ln(l+4) 


Exercice 11.21 ■ (2 H 

Déterminer lorsqu’elles existent les limites en le nombre indiqué des fonctions suivantes : 
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2. /(x) = ^_ 2 _ l en x - 1. 

sin (e*) 

3 • /(*) = 7 7 7TT Ê 


log a x-l 


, ,, , argshx 

5. /(x) = — en x - + 

lnx 


6. /(x) = (lnx- 1) (ln(x- e)) en x 


i. m= 


/T+x-l 
VT+x-1 * 


0 T^=2 d ° nC/W 

lnx ln (1 + /ï) 




2. Posant h = x - 1, /(x) = 

3. Comme e x ► 0, ona: f (x) = 


h + h 2 h-o fc-»< 
sin ( e x ) 


■0 


,an ( ln ( 1 + 7))'""“ ln(1 + ‘ 


y — — ^ ~ œ ^ = xeX donc / (jc) _ op » |T| 


4. /(x) = 


arctan x - arctan a arctan x - arctan a x- a 


log a x ~ 1 

arctan x - arctan a 


1 


. logaf-1 


log fl x 

1 


Mais, en reconnaissant des taux d’accroissements 


- donc f (x) - 


5. /(x) = 

l n fl + \/l + ^) 


-a a 2 + 1 x-a « alna " 

argshx _ in (x + Vx 2 + l) _ lnx + ln(l + ^1 + 


alna 


a 2 + 1 


m 


ln ( 1 + y /l + 4 ? ) 

lnx lnx " ' lnx 

— * ln2. On peut aussi effectuer ce calcul par un changement de variable : 
argshx X=s hx X _ X 
lnx InshX x + lnf— 


:0 


i+ 


6. /(x) = (lnx-l)ln(x- 

Inx-lne 


lnx-lne 


- (x- e)ln(x- e). Mais, en reconnaissant le taux d’accroissement de 1 

Ji ~ V 

(*-e)ln(x-4^ê=XlnX — O.Douc/(*)— 0 


Exercice 11.22 I W 

Trouver la limite lorsque x — ► tt + de la fonction 

/(x) = (l + COSX)smx 


Solution : Par le changement de variables h = x-n, on se ramène à trouver la limite lorsque h — 0 + de la fonction 

g{h) = + h) = (1- cos h)“ SM - É Tsin/ 1 ln(1 - C0S ' l) 

1 h 2 

Posonsa[li)~ — ln ( 1 -cash). D’après l’équivalent classique pour le cosinus, on a 1 -cos h ~ — donc on peut 

sin h h-~ o 2 

h 2 

écrire 1 - cos h = —Q(h) avec 0 une fonction vérifiant : 0(h) — ► 1. Alors 

ln(l-cos h) = ln|00(ft)j = 21n/z-ln2 + ln0(ft) 


et donc 

Par suite, il vient que 


et par conséquent g(h) — • ► 0 et donc /(x) 


ln(l-cosh) ~ 2lnh 
h^o 


a [h] ~ 

/l-0 


2lnh 
h o 


0 
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Exercice 11.23 I 

Trouver un équivalent lorsque x -* +oo de la fonction 


/(*) = 


Solution : Mettons f ( x ) sous forme exponentielle : 


En posant a(x) = sin ■ 


x^O x 1 


0 


Et donc on peut utihser 1 ’ équivalent classique pour 1 ’ exponentielle et il vient que : /(x) ~ a(x) ~ 

lnx 


X— 0 X— 0 

x 2 



Exercice 11.24 [ s?v> ■ 

Trouver un équivalent simple lorsque x — ► +oo de la fonction définie par 


/(x) = ln [e x2+1 - x 2 ) + ln (x 2 - 1) 



Trouver un équivalent simple lorsque x — • +oo de la fonction définie par 

ln(x 2 + l)-ln(2x 2 -l) 
J ln (x 3 + l) - ln (x 3 - l) 


Solution : Cherchons un équivalent du numérateur n (x) puis du dénominateur d (x) de cette expression : 
n(x) = ln(x 2 + l)-ln(2x 2 - 1) = lnx 2 +ln|l + -ln(2x 2 l -ln|l - 

= 21nx-ln2-21nx + ln(l+^)-ln(l-^) = -ln2 + ln(l + ^)-ln(l-^) ;c ~ o -ln2 


dfx) = lnlx 3 + 1) - InCx 3 - 1) = ln - 


Par conséquent, on trouve que 
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Exercice 11.26 I W H 

Trouver un équivalent simple lorsque x — ► jt de 


/(*) = 


+ COSX 


Solution : Effectuons le changement de variables h = x-n. On obtient : 

f{h) = fin + h) - e~ smh -cos h = ^e _sin?î - lj + (1-cos h) = a[h) + fi(h) 
h. 2 ~ 

Puisque a{h) ^ - sin h h et que 1 5[h) ^ —, il vient que fi(h) = o{a[h)) et donc que f(h) ~ a[h) h. Par 

conséquent, | /(x) (ti-x) | . 

Exercice 11.27 R W i 

Trouver un équivalent simple lorsque jc — ► 1 delà fonction 

/(JC) = e x,n ( x2 l — gSin(HX) 


Solution : Effectuons le changement de variables h = x - 1 : 

f(h) = fil + h) = e 2a+«lntl +« _ e -smm = a(W _ m 


où 

OL(h) = eZd+Whia+W _ 1 _ 2 h et ^h) = e~ anim - 1 ~ -sin(nft) ~ -nh 

h—>0 h-~ 0 /ï— >0 

Montrons alors que f{h) ~ (2 + jt )h : 
h^o 

fOi) a [h) PC/») 

(2 + 7i)ft _ (2 + ji)/î (2 + ji)/z 


a(/z) 2 —jt 

; ~ et ~ .i 

{2 + n)h fc->o (2 + 7i) (2 + ji) tz — »o 2 + jt 


1. Par conséquent, 


(2 + jt)(x-1) 


Exercice 11.28 IW H 

Trouver un équivalent simple lorsque x — 0 + de ta fonction 


q+x) x * 

sin(jix x ) 


Solution : Soit g(x) = (1 + x)* 1 = e ln(]+x)eX ' nx . Comme xlnx — 0, lorsque x ^ 0, e xlnx — 1 et donc e xlnx ~ q 1. Par 
conséquent, g(x) 1. 

D’autrepart, h(x) - sin(jix*) = single* 111 *- 1) + ji) = -sinCTiCe* 111 *- 1)) ~ -n(e xlnx - 1) ~ -jr(xlnx). Finalement, 

x-o x-o 



Exercice 11.29 IW H 

Montrer que la fonction 

fiX) = E(x) ew 

n’admet pas de limite lorsque x — ■ +oo. 

Indication 11.9 : On pourra pour cela introduire deux suites (u n ) et (v n ) de terme général u n - n et v n - n+ a n avec 
(i a n ) telle que : Mn ^ 1, 0 < a n < 1 avec a n — 1. 
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Solution : Soit neN’.fl vient que f(u n ) = 1 et que f{v n ) = e C»+«»)in(n+a„)-»in» = e “« . Posons a„ = (rc + a„) ln(« + 
a n ) - n\nn et développons cette expression : 

a n - a„lnn + [n+ a„)ln(l + — ) 

a n . a n ( n + a n )a n 

Comme a n ► 1, *-0 et donc (rc+a„)ln(H ) ~ ~ 1. D autre part, a n lnn *• +oo et 

ti->+oo n n n^+oo n n^+oo n *+oo 

finalement <x n — ► +oo. 

En conclusion, f(u n ) — * 1, f{v n ) — » +oo. Par conséquent, f n’admet pas de limite en +oo. 

Exercice 11.30 

Calculer la limite en +oo de 

/(x) = v / x 3 + l-(x+l) 


Solution : Ecrivons 

r 1 T 

/(x) = ^TÎ— (x + U = x (l + ^) 3 — 1 -1 

mais lorsque x — * +oo, |l + — j - 1 ~ ^ , et donc | /(x) — > -Tj . 

Exercice 11.31 23 W 

Soit aeR. Calculer la limite en +oo de 

/ (x) = \/x 2 + 2x - 3 - ax 


Solution : 

vient que : 


Remarquons que si a « 0, aiors /(x) — > +oo. Supposons donc a>0.En utilisant les quantités conjuguées, il 


/(x) = Vx 2 +2x- 3- Va 2 x 2 = 


(1- a 2 )x 2 +2x-3 
Vx 2 + 2x-3 + Va 2 x 2 


Si a / 1, on a aiors : 


/(JC) 


(1 - a 2 ) 
1 + a 


et si a=l, /(x) ~ — ~ 1. On peut alors conclure : 

- si a e] -oo, 1[ alors /(x) * +oo. 

- si a - 1 alors /(x) — — — * 1. 

- si a > 1 alors /(x) + > -oo. 


Exercice 11.32 IW H 

Soient a, b > 0. Déterminer la limite en +oo de 

/(x) = [a x + b x )x 


Solution : 


- Si a ^ fc. On peut supposer par exemple que a> b. Alors 


/(x) = (a x + b x ) x - a (1 + x) * = ae a{x) 

oùa«s|ln(l + (^}*J 

b ( b\ x 1 ( b\ x e x ^ n â 

. Mais puisque — < 1, — ► 0 et donc a(x) ~ — — = * 0. Donc 

a [a) x^+oo x—>+oo x (a) x 


| x ^ +ao ' a | 

- Si a - b, alors 

/(x) -2 ^ a- ae^ ln2 * + ^> |~â~| 

Dans tous les cas, 



/(x) — — | max(a, b ) | 
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11.5.4 Continuité des fonctions numériques 

Exercice 11.33 

Déterminer sur quel(s) intervalle(s) les fonctions suivantes sont continues : 


r r — 

IR 


f Œ + 

— IR 



( e x -l 

I sixjéO 

3./: 


Jxlnx 

si x / 0 

X ' * 

1 x 


l 

l 1 

si x = 0 


[ 1 si x = 0 





[ R — 

IR 


f IR 

— - R 



f xshx 

4./J 

1 


si x^ 0 

] X ' — *• 

\ d^yi S1X ^° 


- I e x 


[2 si x = 0 


[ ^ 

1° 

si x - 0 


Solution : 

1. f est continue sur IR* comme quotient de fonctions continues sur IR* . De plus : f (x) ~ ^ — = 1 donc f (x) — y 
1 = / (0) et f est aussi continue en 0. En conclusion, f est continue sur IR. 

x 2 

2. f est continue sur IR* comme quotient et produit de fonctions continues sur IR * .De plus : f (x) ~ — = 2 donc 

x 2 

y 

/ (x) — y 2= f (0) et f est aussi continue en 0. En conclusion, f est continue sur IR. 

3. / est continue sur IR* comme produit de fonctions continues sur cet intervalle. De plus, xln x » 0-f (0) donc 

f est aussi continue en 0. En conclusion, f est continue sur IR+. 

4. / est continue sur IR* comme composée de fonctions continues. Par opérations sur les limites : e~ i ► 0-f(0) 

x—*0 + 

et e~x — y +oo donc f n’est que continue à droite en 0. 

Exercice 11.34 ■ 

Déterminer sur quel(s) intervalle(s) les fonctions suivantes sont continues : 


IR 

x 


IR 


1 - x n+1 

1 — X 

n + 1 


si x^ 1 
si x - 1 


2. 


IR 


{ sin ^ 
0 


si x ^ 0 
si x = 0 


IR 


3. /: 


X 


{ xsin^ six^O 
0 si x = 0 


IR 


4 . /: 


x 


IR 


1 — x 
1-x 2 

2 

0 


six 5*1 et x/-l 
si x = 1 
si x = -1 


Solution : 

1. f est continue sur IR \ {1} comme quotient de fonctions polynomiales. Si x / 1, 1 ~ l J L x - 1 + x + x 2 + . . . + x" * 

(n + 1) = / (1) donc est aussi continue en 1. En conclusion, f est continue sur IR. 

2. f est continue sur IR* comme composée de fonctions continues, f n’est par contre pas continue en 0. Consid- 

2 

érons la suite de terme général : u n - — — — j-j — pour neN. Cette suite converge vers 0 quand n tend vers +oo 
et pourtant la suite [f (u n )) est divergente car elle admet deux suites extraites qui convergent vers des limites 
différentes. 

3. f est continue sur IR* comme composée et produit de fonctions continues. De plus, pour tout x e IR*, -x =s xsin 4 =£ 
x donc par application du théorème des gendarmes, f (x) — ■+ 0 = / (0) . On en déduit que f est aussi continue en 
0. En conclusion, f est continue sur IR. 

4. / est continue sur IR \ {- 1, 1} comme quotient de fonctions polynomiales. Mais, si x e IR \ {- 1, 1}, / (x) = y- ^ — et 

donc f (xi — y \ = f (1) . / est donc continue en 1 . Par contre f (x) y» +oo et f (x) y -oo donc f n ’ est 

pas continue en x - -1. En conclusion, f est continue sur IR \ {- 1} . 
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Exercice 11.35 I Ç> 

Pour chacune des fonctions suivantes : 

1 . Déterminer où elle est définie. 

2. Déterminer là où elle est continue. 

3. La prolonger par continuité, quand c’est possible, là où elle n’est pas définie. 


1. 

2. 


/(x) = Vxcos(±)- j— 


3. /(*) = - 

4. ffx) = - 


shx 


Solution : 

1. f est définie sur I = [-1, 1] \ {0}. f est continue sur I comme produit et quotient de fonctions continues sur I. De 

-x— x 2 

plus, si x e I ; / (x) ~ ^ — = - — ^ 0. On peut prolonger f par continuité en 0 en posant f (0) = 0. 

2. / est définie sur I = R* \ {1}. f est continue sur I comme produit, somme et composée de fonctions continues. 

En appliquant le théorème des gendarmes, on montre que x/xcosj^) 0 et donc que /(x) -1. On 

prolonge f par continuité à droite de 0 en posant / ( 0) = 0. Comme | / (x) | * +oo, / n ’est pas prolongeable par 

continuité en 1. 

3. f est définie sur I = R + \ jtl\l. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I. De plus ~ 

sln * x->0 + 

xlnx ► 0 donc f est prolongeable par continuité à droite de 0. / est par contre divergente en tout x e tiN* . 

x— o+ 


4. f est définie sur I = M \ {0, 1}. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur 1. Pour tout x e I, 
x) ~ *■ 1. On peut alors prolonger f par continuité en 0 en posant : f (0) = 1. 


(l-x)shx 
On a aussi : f (x) 


- qui est divergente en l. f n’est donc pas prolongeable par continuité en 1 . 


Exercice 11.36 I V 

Pour chacune des fonctions suivantes : 

1 . Déterminer où elle est définie. 

2. Déterminer là où elle est continue. 

3. La prolonger par continuité, quand c’est possible, là où elle n’est pas définie. 


L / (x) = e ? 

2. /(x) =argthxsinj 


3. f (x) = (x - 1) (ln (x - 1)) 


4. f (x) = arctanln (1 + x) - 


1. f est définie sur R*, f est continue sur IR* comme composée de fonctions continues. Par opérations sur les limites : 
f (x) — 0. On prolonge donc f par continuité en 0 en posant : f (0) = 0. 

2. / est définie sur I = ] — 1, 1[ \ {0}. / est continue sur I comme produit de fonctions continues sur I. De plus : 
f (x) xsin ^ et utilisant le théorème des gendarmes, on montre que xsin \ — -* 0. Il en est alors de même de 
f et on prolonge f par continuité en 0 en posant f (0) = 0. On vérifie facilement que f est divergente en 1“ et en 
-1 + . 

3. f est définie et continue sur I = ]l,+oo[. De plus : / (x) ~ XlnX *•= 0 donc f est prolongeable par 

continuité en 1 + en posant f (1) = 0. 


. / est définie sur I = J — 1* +oo[ \ {C 
dons sur les hmites, f (x) * 


. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I. Par opéra - 
- et donc f est prolongeable par continuité en -1. De plus : 


arctanln (1 + x) ~ ln(l + x) ~ x — 

X—.0 x 

s/2 

— . f n ’est donc pas prolongeable par continuité en 0 par contre elle admet une limite à gauche et à droite de 0. 
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Exercice 11.37 I Ç> 

Pour chacune des fonctions suivantes : 

1 . Déterminer où elle est définie. 

2. Déterminer là où elle est continue. 

3. La prolonger par continuité, quand c’est possible, là où elle n’est pas définie. 


1. f(x) = 

2 . f(x) = 


argsh x 
x-x 2 
arcsinx 


3. /(x) = argthx-- 


yj arctan (x 2 - 1 ) 


Solution : 

1. f est définie sur I = R \ {0, 1} . / est continue sur I comme quotient de fonctions continues sur I. On a : f (x) ~ 
— = 1 — jj» 1 donc f est prolongeable par continuité en 0 si on pose f (O) = 1. f est par contre divergente en 1 . 

2. f est définie sur I = [-1,1] \ {0}. / est continue sur I comme quotient de fonctions continues sur I. De plus 
f (x) ~ ^ — = 1 donc on prolonge f par cntinuité en 0 en posant f ( 0 ) = 1 . 


3. f est définie et continue sur ]-l,l[. 

4. f est définie sur I = ] 1 , +oo[ (mais aussi sur ]+oo, - 1 [). Elle est continue sur I comme composée et quotient de 

y/2(x-l ) y/2 


fonctions continues. De plus : f (x) ~ 


x — 1 


o donc f est divergente en 1 . 


Exercice 11.38 I 

Étudier la continuité sur IR des applications : 

/:x~ E(x) + v/x-E(x) g:x-E(x)-(x-E(x )) 2 
Aide : on distinguera les cas : a e IR \ Z et a e Z. 


Solution : 

1. (a) Si a e IR \ Z alors il existe k e Z tel que a e] k, k + 1 [. Par suite, pour x pris dans un voisinage suffisamment 

petit du point a, on a : /(x) = k + Vx-k qui est continue en a. 

(b) Si a = keZ alors 

i. à gauche de a : /(x) = k - 1 + Vx-k+ 1 k- x- /(x) donc f est continue à gauche de a. 

ii. à droite de a : /(x) = k + Vx-k » k - x- /(x) donc f est continue à droite de a. 

En conclusion f est continue sur R. 

2. (a) Si a e IR \ Z alors il existe ke Z tel que ae]k,k + l[. Pour x pris dans un voisinage suffisamment petit du 

point a, /(x) = k+ (x- k) 2 qui est continue en a. 

(b) Si a - ke Z alors 

i. à gauche de a : /(x) = fc-l + (x-fc+l ) 2 7 * k- a- f(a ) donc f est continue à gauche de a. 

ii. à droite de a : /(x) = fc + (x - fc ) 2 ► k - a= fia) donc f est continue à droite de a. 

En conclusion f est continue sur R. 


Exercice 11.39 J W 9 

Soit la fonction 

) IR — * R 

x f 1 

[ 0 si x t Q 

Montrer que la fonction f est discontinue en tout point xq g R . 
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Solution : Soit x e IR. Puisque Q est dense dans IR, 

Ve> 0, 3aeQ: |jc-a|«e 

Soit ne N*. Poure= —, on trouve a n e Q tel que \x- a n \ « — . On construit ainsi une suite (a n ) de rationnels vérifiant: 
n n 

Vn ÿ 1, \x-a„\ . La suite (a n ) converge vers x. De la même façon, puisque IR \ Q est dense dans IR, on construit 

une suite ( b n ) de nombres irrationnels qui converge vers x. Mais alors si l’on suppose que f est continue au point x, 
Vn & 1 , f{a n ) -1 et donc f(a n ) — - — ► 1 , mais puisque f est continue au point x, fia n ) — - — ► /(x), ce qui montre 

que /(x) = 1. D’autre part, Vn & 1, fib n ) = 0 et fib n ) » /(x) ce qui montre que /(x) = 0, une absurdité. Par 

conséquent, la fonction f n 'est pas continue au point x. 


Exercice 11.40 IW9 H 

Soit f : [0, 1] ' — ► IR une fonction bornée et continue sur [0, 1], On considère la fonction 


R 

SU P«E[0,X] fit) 


1 . Montrer que (p est croissante. 

2. Soit xo e [0, 1], Montrer que <p est continue en xq. 

Indication 11.9 : Pour la deuxième question, considérer e > 0 et utiliser la continuité de f en xo- Il existe a > 0 tel que 
si 1 1 - xq I « a alors |/(f) - /(x o) | « e. Supposer que xq x =£ x + a et montrer que sup re [ 0jX ] /(f) =£ sup t£[0iXo | fit) + e. 


Solution : 

1. Soit 0 « x y =£ 1. Soit te [0,x]. Puisque te [0,y], f(t) ^ sup tel0i3 ,] fit). Par passage à la borne supérieure, on en 
déduit que cp(x) = sup f£[0| x] fit) < sup f£[0i y]/(t) = tp(y) (le nombre q>iy) est un majorant de {fit)-, te [0,y]}) 

2. Soit alors xq e [0, 1] . Montrons que tp est continue en xo : Soit e > 0. Comme f est continue en xo, il existe a > 0 
tel que Vte [0,1], |t-x 0 |=SQC => |/(t) -/(x 0 )| « e. 

Soit alors x e [0, 1] tel que |x- xol a. Supposons dans un premier temps que xo x. On sait déjà que (p(xo) =£ 
cp(x). Soit t e [0,x], si t e [xo,x], alors fit) « /(x o) + e =S sup f£ | 0xo] fit) + e « (p(xo) + e. Et si t e [0,xo], alors 
fit) sup f£[0xo] fit) < (p(t) « (p(t) + E. 

On a donc montré que Vte [0, x], fit) « (p(xp) + e. Par passage à la borne supérieure, on en déduit que ip(x) ^ 

tp(Xo) + E. 

Donc, on obtient que 

(p(x 0 ) « (p(x) « tp(x 0 ) + e => |cp[x) — (p(x 0 ) I « e 

Dans le deuxième cas, si x =£ xo, on sait déjà que cp(x) « cp(xo). Minorons alors (p(x) : Par passage à la bome sup 
comme précédemment, on obtient que cp(x) « tp(xo) + e. Donc 

(p(xb)-e«tp(x)ss<p(xb) => |(p(x)-(p(x 0 )| «e 

En conclusion (p est continue en Xq. 


Exercice 11.41 I 

Soit f : [0, +oo[ — » IR une fonction continue en 0 telle que fi 0) -0 et lim 1^—1 — ISfl - g. Montrer que lim ^ = 

0. ^ x 

Indication 1 1.9 : Une des hypothèses fait intervenir f(2x) etfix). On cherche à obtenir un résultat sur fix) seulement. 
Ecrire la définition de la limite : il existe a > 0 tel que pour tout x e [0,a[, . . .Remarquer que — ^ a et donc -e— =£ 

fix) - fi—) e— . Ecrire ce que l’on obtient avec — ... —. Si on additionne ces inégalités et on fait tendre p vers +oo, 
2 2 4 2 P 

qu’obtient-on ? 


Vxe [0,a], -e=s- 


456 


Soit alors x e [0, a] . Soit peN. Puisque - 


- e [0,a], on a la série d’inégalités suivantes : 


-e- </(*)-/(-) <e- 

En sommant ces inégalités, on trouve que : 

— £ — (l H h ■ ■ • H ^- ] ^ f (x) — f ( ) SS £ — ( 1 H h ■ • ■ H t- ] 

2^ 2 2 P” 1 ] J J 2 P 2^ 2 2P- 1 ] 

On calcule alors la somme géométrique 

, ■ i , 


2 p-i 


1 -- 


= 2(1 -^ } 


On a donc montré que pour tout peN, 

-ex(l-^/(x)-/(^)<ex(l-ij 
Comme ces inégalités sont valables quel que soit p, on peut passer à la limite lorsque x est fixé et p — *• +oo. Puisque 

1 X 

— » 0 et que f est continue en 0, /(— ) ► /(O) = 0. On obtient donc que 


f[x) 

On a bien montré que ^ 0. 


11.5.5 Théorème des valeurs intermédiaires 

Exercice 11.42 é) 

Soit f une fonction polynomiale de degré impair. Montrer que f possède au moins une racine réelle. 


Solution : Supposons que le coefficient du terme dominant de P soit positif. Comme P est de degré impair, on en déduit 
que ^lim / (x) = -oo et que Jim / (x) = +oo. Comme f est polynomiale, elle est continue et donc, par application 

du théorème des valeurs intermédiaires f (IR) = IR. Il existe donc c e IR tel que | / (c) = 0 |. On raisonne de même si le 
coefficient du terme dominant de P est négatif. 


Exercice 11.43 I Ç? 

Soit f : tt —> R continue telle que lim /(x) = -1 et lim f[x) - +1. Prouver que f s’annule 


Solution: Comme lim / (x) = -1, il existe ae IR tel que f [à] <0. De même, comme lim /(x) = +1, il existe be IR 
tel que f ( b ) > 0. / étant continue, d’après le théorème des valeurs intermédiaires appliqué sur le segment [a, b], on en 
déduit qu’il existe c e [a, b] tel que f (c) = 0. 


Exercice 11.44 I C? 

Soit f : [0, 1] — [0, 1] continue. Prouver que f possède au moins un point fixe. 


Solution : Introduisons la fonction g donnée par Vx e [0, 1], g(x) = /(x) - x. La fonction g est continue sur [0, 1], 
g(0) = /(0) & 0 et g(l) = /( 1) - KO donc, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, g s’annule sur [0, 1]. 
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Exercice 11.45 BD Z> 

Montrer que les seules applications continues de IR dans Z sont les applications constantes. 

Solution : Soit f: IR — Z, Suposons que f n 'est pas constante. Il existe alors des réels a<b tels que fia) ^ f(b). Soit 
y un nombre non entier strictement compris entre fia) et f{b). D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe 
x e] a, b[ tel que f{x) - y et donc f n’est pas à valeurs dans Z. / est donc forcément constante. 

Exercice 11.46 ■ W I 

On considère un méridien terrestre et l’on suppose que la température au sol varie continûment sur ce méridien. 
Montrez l’existence de deux points antipodaux sur ce méridien où la température est la même. 

Solution : À chaque point du méridien, on associe l’angle 0 entre le pôle nord et ce point. Considérons la fonction 
f : [0,2ji] >-► IR où /(0) représente la température au point d’angle 0. Par hypothèse, cette fonction est continue et 
/( 0) = /( 2ji) = T où T est la température au pôle nord. Considérons la fonction définie sur [0,n] parg(O) = /(0+jt)-/(0). 
Comme g est continue et que g( 0) = /(ti) -/(O) = /(ti) -/(2tt) = — g(jt), d’après le théorème des valeurs intermédiaires, 
il existe a e]0, ji [ tel que g( a) = 0, c’est-à-dire fia + n) = fia). 

Exercice 11.47 W 

Soit / : R — >• R continue et décroissante. Montrer que f admet un unique point fixe. 

Solution : 

Introduisons la fonction g donnée par Vx e K, g(x) = /(x) -x. g est strictement décroissante et donc injective et ne 
s ’ annule donc qu ’une fois au plus. Supposons que g nés ’ annule pas. Alors g est ou strictement positive ou strictement 
négative. 

1. Si g> 0 alors Vx e R, /(x) > x et donc /(x) » +oo ce qui est absurde car lim/ = inf/. 

x — +oo +oo R 

2. Si g < 0 alors Vx e R, /(x) < x et donc /(x) ► -oo ce qui est absurde car lim/ = sup f. 

x *' 0° ~°° R 

On aboutit dans les deux cas à une contradiction et nécessairement g s’annule une et une seule fois sur R. On en déduit 
que f admet un et un seul point fixe. 

Exercice 11.48 W ! 

Soit une fonction f : [0, 1] •->• R continue sur le segment [0, 1] . Soient deux réels p,q> 0. Montrer qu ’il existe xo e [0, 1] 
tel que 

P fi 0) + qfO) = ip + q)f(xo) 

Solution : Introduisons la fonction définie par cp(x) - {p+ q)f{x) - pf( 0) - qfiX) . 

Cette fonction (p est continue sur le segment [0, 1] et 

cpCO) = q(f(0) - fi 1)1 cp(l) = pif il) - /(0)) 

Comme p,q>0, ip(0) et tp(l) sont de signes opposés. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe xo e [0, 1] 
tel que ip(xo) = 0, ce qui prouve le résultat. 

Exercice 11.49 ■ W I 

Soit une fonction f : R —► R continue et croissante. On suppose qu’il existe un réel a > 0 tel que 
V(x,y) e R 2 , |/(x)-/(y)|>a|x-y| 

Montrer que la fonction f est bijective. 

Solution : 

1. Montrons que f est injective : soient deux réels (x,y) e R 2 tels que /(x) = fiy). Alors 

\x-y\*^\fix)-fty)\*o 

et donc x = y. 

2. Montrons que la fonction f n’est pas majorée. Par l’absurde : si f était majorée alors d’après le théorème de la 
limite monotone, elle tendrait vers une hmite finie l lorsque x — +oo. Mais alors, il existerait c > 0 tel que Vx & c, 
l-l ^ /(x) « l. On aurait alors , 

\/x^c, \f(x)-f(c)\&a\x-c\ ==> \x-c\ s* -\f(x)-f(e)\ ^ — 

a a 

ce qui est impossible car pour x assez grand, |x-c| > — . On montre de même que f n’est pas minorée. 

a 
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3. Par conséquent, la fonction f est surjective. En effet. Soit t e IR. Comme lim x ^ +0O f[x) = +oo et lim^-co f{x) = 
-oo, il existe [a, b) e R 2 tels que f{a) « U f(b). Mais alors d’après le théorème des valeurs intermédiaires, 
3c e [a, b\ tel que fie) = t. 


Exercice 11.50 i W El 
Soit f : [0, 1] >— [0, 1] une fonction continue. 

1. Montrer que 'in e N*, il existe a n e [0, 1] tel que f(a n ) = a” ; 

2. On suppose maintenant que f est décroissante strictement. Montrer que pour tout n € N*, le réel a n e [0,1] 
trouvé dans la question précédente est unique à vérifier f(ci n ) = a" et étudier la suite (a n ). 


Solution : 

{ [q m 

^ ( ^ j,^ . Alors la fonction g n est continue sur [0, 1] et g n (0) = /(O] & 0, 

g n { 1) = /(1)-1 « 0. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe a n e [0,1] tel que g n ia n ) - 0 et donc 
fia n ) = a”. 

2. Si f est continue et strictement décroissante, alors pour tout « e N*, g n est continue et strictement décroissante 
également. Par conséquent, g n réalise une bijection de [0,1] vers [/(l) - 1,/(0)]. Comme 0 e [/( 1) - l,/(0)], 0 
possède un unique antécédent a n par g n . Calculons g n+ \ (a n ) - f{a n ) - a” +1 = a%- a” +l = a”( 1 - a n ) & 0 (car 
gn(a n ) - 0 => f[a n ) = a"). Comme g n+ 1 est décroissante, a n a n+ \ (par l’absurde, si a n+ \ < a n , on aurait 
0 = gn+i(a„+i) > gn+i (fl/j) & 0). (Un petit coup d’œil sur le tableau de variations "évite" un raisonnement par 
l’absurde). 

La suite (a„) est croissante et majorée par 1, elle converge donc d’après le théorème de la limite monotone vers 
un réel l e [0, 1] . 


Exercice 11.51 I9TO H 

Soient deux fonctions continues f,g : [0, 1] >— ■ [0, 1], On suppose que f°g = g°f- On note K l’ensemble des points 
fixes de f. 

1. Montrer que K est stable par g. 

2. Montrer que K possède un plus petit élément xq. 

3. On suppose que Vxe K, g{x) ^ x. Montrer que la suite définie par xo et Vn£ N, x n+ \ = g(x n ) converge vers un 
point fixe commun à f et g. 


Solution : 

1. Soit x e K. Montrons que g{x) e K. Calculons pour cela f(g[x)) = g( f(x)) = g(x). 

2. K est non vide, voir 1 ’ exercice 11.44 et minoré par 0 donc K possède une borne inférieure xo . Montrons que xq e K. 
En appliquant la propriété de caractérisation de la borne inférieure, on construit une suite (x n ) de points de K qui 
converge vers xq. Comme e N, f(x n ) = x n , et que f est continue au point xo, il vient en passant à la limite que 
/(x o) = xo, donc x 0 e K. 

3. Soit ne N. On a x n+ \ = g{x n ) > x n et donc la suite (x„) est croissante majorée par 1. Elle converge d’après le 
théorème de la limite monotone vers ( e [0, 1], Comme Vne N, f{x n ) - x n ( démonstration facile par récurrence), 
et que f est continue au point (, on trouve que fil) = i. Comme également \/n e N, x n+ \ = g(x n ), on a aussi 
g(£) = ( et donc i est un point fixe commun à f et g. 

Remarque : On pourrait se poser la question de savoir si dans le cas général il existe toujours un point fixe commun à f 
et g. Cette conjecture a été émise en 1954. La réponse (négative) a été apportée en 1969. Le lecteur curieux pourra se 
reporter à la (longue) discussion : http ://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php 74,546479 


Exercice 11.52 IW9 H 

Soit f : R • M une fonction continue, n e N* et x \, . . . , x n e R. Montrer qu ’il existe c e R tel que 

m = /(*!) + •• • + /(*>») 
n 

Indication 11.9 : Résoudre d’abord l’exercice pour n = 2 en faisant un dessin. Passer ensuite au cas général. 
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Solution : Notons 

/(*i) + ••• + /(*») 

n 

Montrons qu’il existe i £ 1 1 , «] tel que t f{xi). Par l’absurde, si Vice [\,n\,f{x k ) < t, en additionnant ces inégalités, 
on aurait 

nt= J^f(x k )<nt 

ce qui est absurde. On montre de même qu’il existe j e [1, n] tel que t & f(xj). 

Par conséquent, te [/(xy),/(x;)] etd’aprèsle théorèmedes valeurs intermédiaires, comme f est continue sur R, il existe 
c e [ Xj,Xi ] tel que t = /(c). 

Exercice 11.53 m H 

f(x) 

Soit une fonction f : [0, H-ooI 1 — R continue telle que Vx Ss 0, /(x) ^ 0. On suppose que + > l avec 0 < l < 1. 

Montrez que la fonction f admet un point fixe. 


f[x) f(x) 

Solution : Considérons un réel keR tel que l< k< 1. Comme * l, il existe A > 0 tel que Vx & A, « k. 

Donc pour xÿA, /(x) « kx. Considérons la fonction tp définie sur [0, +oo[ par (p(x) — /(x) - x. On a (p(0) = /(O) 5* 0, 
et puisque (p(x) ^ {k - l)x pour x~» A, et que (k- 1) < 0, (p(x) + > -oo. Donc il existe B > A tel que <p(B) < 0. En 

utilisant le théorème des valeurs intermédiaires entre 0 et B, on montre l’existence d’un zéro de la fonction tp et donc 
d’un point fixe de la fonction f. 

Exercice 11.54 I' • 

On considère une fonction contractante f sur R : 

V(x,y)el 2 , |/(x) -/(y)| fc|x- y| 


avec 0 « k < 1 . 

1. Montrer que V x £ R, 

2. On considère la fonction 


l/(x)|«|/(0)| + fc|x| 



Montrer que g(x) + > -oo et que g(x) — * +oo. 

3. Montrer que f possède un unique point fixe : 


3!x 0 gR tq/(xo) = x 0 


Solution : 

1 . Utilisons la minoration de 1 ’ inégalité triangulaire et le fait que f est contractante : pour tout x £ R, 

|/(x)|-|/(0)|«fc|x-0| 

2. En utilisant la majoration précédente, pour x > 0, on obtient que : 

g(x) « l/(0)|+ (k — l)x -oo 

et pour x < 0, 

g(x);* -|/(0)| + (k- l)x +<x) 

On conclut alors grâce au théorème des gendarmes. 

3. Comme g(x) + > -oo et que g(x) — » +oo, il existe A, B £ R tels que g (A) < 0 et g (B) > 0. On apphque 

alors le théorème des valeurs intermédiaires à g sur le segment [A, B] et on montre qu’il existe xo £ R tel que 
g(xo) = 0. Le réel xo est un point fixe de f. Il est unique car si x' 0 est un autre point fixe de f alors comme f est 
une fonction contractante, il vient que 

1*0 -^ol = |/(*o)-/(*'o)| « fc I xo - X^ I 
ce qui est impossible, à moins que xq- x' 0 , car k£ [0, 1 [. 
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11.5.6 Continuité sur un segment 

Exercice 11.55 

Soient f, g: [a, b] — IR continues telles que Vxe [a, b], f{x) < g(x). Montrer qu’il existe a> 0 tel que 


Vxe [a, b], /(x)«g(x)- a. 


Solution : 

Considérons la fonction définie sur [a, b] par 0 = g - /.La fonction 0 est continue et strictement positive sur [a, b] . Elle 
possède donc un minimum strictement positif atteint en un certain point c e [a, b]. Posons : a = 0(c) = g(c) - /(c) > 0. Il 
est clair que : Vx e [a, b], /(x) ^ g(x) - a. 


Exercice 11.56 I Ç 1 

Soient deux fonctions /, g : [0, 1] ■ — ► R continues telles que 

Vxe [0,1], 0 </(x)<g(x) 


Montrez qu ’il existe un réel k > 1 tel que 

Vxe [0,1], g(x)>*/(x) 


Solution : Considérons la fonction cp définie sur le segment [0,1] par cp(x) = g(x)//(x). Comme la fonction f ne 

s’annule pas, cp est définie et continue sur le segment [0, 1] et possède donc un minimum. Il existe xo e [0, 1] tel que 
Vx e [0,1], cp(x) ^ cp(xo). Posons k - cp(xo). Comme /(x o) < g(xp), k > 1 et alors Vx e [0,1], g(x)//(x) & k d’où le 
résultat. 


Exercice 11.57 I 

Soit une fonction f continue sur IR. On suppose que 

/(x) +oo et /(x) ^_ oo » +oo 

Montrez que la fonction f possède un minimum. 


Solution : Soit xo e IR. Posons A - /(x o). Comme /(x) » +oo, d’après la définition de la limite, il existe B > 0 tel 

x—>±oo 

que Vx e IR, |x| ^ B => /(x) & A. On a en particulier xp e [-B, B] . La fonction f est continue sur le segment [-B, B] et 
donc possède un minimum sur ce segment : 

3c € [-B, B] | Vxe [— B,B], /(c)si/(x) 

Montrons que Vx e IR, /(x) S /(c) ce qui montrera que /(c) est un minimum de f sur IR. Soit x e IR. Si x e [-B, B], on a 
bien /(c) «/(x). Si x£[-B,B], alors /(x) & A = /(xp) et comme xpe [—B, B], il vient que /(x) &/(x 0 ) ^ fie). 


Exercice 11.58 ■ V 

Soit f: IR — - IR une application T-périodique (T > 0) et continue. Montrer que f est bornée. 

Solution : Considérons la restriction de f au segment [0, T] . Elle est continue sur ce segment, et donc est bornée : 

3M>0 : Vxe[0,T], |/(x)| « M. Mais alors, si x e IR, avec y = E(^), ou a nT « x < («+1)T et donc /(x) = /(x-uT) 

et puisque x- nT e [0, T], |/(x)|«M. 


Exercice 11.59 I 

Soit f : IR — IR bornée et g : IR — IR continue. Montrer que go f et fo g sont bornées. 


Solution : 

Comme f est bornée sur IR, il existe M > 0 tel que pour tout x e IR, |/(x) | « M. En particulier, Vx e IR, / (g (x]) « M 
donc fog est bornée sur IR. Par ailleurs /(IR) e [-M, M] et g est continue sur [-M, M] donc g est majorée et minorée sur 
[-M, M] et go f est bornée sur IR. 


Exercice 11.60 I W H 

Soient deux fonctions continues f et g sur le segment [0, 1] vérifiant : 

Vxe [0,1], 0 </(x)<g(x) 
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On considère une suite (x„) telle que VheN, x„ e [0, 1] et l’on définit la suite (a n ) par 


ci n = 


n*n) ] n 

g( x n) ) 


Déterminer la limite de la suite (a n ). 

f(x) 

Indication 11.9 : En utilisant le fait que [0, 1] est un segment, montrer que J ^ ^ « k < 1 sur [0, 1]. 

f[x) 

Solution : La fonction <p(x) = est continue sur le segment [0, 1], Elle est donc bornée et atteint ses bornes sur ce 

gM 

segment : il existe xq e [0, 1] tel que sup xe 10 , î j = l—ül - fc < i. Donc 
g(x) g(xp) 

Vxe [0,1], 0<^-<k<l 

gM 

Alors VheN, 0 =£ a n k 11 et comme k < 1 , la suite géométrique fk n ) converge vers 0. D’après le théorème des 
gendarmes, la suite [a n ] converge vers 0. 


Exercice 11.61 I W H 

On considère une réunion de deux segments K = [a, b] u [ c , d] avec a<b<c<d. Soit f : K —► K une fonction continue 
sur l’ensemble K. On suppose que V(x,y) e K 2 , 


x/y => l/(x)-/(y)|<|x-y| 


On considère la fonction (p définie sur K par (p(x) = |/(x) - x| . Montrez que la fonction ip possède un minimum sur K. 
Montrez par 1 ’ absurde que ce minimum est nul. En déduire que la fonction f admet un unique point fixe xq e K. 


Solution : La fonction ip est continue comme somme et valeur absolue de fonctions continues. Elle est donc continue 
en tout point de l’ensemble K. Comme la fonction tp est continue sur le segment [a, b], elle possède un minimum 
Mi = ip(xi ) sur [a, b] avec xi e [a, b]. De même, elle possède un minimum M2 sur le segment [c, d] avec M2 = (pte) où 
X2 e [c, d] . On pose m - min{Mi , M2} et on vérifie que M est un minimum de la fonction (p sur K. Donc on a montré que 

3x 0 e K : Vx e K, (p(x 0 ) « tp(x) 

Si par l’absurde, tp(xo) i 1 0, en utilisant l’inégalité de l’énoncé, puisque /(x 0) / xo, et f[x 0) e K, on aurait 
|/(/(xo))-/(*o)| < l/Ufl)-*ol 

et donc tp(/(xo)) < (p(xo) ce qui est impossible. Par conséquent, ip(xo) - 0 et donc /(xp) = xo. Montrons l’unicité du 
point fixe. S’il existait deux points fixes xi e K et X2 e K, avec xi ^ X2 on aurait 

|/(Xl)-/(X 2 )|<|Xi-X 2 | 

et donc |xi - X2I < |xi - X2I une absurdité. 

Remarque : l’hypothèse f continue est superflue, puisque f est lipschitzienne. 


11.5.7 Fonctions Lipschitziennes 

Exercice 11.62 W H 

On considère une fonction f : IR R et une constante K > 0 telle que 

V(x,y)eR 2 , |x-y|«l |/(x)-/(y)| <îK|x-y| 

Montrer que f est K -Upschitzienne sur IR. 


Solution : Soient (x, y) e [R 2 . Supposons que x< y. On peut considérer xq - x, x\ - x + 1, . . ., x/c - x+ k, x n - y avec 
y-x n - 1 « 1. Alors 

|/(y)-/(x)| = |/(y)-/(x„_i)+/(x„-i)-/(x„- 2 )+---+/(xi)-/(x)| « |/(y)-/(x„-i)|+|/(x„-i)-/(x„- 2 )|+---+|/(xi)- 
et donc 

{/(y) ~/(x)| < K[Cxi -x) + (x 2 -xi) + ■ " + {y- x n )] = K(y- x) 
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Exercice 11.63 I W H 

Soit un réel a > 0 et une fonction f : [a, +oo[^ IR croissante. On suppose que la fonction f admet une limite finie l 
lorsque x -» +oo et que la fonction 

) [a,+oo[ — ► IR 

x ^ /(s) -/(a) 

x-a 


est croissante. Montrez que la fonction f est constante. 


Solution : Montrons que f est constante par l’absurde. S’il existe b> a tel que f(b) / /(a), puisque la fonction f est 
croissante, on aurait fib) > fia). Soit x>b. Comme la fonction g est croissante, 

fix)-f(a) ^ fib) -fia) 
x-a b-a 

Donc fix) > {x- à)^~l — + f{a). Posons a= > 0. On a \/x> b, f{x) & a(x- a) + fia) * +oo et 

b-a b-a x->+oo 

donc fix) * +oo, une absurdité. 


Exercice 11.64 I W H 

On considère des fonctions réelles f et g définies et continues sur [0, 1] . On définit une fonction (p par : 

cpU)= sup [fix) + tgix)]. 
xe[0,l] 


1 . Montrer que (p est définie sur IR. 

2. Montrer que (p est Lipschitzienne sur IR. 


Solution : 

1 . Soit t e IR. Comme f et g sont continues sur le segment [0, 1] , la fonction 0 : x <-* f (x) + tg (x) est continue sur [0, 1] . 
0 est donc bornée sur [0, 1] et atteint ses bornes. On note x t un réel élément de [0, 1] tel que 0 (x t ) = sup JC£[0i i] Bit). 
On a alors : (p (?) = 0 (x t ) et (p est définie sur IR. 

2. Soient t, t ' e IR. On a : 

<p(fl - q>(ï') = tgixt) - t'gixt) + ifixt) - fixt') + t'gixt') - t ’gixt)) = tgixt) - t'gixt) 

et de même 

cp(î') -q>(0 = t'gixt ') - tgixt/) 

Donc 

|(p(f) - (p(f')l = max(| tgixt) - t'gixt)\, | t/gixt/) - tgixf)\) “ M| t- t'\. 

On prouve ainsi que (p est Lipschitzienne de rapport M. 


Exercice 11.65 ! W Tl 

Soient deux fonctions /, g : [a, fo] i — • IR lipschitziennes. Montrez que la fonction fg est lipschitzienne sur [a, b] . 


Solution : Comme les fonctions f et g sont continues sur le segment [a, b], elles sont bornées. Notons M f - 

s u p xe [^jj|/(x)| et Mg = sup xeUîjW |g(x)|. Comme f et g sont Upschitziennes sur [a, b], il existe deux constantes kf 
et kg telles que 

V (x, y) € [a, b] 2 , \fix)-fiy)\ < k f \x-y\ et |g(x) -g(y)| « **|x-y| 

Posons alors 

K = M g kf + MfKg 

Vérifions que f g est K-Hpschitzienne. Soit ix,y) e [a, b] 2 . Écrivons 

I fglx) - fgiy ) I = |g(x) [/(x) - fiy)] + fiy) [g(x) - g(y)] | 

<lg(*ïll/(x)-/(y)| + |/(y)||g(x)-g(y)| 

«Mgfc/|x-y| + M^fcg|x-y| 

<K|x-y| 
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11.5.8 Continuité uniforme 


Exercice 11.66 I 

Soit une fonction f : IR ■ IR continue et périodique. Montrez que la fonction f est uniformément continue sur IR. 

Solution : Comme la fonction f est périodique, il existe T > 0 tel que Vx g IR, /(x+ T) = f{x). Considérons le segment 
[0, 2T] . Comme la fonction f est continue sur ce segment, d ’ après le théorème de Heine, elle est uniformément continue 
sur ce segment. Donc il existe r| > 0 tel que 

V(x,y) g [0, 2T] 2 , |x-y|«n =»* |/(x)-/(y)|<e 

Posons if = min(r|,T) > 0. Considérons maintenant (x,y) g IR 2 tels que |x- y| =£ if, avec pour simplifier x =£ y. Il existe 
n g Z tels que x - nT g [0, T] et y - nT g [0, 2T] (il suffit de poser n- E (x/T ) ). Alors puisque (x - nT, y - nT ) g [0, 2T] 2 et 
\{x-nT) -(y-nT)| = |x-y| « i), on a \f(x-nT)-f(y-nT)\ «e. Mais puisque /(x- nT) = /(x) et f (y- nT) = /(y), 
il vient finalement que |/(x) -/(y)| < e. 

Exercice 11.67 SP! W I 

Soit une fonction f : [0, +oo[^ IR continue sur IR telle que 

/(x) ^ +co ‘ l G IR 

Montrez que la fonction f est uniformément continue sur IR. 


Solution : Soit e > 0. Comme /(x) — — — * l, il existe A > 0 tel que Vx & A, |/(x) - Z| =£ e/2. La fonction f est continue 
sur le segment [0,A+2] et donc d’après le théorème de Heine, est uniformément continue sur ce segment. Donc il existe 
f| > 0 tel que 

V(x,y)G[0,A+l] 2 |x-y|«n => |/(x) -/(y)| « e 

Posons r]' = min(ri, 1). Soit maintenant (x, y) g [0, +oo[ 2 tels que | x — y | =s r|'. Étudions les cas suivants : 

- si (x,y) g [0,A+ 1] 2 , on a bien puisque |x-y| «r], |/(x) -/(y)| «e ; 

- si par exemple x g [0,A+ 1] et y g [A+ 1,+oo[. Comme |x- y| « r]' « 1, on a x G [A,A+ 1] et y G [A+ l,+oo[, donc 
x, y g [A, +oo[ et donc 

! fm - /(y) I = I IfW - 1] + (f ~/(y}] | < \f(x) - 1\ t j/(y) - Z| < e/2 + e/2** 

Donc dans tous les cas, |/(x) -/(y)| « e. La fonction est bien uniformément continue. 

Exercice 11.68 ■ ■ 

Soit une fonction f : [0, 1] i — IR. On définit la suite de terme général 

Un = lŸ(-l) k f& 

n fc= 0 n 

Montrez que cette suite converge vers 0. 


Solution : Soit e > 0. Comme la fonction f est continue sur le segment [0, 1], elle est uniformément continue d’après 
le théorème de Heine. Donc il existe r] > 0 tel que 


V(x,y) g [0, l] 2 , |x-y|«n |/(x) -/(y)| « e 


Posons N = E(1/t]) + 1. Soit n g N tel que n ^ N. Écrivons u n en groupant deux termes successifs : Lorsque n est pair 
(n = 2 p), on peut écrire 




Or puisque n^N, |(2fc+ l)ln-2kln\ *£ r] et par conséquent, 


1 P- 1 e 


Lorsque n est impair, il reste un terme solitaire, que l’on peut majorer en introduisant M = sup ïe[0 ;1] |/(x)| (la fonction 
f est continue sur le segment [0, 1] donc M existe). Notons n-2p+l. Alors 


l^r 2k. ,2fc+ l.i 1 r( n-l. 

n k= n L n n * n n 
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et donc 


et ici aussi lorsque n~» N', \u n \ ^ e. 


\u n \ « | + 


M 

n 


11.5.9 Equations fonctionnelles 

Exercice 11.69 

Soit f : IR — M continue en 0 et soit ke. IM* , k^l tels que 

VxelR, f(kx)=f(x). 


Montrer que f est une fonction constante. 


Solution : 

Soit xeIR. On montre par une récurrence facile que /(x) — f (pr) . De plus, comme f est continue en 0, en appliquant le 
théorème de composition d’une suite par une fonction, on montre que : f[ jn) — - — ► /(O) donc par unicité de la limite 
/(je) = /(O). On en déduit que f est constante. Réciproquement, on vérifie que les fonctions constantes sont solutions. 


Exercice 11.70 IÇ> 

Déterminer toutes les fonctions f : IR —► IR continues telles que 

VxelR, / (2x) = -/ (x) 


Solution : Soit x e IR*. Considérons la suite x n — On montre que Mn e N, f{x n ) = (-1 )"/(x). Mais puisque 

x„ - - » 0 et que f est continue en 0, /(x) = (-l)"/(x„) ^ + > / (O). Donc / (x) = / (O). De plus, comme /(O) = 
-/(O) , on a /(O) = 0 et f = 0. Réciproquement la fonction nulle vérifie l’hypothèse. 

Exercice 11.71 .3 W 

Soit une fonction f : [0, +OOI 1 — IR continue sur l’intervalle [0, +oo[ telle que 
Vx3>0, /(x 2 ) = /(x) 

Déterminer la fonction f. 

Indication 11.9 : Soit x > 0, considérer la suite récurrente 

wo = *etVnel\l, u n+ i-\/îI^ 


Solution : La suite récurrente de l’énoncé s’étudie classiquement : si x > 0, u„ — > 1. Comme la fonction f est 
supposée continue, si x > 0, f(,u n ) — > /( 1). Mais puisque Vne N, f{u n+ \) =■ /(m 2 +| ) = f(u n ), la suite est 

constante. Par conséquent, /(x) = /( 1). 

On a montré que la fonction f est constante sur ]0, +oo[. Ensuite, puisque la fonction f est continue en 0, lim^o /M = 
/(O) et comme Vx > 0, /(x) = /( 1), il vient que /(O) = /( 1). Par conséquent les seules fonctions vérifiant l’hypothèse 
de l’énoncé sont les fonctions constantes. 

Réciproquement, les fonctions constantes conviennent. 

Exercice 11.72 ■ ^ 

1 . Soit x e IR . Etudier la suite 

uo = xetVncN, u n+ i -—^ — 

2. Trouver les fonctions f: IR — - IR continues vérifiant 

VxelR, /(2x+ 1) — /(x) 


Solution : 

1. La suite s’étudie classiquement. La fonction h: IR -» IR,x — ► est strictement croissante, admet comme seul 
point fixe xo = -1 et vérifie h(x) > x si xe ]-oo,-l] et h (x) ^ x si x e [-l,+oo[. Donc si uq e ]-oo,-l], la suite 
( u n ) est croissante et majorée par -1. Elle converge alors vers l’unique point fixe de h. De même, si «o e [-l,+oo[, 
la suite (u n ) est décroissante et minorée par -1 et converge aussi vers -1 .En résumé : u n — - — > — 1. 
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2. Puisque f est continue en -1, f(u n ) * /(- 1). Mais Vrc e N, f(u n+ 1) = f(2u n+ i + 1) = f(u n ) et par con- 

séquent, la suite f(u n ) est constante. On en déduit que /(x) = /(- 1) et donc f est une fonction constante. Ré- 
ciproquement, les fonctions constantes vérifient la propriété de l’énoncé. 


Exercice 11.73 IW H 

On considère une fonction f :]0, +oo[>— R continue au point 1. On suppose que 
V (x, y) e]0, +oo[, f(xy) = /(x) + /(y) 
Déterminez toutes les fonctions f vérifiant ces propriétés. 


Solution : Considérons une fonction f vérifiant les propriétés de l’énoncé. Définissons alors la fonction 



La fonction g est continue au point 0 et vérifie 


U 

/oexp(x) 


VxeR, g(x + y) = g(x) + g(y) 

en prenant x - y - 0, on montre que g(0) = 0. Si me N* alors, en posant a = g (1), on a : g{m ) — ma et a - g(l) = 
~ m ëim) donc g(^) = et pour tout r e Q + , g(r) = ar. De plus, pour tout x e IR, il est clair que comme 
0 = g(x-x) = g(x) + g(-x), alors g(-x) = -g(x). Donc : Vr e Q, g(r) = a.r. Montrons que la fonction g est continue 
sur IR. Soit xq e IR. Soit heU. Puisque g(xo + h) - g(xo) + g (h), on a 


lg(xo + h)~ g(x 0 )| = I gUi) - g(0)| 

et la continuité en xq s ’ obtient facilement de la continuité de g en 0. Comme les rationnels sont denses dans IR, si x e IR, 
il existe (r„) c Q telle que r n + » x. Mais comme g est continue en x, il vient que g(x) = g(lim r n ) = limg(r„) — 
lim ar n = ax. Par conséquent, Vx e IR, g(x) = ax et alors Vy e]0, +oo[, /(x) = a lnx. On vérifie réciproquement que 
toutes ces fonctions vérifient les conditions de l’énoncé. 


Exercice 11.74 SW 

Soit une fonction /' : IR ■ — ► IR continue vérifiant : 

V(x,y) e IR 2 , /(x + y) = /(x)/(y) 


1. Montrer que Vx G IR,/(x) & 0. 

2. On suppose qu ’il existe x e IR tel que /(x) = 0. Montrer que f - 0. 

3. On suppose que f n ’ est pas la fonction nulle. Déterminer la fonction f. 

Solution : 

1. Soit un réel x e IR. Puisque /(x) = (/( f)) 2 5= 0, il vient que la fonction f est positive. 

2. S’il existe x g IR tel que /(x) = 0, alors si z g IR, f{z) = f{x)f{z - x) = 0, et donc f est la fonction nulle. 

3. Supposons donc que f / 0. Posons alors Vx g IR, g(x) = ln/(x). Alors g vérifie 

V (x, y) g IR 2 , g(x + y) = g(x) + g(y) 

On sait alors qu’il existe a g IR (voir l’exercice 11.73) tel que g(x) = ax. Mais alors Vxg IR, /(x) = e ax = a x . On 
vérifie réciproquement qu ’ une telle fonction vérifie les hypothèses de 1 ’ énoncé . 

Exercice 11.75 ■<?<?<? H 

On définit E l’ensemble des fonctions f : [0, 1] — - IR continues vérifiant : 

VUJOCM’, /(£±Z) = ZW±M 

1 . Montrer que si (/, g) G E 2 et (À, |i) g IR 2 alors À/+ |igG E. 

2. On suppose que f g E vérifie /(O) = /( 1) = 0. Montrer que f - 0. 

3. Montrer que les éléments de E sont les fonctions affines. 
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Indication 11.9 : Pour la seconde question, déterminer un ensemble A sur lequel on peut dire que f s ’ annule . Montrer 
que cet ensemble est dense et utiliser le raisonnement par densité. 

Pour la troisième question, considérer g (x) = /(x) - [/(O) + x(/(l) -/(0)[. 


Solution : 

1. Soit (/, g) e E 2 et (À, |i) e IR 2 , alors 


(A/ + W r)(^) 


'x + y_\ _ A(/(x)+/(y)) + n(gM + g(y)) _ (A/+[ig) (x) + (A/ + |ug) (y) 


2 


2 


et donc A/ + |ag e E. 

1 13 

2. On montre que /(-) = O, puis que /(-) = /(-) = O, et ensuite, que f s’annule sur l’ensemble 

2 4 4 

fc 

Z={— ;nEN*,0« fc«2”} 


Cet ensemble est dense dans [0,1]. En effet, considérons x,y e [0,1] tels que x < y. Comme 1/2” — — — * 0, il 
existe ne. N tel que 1/2” < y- x. Considérons l’ensemble A = {ke [0,2”] | fc/2” 3= x}. L’ensemble A est non vide 
et possède un plus petit élément ko. Alors 



par définition de ko. Donc x ^ ^ < y et Z est bien dense dans [0, 1], Si alors x e [0, 1], on peut construire une 
suite x n de points de Z qui converge vers x. Mais puisque Vn 3 1, f{x n ) - 0, et que f est continue au point x, on 
obtient par 1 ’ image continue d’une suite que /(x) = 0. Donc f est la fonction identiquement nulle sur [0, 1] . 

3. Si f e E, alors d’après la première question, la fonction tp(x) = /(x) - [/(O) + x(/(l) - /(O))] est encore dans E 
(car une fonction affine est dans E et la différence de deux fonctions de E est encore une fonction de E). Puisque 
ip(0) = (p(l) = 0, d’après la seconde question, il vient que cp = 0, et donc que f est affine. Réciproquement, toute 
fonction affine est bien une fonction de E. 


11.5.10 Bijection continue 

Exercice 11.76 IÇ? ■ 


1 . Prouver que f réalise une bijection del- [2, +oo [ sur son image (que 1 ’on précisera). 

2. Prouver que la bijection réciproque de f est continue. 

3. Déterminer cette bijection réciproque. 


1 . On vérifie facilement que sur [2, +oo [, la fonction x >— ■ x 2 - 4x + 8 est strictement croissante. Comme f est la com- 
posée cette fonction par la fonction racine carrée qui est elle aussi strictement croissante, f strictement croissante 
sur I = [2, +oo[. De plus f (I) = [2, +oo] = I. On en déduit que f réalise une bijection de I sur I. 

2. La fonction f est polynomiale donc continue sur IR. On a montré que f est strictement croissante sur I. Par 
application du théorème de la bijection, on en déduit que /~' est continue sur [2, +oo[ 

3. Soit y e [4, +oo[. On a : y = x 2 - 4x + 8 <=> y = (x - 2) 2 + 4 <=> x = 2 ± \Jy 2 - 4. Si x e [2, +oo[, nécessairement 


Exercice 11.77 IW ■ 

Soit une fonction définie sur IR telle qu’il existe k > 0 tel que 

V(x,y) e IR 2 , xjty => |/(x) - f(y)\ < fc|x-y| 

1 . Montrez que f est uniformément continue sur IR ; 

2. On définit la fonction ip sur IR par (p(x) = /(x) - fcx. Montrez que la fonction ip est strictement décroissante sur 


Solution : 



IR ; 
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3. On suppose qu’il existe deux réels a< b tels que 


VxE[a,b], ka< /(x) < kb 

Montrez qu ’il existe un unique réel a dans [a, b] vérifiant 

/(a) = ka 


Solution : 

1. Comme f est k-lipschitzienne (l’hypothèse de l’énoncé est plus forte), on montre facilement (voirie cours) que 
la fonction f est uniformément continue sur IR. 

2. Soit (x, y) e IR 2 tels que x < y. Calculons : 

cp(y) — <p(x) = /(y) - /(x) - k(y - x) 

^\ny)-fm-k(y-x) 

<k\y-x\-k{y-x) 

<0 

Donc la fonction (p est strictement décroissante sur IR. 

3. La fonction tp est continue et strictement décroissante sur 1 ’ intervalle [a, b]. D ’ après le théorème de la bijection, 
ip réalise une bijection de l’intervalle [a, b] vers l’intervalle [(p(fo),ip(a)]. Mais cp(a) = f(d) - ka > 0 et tp(fc) = 
f(b ) - kb < 0 par hypothèse. Donc puisque 0 e [tp(fo),cp(a)L 0 possède un unique antécédent a par cp dans [a, b]. 
En conclusion, il existe un unique a e [a, b] tel que cp(a) = ka. 
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Chapitre 


12 


Dérivation des fonctions à valeurs réelles 


Pour bien aborder ce chapitre 

Ce chapitre est une introduction à l’une des plus fabuleuses invention de l’homme, celle du calcul différentiel, dans le cas 
des fonctions d’une variable réelle à valeurs réelles. 

L’histoire du calcul différentiel débute en grande partie avec Galilée et Newton qui avaient besoin de nouveaux outils 
mathématiques pour développer les notions de vitesse et d’accélération d’un mouvement. Mais la possibilité de calculer 
la pente de la tangente à une courbe était essentielle dans d’autres problèmes comme dans ceux d’extremum ou pour 
des questions plus appliquées. Newton et Leibniz furent les premiers à tenter de formaliser la notion de dérivée. Ils se 
disputèrent la paternité de cette invention mais il semble certain maintenant qu’ ils l’ ont découvert de manière indépendante 
et chacun via des formalismes différents. Comme expliqué dans l’introduction du chapitre 10, la notion de limite n’a été 
développée que bien plus tard, au ig eme siècle par Cauchy et Weierstrass aussi la formalisation de la dérivation par 
Newton et Leibniz souffrait de nombreuses lacunes. Newton refusa d’ailleurs de publier son travail et les écrits de Leibniz 
étaient obscurs et difficiles à comprendre. Lagrange, un siècle plus tard introduit le terme de « dérivée » ainsi que la 
notation /'. 

Après avoir défini ce qu’ est une fonction dérivable ainsi que sa dérivée, nous démontrerons les règles de calcul des dérivées 
que vous connaissez depuis le lycée. Nous verrons en particulier que la dérivée permet d’approcher une fonction donnée 
par une fonction affine (voir le théorème 

page 471). Nous nous intéresserons aux propriétés globales des fonctions dérivables. Le théorème de Rolle 12.9 page 475 
et celui des accroissements finis 12.10 page 476 seront d’un usage constant en analyse. L’inégalité des accroissements 
finis 12.11 page 477 qui découle du théorème du même nom est une véritable « machine » à fabriquer des inégalités. 
Des accroissements finis découle aussi le caractère fc-Lipschitzien des fonctions dérivables, ce qui permet d’appliquer 
à celles pour qui k e ]0, 1[ le très important théorème du point fixe 3.6 page 1224. Le théorème de dérivation de la 
bijection réciproque 12.7 page 474 permettra de justifier les démonstrations effectuées dans le chapitre sur les fonctions 
usuelles. Nous continuerons cette section par une étude des fonctions de classe c ê n et Sé’ 00 et nous la terminerons par une 
introduction aux fonctions convexes. Ce dernier outil servira aussi à construire de nombreuses inégalités. 

12.1 Dérivée en un point, fonction dérivée 

Dans tout ce paragraphe, I est un intervalle de IR non vide et non réduit à un point. Les fonctions considérées sont définies 
sur I et à valeurs réelles. 

12.1.1 Définitions 


Définition 12.1 Taux d’accroissement 

Soient / e & (I, IR) et a e I. On définit le taux d’accroissement de la fonction / au point a comme étant la fonction A a j 
définie par 

( I\{a} — IR 
A a j:\ x _ fix)-f[a) 

{ x-a 


Définition 12.2 Fonction dérivable à droite, à gauche 

Soient / e & (I, IR), a e I et A a j le taux d’accroissement de / au point a. On dit que 
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- / est dérivable à droite au point a si et seulement si A a j admet une limite finie quand x tend vers a à droite de a. 

- f est dérivable à gauche au point a si et seulement si A a j admet une limite finie quand x tend vers a à gauche de a. 
On note /^(a) (respectivement f' g (a)) la limite à droite (respectivement à gauche) de A a j quand celle ci existe. 


Définition 12.3 Dérivée en un point 

Soient / e <^(I,IR) et a g I. On dit que / est dérivable au point a si et seulement si son taux d’accroissement A a j 
possède une limite finie quand x tend vers a. Cette limite s’appelle le nombre dérivée de / au point a et est noté : 

f[a) ou D f(a) ou 


Remarque 12.1 Pour un point a intérieur à I (c’est-à-dire tel qu’il existe a > 0 vérifiant ]a-a,a + a[cl) alors / est 
dérivable au point a si et seulement si on a simultanément : 

1 . /est dérivable à droite en a, 

2. / est dérivable à gauche en a, 

3. f' d (a) = f g {a) 


Exemple 12.1 

- Soient (a, P) g IR I 2 et / : j ^ ^ ax + P • / est dérivable en tout point a de IR et V a g IR, fia) - a. 


- Par contre la fonction / : 


Ix| 

' IR + IR 


- la fonction / définie sur IR par /(x) = 

f IR 

- La fonction racine carrée ■ + 


1*1 

expf- 


est dérivable sur IR+. 
i î \ 

si x>0 




est dérivable sur IR. 

si x « 0 

est dérivable sur IR* . En effet, si a g IR* et si x g IR+ \ {a} alors 


\fx-\fâ_ \fx-\fd _ 1 1 

x-a (y(x-\/ô)(v / x+ y/a) sfx+sfa •« 2sfà 


par opérations sur les limites. Donc / est bien dérivable en a et f {a) - — — . Par contre, cette fonction n’est pas 

2 \Ja 

dérivable à droite en 0. En effet, si x e IR* , on a 


v / x-v / Ô_ 1 

x - 0 \fx *o + 


12.1.2 Interprétations de la dérivée 

Interprétation géométrique 

Soient / e & (I, IR) et a e I. Le plan étant ramené à un repère orthonormé, pour x e I \ {a}, considérons la droite joignant 
les points A et M . La pente de la droite (AM) est donnée par 


Si la fonction / est dérivable au point a g I, cette pente a pour limite f\a) quand x tend vers a. 


| A a (x) 


dirige la corde (AM) et tend vers 




La droite passant par A et de pente f (a ) est 


d’équation y = /(x). C’est la position limite des cordes (AM) quand M tend vers A. 


Le vecteur de composante 
donc tangente à la courbe 


I Remarque 12.2 

- La tangente en a est horizontale si et seulement si f {a) - 0. 
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a 


x 


Figure 12.1 - Interprétation géométrie du nombre dérivé 


-Si / est continue en a et si A a (x) *• ±oo, les cordes (AM) ont une position limite verticale encore appelée tangente 

à la courbe en A. 

-Si / n’est pas dérivable en a mais si A a {x) possède des limites à gauche et à droite en a, A est appelé point anguleux 
de la courbe. C’est un point qui possède deux demi-tangentes de pentes différentes. 


Interprétation cinématique 

Considérant fit) comme l’abscisse à l’instant t d’un point en mouvement rectiligne, pour t ^ a, A a j(t) représente la 
vitesse moyenne entre les instants t et a et sa limite fia), notée aussi / la) la vitesse instantanée à l’instant a. 

Interprétation analytique 

Le théorème suivant permet de caractériser la dérivabilité en un point sans faire intervenir de division. Il sera généralisé 
en deuxième année pour des fonctions de plusieurs variables. 


Proposition 12.1 Ç 1 Développement limité à l’ordre 1 d’une fonction dérivable 

Soit / e & (I, IR). La fonction / est dérivable au point a e I si et seulement si il existe e : I — IR telle que e(x) » 0 et un 

réel c tel que 

Vxe I, 

flx) = fia) + clx — a) + (x-a)e(x) 



x °fx-a ) 


On a alors c= fia). 




Démonstration 

| <= | Pour xel\ {«}, m c+elx) — — c ce qui montre que f est dérivable au point a et que fia ) = c. 

| => | Supposons que f est dérivable en a. Pour tout xe I\ {a}, posons elx) = A a (x)- f la). Comme f est dérivable en a, e(x) * 

0. Prolongeons alors par continuité e en a en posant e (a) = 0. Pour tout reloua alors bien /(x) = fia) + c(x - a) + (x - a)e(x) 
avec c = fia). 

12.1.3 Dérivabilité et continuité 


Théorème 12.2 « Dérivabilité implique continuité » 

Soient / e & (I, IR) et a e I. Si / est dérivable en a alors / est continue en a. 
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Démonstration Comme f est dérivable en a, d’après la proposition 12.1, il existe une fonction e : I — ► R vérifiant e(x) * 0 et 

telle que 

Vx e I, flx) = fia) + /' la) lx-a) + lx-a)elx). 

Comme e (x) ^ 0, par opérations sur les limites, f (x) / la) et f est bien continue en a. 

I Remarque 12.3 La réciproque est bien entendu fausse (par exemple / : IR — IR, je >*-+ |x| est continue en 0 mais pas 
dérivable en 0). 

Remarque 12.4 

-Si / est dérivable à gauche en a e I alors / est continue à gauche en a. 

-Si / est dérivable à droite en a e I alors / est continue à droite en a. 

-Si / possède une dérivée à droite et une dérivée à gauche en a alors / est continue en a. 

12.1.4 Fonction dérivée 


Définition 12.4 Dérivabilité sur un intervalle 

On dit qu’une fonction / est dérivable sur I si et seulement si elle est dérivable en tout point a e I. On définit alors la 
fonction dérivée 


IR 

/'(x) 


La fonction dérivée se note aussi D / ou 


df 

dx' 


| Retnarque 12.5 Si une fonction / est dérivable sur I alors elle est continue sur I. 

12.2 Opérations sur les dérivées 


Théorème 12.3 O Règles de calcul de dérivées 

Soient deux fonctions / et g définies sur I et dérivables en un point a e I. On a les propriétés suivantes : 

- Soient deux réels a, P e IR. La fonction txf + (3g est dérivable en a et 

- La fonction /g est dérivable en a et 


- Si gla ) f 0, alors il existe un voisinage du point a sur lequel la fonction g ne s’annule pas. La fonction l/g est alors 
définie au voisinage du point a et est dérivable en a avec 



g' (a) 
g 2 la) 


- Si g la) f 0, alors de la même façon que précédemment la fonction / Ig est définie au voisinage de a, est dérivable 
en a et 

[f\r^ f'la)gla)-fla)g'la) \ 

U () ~ g 2 M 


Démonstration Soit xel\{a|. 

- On a 

[ a f + Pg) lx) - [otf + Pg) la) flx)-fld) a g[x)-g{q) 


-> af' la) + Pg' la) 


par opérations sur les limites. 

- On a 

ifg) M -[fg)la) _ flx)-f la) | g lx) - g (a) 


par opérations sur les limites et parce que g étant dérivable ei 


f W f' SW+f («) g' («) 

i, elle est continue en a et du coup g lx) * gla). 
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- Soit V un voisinage de a tel que Vx e V n I, g (x) / 0. On a 

1 1 

- (x) - - (a) 


g(x)-g(a) 


g(x)-g(a) 


g(x)g(a) g(a) '(g(a)) 2 


x-a g (x) g (a) x-a 

par opérations sur les limites et parce que g est dérivable en a et donc continue en a. Du coup, g (x) — 
- Il suffit d’appliquer les deux points précédents à F = / et G = —.G est dérivable en a comme inverse d' 


qui ne s’annule pas ei 
i. De plus. 


(FG)' (a) = F' (a) G (a) + F (a) G' (a) = 


g (a). 

fonction dérivable en 
f l’est. FG est alors dérivable en a comme produit de fonctions dérivables 

fia) /(a) g' (a) _ /' [a) g ja) - f (a) g' (a) 


g (a) g 2 (a) 


r 2 («) 


Corollaire 12.4 Théorème d’opérations sur les fonctions dérivables 
Soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur I. 

- Soit (a, (3) e IR 2 . La fonction af + (3g est dérivable sur l’intervalle I et 

[fo7+|3g)' = a/' + Pg'| 

- La fonction fg est dérivable sur l’intervalle I et 

ri/g)'=/'g+/g'i 

- Si la fonction / ne s’annule pas sur I, alors la fonction 11 f est définie et dérivable sur I avec 



- Si la fonction g ne s’annule pas sur I alors la fonction fl g est dérivable sur l’intervalle I et 


/ V fg-fg' 
gl g 2 


v y 


Démonstration Ces propriétés sont vraies en chaque point de I et donc sur I tout entier. 


Théorème 12.5 Dérivation des fonctions composées 
Soient deux fonctions /:I^R, g:J — IR telles que /(a) e J. On suppose que 
(m) La fonction / est dérivable au point a g I. 

La fonction g est dérivable au point b = fia) e J. 

Alors la fonction go f est dérivable en a et 

| ~(g°/)' («) = g' (/(«)) x /'(«)] 


Démonstration Introduisons la fonction 

J ’ j£(zb|® 

X - y-b 

\ Ig'M si y = b 

qui est continue en b car g est dérivable en b. Alors pour tout x e I \ {a} : 

=h y /W-/W _ h m x f (tt) = g'(/ (a) )x f («) 

par opérations sur les limites. 
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Remarque 12.6 Dans cette preuve, on pourrait être tenter d’écrire pour x e I \ {a} 

gof{x)-gof{a) g (/(*)) -g (/(<*)) /(x)-/(a) 
x-a f{x)-f{a) x-a 

ce qui n’est pas correct car la fonction / peut s’annuler une infinité de fois au voisinage de a sans être constante et tout 
en étant dérivable en a. Un exemple d’une telle fonction est donné par x >— • x 2 sin 1/x en a - 0. 


'"COROLLAIRE 12.6 

Soient deux fonctions / :I — R et g : J — IR telles que /(I) c J. On suppose que 
(m) La fonction / est dérivable sur I. 

Qh 2^) La fonction g est dérivable sur J 
Alors la fonction go f est dérivable sur I et 

[w)' = (g' ° /)*/'| 

Démonstration La propriété est vraie en chaque point de I donc elle est vraie sur I. 


Théorème 12.7 Dérivation de la bijection réciproque 

Soit une fonction / : I — > R. On suppose que 

(m) la fonction / est injective sur l’intervalle I. 

(^H2^) la fonction / est dérivable sur l’intervalle I. 

<3 la fonction /' ne s’annule pas sur I : Vx £ I, 

Alors la fonction / réalise une bijection de l’intervalle I sur l’intervalle J = /(I) et son application réciproque, / -1 est 
dérivable sur l’intervalle J avec 




Démonstration Comme f est injective sur I, elle est bijective de I sur 1 et comme elle est dérivable sur I elle est continue sur I et 
J est un intervalle de R. En appliquant le théorème 11.52, sa bijection réciproque / -1 est continue sur J. Soit yo e J. Montrons que 
la fonction / -1 est dérivable au point yo- Soit y e J \ {yo}- Écrivons : 

a _ 


/(/ 1 (y)) -/(/ 1 (yo)) A / -1 (y 0 ),/(Z ’U» 

/ _1 (y)-/ _1 (yo) 

Puisque la fonction f est dérivable au point / -1 (yo), A /~ 1 tyo),/ W — jP /'t/ 1 (yo))- Puisque cette limite est non nulle, par 
opération sur les limites, A yo y:-i (y) — — l// , (/ _1 (yo))- 
Exemple 12.2 

- Soient neN* et /„ : x • x”. f n est une bijection strictement croissante de 1* sur IR* . Sa dérivée n’est jamais nulle. 


La fonction réciproque g„ de f n est donc dérivable sur 1* et g n ■ 


VyeR;, g'„ (y) = 




n{Vÿ) n ~ l 


}]---[ — 
- La fonction / : < 2 2 

La fonction réciproque, arcsin : • 


est une bijection strictement croissante et sa dérivée n’est jamais nulle. 
— * 

2 2 est dérivable sur ] - 1, 1 [ et 
* — r arcsin y 


Vyel-1,1'1 arcsin' (y) = 
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12.3 Étude globale des fonctions dérivables 


12.3.1 Extremum d’une fonction dérivable 


Proposition 12.8 V Condition nécessaire d’un extremum relatif 

Soit / une fonction définie sur un intervalle I de IR et soit a un point de I tel que 



(V) Le point a est intérieur à l’intervalle, c’est à dire qu’il existe a > 0 tel que ]a-a,a + a[cl. 
(^m^) Le point a est un extremum local de la fonction / sur I. 

C H3 j La fonction / est dérivable au point a. 


Démonstration Quitte à changer f en -f, on peut supposer que f possède un maximum local en a, c’est à dire qu’il existe fi > 0 
tel que Vxe [a-fi,a + p] ni, f(x ) ^ fia). Posons r = min(ri,rfc). 

• Si a-r < x< a, lf(x) - f{a)]/{x — a) 0. Puisque [f(x) - f(d)\l (x- a) * fg(à), par passage à la limite dans l’inégalité, on 

tire que f d (a) « 0. 

• Si a< x< a+r, [f{x)-f{a)\Hx-a) s 0 et puisque lf(x) - f (a)]/ (x- a) * f d (a), par passage à la limite dans l’inégalité, on 

obtient que f d (al 5 0. 

Puisque f est dérivable en a, on obtient que f' g (al = f' d (a) - f' (a) = 0. 



Figure 12.2 - Les pentes à gauche sont posi- Figure 12.3 -Les pentes à droite sont négatives 

tives 

/|\ Attention 12.3 

- La condition f'(a) — 0 n’est pas une condition suffisante d’extremum, (penser à / : x '-*• x 3 en x — 0.) 

- La condition a est intérieur à l’intervalle est fondamentale dans ce théorème. Si le point a est une borne de l’intervalle, 
on ne peut obtenir qu’une inégalité sur la dérivée à gauche ou à droite au point a. 

12.3.2 Théorème de Rolle 


Théorème 12.9 Théorème de Rolle 
Soit / : [a, b] — IR. On suppose que 
(m) la fonction / est continue sur le segment [a, b], 

la fonction / est dérivable sur l’intervalle ouvert ] a, b[. 


Démonstration Comme f est continue sur le segment [a, b], l’image de ce segment, par application du théorème 11.49 est un 
segment [m, M] avec m M. 

• Sim- M alors f est constante sur [a, b\ et sa dérivée est nulle sur ]a,b[. 

• Sinon, alors m < M. Comme f(a) = f (b) l’un des deux est différent de m ou M. On peut supposer que f (a) / m. Le minimum 
de f sur [a, b] est donc atteint en un point ce [a, b] différent de a et de b, donc en un point intérieur de l’intervalle [a, b]. D’après 
la proposition précédente, on a f' (c) = 0. 


(2) f(a)=f (b). 


Alors il existe c e ] a, b [ tel que 
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Interprétation graphique 



Figure 12.4 - Théorème de Rolle 


Interprétation cinématique 

Un point mobile sur un axe qui revient à sa position de départ a vu sa vitesse s’annuler à un instant donné. 

À faire : appendice analyse pour l'utilisation pratique du théorème de Rolle, polynômes, 
extremum d'une bonne fonction auxiliaire 

12.3.3 Égalité des accroissements finis 


Théorème 12.10 Théorème des accroissement finis (TAF) 

Soit une fonction / : [a, b] — R. On suppose que 
Œ) la fonction / est continue sur le segment [a, b\, 

(^m^) la fonction / est dérivable sur l’intervalle ouvert ] a, b[. 

Alors il existe un point intérieur c e ] a, b[ tel que 

| f(b) - /(a) = f\c) {b -a) | 


Nous allons donner deux preuves typiques dont on s’inspire dans les exercices. L’idée consiste à appliquer le théorème 
de Rolle à une bonne fonction auxiliaire pour obtenir l’existence du réel c vérifiant la propriété qui nous intéresse. La 
première preuve consiste à voir sur un dessin un problème d’ extremum. 

Démonstration <2 En examinant la figure ci-dessus, on voit que le point c correspond au maximum de l’écart vertical entre la 
corde [A, B] et le point (x,f(x)) . Définissons donc la mesure algébrique de cet écart : 


La fonction cp est continue sur le segment [a, b] (théorèmes généraux), dérivable sur l 'intervalle ]a,b[ (théorème généraux sur les 
dérivées) et on calcule ip(a) = (p [b) = 0. D’après le théorème de Rolle, il existe un point intérieur c e] a, b[ tel que q/(c) = 0, c’est à 


une j — — u. 

La deuxième preuve est plus « taupinale » et peu naturelle, mais fournit une recette qui fonctionne bien dans les exercices 
lorsque la formule à démontrer est compliquée. 

- Dans la formule à démontrer, regrouper tous les c à un endroit et les remplacer par une constante K. 

- Remplacer l’une des bornes (par exemple b) par une variable t, ce qui fournit une fonction auxiliaire (p définie sur 
[a, b). 

- Déterminer la constante K de telle sorte que tp (a) = tp(b). 
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Figure 12.5 - Théorème des accroissements finis 


- Appliquer le théorème de Rolle à cette fonction auxiliaire. 

Démonstration Appliquons cette «recette» à notre problème. La formule à montrer s’écrit f{b) -fia) - f'{c){b- a) = 0. 

Définissons donc une fonction auxiliaire (p : { ^ . ... , ... , où K est une constante que nous choisissons 

[ x fit)- fia) -K{t -a) 

de telle sorte que ip(a) = (pib). On trouve queK= [f (b) - fia)]/ (b- a) ce qui conduit à la fonction auxiliaire delà première preuve. 
| Remarque 12.7 Cette méthode d’un usage très courant est employée dans les exercices 12.42, 12.44, 12.45 , 12.46 , ... 

Remarque 12.8 Quand un mobile se déplace sur un axe et part d’un point A au temps t\, arrive en B au temps £2 et si 
/ est la fonction position de ce mobile sur l’axe, alors il existe un instant t e ] t\, £2 [ tel que la vitesse instantanée en t : 

v v /(f 2 )-/(fi) 

f (t) de ce mobile soit égalé a sa vitesse moyenne . 

£2 - h 


12.3.4 Inégalité des accroissements finis 


Théorème 12. 1 1 Inégalité des accroissement finis (IAF) 

Soit une fonction / : [a, b] — • IR. On suppose que 
(J) la fonction / est continue sur le segment [a, b\, 

(^hT) la fonction / est dérivable sur l’intervalle ouvert ] a, b\. 

il existe deux réels (m,M) e IR 2 tel que \/xe]a,b[, m =£ /'(x) M. 




Démonstration II suffit d’appliquer le théorème des accroissements Unis à la fonction f sur le segment [a, b] . Il existe un réel 
ce]a,b[ tel que f[b) -fia) = fie) ib-a). Puisque m S fix) s= M, on en déduit que m)b- a) S fib)- fia) ^ M )b-a). 


Théorème 12.12 Dérivée bornée implique lipschitzienne 
Soit une fonction / : I — IR définie sur un intervalle I. On suppose que 
(^hT) la fonction / est continue sur l’intervalle I, 

(^H2^) la fonction / est dérivable sur l’intervalle ouvert I, 

(^ïrP) la fonction / est bornée sur l’intervalle ouvert 1 : 3K & 0, tel que Vx e I, | fix) \ « K. 

Alors la fonction / est K-lipschitzienne sur l’intervalle I. 

Démonstration Soit (x, y) e I 2 avec x < y. Puisque [x, y] c I, la fonction f est continue sur le segment [x, y] et dérivable sur 
l’intervalle ouvert ]x, y[, d’après le théorème des accroissements Unis, il existe c e]x, y[ tel que fiy) - fix) = f'{c){y -x). On en 
déduit que l/(y)-/(x)| = |/'(c)||y-x| s=K|y-x|. 
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12.3.5 Application : Variations d’une fonction 

Le résultat suivant, utilisé depuis le lycée est une conséquence du théorème des accroissements finis. 


'Proposition 12.13 Caractérisation des fonctions constantes, monotones 

Soit une fonction / : I IR. On suppose que 

(^hT) / est dérivable sur I. 

Alors on a les résultats suivants : 


1. [Vxe I, 

/'(x) =5 0] <=> / est croissante sur I. 


2. [VxgI, 

/'(x) > 0] => / est strictement croissante sur I. 


3. [Vx £ I, 

/'(x) 0] <=> / est décroissante sur I. 


4. [Vxe I, 

/'(x) < 0] => f est strictement décroissante sur I. 


5. [Vxe I, 

/'(x) = 0] <=> f est constante sur I. 

J 


Démonstration Démontrons la première équivalence. Les trois suivantes se démontrent de même. 

| => | Supposons que : Vx e]a,b[, /'(x) s 0 et montrons que f est croissante sur [a, b]. Soient x\ ,X2 e [a, b] tels que X\ < x^. 

f est continue sur [x; ,X2] et dérivable sur ]x\ ,X2[. D’après le théorème des accroissements Unis, il existe c e ]x\ ,X2l tel que 
f 1x2) - f (xi ) = /' (c) (X2 - xi ) S 0 et donc f ta) S / (xi) ce qui prouve que f est croissante. 

| <= | Réciproquement, supposons que f est croissante sur [a, b]. Alors, pour tout x$ e \a,b[ le taux d’accroissement de f en xq, 
A XQ f est une fonction positive sur ]a,b[ \ {xq}. Puisque la fonction f est dérivable au point xq, A Xq j(x) * ^ » f\xq). Par 
passage à la limite dans l’inégalité, on en tire que f' (xo) S 0. 

La dernière équivalence est conséquence du fait qu’une fonction est constante si et seulement si elle est à la fois croissante et 

décroissante. 

Remarque 12.9 La réciproque de (2) est fausse : la fonction x 1 —- x 3 est strictement croissante sur 1, dérivable et 
pourtant sa dérivée s’annule en 0. 

12.3.6 Condition suffisante de dérivabilité en un point 


Théorème 12.14 W9 Théorème du prolongement dérivable 

Soit une fonction / : I ^ IR et un réel a e I. On suppose que 

la fonction/ est continue sur l’intervalle I, 
la fonction / est dérivable sur I \ {a}, 

/'(x) — — / e IR. 

Alors la fonction / est dérivable au point a et /'(a) = /. 


o 

( 3 ) 


Démonstration Soit x e I \ {a}. La formule des accroissements Unis appliquée au segment [a,x] nous assure de l’existence de 

c x e ]«,x[ tel que ^ ( Cx y Comme c x » a, on en déduit que ^ » / e ( q onc q UC f eS f dérivable en 

a et que /'(a) = l. 


Proposition 12.15 

Soient / : I -► IR et a e I. On suppose que 

(m) la fonction / est continue sur I, 

la fonction / est dérivable sur I \ {a}, 

«3 /'(x) — » +oo. 

Alors lim - +QO. En d’autres termes, la courbe représentative de / possède une tangente verticale au point 


Démonstration Laissée au lecteur en s ’ inspirant par exemple de la preuve de la proposition précédente. 
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Remarque 12.10 La réciproque du théorème de prolongement dérivable est fausse comme le montre le contre-exemple 
suivant 

) [R — ► R 

J x 2 sin - si x ^ 0 
[O si x = 0 

Cette fonction est dérivable en 0 et /'(O) = 0 car 

La fonction / est dérivable en tout point x ^ 0 avec /'(x) = 2xsin(l/x) - cos(l/x) et /' n’admet pas de limite lorsque 
x — 0. En effet, la suite [f admet deux sous-suites, une convergeant vers 1 et l’autre vers -1. 


12.4 Dérivées successives 

12.4.1 Dérivée seconde 

Soit une fonction / définie et dérivable sur un intervalle I de IR. 


Définition 12.5 Fonction deux fois dérivable 

On dit que la fonction / est deux fois dérivable sur I lorsque la fonction f est dérivable en tout point de I. Sa dérivée 
est appelée fonction dérivée seconde de / et est notée 

,, 5 d 2 f 

f ou d 2 / ou — j 


| Remarque 12.11 Si / est deux fois dérivable sur I alors /' et / sont continues sur I. 

I Re?narque 12.12 Lorsque fit) est l’abscisse à l’instant t d’un point en mouvement rectiligne alors fit), si elle existe, 
représente l’accélération de ce point à l’instant t. 


12.4.2 Dérivée d’ordre n 

Soit n e N. 


Définition 12.6 Dérivées successives 

Étant donné une fonction / : I — IR, on pose / (0) = / et on définit par récurrence, la dérivée n eme de / sur I, notée f {n \ 
comme la dérivée de si elle existe. On la note 




ou D"/ ou 


çfl 

dt n 


Remarque 12.13 

- L’existence de / M sur I entraîne l’existence et la continuité, sur I, de toutes les dérivées d’ordre strictement inférieur. 
-Si / est n fois dérivable sur I alors / = / (0) , f - / (1) , . . ., sont continues sur I. 


Proposition 12.16 

Étant donné deux fonctions / et g définies sur I et n fois dérivables sur I ainsi que deux réels a et |3. Alors la fonction 
af + g est elle aussi n fois dérivable sur I et : 

Vxel, | (q/ + pg) w (x)^a/ w (x)+pg (n) (x) J 


Démonstration Par récurrence. 
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BlO 10 | Gottfried Leibniz, Né le 1er juillet 1646 à Leipzig , mort le 14 novembre 1716 à Hanovre [ . 

Gottfried Leibniz est un philosophe, scientifique, mathématicien, diplo- 
mate, bibliothécaire et juriste allemand. Il se montre précoce intel- 
lectuellement et possède de fortes capacités d’apprentissage. Il dit avoir 
appris seul le latin et à 15 ans il connaît la littérature grecque et latine. 

Il obtient son baccalauréat à 17 ans et rentre la même année à l’Univer- 
sité de Leipzig où il étudie la philosophie, le droit et les mathématiques. 

Cette université lui refuse en 1666 de lui décerner le titre de docteur, 
sans doute à cause de son très jeune âge et il obtient celui-ci un an plus 
tard à l’Université de Nuremberg. Plutôt que de chercher un poste uni- 
versitaire, il rentre au service du baron von Boyneburg à Francfort qui 
l’initie à la pohtique. 

Leibniz est, avec Newton, 1 ’ inventeur du calcul infinitésimal et fut le dé- 
couvreur des formules de dérivation d’un produit, d’un quotient et d’une 
puissance. Newton était parvenu de son côté, quelques années aupara- 
vant, aux mêmes résultats que Leibniz mais sans pubher son travail. Une 
longue polémique s’ensuivit afin de déterminer qui avait la paternité de 
cette théorie. 



Proposition 12.17 Formule de Leibniz 
Si / et g sont deux fonctions n fois dérivabli 
qui permet d’exprimer la dérivée rc-ième du ] 

V 

3 s sur I alors il 
produit 

{fs) [n] = L 1 

fc=o ' 

en est du mêm 

e du produit /g et on a Và formule de Leibniz 


Démonstration Par récurrence. Voir la preuve de la formule du binôme de Newton 8.34. 



Proposition 12.18 

Soient /:I-»Metg:J — IR telles que /(I) c J. Soit n e N* . Si 
(J) la fonction / est n fois dérivable sur l’intervalle I, 

(^H2^) la fonction g est n fois dérivable sur l’intervalle J. 

Alors la fonction composée go / est n fois dérivable sur l’intervalle I. 

Démonstration Par récurrence sur n. Pour n = 1, la propriété a déjà été montrée. Soit ne N* . Supposons qu ’ une composée de 
fonctions n fois dérivable est n fois dérivable sur I. Montrons que si f et g sont (n + 1) fois dérivable sur I et] respectivement alors 
go f est n+ 1 fois dérivable sur I. On sait que f et g sont 1 fois dérivable sur respectivement I et J et que ( f°g)' = f' x g' ° f ■ 
D ’ après 1 ’ hypothèse de récurrence, comme /' et g 1 sont n fois dérivables sur I et 1 respectivement, g' ° f est n fois dérivable sur 
I et d’après le théorème de Leibniz, f'*-g'°f est aussi n fois dérivable sur I. Donc (g o /) est n fois dérivable sur I et go f est 
[n + 1) fois dérivable sur I. La propriété est ainsi prouvée par récurrence. 

Remarque 12.14 Une expression de la dérivée de la composée de deux fonctions est donnée par la formule de 
Faà di Bruno. Elle est très difficile à manipuler et ne relève pas du programme. 

12.4.3 Fonctions de classe c € n 

Soit u e N. 


Définition 12.7 Fonctions de classe < t^" 

On dit qu’une fonction / : I — IR est de classe '43 n sur l’intervalle I si et seulement si 
0 f est n fois dérivable sur I, 

0 la fonction / w est continue sur I. 

On note 

• 7?° (I) l’ensemble des fonctions de classe e é’° sur I, c’est à dire l’ensemble des fonctions continues sur I. 

• Pour n>l, '43 n (I) l’ensemble des fonctions de classe '43 n sur I. 

« < jg +0 ° (I) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I. 
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Proposition 12.19 

Soit (/, g) e c 6 n (I) 2 et soit (a, P) e K 2 . Alors 

- a/ + Pge‘tf"(D 

- /ge c € n (I) 


Remarque 12.15 

- La première égalité et le fait que la fonction nulle est de classe c € n permet d’affirmer que c ê n (I) est un sous-espace 
vectoriel de & (I,i) (Voir la définition 23.3 page 848). 

- On a 

. . . C <ê n (I) c <€ n ~ x (I) c . . . (I) c (I) c (I) c & (I, R) 


Proposition 12.20 

Soient / :I^IRetg:J — R telles que /(I) c J. Soit n £ N. Si 
(ju) /e^”(I), 

CS) 

alors go/e^”(I). 


Exemple 12.4 Soient n e Z et /„ : j ^ ^ . On a pour tout n e Z, /„e^°°(IR*) ( On a même /„ e Sé 100 (0?) si 

n e N). 


Proposition 12.21 

Soit / e < € n (I) ne s’annulant pas sur I, alors 1 // est élément de '£ n (I). 


Théorème 12.22 Théorème de la bijection de classe Sf” 

Soit / e Sé 1 " (I) telle que 

& f ne s’annule pas sur I. 

alors / est une bijection sur son image J = /(I) et / -1 est de classe < ê n sur J. 


12.5 Fonctions convexes 


définition 12.8 W Fonction convexe 

Soit / : I ■ IR une fonction définie sur un intervalle I c IR. On dit que / est convexe lorsque 
V(x, y) e I 2 , VA e [0, 1], /( Àx + (1 - A) y) « À/(x) + (1 - A)/(y) 


I Re?narque 12.16 Cela signifie géométriquement que le graphe de / est situé en dessous de toutes les cordes joignant 
deux points de ce graphe. 

Remarque 12. 17 On dit qu’une fonction / définie sur un intervalle I est concave lorsque 

V(x,y) e I 2 , VA e [0, 1], /(Ax+ (1 - A) y) > A/(x) + (1 - A)/(y) 

La fonction / est concave si et seulement si la fonction -/ est convexe. Dans la suite, on n’étudiera que les propriétés 
des fonctions convexes. 

| Remarque 12.18 Les fonctions qui sont à la fois convexes et concaves sont les fonctions affines. 


Définition 12.9 Fonction strictement convexe 

On dit qu’une fonction / : I IR est strictement convexe lorsque V(x, y) e I 2 , x ^ y, 
VA e]0, X| /(Ax+ (1 - A) y) < A /(x) + (1 - A)/(y) 
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Figure 12.6 - Fonctions convexes 


Proposition 12.23 Inégalité de convexité généralisée 
Soit une fonction / convexe sur l’intervalle I. Alors 

\/n > 2,V(x 1 ,...,x„) e I",V(Ai,...,A„) e [0,1]" tels que ^ À,- = 1 

/(A 1X1 + ■ ■ • + A n X n ) « Ai/(Xi) + • ■ • + A nf(X n ). 


Démonstration Par récurrence sur n. Pour n = 2, c’est la définition d’une fonction convexe. Montrons S? in) => & /> (n+]). Soient 
X],.. ,,x n ,x n+ \ e I et Ai,... A n+ i e [0,1] tels que A/ = 1. On peut supposer que tous les A,- sont strictement positifs, sinon on 
EjLiA ix t Aj 

se ramène à la propriété 8?(n). Posons y = — - — et pour i e [[1, n]], lu = —■ l — — : £ ._ . li; = 1. Pmsque f est convexe, 

£"=, A ; E-LjAi ‘- L 

f(k n+ ix n+1 + (1 - A„ +1 )y) « A b+ i/(x b+ i) + (1 - A„ +1 )/(y) 


et d’après éPin), 


En utilisant que 1 - A w+ i 


/(y) = /(g 1*1 + • ' ' + PnX n ] « Pl/Ul) + • • • + Hnf&nl 
= L"_i A;, on obtient 


(1 - A n+llflyl « Ai/(Xi) + • • • + A nf&n) 


d’où l’inégalité souhaitée. 

Le résultat suivant est à la base de toutes les démonstrations et est souvent utilisé dans les exercices théoriques sur les 
fonctions convexes. Il est facile à retenir, il suffit de faire le schéma suivant : 


Lemme 12.24 femme des trois pentes 
Soit / : I — <• K une fonction convexe : 


V(x,y,z) e I 3 , x< y<z, 


Hy)-f(x) ^ m-fjx ) ^ f{z) -/(y) 
y-x " z-x " z-y 


Démonstration Puisque x< y< z, y peut s ’ écrire comme barycentre de x et z : il existe A e [0, 1] tel que y = Ax+ (1 - A)z. Après 
calculs, on trouve que 



Puisque f est convexe. 


On en tire que 


/(y)«A/(x) + (l-A)/(z) 
/(y) - f(x) « (1 - A) (/(z) - f{x]) 
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Figure 12.7 - Lemme des trois pentes 


et comme 1 - À = - 


De même, 


et donc 
d’où l’on tire 


y-x " z-x 

A(/Cz)-/(x))«/Cz)-/(y) 

f(z)-f(x) < f{z)-f{y) 
z-x " z-y 


Le théorème suivant fournit un moyen très pratique de montrer qu’une fonction est convexe : il suffit de montrer que sa 
dérivée seconde est positive sur I. 


Théorème 12.25 Caractérisation des fonctions convexes dérivables 

1 . Si / : I '-*• IR est dérivable, 

(/ convexe ) <=> (/' croissante ) 

2. Si / : I ^ IR est deux fois dérivable, 

(/ convexe ) <=> (/" 5* 0 sur I) 


Démonstration 

1. Si f est convexe et dérivable, soient x< y deux points de I. Montrons que f'{x) ss /'(y). Soit ze]x,y[, d’après le lemme des 
trois pentes, f( z )-f{x) ^ f[y)-f{x) 

z-x " y-x 

En passant à la limite dans l’inégalité lorsque z—*x + , on trouve que f'{x) « ^ — L!lA Q n a également 




/'(*) < 


«/'(y) 


2. Supposons réciproquement f dérivable et f croissante. Soient x < y deux points de I et À e [0, 1] . Posons z = Xx + (1 - À)y. 
D’après le théorème des accroissements Unis entre x et z, il existe Ci £]x,z[ tel que 


f(z)-f M 


= /'(ci) 


483 



De même, le théorème des accroissements finis entre z et y garantit l’existence de C2 e]z,y[ tel que 
fiyl-fiz) , 


Puisque f est croissante, f'(c\ ) € f'icz) d’où l’o 


m-fbc) „/(y)-/(g) 


En remplaçant z par sa valeur, on aboutit alors à l’inégalité de convexité 

f(\x + (1 - À) y) « A/M + (1 - A)/ (y) 

3. Si f est deux fois dérivable, on sait que la fonction f' est croissante si et seulement si la fonction f" est positive. 


Théorème 12.26 W Le graphe d’une fonction convexe est situé au dessus de toutes ses tangentes 
Soit une fonction / : I —* • M convexe et dérivable. 

Vx 0 el, Vx € I, f(x) a f(xo) + f(xoHx- xo) 


Démonstration 

1. Si x o<x, prenons ze]xq,x[ et utilisons le lemme des trois pentes : 

m-f(xo) f(x)-f(x o) 
z-x 0 " x-xo 

En passant à la limite dans l’inégalité lorsque z — xo,onen tire que 

^ f(x)-f(x o) 


f'(xo) « - 


x-xo 


d’oùf(x)z (x-xo )f'(x 0 ) + f(x 0 ). 

2. Si x< xq, on prend ze]x,Xq[ et avec le lemme des trois pentes, 

fixo)-f(x) f{XQ)-f{z ) 
xo - x " xo-z 

En passant à la limite dans l’inégalité lorsque z—>xq, on trouve 


x 0 -x 


et l’on retrouve que f(x) 3= f(x 0 ) - (x 0 - x)f(x 0 ). 



f(x) 

y = f(xo) + {x-xo)f'(xo) 


Figure 12.8 - Le graphe d’une fonction convexe est situé au dessus de ses tangentes 


Multimédia : tangente qui varie, lemme des 3 pentes 

On obtient des inégalités intéressantes, dites « inégalités de convexité » de la façon suivante : 

1 . On se donne une fonction / ; 

2. On vérifie qu’elle est convexe sur I en vérifiant que f"> 0 ; 

3. On écrit l’inégalité de convexité (éventuellement généralisée). 


Proposition 12.27 Exemples d’inégalités de convexité 

1. Si a ^ 1 et jc, y > 0, (;t + y) a «2 a “ 1 (x a + y a ). 

2. Pour n réels x\,...,x n , (% + ■■■ + x n ) 2 « n{x\ + • • • + x„). 
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Démonstration 


1. Considérons la fonction f : < 


a . Elle est deux fois dérivable sur I =] 0, +oo[ ei 


Vx > 0, f" (x) = cx(a- l)x a 2 s 0. C’est donc une fonction convexe. En prenant \ = 1/2, on en déduit que Vx, y > 0, 
( X + ^ d’où la première inégalité. 

2. La fonction X'-* x 2 est convexe sur IR et il suffit d’utiliser l’inégalité de convexité généralisée avec Ai = ■ ■ ■ = = 1 In : 

(Xi + - + x n \ 2 ^ x 2 + --- + x 2 


d’où la deuxième inégalité. 


Proposition 12.28 Concavité du logarithme 

1 . Comparaison entre moyenne géométrique et arithmétique. Pour tous réels X\ , . . . , x n > 0 : 

, ,!/„ Xi+--- + X n 

[xi...x n ) ^ 

n 

2. Inégalité de Young : pour deux réels a, b > 0 et deux réels p,q>0 vérifiant — + — = 1, 

p q 

, aP b* 
ab « — + — 
p q 

Démonstration En notant f : x « lnx, f"(x) = -1 lx 2 S 0 donc la fonction logarithme est concave sur ]0, +oo[. 

1. En utilisant l’inégalité de convexité généralisée avec \i = ■ ■ ■ = \ n = lin, 

m( Xl+ " n +Xn ) * 111X1 + ;' +lnx ^ ln ((x 1 ...xn) 1 /") 

En prenant l’exponentielle (qui est une fonction croissante), on en déduit l’inégalité souhaitée. 

2. Pour À e [0, 1] etx,y> 0, 


d’où en prenant l’exponentielle. 


ln(Àx+ (l-À)y) 5Àlnx+(l-À)lny = ln(x^y 1 *) 


x A y J A «Àx+(l-À)y 


Il suffit alors de prendre x = a p , y=b cl et\=llp pour trouver l’inégalité de Young. 


En résumé 

Les différents théorèmes de ce chapitre doivent être parfaitement connus. Il est du plus mauvais effet d’oublier de vérifier 
une des hypothèses du théorème de Rolle ou de celui des accroissement finis dans une démonstration. A ce stade de 
l’année, les calculs de dérivée doivent être menés sans hésitation et les formules de dérivation doivent être connues à 
la perfection. On complétera la lecture du chapitre par celle du paragraphe C.2 page 1197 de l’annexe C qui traite des 
méthodes de calcul des dérivées. Enfin, il est intéressant de maîtriser la démonstration du théorème du point fixe 3.6 page 
1224. Nombreux sont les exercices qui n’en sont qu’un cas particulier. 


485 




12.6 Exercices 


12.6.1 Dérivabilité 

Exercice 12.1 ■ 

En utilisant la définition, déterminer quand les fonctions suivantes sont dérivables et déterminer leur dérivée : 


1. f:x~x. 

2. /:x~x 2 . 

3. f : x<-> \fx. 



5. /:x~|x|. 

6. f : x— - x n où ne N. 


Solution : 

1 . Soit a e R et soit xeR\ {a}. 


_ f[x)-f{a) _ 


donc f est dérivable en tout a g IR et | /' ( g 3 - 1 1 . 
2. Soit a g R et soit xeR\ {a}. 


_ / (x) - / (a) _ 


donc f est dérivable en tout a g IR et | /' (g) - 2 g | . 
3. Soit a g IR+ et soit x g IR+ \ {a}. 


_ / (x) - / (a) _ \/x— \fü _ 1 


x-a \fx + \fâ 


f — î— si a > 0 
— \ 2 v^ 


donc / est dérivable en tout a g IR* et dans ce cas 

4. Soit a g IR* et soit x g IR* \ {a}. 




Par contre f n’est pas dérivable en 0. 


1 1 

/(x)-/(a) x~a 


x-a ax * 


donc f est dérivable en tout a g IR* et 
5. Soit a g IR et soit x g IR \ {a}. 


/'(a) = — j 


A(x) = 


fjx)-f(à) _ \x\-\a\ 


Si a <0, comme on va calculer la limite de A (x) quand x tend vers a, on peut supposer x < 0 et il s’ensuit que 
A (x) = -1 donc f est dérivable en tout a g IR* . De plus | f {à) = -Tj . On montre de même que si a g IR* alors f 

est dérivable en a et | f (a) = lj . Par contre en 0, A (x) ^ -1 et A (x) -*■ 1. f est alors dérivable à gauche 

et à droite en 0 mais n 'est pas dérivable en 0. 

6. Soit a g IR et soit x g IR \ {a}. En utilisant les formules de factorisation : 


_ / (x) - / (a) _ 


- = x n k 1 a k » a" 1 = na n 1 


donc f est dérivable en tout a g IR et /' [a] — na n 1 . 


Exercice 12.2 ■ é? 

Soit f : IR — R une fonction dérivable sur IR 

1. Si f est paire que dire de f ? 

2. Si f est T -périodique (T > 0) que dire de f ? 
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Solution : 

1. On a : Vx g K, /(x) = f[-x). En dérivant les deux membres de cette égalité, on obtient : Vx g R, /'(x) = 
-f'[-x) et donc f est impaire. De même si f est impaire, alors f est paire. 

2. Puisque Vx e [R, /(x+T) -/(je) = 0, en dérivant à nouveau les membres de cette égalité, on obtient que f {x+ T)- 
f'(x) = 0 et donc que f est aussi T-périodique. 


Exercice 12.3 

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer : 

1. son domaine de définition. 

2. son domaine de dérivabilité. 


3. sa dérivée. 

1 . f : X 1 — \/F 

4- f 

x _> gCOSX 

arctan x 

2. / : X 1 — — 5 

x 2 + 1 

5 - / 

x-lnlxl 

3. f : x>-» ln(lnx) 

6 - / 

x~5 x 


Solution : 

1. f est définie sur R+ et dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables. De plus, pour tout x g R* : 


/(*) = 


2. f est définie et dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur 
R. De plus, si x e R, 


/' (x) = 


l-2xarctanx 


(l + x 2 ) 2 


3. f est définie et dérivable sur ] 1, +oo[ comme composée de fonctions dérivables. Si x g ] 1, +oo[, 


4. / est définie et dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables. Si x g R, /' (x) = - sinxe co: 


5. / est définie et dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables. De plus, si x e R*, /'(x) = 

si x < o m 


6. Comme 5 X = e xln5 , f est définie et dérivable sur R. Si x e R, /' (x) = ln5.5* . 


Exercice 12.4 ■ Z> 

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer : 

1. son domaine de définition. 

2. son domaine de dérivabilité. 

3. sa dérivée. 


1. f:x-+ cos 7 x 


2. x * x x 

3. /(x) = y^îf 


4. / : X"-*- xln|x+ 1| 

5. /:x~x 4 e^ 

6. f : xargth(sinx) 


Solution : 

1. f est définie et dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables. Si x g R, | /'(x) - -7sinxcos 6 x | . 

2. / est définie et dérivable sur R* car x x = e xlnx . De plus, pour tout x g R* : | /'(x) = (l + lnx)x x ~| . 

3. f est définie et dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables. Pour tout x g R : | f (x) - 6x 3 \/ x 4 +~i r [ . 

4. / est définie et dérivable sur R \ {-1} comme composée de fonctions dérivables. Si x g R, 

/'(x)=ln|x+l| + |^Y|- . 
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5. / est définie et dérivable sur IR* comme composée de fonctions dérivables. Si x e IR* , | f (x) - x 2 e x ' (4x- 1) | . 

6. f est définie et dérivable sur I = IR \ | fce zj comme composée de fonctions dérivables. Si x e l, 

f (x) = argth (sinx) + . 


Exercice 12.5 ■ 

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer : 

1. son domaine de définition. 

2. son domaine de dérivabilité. 

3. sa dérivée. 


1. / : x '-*• ln (ln (ln (ln x))) 

4- f 

2. / : x >-► argch (2 + cos x) 

5- f 

3. /:x-( chx) 2 * 

6. f 


x—*- ln(arccosx) 


arcsinshx 
x>— vTTthx 


Solution : 



3. f est définie et dérivable sur IR comme composée de fonctions dérivables. De plus, 


| /'(x) = 2 ch 2 * -1 (In(chx) chx + xshx)] . 



Exercice 12.6 ■ V 

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer 

1. son domaine de définition. 

2. son domaine de dérivabilité. 

3. sa dérivée. 

1 . 

2 f 

3 f-x arccosx 
arcsinx 


Solution : 

1. f est définie sur IR+ 

et dérivable, par opérations sur les fonctions dérivables sur IR* . De plus, pour tout x > 0 : 




X ( X+l) 2 \/~X 
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4. /:x~( 1 + x)* 

5 f . x , \/ ar 8 shx 

' ■' ln(chx) 

6. x—> — sin31 ' , 

(cos*+2) 4 



Exercice 12.7 ■ V 

Pour chacune des fonction suivantes : 

1 . Déterminer son domaine de définition D f . 

2. Prouver que f est continue sur D f. 

3. Déterminer sur quel domaine f est dérivable. 

4. Prolonger f par continuité là où c ’ est possible 

5. Vérifier si ce prolongement est dérivable. 

1. /:x~x sin(i) 

2. f:r c-*- x 2 sin(i) 


3. /:*-(**-!) arcsin (x 2 ) 

4. /:x-|x|argthx 


Solution : 

1. f est définie et continue sur IR* comme produit et composée de fonctions continues. En appliquant le théorème 
des gendarmes, on montre que f (x) — ^ 0. On prolonge alors f par continuité en 0 en posant : f (0) = 0. Par 
opérations sur les fonctions dérivables, f est dérivable sur IR* . Reste à étudier la dérivabihté en 0. Pour tout 
x e IR*, A(x) = £1—1 — £-££- = sin — qui diverge quand x tend vers 0. f n’est donc pas dérivable en 0. 

2. On montre comme précédemment que f est définie, continue et dérivable sur IR* . On montre aussi qu ’on peut là 
encore prolonger f par continuité en 0 en posant f (0) = 0. Pour ce qui concerne la dérivabilité en 0 on a, pour 

/(*)-/( 0 ) ‘ 


tout xe IR*, A (x) = - 


- 0 donc f est dérivable en 0 et f (0) = 0. 


3. f est définie et continue sur [-1, 1] . Par opérations sur les fonctions dérivables, f est dérivable sur ] — 1, 1 [. En 


/(x)-/( 1) (■ x 2 -! ) arcsin (x 2 ) 


x- 1 

/' (1) = jt. On fait de même en -1. 


= (x + 1) arcsin (x 2 ) - 


- jt. f est donc dérivable en x — 1 et 


4. f est définie et continue sur ]-l,l[. f n’est pas prolongeable par continuité en ±1. / est dérivable sur ]-l,0[u[0, 1] 

comme produit de fonctions dérivables sur ces intervalles. En x - 0, A (x) = £lHl — ££-£ - argthx ~ „ 

x-0 x X— o x— »o 

0 donc f est dérivable aussi en 0 et f (0) = 0. 


Exercice 12.8 V ! 

Pour chacune des fonction suivantes : 

1 . Déterminer son domaine de définition D f . 

2. Prouver que f est continue surDf. 

3. Déterminer sur quel domaine f est dérivable. 

4. Prolonger f par continuité là où c ’ est possible. 

5. Vérifier si ce prolongement est dérivable. 
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Solution : 


4 Jv 

1. f est définie et continue sur IR*. De plus : ~ — = x 3 ► 0. On prolonge alors f par continuité en 0 

en posant f (0) = 0. / est dérivable sur IR* par opérations sur les fonctions dérivables. Si x = 0, alors A (x) = 
f f (0) 

= ~ x 2 ► 0 donc f est dérivable en 0 et f (0) = 0. 

x-0 e x -lx->o x^o 

2. f (x) = x* = e xhlx donc f est définie et continue sur IRt. Mais xlnx *■ 0 donc par opérations sur les limites 

x^o + 

/(x) e° - 1. On prolonge donc f par continuité en 0 en posant f (0) = 1. f est dérivable sur IR* comme 

composée de fonctions dérivables. En x-0, on a : A (x) = - 3- ~ x ^ nx - j n x * -qq, 

x-0 x x^o+ x x— o+ 

l’équivalent étant valide car xlnx 0. / n’est donc pas dérivable en 0 et le graphe de f admet en 0 une 

x— 0+ 

tangente verticale. 

3. f est définie et continue sur IR+ . / est dérivable sur IR* par opérations sur les fonctions dérivables. En x-0, on a : 

A (x) = 1^51 — L—l - C0S (vO ~ ► 0 et f est dérivable en 0 avec de plus /' (0) = -1/2. 

x-0 x x^o+ x 2 x— »o + 

4. f est définie et continue sur IR. Elle est dérivable sur IR \ {1} et en x - 1 : A (x) = ^—1 — _ sin^VU — IJ ~ 

x-0 x — 1 x^l 

y/\X~l\ 

sin 1 — donc A (x) +oo et A (x) » -oo. f n’est donc pas dérivable en 0. 


Exercice 12.9 I 

Soit f la fonction définie sur IR par : 


/(x) = J° si * = ° 
si x>0 

l e* + l 


1 . Prouver que f est continue en 0. 

2. Étudier la dérivabilité de f et calculer f (x) en tout point x où f est dérivable. 


Solution : 

e x — 1 

1. Il est clair que 1 - e x ► 0. Donc f est continue à gauche en 0. De plus, ► 0 et donc f est aussi 

x — *0 c x + 1 x— >0 + 

continue à droite en 0. En résumé, f est continue en 0. 

2. / est dérivable sur IR* par opérations sur les fonctions dérivables. Si x < 0 alors f (x) = -e x et si x > 0 alors 

2e x 

f (x) = t. De plus : 

(e x +l) 2 

l-e x -x e x - 1 x 1 

si x < 0 : A(x) = ~ — =-l ***% et six>0: A(x) = — — — ~ - 

x x->o + x x— o + x{e x + 1) x-o- 2x x— o~ 2 

donc f est dérivable à gauche et à droite en 0 mais n ’ est pas dérivable en 0. 


Exercice 12.10 I <2 

Soit f la fonction définie sur IR par : 

f e~ x + 1 si x « 0 

ffx) = i 

[2 + xlnx six>0 

1 . Prouver que f est continue en 0. 

2. Étudier la dérivabilité de f et calculer f (x) en tout point x où f est dérivable. 


Solution : 

1. Il est clair que f est continue à gauche en 0. De plus, 2 + xlnx > 2-f(0) donc f est aussi continue à droite 

x-*0 + 

en 0. En résumé, f est continue en 0. 


2. / est dérivable sur IR* par opérations sur les fonctions dérivables. Si x < 0 alors f (x) - -e x et si x > 0, /' (x) = 

lnx+ 1. On vérifie facilement que f est dérivable à gauche en 0. Par contre, comme f (x) =lnx+ 1 * -oo, / 

n’est pas dérivable à droite en 0. 

Exercice 12.11 ■ W I 

Soient deux réels aetx o > 0. On définit 

) ]0, +oo[ — » IR 

i ^ J asfx. si x < x 0 

[ x 2 + 1 si x ^ xo 

Trouver les valeurs de a et xo pour lesquelles f est dérivable sur ]0, +oo[. 

Solution : Par opérations sur les fonctions dérivables, la fonction f est dérivable sur ]0, xo [ et sur ]xo, +oo[. Comme 

Vx > xo, /'(x) = 2x ► 2xo, la fonction f est dérivable à droite au point xo d’après le théorème du prolongement 

dérivable et f d fx o) = 2xo. 

Comme Vx < Xo, /'(x) = » — - — ■ il vient que f est dérivable à gauche en xo et fUx o) = — - — . 

2y\x 2yxô 2^/xô 

La fonction f est dérivable en xq si et seulement si fgixç,) = f' d {x o), c’est-à-dire si et seulement si | a = 4xo v / xô| . 

Exercice 12.12 W 

Soit une fonction /' : IR > — ► (R. On dit que cette fonction possède une dérivée symétrique en 0 lorsque 

m-n-h) . t t 

hm existe et est finie. 

h^o 2 h 

1 . Si la fonction f est dérivable en 0, montrer qu ’ elle admet une dérivée symétrique en 0 et la calculer. 

2. Si la fonction f admet une dérivée symétrique en 0, est-elle dérivable enO? 


Solution : 

1. Calculons le développement limité à l’ordre 1 de f en 0 : 

/(x) = f (0) + xf'iO) + xe(x) 


avec e(x) * 0. Soit h>O.En écrivant cette égalité pour x - h et pour x- -h, en soustrayant et en divisant par 

2 h, on trouve que 


f(h)-f{-h) _ , E(fo)+e(-ft) 
2 h -^ u+ 2 


/'(O) 


Donc la fonction f admet une dérivée symétrique en 0 qui vaut /'(O). 

2. La réciproque est fausse comme on le voit si /(x) = |x| : Mh / 0, ^ = 0 donc f admet une dérivée 

symétrique en 0 mais n’est pas dérivable en 0 car /g(0) = -1 et f d {0) - 1. 


Exercice 12.13 i W ^3 

Soit une fonction f : [0, +oo[ — * IR dérivable sur l’intervalle [0, +oo[ telle que /(O) = 0, / ^ 0 et 
Vx^O ,/'(x)«a/(x) (a> 0) 


Montrer que la fonction f est nulle. 


Solution : Introduisons la fonction auxiliaire 

I [0,+oo[ — * IR 

g: l x — e~ ax f(x) 

La fonction g est dérivable sur l’intervalle [0, +oo[ comme produit de fonctions dérivables et Vx S 0, g'(x) = e~ ax [f{x)- 
a/(x)) « 0. Donc la fonction g est décroissante sur l’intervalle [0,+oo[ et on a Vx & 0, g(x) « g(0). Mais alors, si 
x e [0, +oo[, /(x) — e ax g(x) « e ax g( 0) = e ax f( 0) = 0. Comme la fonction f est positive, c’est la fonction nulle. 
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Exercice 12.14 I W H 

Soit xq e IR et f : 1 — > IR une application continue en x o ^ 0 et telle que la fonction x '-*• x/(x) soit dérivable en xq. 
Montrer que f est dérivable en xq. 


Solution : Soit x e IR \ {xo}. On écrit que : 

x/(x) - x 0 /(x 0 ) x[/(x)-/(xo)]+/(xo)[x-x 0 ] /(x)-/(x o) 

x + f (.xoi 

y - rn r — Vr» r — rr» 


d’où l’on tire : 


fW - /(Xq) = 1 f xf (x) - Xq/(Xq) 1 

X-X 0 X l X-X 0 ° J 


On passe ensuite à la limite dans cette relation lorsque x — ■ xo, et on trouve, en utilisant que 
xq et que f est continue en xq, que f est dérivable en xq avec 


xf(x) est dérivable en 


/'(x 0 ) = — ((x/)'(x 0 ) -/(xq)) 


Exercice 12.15 ■ W I 

Soit f : IR — > IR une fonction dérivable et telle que x/'(x) ► 1. Montrer que /(x) ► +oo. 


Solution : Soit O < e < 1. Comme x/'(x) *■ 1, il existe A e IR* tel que si x> A alors 


Mais alors, pour X ^ A : 


r x 1 - e r x , r x 1 + e 

I dx « I f (x) dx « I dx 


(1 - e) (lnX - ln A) « / (X) - / (A) « (1 + e) (lnX - ln A) . 
On en déduit grâce au théorème des gendarmes que /(x) * +oo. 


Exercice 12.16 I W 

Soit 



Étudier la dérivabilité de f en x o e IR. 


{ x 2 si x e Q 

O si x t Q 


Solution : 

1. Si xo = O, formons le taux d’accroissement A de f en 0. Pour x/0, on a :A(x) = (/(x) -0) Ix et donc |A(x)| « 
x 2 /x « x. On en déduit que A(x) — ^ 0 et que f est dérivable en 0. De plus f (0) = 0. 

2. Si xo / 0, montrons que f n’est pas dérivable en xo en montrant que f n’est pas continue en xo. Comme Q et IR \Q 
sont denses dans IR, il existe une suite de rationnels (r n ) et une suite d’irrationnels (q n ) qui convergent toutes deux 
vers xo . Alors, pour tout n e N, / (r n ) - r 2 — - — > Xg et f (q n ) - 0 — — ► 0. Donc f n ’estpas continue en xo et à 
fortiori f n’est pas dérivable en xq. 


Exercice 12.17 IW H 

Soit /' : IR * — ► IR une fonction dérivable telle que /(O) = 0. Déterminer la limite suivante : 


lim 


/(x)/(-x) 


Solution : Écrivons le développement limité à l’ordre 1 de f en 0 : 

Vx e IR, /(x) = x/'(0) + xe(x) avec e(x) ^ 0 
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Alors, pour tout x e IR : 


fMf 2 X) = (/'(O) + e(x))(-/'(0) -e(-x)) -(/'(O)) 2 


Exercice 12.18 i<?W H3 

Soit / : R — > R dérivable en 0 telle que /(O) = 0. Trouver la limite de la suite de terme général 

Indication : Utiliser le développement limité à l’ordre 1 de / en 0 : /(x) = x/'( 0) + xe(x). L’idée est que pour x petit, 
«/(x) ressemble à x/'( 0) ». La suite se comporte comme /'(O) ZJJ =0 ( ^ ) = /'(O). 

Solution : Écrivons le développement limité à l’ordre l de f en 0 : 

/(x) = x/'( 0) + xe(x) avec e(x) — ^ 0 

Alors pour tout ne N 

= /,<o, io = /,,o) + = 

car d’après la formule du binôme = (1 + 2)” = 3”. 

2 

Montrons que v n > 0. Soit |i > 0. Il existe a > 0 tel que Vx e [-a, a], |e(x)| ^ |i. Comme la suite - 

2 k 2” 
e — « — s 
3” 3” 


h»- 


Par conséquent, u„ - 


r/'(°) I- 


Exercice 12.19 ■ I 

On considère la suite (s„) définie pour tout 1 par 




1. Montrez que la suite (s„) est convergente. 

2. On considère une fonction /' : [0, 1 ] 1 — ► R dérivable au point 0 et telle que f(0) -0. On définit pour tout ns 1 la 
suite (S„) par 

s -£'të 

Montrer que la suite (s n ) converge. 

3. Étudiez les suites de terme général 
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1 . Soit n e N* . Comme s n+ 1 - s n - + 2 n+ï ~n~~ 2 n(n+ix 2 n+i) < 0 ^ onc est décroissante. Elle est positive 
donc minorée par 0. D’après le théorème de la limite monotone, (s n ) est donc convergente. 

2. Posons X - /'(O). Le développement limité de f en 0 à l’odre 1 est donné, pour tout x e [0,1], par : f (x) = 

Xx + xs (x) où £ est une fonction définie sur un voisinage à droite de 0 telle que lim 0 + e - 0. On a donc pour tout 
Jet l\l* : /(1/fc) = À/fc + Efc/fc où Efc = e(l/fc). Remarquons que e^ ► 0. Il vient alors : 

k ->+ 00 


s -£ /( i) = ^ + gf 


Soit e > 0 .11 existe un rang N tel que si «ÿN alors |e„| =£ e Pour n & N, on a donc : 
(X-e) s„=sS„sS(à + e) s n . 


Si À ^ 0 , on en déduit que S n ~ Xs n et donc que S„ converge vers XI où l- lim s n . Si X-0 alors il vient que 
S n - „ o (,s n ) et comme (Sn) converge il en est de même de (Sn). 

3. Par application du résultat précédent, il est clair que (u n ) est convergente. Par ailleurs, pour tout n e N*, v n = 
X£ =0 sin - Z|" „ sin ( 1 ) et donc de la même façon, (v n ) est convergente. 


12.6.2 Dérivées d’ordre n, formule de Leibniz 

Exercice 12.20 

Soit f la fonction définie sur M par : 

f(x) = \ x2ln (* 2 ) six?é0 

1 [O si x = 0 

1 . Vérifier que f est dérivable sur IR et calculer /'. 

2. La fonction f est-elle de classe Sé’ 1 sur IR ? 

3. La fonction f est-elle deux fois dérivable sur IR ? 


1 . La fonction f est dérivable sur IR* comme produit et composée de fonctions dérivables. De plus, si x/0 , f (x) = 

2x(ln(x 2 ) + l). En x-0, le taux d’accroissement de f est donné par : 


A (x) = ■ 


: 2 ln(x 2 ) 


= xlnx' 


donc f est aussi dérivable en 0 et f (0) = 0. 

2. La fonction f est clairement continue sur [R* . De plus f (x) — ^ 0 car xlnx 2 — ^ 0 donc f est aussi continue 
en 0. En conclusion, f est de classe c é? 1 sur IR. 

3. Pour tout xeU*, f [x] = 2x (ln (x 2 ) + 1) donc f' est dérivable sur IR* par opérations sur les fonctions dérivables. 
Le taux d’accroissement de f en 0 est donné par, pour tout x e IR* : 


A(x) 


2x(ln (x 2 ) + 1) 


= 2(ln(jc a ) + 1 )— — - - 


et donc f n’est pas deux fois dérivable en 0. 


Exercice 12.21 I 

Soit f la fonction définie sur IR par : 


fix) = 


1 . Vérifier que f est dérivable sur IR et calculer f . 

2. La fonction f est-elle de classe if 1 sur IR ? 

3. La fonction f est-elle deux fois dérivable sur IR ? 
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Solution : 

1. Pour tout x g R*, / (x) = e* 2 lnx . La fonction f est dérivable sur R* par opérations sur les fonctions dérivables, f 

est par ailleurs clairement dérivable sur R* . Étudions la dérivabilité de f en 0. Si ieR* ; A (x) = — ~~ = 

e x 2 lnx _ ^ 

~ xlnx * 0 car x 2 lnx * 0. Donc f est dérivable à droite en 0 et f. (0) = 0. Il est clair que 

x x^o + x^o + “ 

/ est dérivable à gauche en 0 et que f' g (0) = 0. / est donc dérivable en 0 et f (0) = 0. En résumé, f est dérivable 
sur R. 

2. La fonction /' est continue sur R* par opérations sur les fonctions continues. De plus, si x e R* : /' (x) = 

(2xln x + x) e x2lnx 0 par opérations sur les limites. Il est par ailleurs clair que si x e R* , /' (x) — ^ 0. /' 

est donc continue sur R et / e ^ 1 (R). 

3. f est dérivable sur R* par opérations sur les fonctions dérivables. En 0 + : 


/' (x) - /' (0) (2xlnx+ x) e x ' 2 ' nx x 2 

A(x) = = = (2lnx+ 1) e 


par opérations sur les limites et car x 2 ln x ► 0. f n’est donc pas deux fois dérivable en 0. 

x^o + 


Exercice 12.22 I 

Soit 



Est-ce que f est de classe c € 1 , c £ 2 sur [0, 1] ? 


R 

( e ~^\ 

xsin six^O 

l * I 

0 si x = 0 


Solution : La fonction f est de classe c é 2 sur ] 0, 1] par opération sur les fonctions de classe c € 2 . Étudions la dérivabilité 
en 0. Soit x e ]0, 1] . Le taux d’accroissement de f en 0 est 


A/ (x) = - 


I x^0 + X x^0 + 


car — — X llx Xe x — * 0. Donc f est dérivable en 0 et f (0) = 0. Par ailleurs, toujours pour x e ]0, 1] : 

/ M = ^ (Ain (!Ç) + a-*) «-'"cos (^)j 
et il vient facilement que f (x) ► 0, f est aussi continue en 0. Calculons f". On a : 

Jt-*0 + 


f" (x) = - e -^~ (1 - x) sin|^— — | + e -—f- (— 2x + 1) cos j ^777 0 

donc f est dérivable à droite eu 0 d ’a près le théorème du prolongement dérivable et f" est continue eu 0. Eu conclusion 
f est de classe H 2 sur [0, 1] . 


Exercice 12.23 I 

Calculer la dérivée n-ième de : 


1. fi : X-- • 

3. / 3 :x— j 

5. / 5 :x 3 lnx 

1 — x 

1 -x / 

6. fe:x~ sinxcosx. 


4. / 4 :x~xV 

7. fi : x— ' • e^sinx. 
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Solution : 


1. Montrons par récurrence que pour tout ne. N* et pour tout xfl: 
rang 1. Soit ne N*. Supposons que pour tout xfl on a itff nl (x) = 


fw = 


(l-x) n+1 


La formule est vraie au 


/r +i) = 


ü-x)' 

- (n+ 1) n\ (w + 1)! 


alors pour tout xfl 


Ul-x) n+1 j (l-x)" +2 (l-x) n+2 

et la formule est encore vraie au rang n + 1 . On conclut en appliquant le théorème de récurrence. 
2. On montre de même que J 


fr (x) = (-!)" 


U+x )" +1 


pour tout x f -1 et tout ne N*. 


3. On a, pour tout x e IR \ {+ 1} : 


1 1111 


2 1 


2 1 + 
T + (-l) 


donc : 


(l + x) n+1 j 


2 l(l-x) n+1 [\ + x) m 


4. On calcule facilement les deux premières dérivées de f . Sin^3 , on applique la formule de Leibniz en remarquant 
que les dérivées d’ordre ^ 3 de x x 2 sont nulles, pour tout x e R : 

fj n) (x) = x 2 e x + 2nxe x +2 ^ e x = | (x 2 + 2nx+ n{n- l))~ë*j 


5. On calcule facilement les trois premières dérivées de fs . On montre aussi facilement par récurrence que la dérivée 

«ème de j n es j x _ 1 — U — — . On remarque que les dérivées d’ordre >4 de x >— • x 3 sont toutes nulles. On 

procède alors comme précédemment. La formule de Leibniz nous permet d’écrire pour tout n^ 4 et tout x e R* 
que : 


/ 5 (n) w 


(-1)” -1 (ra — 1)! (— l)”(n — 2)! {n-3)\ 

ÏÏTq + ^ ;7Zq +o — Ô 

X n 6 X n 6 X n 6 

(-l)"x 3 “" (ra-4}!(~Çn-l) {n- 2) (ra-3) + 3n(ra-2) (n-t§-3n(ra-2)C»~3H «(«- 1) £ra-2)) 
(-l) B /i(n+l) in- 2) in- 4)!x 3 “ n 


6. Soit x e R. D’après les formules de trigonométrie, fs (x) = sin(2x)/2 donc pour tout n e N* , 
| / 6 W (x) = 2”" 1 sin (2x + rzji/2)~[ . 

7. Soit x e R. Ou a fi (x) = e* sinx = Im On sait dériver la fonction exponentielle complexe, voir la 

proposition 4.41 page 176. Comme [ e l]+i)x ) {n) = (1 + i) n e a+i)x = e 0+i)x , on en déduit que / 7 w (x) = 

V2. n sin ^x + — j e x . 


Exercice 12.24 ■ W I 

Déterminer la dérivée « eme de la fonction 

/(x) = x 2 ( 1-x)" 

Indication 12.4 : Écrire (1 - x)“ = (— l)"(x — 1)” pour calculer les dérivées successives : cela évite les problèmes de 
signe ! 

Solution : Utilisons la formule de Leibniz : 

/“<*> = £ 

Et puisque les dérivées de x 2 sont nulles pour k > 3, il ne reste que 3 termes dans cette somme : 
f M (x) = x^l - x)"] (n) + 2nx[(l - x) n ] (n ~ 1) + n{n- 1) [(1 - x)"] (n_2) 

Ensuite, en remarquant que (1 - x)" = (-l)"(x- 1)", ou calcule les dérivées de (x - 1 ) n : 

[(x-l)"]M = — (x-l)”-P 

[n-pY. 


496 


et alors 

f (n) (x) = nlx 2 (- 1) : " + 2 nx{- 1) ■ " n\{x - 1) + n{n - 1) (- 1) : " y (x - 1) 2 
et a près factorisation et simplification, on trouve que 

f {n] (x) - (-1)”— [{n+mn + 2)x 2 -2n(n + \)x + nfn-1)] . 

On remarque que f étant un polynôme de degré (n + 2), sa dérivée n-ième est bien un polynôme de degré 2. 


Exercice 12.25 I W H 

On considère la fonction f :]0,+oo[ — -IR définie par /(x) = x” _1 lnx où neN*. Calculez f (n) 


Solution : La fonction f est de classe c é>°° sur l’intervalle ]0,+oo| comme produit de fonctions c ê°°. Notons g la 

fonction définie par g(x) = x” -1 et h la fonction définie par h{x) - ln(x). D’après la formule de Leibniz, pour x > 0, 

f n \x) = t[fyg m wiï n ~ k Hx) 


Mais on montre facilement que pour k^n—1. 


g*Hxïm 


(»-!)! , 
[n-k- 1)! X 


et que g (n) = 0, puis que Vfc ^ 1, 

h m {x) = (-i)fc-' 

x k 

Donc 


f n) M = 


in-iy. (n-k- 1)! 

in-k-\)\ X x n ~ k 


C — 1)”— 1 (w — 1)! 

X 


[(1- !)"-(-!)"] 


(n-1)! 

x 


Exercice 12.26 IW H 

On considère la fonction définie sur ] — 1, +oo[ par 

/»(x) = x B “ 1 ln(x + l) 

Déterminer f„ n \x) en effectuant un raisonnement par récurrence. 


Solution : Montrons par récurrence que pour tout n e N* et x € ]-l,+oo[, f^\x) = — — — [ ^ ^ - lj. On 

vérifie facilement la propriété au rang 1. Soit n £ N*. Supposons la propriété vraie au rang n - 1 : f^L^fx) = 
— — — | ^ + ~~ l] • Remarquons que : f n (x) = xf „- 1 (x). La fonction f n est un produit de fonctions ‘é 00 sur 

]-l,+oo[ et elle est donc c €°°. On peut alors appliquer la formule de Leibniz et en utilisant l’hypothèse de récurrence, 
on obtient : 


/,‘ n) (x) - xf™ (x) + (x) 


Ul + x) n j x Kl + x)" 
nx+n n - 1 n 

(1 + x)" + (l + x) n + + Q + x)" _1 
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| On termine en appliquant le principe de récurrence. | 

Exercice 12.27 IW ■ ■ — r ‘ I "Z ■ 

Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = x n {l - x) n . Calculer sa dérivée n eme et en déduire la valeur de la somme : 




Solution : Posons g: x*-> x n et h : x—> (1-x)” Rappelons que pour tout fce [0, ni , g® (x) = x” k . On en déduit 
que pour tout k e [0, w], g (n_fc) (x) = ||x fc et que /i® (x) = (K n! fc)1 (1 - x) n ~ k . En utilisant la formule de Leibniz, on 
trouve alors que : 




Remarquons que /® est un polynôme de degré n. Le coefficient de son terme dominant est : 


n'-t 


(-D"«! L 




Comme la fonction f est une fonction polynomiale de degré (2 n) et de coefficient dominant (- 1) ”, en la dérivant n fois, 
le coefficient de x n dans f (ni (x) vaut aussi 

f“I)"(2n)(2n - 1) ...(«+ 1) = 7- 

n\ 


On en déduit que S n - 


12.6.3 Applications de la dérivation 

Exercice 12.28 

Soit f : [0, + 00 [— IR une fonction de classe C 1 telle que /(O) = -1 et lim /(x) = + 00 . Montrer que si f s’annule au 
moins deux fois alors il en est de même de f. 


Solution : Si f ne s ’ annule pas alors f est strictement croissante et donc injective. Elle ne peut s ’ annuler alors au plus 
qu’une fois. Si f ne s’annule qu’une fois, en un réel noté a, alors on en déduit que le tableau de variation de f est un 
des deux suivants : 


X 

0 a +00 

flx) 

+ 0 + 

f 

> +00 

>/(a) ^ 

-1 ^ 


X 

0 a +00 

flx) 

- 0 + 

f 

-K >+00 


Dans les deux cas, on remarque que f ne peut s ’ annuler qu ’une fois. Par conséquent f s ’ annule au moins deux fois. 


Exercice 12.29 

e f [0, f ] — I 


«v> I 


l x 1 — ► vsinx + x 

1 . Démontrer que f réalise une bijection vers un intervalle qu ’on précisera. 

2. Prouver que / -1 est continue et dérivable sur cet intervalle. 


| Solution : 


1. La fonction f est bien définie et strictement croissante sur I = [0, f ]. Elle réalise donc une bijection de I sur 
] - f (I). Mais par opération sur les fonctions continues, f est continue sur I donc J est un segment de IR. Comme 
/(O) = 0, / (!) = 1 + | st que f est croissante, il vient que J = [0, 1 + | ] . En conclusion, f réalise une bijection de 
[0,§] sur [0,1 + f], 

2. Comme f est continue et strictement croissante sur 1, / _1 est continue et strictement croissante sur J. De plus f 
est dérivable sur ]0, j\ et /'(x) - ^== + 1 > 0. Donc / _1 est dérivable sur ]0, |], Étudions la dérivabilité de f en 
0. Considérons h e ]0, 1 + |] et posons x - / _1 [h) e ]0, f] . Remarquons que x - / _1 (fo) — — * 0. On a : 

rHh)-f~H0) x x 1 

h /(x) Vsinx + x x 

sinx _. 

car ^ 1. Donc f est aussi dérivable en 0 et /(O) = 0. En conclusion f 1 est dérivable sur J. 


Exercice 12.30 


[f,jx[ — * IR 


1. Vérifier que f réalise une bijection de sur [l,+oo[. 

2. Sans calculer f* 1 , déterminer son ensemble de dérivabilité et calculer sa dérivée. 


Solution : 

1. La fonction sin : — ► ]0, 1] est strictement décroissante et la fonction x 1/x est strictement décroissante sur 

]0, 1] . Donc par utilisation de la règle des signes pour la composition des fonctions, f est strictement croissante sur 
[ | , Ji [ . On en déduit que f réalise une bijection del- ] 0, 1] sur J = / (I) . Par opération sur les fonctions continues, 
f est continue sur I et donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, J est un intervalle de IR. Comme 
/(x) 7* +oo et que /(jt/2) = 1, on en déduit que J - [l,+oo[. 

2. / est dérivable sur I comme quotient de fonctions dérivables sur I. De plus si xel, /' (x) = - cos xl sin 2 x. On 
remarque que f ne s’annule qu ’en jt/2. Donc / -1 est dérivable sur ] 1, +oo[. De plus, pour tout y e ] 1, +oo[ ; 


m , (y)= 


f'If-Hy)) 


sin 2 / Uy) 

cos/- 1 (y) 


Mais comme f 1 (y) 7t/2 + , on en déduit que f 1 (y) -j* -oo et donc f 1 est, d’après le théorème du 

prolongement dérivable, non dérivable en 1. En conclusion / _1 est dérivable sur ]1, +oo[. 


Exercice 12.31 [W I 

Soit la fonction / : IR* -- IR définie par /(x) = [x+ V x 2 + lj A . 

1. Montrez que la fonction f se prolonge par continuité sur IR en une fonction g. 

2. Etudiez la parité de la fonction g. 

3. Etudiez les variations de la fonction g sur l’intervalle ]0, +oo[ et déterminez la hmite lim x ^ +00 /(x). 

4. On admet que g' (x) — ^ 0. Qu ’en déduit-on sur la dérivabihté de g en 0 ? Tracer la courbe représentative de la 
fonction g. 


Solution : 

1. Remarquons d’abord que pour tout x £ R, V x 2 + 1 > n/x 2 = |x| et que par conséquent, x+\/x 2 + l>x+|x| >0. 
Donc la fonction f est définie sur IR* . Pour x/0, écrivons f sous forme exponentielle : 

fW = eH x+ ^) 


Mais alors, lorsque x — ■ 0, 


ln(x+ Vx 2 + l) = ln(l + (x+ Vl + x 2 -!)) ~ (x+V 
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On considère un réel M > 0 et une fonction g : IR >—• IR dérivable telle que Vx e IR, |g'(x)| ^ M. Soit un réel e > 0. On 
définit la fonction f: IR ^ IR par Vx e IR, f(x) - x + eg(x). 

1. Trouver une condition suffisante sur e pour que Vx e IR, f'{x) > 0. 

2. Montrez que si cette condition est remplie, la fonction f est une bijection de IR vers IR. 


Solution : 

1. Soit x e IR .On calcule /'(x) - 1 + eg'(x) 3* 1 -eM. Par conséquent, si M < l/e, on est assuré que Vx e IR, /'(x) > 0. 

2. Dans ce cas, la fonction f est strictement croissante sur IR, et d’après le théorème de la bijection, elle réalise une 

bijection de IR vers J = /(IR). Montrons que J = IR. Comme Vx e IR, /'(x) & 1 - eM, en notant k = 1 - eM > 0, on a 
[f-kx]' > 0 et donc la fonction x >— • / (x)- kx est croissante sur R. En particulier, pour x 3* 0, on a /(x) 3* f(0) + kx. 
Or /(O) + kx — > +oo et d’après le théorème de majoration, on en déduit que /(x) + > +oo. 

De même, puisque Vx e IR, /'(x) ^ 1 + eM, en notant k' - 1 + eM > 0, on trouve que Vx « 0, /(x) « /(O) + k'x. 
Mais puisque /(O) + k'x— «• -oo, il vient que /(x) * -oo. Donc J =] -oo,+oo[. 
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12.6.4 Recherche d’extrémums 


Exercice 12.33 I 

Déterminer les extremum éventuels des fonctions f définies parles expressions suivantes : 

1. f:x~ 1/xoùxe [1,2], 2. /: x~ x 5 où xe IR. 3. f: x~ \x- 1| où xe U. 


Solution : 

1. La fonction f est continue et décroissante sur [1,2]. Elle atteint donc son minimum en x = 2 et son maximum en 
x = 1. Remarquons que f ne s ’ annule pas sur [1, 2] . 

2. Une étude rapide des variations de f nous montre qu’elle est strictement croissante sur IR et que lim-oo / = -oo, 
lim +co / = +oo. Cette fonction n’admet donc pas d’ extremum sur [R. Remarquons que f (0) = 0 mais 0 n’est pas 
un extremum de f. 

3. On vérifie facilement que f admet un minimum en x - 1. Remarquons que f n’est pas dérivable en x - 1. Par 
contre f n’admet pas de maximum. 


Exercice 12.34 I W H 

Soit une fonction f : [0, 1] — ► IR dérivable sur [0, 1] . On suppose que /(O) -0 et que /(1)/'(1) < 0. Montrer qu ’il existe 
ce]0,l[ tel que fie) = 0. 

Indication 12.4 : Faire un dessin, et s’inspirer de la démonstration du théorème de Rolle. 


Solution : f est continue sur le segment [0, 1] . Elle est donc bornée et atteint ses bornes. Supposons par exemple que 
/(l) > 0 et fi 1) < 0. Soit M = fie) le maximum de f sur [0, 1], Montrons que c est un point intérieur de [0, 1], On a 
c^O car fi 1) > 0. Si on suppose que c= 1, alors Vx e [0, 1], /(x) « /( 1) mais alors ^ 0 et en passant à la 

limite dans les inégalités lorsque x — *• 1 , on aurait /'(l) 3= 0, ce qui est faux. Par conséquent, c e] 0, 1 [. Alors puisque f 
est dérivable au point c qui est un extrémum local intérieur, il vient que /'(c) = 0. 


Exercice 12.35 I W H 

Soit une fonction f : [0, 1] — - IR continue, non constante, dérivable à gauche et à droite en tout point. On suppose que 
/(O) = /( 1) = 0. Montrer qu’il existe c e]0, 1[ tel que f[c)fg(c) « 0. 


Solution : La fonction f est continue sur le segment [0, 1] donc elle est bornée et atteint ses bornes sur ce segment. 
Les deux bornes de f ne peuvent être atteintes en les extrémités de [a, b] car comme f (0) = / (1), / serait constante ce 
qui est contraire aux hypothèses. Une des deux bornes est donc atteinte en un point c intérieur au segment [0, 1] . En ce 
point, les dérivées sont de signe contraire. En effet, supposons par exemple que c est un maximum alors, pour x dans 

f(x) — f (c) 

un voisinage suffisamment petit à gauche de c, on a - 5= 0 donc par passage à la limite dans une inégalité, 

x-c 

fg (x) 5: 0. De même, pour x dans un voisinage suffisamment petit à droite de c, on a — Ufl <c o et donc f' d (x) « 0. 

On en déduit le résultat. Si c est un minimum, on procède de manière analogue. 


Exercice 12.36 

Soit une fonction f : IR — * IR dérivable. On suppose que /(x) — - — > +oo. Montrer qu’il existe c e IR tel que /'(c) = 0. 


Solution: Soit xq e IR. Comme /(x) ► +oo, il existe A>0 tel que Vxe IR, |x| > A => /(x) > /(xo). En particulier, 

xo e [- A, A] . Sur le segment [-A, A] , la fonction f est continue et admet donc un minimum : il existe c e [-A, A] tel que 
pour tout x e [-A,A], /(x) & fie). Mais si xe IR \ [-A,A], on a /(x) Ss /(x o) 5* fie). Par conséquent, la fonction f admet 
un minimum global sur [R au point c. On sait alors que fie) = 0. 


12.6.5 Théorème de Rolle 

Exercice 12.37 Ç? 

Étudier la possibilité d’appliquer le théorème de Rolle aux intervalles et fonctions suivants : 


[- 1 , 1 ] 

x 


m 



{ xsin(^) si x^O 
0 si x = 0 
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Solution : 


La fonction f est continue sur [-1,1] et /(- 1) = / (1). Elle est dérivable sur ] — 1, 1[ \ {0} par opération sur les 
fonctions dérivables. Par contre, f n 'est pas dérivable enO.En effet, si x e [- 1, 1] \ {0} alors le taux d ’ accroissement 
de f en 0 est 


¥ 1 ? 


qui diverge quand x — • 0. On ne peut donc appliquer le théorème de Roi le à f. 

2. La fonction g est continue sur ]0,tt] par opérations sur les fonctions continues. On vérifie facilement grâce au 
théorème des gendarmes que g est aussi continue en 0. Elle est dérivable sur ]0,jt[ et g { 0) = gfl/Ji) = 0. On peut 
donc appliquer le théorème de Rolle à g : il existe c e ]0 ,tt[ tel que g' (c) = 0. 


Exercice 12.38 I 

Soit f : IR — M dérivable et telle que f ne s ’ annule pas. Prouver que f ne peut être périodique. 


Solution : Raisonnons par l’absurde. Supposons que f est périodique et notons T > 0 sa période. Soit a £ IR et b - a+ T. 
La fonction f est continue et dérivable sur [a, b] . De plus f {b) - f (a + T) = f {à). On peut alors appliquer le théorème 
de Rolle à f sur le segment [a, b] . On en déduit que f s’annule en un point de [a, b] ce qui est en contradiction avec 
l’énoncé. 


Exercice 12.39 I Ç 1 

Soient {ci, b, c) e R 3 . Montrer que l’équation 4ax ? ‘ + 3bx 2 + 2c x - a+ b+ c possède au moins une solution dans [0,1]. 


Solution : Soit F(x) = ax 4 + fox 3 + ex 2 - (a + b + c)x. Elle est dérivable sur [0, 1], F(0) = 0 = F(l). D’après le théorème 
de Rolle, il existe c e [0, 1] tel que F'(c) = 0. Mais alors c est solution de l’équation. 


Exercice 12.40 I 

Soit 



U 

n 5 k=1 (x-k) ' 


1. Sans calculer f, montrer que f s’ annule entre 1 et 2, entre 2 et 3, entre 3 et4 et entre 4 et 5. 

2. En déduire que les seules racines de f sont celles trouvées précédemment. 

3. Tracer le graphe de f. 


1. La fonction f est dérivable (et donc continue) sur [1,2] car polynomiale. De plus f{ 1) = /( 2) = 0. D’après le 
théorème de Rolle, f s ’ annule entre 1 et 2. On fait de même sur les trois autres segments. 

2. Comme f est de degré 5, f est de degré 4. Donc f admet au plus 4 racines réelles. Les 4 racines trouvées dans la 
question précédente sont donc les seules racines de f. On note a,- la racine de f' appartenant au segment ] i, i + 1 [. 

3. On en déduit facilement le tableau de variation suivant : 


X 

-oo 1 a 

i 2 a.2 3 CX3 4 04 5 +oo 

f'(x) 

+ + 

|) - - <p + + <p - - <j) + + 

fix) 


l x Kl I n K I 


On trace alors le graphe de f sans difficulté. 


Exercice 12.41 I W H 

1 . Soient a, b deux réels distincts et soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ]a,b[. Montrer 
qu ’il existe c£]ci,b\ tel que 

f (c) (g (fo) - g (a)) = g' (c) (/ (fo) - / (a)) 

2. En déduire la règle de l’Hospital : soient a > 0, xq e M, V = ]xq - a, xq + a[ et /, g : V — M tels que : 
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CED 


les fonctions f et g sont continues surV. 


les fonctions f et g sont dérivables sur V \ 
{X 0 }. 

Alors lim - l 
x^xo gU) 

3. En déduire les limites suivantes 


(a) 

(b) 


x-sinx 
lim 5 — 

x^o x A 


CED 

CED 

CED 


/(xo) = g(x 0 ) = 0. 

la fonction g ne s’annule pas surV\ {xo}. 

li m -IeR. 

x^xo g\x) 


(d) lim (1- cos x) cotan x. 


4. Une généralisation de la proposition 11.36 page 431 : 

(a) Déduire de la règle de l’Hospital que si f est une application de classe ( -€ l dans un voisinage de 0 tel que 
f" (0) / 0 alors 

/«-(m+x/'CO^^x 2 

(b) Généraliser ce résultat à une application de f classe c ê n dans un voisinage de 0 telle que f (ni (0) f- 0. 


Solution : 

1 . Introduisons la fonction 


[a, b] — * IR 

x — /(x)(g(b)-g(a))-g(x)(/(b)-/(a)) 


On montre que 0 est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a,b{ en utilisant les théorèmes d’opérations. On vérifie 
par un calcul simple que 0 (a) = 0 (b) = fia) g [b) - f [b) g (a). On peut alors appliquer le théorème de Rolle : il 
existe ce]a,b[tel que 0' (c) = f (c) (g (b) - g (a)) - g' (c) (/ (b) - / (a)) = 0 d’où le résultat. 

2. Pour tout x e V \ {xol, f et g sont continues sur [x, xo] et dérivables sur [x, xq [. D’après le résultat de la première 
question appliqué au segment [x,xq], il existe c x e ] x, xq [ tel que 


/(x) _ f (x) — f (x 0 ) _ f (c x ) 
g (x) g (x) — g (Xq) g'(Cx) 


Notons que ce dernier quotient est défini, d’après l’hypothèse 5 si on prend x suffisamment proche de xo- Mais 
c x » xo et * l donc lim — = l. 

x^x 0 S X^Xo X~>X 0 g(x) 

3. On vérifie que les fonctions f et g suivantes vérifient les hypothèses de la règle de l’Hospital sur un voisinage 
adéquat V de 0 puis on apphque cette règle. 


(a) On pose f : x ’-*• 1 - cosx et g : x i — x 2 . Ces deux fonctions sont définies sur V - R. Pour x e V, on a : 
f (x) = sinx, g' (x) = 2x et pour x ^ 0, — ^ ^ donc 1 


1 - cos x _ 1 
*-o X 2 ~2 


(b) On pose f : x<-+ x — sin x ef g : x« x 3 . Ces deux fonctions sont définies sur V = M. Pour x e V, on a : 


, 9 f'(x) 1-cosx 

f (x) = 1 - cosx, g' (x) = 3x 2 et pour x?0, ^ 


1 


lim - 


(c) On pose f : X 1 — • ln(l + x) - x et g : x>— x 2 . Ces deux fonctions sont définies surV = ]-l,+oo[. Pour xe V, 

/'W _ 

?'(x) 2(l + x)x 


- donc 


ln(l + x) - x _ 1 


(d) On pose f : x *-*■ 1 - cosx et g : x —* tanx. Ces deux fonctions sont définies sur V = IR. Pour xeV, on a : 

. . 9 /'(x) sinx | 1 

f (x) = sinx, g (x) = 14- tam x et — — = *• 0 donc lim (1 - cos x) cotanx = 0 . 

g'(x) 1 + tan 2 x x-o | x—o | 

4. Une généralisation de la proposition 11.36 page 431 : 
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(a) On suppose que f est définie sur un voisinage V de x o = 0. Introduisons les fonctions : 


f I V — ► R , j V — ► R 

/l i x — et /2 '1 x — x 2 ' 

Comme f est de classe c € 2 sur V, ces deux fonctions vérifient les quatre premières hypothèses de la règle de 
1 ’ Hospital. De plus, si x e V \ {xol alors 

//(X) 1 /' (x) - /' (0) /"(O) 

/ 2 '(x) 2 x x-o 2 

car on reconnaît le taux d’acroissement de f en 0. On en déduit, d’après la règle de l’Hospital, que 

/i(x) / (x) - (/ (0) + xf (0)) /"(O) 

/ 2 (x) x 2 x—*o 2 

et comme f" (0) ^ 0 alors f (x) - (/ (0) + xf (0)) ~ q ^ ^ x 2 . 

(b) On généralise ce résultat en considérant les fonctions : 


fi- 


V 

x 


[R 

/ (X) - (/ (0) + xf (0) + y /" (0) + . . . + (0)) 


et en effectuant un travail identique. On montre alors que : 


et f 2 : 


IR 


( x 2 x ” -1 \ fM fO) 

/ (0) + xf (0) + — f" (0) + . . . + (0)J x ~ 0 ■ 


Exercice 12.42 I WÇ ■ 

Soit I un intervalle et f : I — - IR une fonction deux fois dérivable sur I. Soit (a, b, c) e I 3 trois points de I avec a<b<c. 
Montrer qu’il existe d e I tel que 

m l m | m ruo 

ia-b)ia-c) ( b-c)ib-a ) ic-a)ic-b) 2 


Solution : Considérons la fonction tp : I •— IR définie par 

tp(x) = (x - b) fia) + ia - x)fib) + {b- a)fix) - ^ b)ib ^x)ix a) ^ 

où K est une constante choisie de telle sorte que (p(c) = 0. Comme (p est deux fois dérivable sur 1, tp est continue sur 
[a, b], dérivable sur ]a,b[ et ip(«) = (p [b] - 0. Par conséquent, d’après le théorème de Rolle, il existe d\ e ]a,b[ tel que 
cp'(di) = 0. De même, comme ip(fo) = (p(c) = 0, il existe d 2 e]fo, c[ tel que q>'id 2 ) - 0. Mais pour tout x £ I , on calcule 

cp \x) = fia)- fib) + ib-a)fix) + ia-b) Kx- ^ b ^ a+b ^ K 

et comme f est continue sur [d\,d 2 \, dérivable sur] di,d 2 [ etfidf) = fid 2 ) = 0, d’après le théorème de Rolle, il existe 
dC\d\,d 2 [ tel que ip" ]d) - 0. Mais Vx £ I, 

cp"(x) = ib- a)f"ix) + ia- b) K 

et par conséquent, K - f"id). Comme cp(c) = 0, en reportant cette valeur pour K, on trouve que 

. n ^ ia-b)ib-c)ic-à) „ 

(c- b) fia) + ia-c)fib) + ib-a)fic) = / (d) 

et en divisant cette égalité par ia - b) ib - c) ic-a), on trouve le résultat. 


Exercice 12.43 i W Ë3 

Soit f de classe c € 2 sur [a, b]. On suppose que fia) - fia) - fib) — fib) = 0. 
Montrer qu’il existe ce]a,b[ tel que fie) = fie). 
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Solution : Considérons la fonction g donnée pour tout x e [a,b\ par g(x) - e x [f'{x) - /( jc)]. Par opération sur les 

fonctions dérivables, g est dérivable sur [a, b] et pour tout xe [a, b] on a g'(x) = e x [f"(x) -f(x)]. On vérifie que g (a) - 
g(b) -0 Par application du théorème de Rolle, il existe c e [a, b] tel que g' (c) = 0. Comme la fonction exponentielle ne 
s 'annule jamais, il s 'ensuit que f" (c) - / (c) = 0. 


Exercice 12.44 l<?W H 

Soit une fonction f de classe sur le segment [a, b]. On suppose qu’il existe trois points a < a\ < «2 < «3 < b tels 
que fiai) — f{az) = /(«a) = 0. Soit un réel xe [a, b]. Montrez qu’il existe un réel ce]a,b{ tel que 


Solution : Définissons la fonction auxiliaire cp suivante : 
t [a, b] — » R 

<p:j t ^ (t-qiXf-a2)U-«3) K 

' 6 

où K est une constante choisie telle que cp(x) = 0. La fonction cp est de classe Sf 3 sur le segment [a, b] comme somme de 
la fonction f et d’une fonction polynomiale. Comme cp(«i) = (p(«2) = cp(«a) = cp(x) = 0, en appliquante théorème de 
Rolle trois fois, on montre qu’il existe trois réels b\ , Ù2, La E]a,b\ tels que cp'(ùi) = tp'(Ù2) = cp'(ùa) = 0. En appliquant 
ensuite le théorème de Rolle à la fonction (p' deux fois, on montre l’existence de deux réels c\ , C2 e]a, b[ tels que 
(p"(ci) = tp"(c2) = 0 et en réapphquant le théorème de Rolle entre les points ci et C2, on montre l’existence d’un réel 
CE]a,b[tel que cp (3) (c) = 0. Mais on calcule pour te [a, b], 

cp [3) (f) = / t3) (î) - K 

et donc K = / !3) (c) . Comme la constante K a été choisie pour que cp(x) — 0, en écrivant cette condition et en remplaçant 
K par /® (c), on obtient 1 ’ égalité de 1 ’ énoncé . 


Exercice 12.45 I9W H 

Soit fE^ 3 {[a, b]). Montrer qu’il existe cE]a,b[ tel que : 

f(b)-f(a) = [f\a)+f'm] - [b ]2 a) / t3) (c). 


Solution : Considérons la fonction auxiliaire 

«P(0 = fit) -f(a) - t -^- [/'(«) + /'(?)] + {t ]2 a) K 

définie pour tout t e [a, b] où K est une constante choisie en sorte que (p (b) = 0. La fonction cp s’annule aussi en a, est 
dérivable sur [a, b] par opération sur les fonctions dérivables. On applique alors le théorème de Rolle. Il existe d E]a,b\ 
tel que cp' (d) - 0. Par ailleurs, pour tout t e [a, b], on a : 

«P' (*) = \[f'it)- f {a)) - t -^ L f"it) + 4 Æ) K. 

On remarque sur cp' s’annule aussi en a et qu’elle est dérivable sur [a, c/] . On applique alors une nouvelle fois le 
théorème de Rolle. Il existe c e ] a, d [ tel que cp" (c) = 0. Mais pour tout t e [a, b], 

cp" (t) = t -^- (K - / (3) (r)) . 

Comme cp" (c) = 0, il vient que K = /® (c) et 1 ’ égalité est prouvée. 


entre a et b. 

Exercice 12.46 ■ 

Soit f E'tf 5 ([a, b]). Montrer qu’il existe cE]a,b[ tel que 

m = na) + ^ ( f (a)+ f mh ±zf (r (W - Aa) ) + «^/e> M 
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Solution : On utilise la fonction auxiliaire 

«P(x) = /(x) -/(fl) - + /'(«)) + U 12 Æ) (/"(x)-/"(a)) - (X ?2 ^ K 

où K est une constante choisie en sorte que (p (b) = 0 et 1 ’ application successive du théorème de Rolle permet de conclure 
comme dans 1 ’ exercice précédent. 


12.6.6 Théorème des accroissements finis 


Exercice 12.47 I 

Montrer que pour tout n e N* , on a : 


s ln (n + 1) — ln ( n ) « - 


Solution: Soit ne. N*. Considérons V application / : j ^ ^ ^ . La fonction f est dérivable sur [n,n+l] 

donc d’après l’inégalité des accroissements Unis : 

m((n+ 1) - n) « ln(rc + 1) -lnrc « M((rc+ 1) - n) 

où m- inf[„ ? „ + i] f et où M = sup [n n+1] /'. Comme pour tout t e IR* , /' (f) = 11 1, f est décroissante, et m- — j-, 
M = — . On en déduit alors les inégalités. 

Exercice 12.48 ■ 

1 . Montrer que pour tout x e [0, | ] , 0 « sin x < x. 

2. En déduire que pour tout x e [0, |], -x 2 « cosx- 1 « 0. 


Solution : Si x - 0 les inégalités sont trivialement vraies. Supposons que x e ] 0, | ] . 

1 . On applique l 'inégalité des accroissements Unis à sin sur le segment [0, x] et on obtient le résultat. 

2. On apphque à nouveau l’inégalité des accroissements Unis sur le segment [0, x] mais cette fois ci à la fonction cos- 
inus. Onobtient: x.inf te [o jX ] (- sin t) =£ cosx- 1 5; x.sup t£ ™ (-sin t) ouencore, d’après la question précédente : 
-x 2 «cosx-l«0. 


Exercice 12.49 I Ç 1 

Soient a, b des réels positifs tels que a<b. 

1. Montrer que 

b-a , b-a 

-r < arctan b - arctan a < 

1 + b 2 1 + a 2 

2. En déduire f + ^ < arctan | < f + g 


1. Le résultat de la première question découle directement de l’inégalité des accroissements Unis appliquée f : 
f [a, b] — *- IR 

| x 1 — ► arctanx 

2. On applique 1 ’ inégalité précédente à a = 1 et b = | et le résultat s ’ ensuit directement. 


Exercice 12.50 I 

On prend 100 comme valeur approchée de vTÔÔÔI. À l’aide du théorème des accroissements Unis, majorer l’erreur 
commise. 
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Solution : Soient 0 < a < b. D’après le théorème des accroissements Unis appliqué à la fonction racine carrée sur le 
segment [a, b], il existe ce]a,b[ tel que 


Vb - \fa — [b -a) -^-= 

Isfc 


En prenant a - 10000 = 10 4 et b - 10001 = 10 4 + 1, on trouve que 


donc 1 ’ erreur est inférieure à 5.10 3 . 


Exercice 12.51 I Ç 1 

Soit une fonction f :]0, 1[ — » IR. On suppose qu’il existe k > 0 et a > 1 tels que V(x, y) e]0, 1[ 2 , 
\fW-ny)\^k\x-y\ a . 


Montrer que la fonction f est constante. 


Solution : Soient x e ]0,1[. Pour y e ]0,1[ tel que y / x. On a ^ fc|y-x|“ 1 et comme a- 1 > 0, 

y — x 

B (y) = |y-x| a_1 » 0. D’après le théorème de majoration, on en déduit que le taux d’accroissement possède une 

limite nulle lorsque y —> x. On a donc montré que la fonction f est dérivable et de dérivée non nulle en tout point 
xe|0, 1 [. La fonction f est donc constante sur l’intervalle ]0,1[. 


Exercice 12.52 I W 

Soit une fonction f : [a, b] —*• 
c£]a,b[ tel que 


IR continue, ne s’annulant pas sur [ci, b] et dérivable sur ]a,b[. Montrez qu’il existe 
_ e ta-W 7TcT 

m 


jj j ¥ 

’ x ^ ln | / (x) | ' ^ omme f nes ’ annule pas sur [a, b] , 0 est bien définie 

et continue sur [a, b]. Par opérations sur les fonctions dérivables, 0 est dérivable sur]a,b[. On applique le théorème 
des accroissements Unis : il existe c e]a,b[ tel que B (b) - B (a) = 0'(c) [b -à) ce qui amène ln|/(a)| - ln \f (b)\ = 


(a - b) f (c) If (c) . On obtient la formule proposée en passant à 1 ’ exponentielle : ~ (on peut sup- 


primer les valeurs absolues car f (à) et f (b) sont de même signe. 


Exercice 12.53 I W S 

Soit une fonction /' : IR > — ► R dérivable. Montrer que si /'(x) ► +oo alors /(x) » +oo. La réciproque est-elle 

vraie ? 


Solution : Puisque /'(x) — - — ► +oo, il existe A > 0 tel que Vx & A, /'(x) S* 1. Soit alors x > A. D’après le théorème des 
accroissements Unis, il existe ce]A,x[ tel que /(x) - /(A) = /'(c)(x-A). Par conséquent, /(x) S* /(A) + x-A et d’après 
le théorème des gendarmes, /(x) ► +oo. 

La réciproque est bien entendu fausse, comme on le voit sur la fonction définie par /(x) = x. 


Exercice 12.54 I9W I 

Soit un réel a e IR et une fonction f : [a, +oo[— - IR dérivable sur [a, +oo[ telle que /'(f) - — » 0. 

1. Montrez que g — » 0. 

2. En déduire ensuite que si f'{t ) - — » / e IR, - — » /. 


1. Soit e > 0. Comme f(t) * 0, il existe Ai > 0 tel que Vx & Ai, |/'(x)| « e. Soit alors x ^ Ai. En utihsant le 

théorème des accroissements finis entre Ai et x, on peut affirmer qu’il existe c x e]Ai,x[ tel que /(x) = /(Ai) + 
ffCxUx- Ai). Alors 


fix ) 

X 
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/(AO 


-* 0, il existe A 2 > 0 tel que Vx S A 2 , 


| / (Ai) | 


*l,il existe A 3 > 0 tel que Vx5*A 3 , 1 « 1. 


Posons A = max(A] , A2, A3). 

Si x> A, on obtient 1 ’ encadrement suivant : 

|/(x)| J/( AQ| 


|/'M 1- 


-«e + Exl«2e 


Il suffit alors de reprendre la démonstration avec au départ e - - pour avoir |/(x) tx\ ^esix^A. On prouve ainsi 
que f (x) /x ^ 0. 

2. Définissons une fonction g par g [x) = f(x)-lx. Elle est dérivable sur [a, +00 [ et Vx 0, g' [x] = f'{x)-l 


Donc d’après la première partie, 


gW 


* 0. On trouve alors que 


/« ) 


» 0 ce qui prouve que 


Exercice 12.55 IW<? 

Soit une fonction f de classe r to 2 sur le segment [a, b] avec a<b. Montiez qu ’il existe un réel ce]a,b[ tel que 


fia) + f(b) 

2 




Solution : Définissons la fonction auxiliaire suivante : 
i,b] — U 


où K est une constante choisie telle que cp (b) = 0 (c’est possible car a < b). Puisque la fonction cp est continue sur [a, b], 
dérivable sur]a,b[, et que g) (a) = cp(fo) = 0, d’après le théorème de Rolle, il existe ci e\a,b[ tel que ip'(ci) = 0. On a 
donc 

/'fa) 1 ,, t a+Ci i Ci~a 

5 v 

a+c\ 

2 

sur [(a+ ci)/2,ci] et dérivable sur ]fa + c\) 12, al, il existe unréel ce](a + ci)/2, ci [ tel que 
a + c\ \ r a + c\ 


Apphquons ensuite le théorème des accroissements finis entre les points et ci . Comme la fonction f est continue 

- ci) 12, ci [, il existe un réel c e] (a + ci) 12 

m. 

ci -a „ K(ci-a) 

f" (c) = 

4 J 4 

et donc que K = /"(c). Puisque la constante K a été choisie pour que cp(fo) = 0, ou trouve donc que 
» Ab) + f(à) 


On trouve donc que 


12.6.7 Application aux équations différentielles linéaires du premier ordre avec problèmes de 
raccord des solutions 

Exercice 12.56 IW ■ 

On considère l’équation différentielle : 

(E): (1 - x 2 )y' + xy + (x 2 - 1) = 0 

1 . Déterminer toutes les solutions de (E) sur | - 1, 1[. 
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2. Existe-t-il une solution sur I=]-l,l] ? (On admettra que 7i/2-arcsinx ~ ^2(1 - x) ). 


Solution : La quantité (x 2 - 1) ne s’annule pas sur h =] — 1, 1[. Résolvons l’équation d’abord sur Ii. La solution générale 
de l’équation homogène est 

yo(x) = cVl-x 2 où C e IR. 


En utilisant la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particulière de la forme y(x) = C(x)\/l - x 2 . 

Il suffit que C'(jc) = 7 et donc par exemple C(x) = arcsin(x). La solution générale s’écrit donc 
Vl-x 2 


y (x) = (arcsinx + C) v 1 - x 2 . 


Soit maintenant y une solution sur I. Pour que l’équation soit vérifiée en 1, il faut que y(l) = 0. Comme Vx < 1, 
y(x) = (arcsin x + C)V\ - x 2 , cette fonction se prolonge par continuité en 1 avec y(l) = 0 . Étudions la dérivabilité en 1 
de la fonction ainsi prolongée. Puisque y vérifie l’équation différentielle, on en tire que Vx < 1, 


y'(x) = 1 - x 


arcsinx + C 


Pour que y 1 ait unehmite finie en 1, il faut que C = - arcsin 1 - - En effet, si C / alors y'(x) — j3*°° & d’après 
la proposition 12.15 page 478, y ne serait pas dérivable en 1 ? 

Si C — — — , alors 
2 


j/(x) = l-x- 


arcsinx-7r/2 


arcsin x- n/2 




vT^l 2 n/T^2 


et donc d’après le théorème 12.14, y est dérivable en 1 avec y'(l) = 2. Réciproquement, on vérifie que la fonction 



est solution de (E) sur ] — 1,1], C’est la seule solution de cette équation sur ]-!,!]. 


12.6.8 Études de suites réelles 

Exercice 12.57 <2 

On considère la suite (u n ) définie par : 


J Mo e[0,4/3] 

jvrceN, m„+i = ^(4-m 2 ) 

1 . Montrer que :\fnl* 0, u n e [0, 4/3] . 

2. Si (m„) était convergente, quel serait sa hmite l ? 

3. Montrer que pour tout n e N* , | u n+ \ - Z| =S | \ u n - 1\ et conclure. 


| SolutionT 
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Introduisons la fonction f : 


R 

x 


montre facilement que f est strictement décroissante sur 
[0,4/3], que / (O) = 4/3 et que f (4/3) = 20/27 > 0. L’inter- 
valle [0,4/3] est donc stable par f. Remarquons aussi que 
f admet 1 comme unique point fixe sur cet intervalle. . 


1. Montrons la propriété par récurrence. Par défini- 
tion Mo e [0,4/3]. Soit me N. Supposons que u n e 
[0,4/3], Alors comme [0,4/3] est stable par f, il 


s’ensuit que u n+ j - f (u n ) e [0,4/3], La propriété est 
alors prouvée par récurrence. 

2. Si ( u n ) était convergente, comme f est continue sur 
[R, on aurait f (lim u n ) = lim/' (m„) ce qui amènerait 
l - f fl). La limite de (u n ) serait donc un point fixe 
de f dans l’intervalle [0,4/3], On en déduit que l 
serait égal à 1. 

3. Soit «eN. La fonction f est continue sur \u n , 1] et 
dérivable sur ] u n , 1 [. Donc d’après le théorème des 
accroissements Unis : 

|m„+i- 1| « sup |/'(x)||m„-1| 

)u„,n 

< sup |/'(x)||m„-1| 

]0,4/3[ 

« -|u„-l| 

9 

car pour tout x e R, f (x) = -2/3x. Par une récur- 
rence facile, on en déduit que : 

|m„+i-1|«(^) |m 0 - 1| 

et donc d’après le théorème des gendarmes, il 
vient que |m„+i-1| — — ► 0. En conclusion : 


Exercice 12.58 IW H 

On considère l’ application f et la suite (u n ) définies par : 

j m 0 e ]0, 1[ 

[Vme N, M„+1 = /(M„) 

1 . Montrer que 1 ’ intervalle ] 0, 1 [ est stable par f. 

2. En déduire que Vu e N, u n e ]0, 1 [ (et donc que (u n ) est bien définie). 

3. Montrer que f admet un unique point fixe a dans l’intervalle ]0, 1[. 

(2e\ n 

4. Prouver que : V n eN, |m„+i - a| I — I . 

5. Conclure. 

6. Donner une valeur approchée de a à 10“ 3 près. 



| SolutionT 
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1. La fonction f est dérivable sur R+ comme quo- 
tient de telles fonctions. De plus, pour tout x e R + , 

f' (x) = ^ + donc f est strictement croissante 

(2 + x) 2 

sur R+. Comme /(O) = 1/2 et que fil) = e/3 < 1 on 
en déduit que f (] 0, 1 [) c ] 0, 1 [ . 


2. Par définition, uq g ] 0 , 1 [. Soit ne N. Supposons que 
u n e ]0,1[ . Comme ]0, 1[ est stable par f, il vient 
que u n+ 1 = f(u n ) g ]0,1[. On prouve ainsi la pro- 
priété par récurrence. On a de plus clairement pour 
tout ne N, u n ^ -2 donc {u n ) est bien définie. 


3. Introduisons la fonction 


I [0,1] — 

| x — ► e* - x (x + 2) 


Par opérations sur les fonctions continues, 0 est 
continue sur [0, 1] . De plus, f (0) = 1 > 0 et f (1) = 
e - 3 < 0 donc d’après le théorème des valeurs in- 
termédiaires, 0 admet un zéro sur ]0, 1[. On montre 


facilement que pour tout x e [0,1], 0'(x) = e*-2-2x 
et 0" (x) = e x -2. Donc sur [0, 1] , 0" est strictement 
négative et 0' est strictement décroissante. Comme 
0' (0) = -1, sur [0, 1], 0' est strictement négative et 0 
est strictement décroissante. On peut alors affirmer 
que le zéro de f sur ]0, 1[ est unique. On le note a. 

4. Soit ne N*. La fonction f est continue sur [ u n - \ , a] 
et dérivable sur ] u n - 1, a[. D’après l’inégalité des ac- 
croissements Unis : 

\u n -a\ « sup \f (x)| \ u n -\-a\ 
xe]0,l[ 

2e, 

« —\u n -l-u\- 

car f est strictement croissante sur [0, 1] . Par une 
récurrence facile, on en déduit que 

f 2e\ n 

U<„-a|«lyl Imo — . 

Mais comme mo,cxg ]0,1[, on a : |mo-cx| 1 et on 
obtient 1 ’ inégalité proposée. 

5. On déduit facilement de cette dernière inégalité et 
du théorème des gendarmes que | u n + -*■ a |. 

6. On utilise l’inégalité précédente. On cherche pour 
quels valeurs de n, (2e/9) n « 10 -3 . On passe au 

, -u 31n10 

logarithme et on trouve n > — = 13, 7. 

2ln3-ln2-l 

Donc il suffit de calculer uu pour connaître a à la 
précision requise. On trouve a - 0.789 à 10 -3 près. 
Ceci est valable quelque soit la valeur prise au départ 
pour m 0 ! 


Exercice 12.59 I I 

1 . Pour tout x =5 0, déterminer un encadrement de sh (x + 1) - sh x. 

2. En déduire que : V n g N, chO + chl + ... + chM=ssh(M+l). 

3. On considère la suite {u n ) de terme général : 

u n = sh (m + 1) - (chO + ch 1 + . . . + ch n) . 

Montrer que [u n ) est croissante. 

4. On considère aussi la fonction f : x sh (x + 2) - sh (x + 1) - ch (x + 1) . 

(a) Prouver que f (x) et f (x) sont positives pour tout x S* 0. 

(b) Montrer que : Vx 3= 0, / (x) 3* / (0) . 

5. En déduire que (u n ) diverge vers +oo quand n tend vers +oo. 


Solution : 

1. Soit x ÿ 0. La fonction sh est continue sur [x,x+ 1] et dérivable sur ]x,x + 1[. D’après l’inégalité des accroisse- 
ments finis : inf] X(X+ i[Ch « sh(x+l) -shx « sup ];c;c+1[ ch. Mais comme ch est croissante sur R + , il vient : 
chx«sh(x+l)-shx«ch(x+l). 

2. On a alors, pour hgN: 

sh(M + l) = £ (sh(fc+l) -shfc) ^ £ chfc = chO + chl + ... + chM. 
k = 0 fc= 0 

3. Soitn g N. On calcule u n+ \-u n = sh(M + 2)-sh(rc+ l)-ch(«+ 1). Cette quantité est positive d’après la première 
question appliquée à x - n + 1. Donc [u n ) est croissante. 
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4. La fonction f est définie sur IR. 

(a) D’après la première question, on a : chx sh(x + 1) - sh x donc ch (x + 1) « sh(x + 2) - sh(x+ 1) et f 
est positive. De plus, f est dérivable sur IR par opérations sur les fonctions dérivables et pour x e IR+ : 
f (x) = ch (x + 2) - ch (x + 1) - sh (x + 1) . On montre facilement en appliquantl ’ inégalité des accroissements 
Unis à ch sur le segment [x+ l,x + 2] que cette dernière quantité est positive. Donc f > 0 sur IR+. 

(b) Comme f est positive sur IR+, / est croissante sur IR+ et Vx & 0, / (x) 3? f (0) . 

5. Soit n e N. On a u n+ 1 - u n = f{ri)> /(O) + uq. Donc u n & nf(0). Comme /(O) > 0, d’après le théorème des 
gendarmes I u n n +co * +oo I. 


Exercice 12.60 ■ I 


1. Étudier la fonction f : 1 


2. Démontrer que pour tout entier nés 2, on a : 


3. En déduire que la suite (u n ) de terme général 


n 2ln2 31n3 n\nn 

définie pour tout entier n^2 diverge vers +oo quand n tend vers +oo. 


Solution : 


1 . La fonction f est dérivable sur ] 1, +oo [ par opérations sur les fonctions dérivables. De plus, pour tout x e ] 1, +oo [, 

on a f (x) = — + nX . La fonction f est strictement négative sur ]1, +oo[ et f est strictement décroissante sur 
x 2 lrr x 

son domaine de définition. On montre par ailleurs facilement que f (x) » +oo et que f (x) * 0. 


2. Soit n ^ 2. Introduisons la fonction 0 : 1 ^ n ’ n+ f . Soit x e \n,n+\}. Comme nés 2, on a :x 3= 2 

( x • — ► ln(lnx) 

et donc lnx > 0. La fonction 0 est donc bien définie. Elle est de plus dérivable sur son domaine de définition 
par opérations sur les fonctions dérivables et 0'(x) = — — . D’après la question précédente, f est strictement 
décroissante, d’après l’inégalité des accroissements Unis apphquée à 0 sur le segment [n,n+ 1], il vient que 


(n+l) InCn+l) 


^ ln (ln (h + 1)) - ln (ln ri) « . 


3. Soit n S* 2. D’après la question précédente, on a : l/(2ln2) 3* ln(ln3) -ln(ln2), l/(3ln3) 3= ln(ln4) - ln(ln3), 
...,l/(wln n) 3s ln (ln [n + 1)) - ln (ln n). On somme alors ces n- 1 inégalités et on trouve par télescopage que : 

1 1 1 
21n2 3ln3 ” nlnn 

(ln (ln3) - In (ln2)) + (ln (ln4) - ln (ln3)) + . . . + (ln (ln {n + 1)) - ln (ln ri) 1 
ln (ln (tî + 1)) - ln (ln 2) . 

On conclut en appliquant le théorème des gendarmes : I u„ + — +oo I. 



12.6.9 Convexité 

Exercice 12.61 

Soit / : I — IR une fonction à valeurs strictement positives. On suppose que Va g IR, / a : x ^ e ax f(x) est convexe sur 
IR. 

Démontrer que g : x i — • ln(/(x)) est convexe sur IR. 

| Solution : \ 
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1. Si on suppose f deux fois dérivable sur M., ona/„(x) = (a/(x)+/'(x))e az et f”[x) = (a 2 /(x)+2a/'(x)+/"(x))e ax . 
Par hypothèse, on a/„ (x) > 0 ceci pour tout a. On en déduit que le discriminant du trinôme en a est négatif. Donc 
(/'(x)) 2 - /"(x)/(x) <0 et ceci pour tout x réel. 

f ,r (x)f(x) 

Or g est deux fois dérivable et g" (x) = — ^ ^ — . On en déduit que g est convexe. 

2. Si on ne suppose plus f deux fois dérivable sur IR, la démonstration est plus acrobatique : 

Pour x / y et t e [0, 1], on pose a = — ln(/(x)) p ar hypothèse, f a est convexe sur IR donc 

exp(cxUx+ (1 - t)y))f(tx+ (1 - l)y) « te ax f(x ) + (1 - t)e ay /(y), 


soit 


f[tx + (1 - t)y) « t exp(cx(x- y)(l - t))f(x) + (1 - t) exp(-a(x - y) t)f{y) 

« îexp((ln/(x) - ln/(y))(l - t)) /(x) + (1 - t) exp((ln/(x) - ln/(y)) î)/(y) 

CP 

«/w'/w 1- ' 




En prenant les logarithmes, on obtient la convexité de g sur IR. 


Exercice 12.62 I 

On considère une fonction f deux fois dérivable sur I =]0, +oo[ et une fonction g : I — *• IR définie par : 

\/ tel, g{t) = tf(Ht). 

Montrer que f est convexe si et seulement si g est convexe. 


Solution : 


1. | => | La fonction g est deux fois dérivable sur I par opérations sur les fonctions deux fois dérivables sur I. Pour 
tout t e I : 

[*-(« 

g"(t) =^fait)>o 


On en déduit que g est convexe. 

2. | <= | Soit x e I. Posons t-llx. On a /(x) = xg(l/x) et on montre facilement que /"(x) = l/x 3 g"(x) >0 ce qui 
montre que f est convexe. 


I Remarque 12.19 On peut également montrer ce résultat avec comme hypothèse que f est uniquement continue 
(utiliser qu’une fonction continue est convexe si elle vérifie le lemme des trois pentes) 


Exercice 12.63 I Ç? 

En utihsant la fonction définie par /(x) = ln(lnx), montrer que 

\/a,b> 1, ln| - j \/ln aln b. 


Solution : La fonction f est deux fois dérivable sur l’intervalle I =]l,+oo[ et pour tout x > 1, on calcule /"(x) = 

— = — + n , X < 0. La fonction f est donc concave et pour a, b > 1 et À e [0, 1] : 

x 2 lnx x 2 (lnx) 2 x 2 ln 2 x 


lnln ^ a+ ^ ^ Àlnlna+ (1 -ÀUnlna. 
Donc en prenant À = 1/2, il vient que : 


ia+b\ lnlna + lnlna 


ln((lnaln&) 1/2 ) 


En prenant l’exponentielle qui est croissante, on en déduit l’inégalité de l’énoncé. 
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Exercice 12.64 I W 

Montrer que 


Vxg]0,1[, 


Solution : Comme la fonction ln est concave sur ] 0, 1 [, 

V(a,b ) e]0, l[ 2 ,VÀe [0,1], ln(Àa+ (l-À)fo) ^ Àlna+ (l-À)lnfc. 

Soit xg]0, 1[. En posant a = x e] 0,1 [, b - 1 - xg]0, 1[ et À= xg]0, 1[ , on trouve que 
xlnx+(l-x)ln(l-x) « ln(x 2 + (1 - x) 2 ) 

\ \ 

7 ,, o , on montre qu’elle admet un minimum en - qui vaut -. Par 
x — x 2 + (1 - x) 2 4 2 2 

conséquent, 

xlnx+(l-x)ln(l-x) ^ln(i). 

On applique alors l’exponentielle à notre inégalité et comme cette fonction est croissante, on obtient le résultat de 
l’énoncé. 


Exercice 12.65 I W H 

Soit une fonction convexe majorée. Montrer que f est constante. 


Solution : Prouvons le résultat par l’absurde. Si f n’est pas constante, alors il existe deux réels x<y tels que /(x) ^ 
/(y). Étudions deux cas : 

1. | si /(x) < /(y) : | Soit z>y, d’après le lemme des trois pentes, on a : 

f[y)-f{x) „ /(z)-/(x) 
y-x z-x 

d’où en notant A = > 0, 

y-x 

f(z) 5 [z — x) A + /(x) +oo 

ce qui est impossible car f est majorée sur [x, +oo[. 

2. | si /(x) > /(y) : | Supposons cette fois-ci que z<x. D’après le lemme des trois pentes, on a : 

m-fix) c /(y)-/(x) 
z-x y-x 

et en notant A = — ISjjl < (y j] vient : 

y-x 

f(z) 5* /(x) + (z — x) A +oo 

ce qui est impossible car f est majorée sur ] - oo, x] . 

Il ne peut alors exister x < y tels que f (x) ^ f (y) . On en déduit que f est constante. 

Exercice 12.66 S W I 

Montrer qu ’une fonction convexe sur un intervalle I est continue sur 1 ’ intérieur de 1 ’ intervalle I. 


Solution : Soit x e I, un point intérieur. Il existe donc deux points {z\,Z2) g I tels que z\ < x < Z2. Soit y g [x, zz] . En 
utilisant le lemme des trois pentes, on trouve que 

/(x)-/Çzi) ^ /(y) - /(x) ^ f(z 2 )-f{x) 
x-zi " y-x " z 2 -x 

Notons pour i - 1,2, A ; = L’inégalité précédente devient : 

Ai (y - x) « /(y) - /(x) « A 2 (y - x) 
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et d’après le théorème des gendarmes, /'(y) > /(x). Par les mêmes arguments, en prenant y e [z\,x], on montre 

également que /(y) — — 7 * /(x), et donc que /(y) — -* /(x). On a alors montré que f est continue au point x. 

Exercice 12.67 ■ H 

Soit une fonction f : [0, +oo[ — » [0, +oo[ dérivable et concave sur [0, +oo[. Montrez que 
V [x, y) e [ 0 , + 00 [ 2 , /(x + y) « /(x) + /(y) . 


Solution : Comme la fonction f est concave et dérivable, on sait que la fonction f est décroissante sur I = [0, +00 [. 
Soit y e I. Considérons la fonction définie sur I par g(x) - /(x + y) - /(x). Elle est dérivable sur I et pour tout x e I, 
comme x + y & x, on a : g'(x) - /'(x + y) - /'(x) « 0. Donc Vx e I, g(x) < g(0) = /(y) - /(O). On a alors montré que 
V (x, y) e I 2 , /(x + y) « /(x) + /(y) - /(O) et comme par hypothèse, f est à valeurs positives, /( 0)3*0 et donc 

V(x,y) e I 2 , /(x + y)«/(x) + /(y). 


12.6.10 Équations fonctionnelles 

Exercice 12.68 ■ 

Déterminer les fonctions f : IR — > IR de classe sur IR telles que pour toute suite arithmétique [x n ), la suite (/(x„)) 

est une suite arithmétique. 

Solution : Soit f une fonction vérifiant la propriété. Considérons [a, b) e IR 2 . Il existe alors (a, P) e IR 2 tels que 
VraeN, /(a+ bn) - a + (3n. 

Si on pose n = 0 puis n-l,on trouve que 

VneN, f(a + bn) = f[d) + [f(a+b)~ /(a)] n 
En particulier si n-2, on trouve que 

f{a+2b) = 2f(a+b)- f(a). 

et cette relation doit être vraie pour tout (a, b) e IR 2 . Avec a-0, on trouve en particuher que 
VfoeIR, f{2b) = 2/(6) - /(0). 

Posons g: I ^ . Cette fonction doit vérifier 

1 x — ► /(x) - /(O) 

VxeR, g(2x) = 2g (x). 

La fonction g est dérivable sur IR car / l’est et en dérivant cette dernière relation, on trouve que 
VxeR, g , (2x) = g'ix). 

Comme g' est continue en 0, on montre facilement que g' est constante. Par conséquent, g est linéaire, et f est affine. 
On vérifie réciproquement que toute fonction affine convient. 

Exercice 12.69 I W $9 

1. Trouver toutes les fonctions de classe fê" 1 sur IR vérifiant 

Vx e IR, /( 2x) = 2/(x) 

2. Si l’on ne suppose pas f dérivable, construire une fonction différente de celles trouvées vérifiant la propriété. 

| Solution : \ 


515 


1. En dérivant, on trouve que 

Vxe IR, 2/'(2x) = 2/'(x) 

Donc Vx e K,/'(2x) = /'(x). Soit x/0 .11 s’ensuit par une récurrence facile que \/n e N*, f'(^n) = /'(x). Mais 

f est continue en 0 donc f'ijn) ► /'(O). La fonction f est donc constante et f est affine de la forme 

/(x) = ax+ b avec a,be.U. Mais f (2 x 0) = 2 x / (0) et nécessairement f (0) = 0 ce qui amène b = 0. La fonction 
f est donc linéaire. Réciproquement, toute fonction linéaire convient. 

2. La fonction donnée par 

jo si x e IR \ Q 

vérifie la propriété et n 'est pas linéaire. 


Exercice 12.70 IW9 H 

Soit f : IR — - IR une fonction de classe c ê l . On suppose que : 

Vxe IR, /o/(x) = |+3 (*). 

1. Montrer que : Vxe IR, /(f +3) = +3. 

2. Montrer que la fonction f est constante. 

3. Trouver les fonctions f vérifiant la relation (1). 


Solution : 

1. Soit xe IR. En appliquant f à O), on trouve que /(/°/(x)) - f( f +3) et comme fo(fof) = (/ o f)of, en utilisant 

f(x) 

l’expression de f°f donnée par (★), on obtient que +3 = /(| + 3). 

2. Soit x e IR .En dérivant l’égalité précédente, on obtient que 


f'ix) 

2 


-/'(“ + 

2 V2 


On définit alors une suite (u n ) par 

{ M 0 =X 

VkeN,m„ + i =^L+3‘ 
Cette suite est arithmético-géométrique donc 


\/ne N, 


6 


Comme f est continue au point 6, on obtient que f'{u n ) — - — ► /'(6) et que finalement /'(x) = /'(6). Par con- 
séquent, f est constante. 

3. Comme f est constante, il existe [a, b) e IR 2 tels que 


Vxel,/(x) = flX + fc 


VZ \ Z 

Cherchons les réels a, b tels que f vérifie (*). Après calculs, on trouve a - —,b=6-3V2 ou alors a - — —, b = 
6 + 3\/2. 
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Chapitre 


13 


Intégration sur un segment des fonctions à 
valeurs réelles 


Pour bien aborder ce chapitre 

Les mathématiciens se sont intéressés très tôt aux problèmes de calcul d’ aires et de volumes. Ainsi Eudoxe de Cnide, math- 
ématicien grec du 4 e siècle avant note ère, parvient à calculer le volume d’une pyramide. Cent ans plus tard, Archimède 
généralise son procédé et invente la méthode d’exhaustion. Il s’agit d’approcher l’aire ou le volume à déterminer par des 
aires ou des volumes élémentaires, par défaut et par excès. La notion de limite est alors encore bien loin d’être découverte 
et le calcul est généralement terminé par un raisonnement par l’absurde. La « révélation » est venue de Newton et de 
Leibniz lorsqu’ils inventèrent le calcul infinitésimal : l’opération d’intégration est une opération inverse de celle de la 
dérivation et, pour calculer une aire, il suffit de calculer une primitive. C’est « le théorème fondamental de l’analyse » 
13.29 page 531. Il faudra attendre néanmoins le 19 e siècle pour que la notion d’intégrale soit bien formalisée grâce aux 
travaux de Cauchy et surtout à ceux de Riemann. Celui-ci s’intéresse à fonction / donnée sur un segment [a, b] et essaie 
d’approcher l’aire si sous le graphe de / par les aires 2“ et 2 + de deux familles de rectangles qui approchent par défaut 
et par excès si comme dans les dessins ci-dessous. 




Figure 13.1 - Somme inférieure : 2 Figure 13.2 - Somme supérieure : 2 + 

Une fonction est intégrable au sens de Riemann si et seulement la différence des aires 2 + et 2“ tend vers 0 quand le pas 
de la subdivision, c’est-à-dire la largeur des rectangles considérés, tend vers 0. La méthode d’exhaustion est sous-jacente 
à ce procédé. 

Nous travaillerons dans ce chapitre sur une classe de fonctions beaucoup plus simples que celles étudiée dans l’intégrale 
de Riemann : les fonctions continues par morceaux. Ce sera amplement suffisant pour pourvoir traiter une large variété de 
problèmes. Vous généraliserez ces résultats en spé lors de l’étude des intégrales impropres à des fonctions pas forcément 
continues par morceaux. 

En particulier, pour un segment [a, b] et une fonction / : [a, b] — IR + positive, nous nous attacherons dans ce chapitre à 
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répondre aux deux questions suivantes. 



Figure 13.3 - Aire sous une courbe 


1 Quelle condition imposée à f pour que l’aire délimitée par sa courbe dans un repère orthonormé soit bien définie ? 
0 Comment calculer cette aire ? 

13.1 Fonctions en escaliers 

13.1.1 Subdivision d’un segment 


X 0 Xi X 2 X n _i x n 

Figure 13.4 - Subdivision d’un segment 


Définition 13.1 Subdivision d’un segment 

On appelle subdivision du segment [a, b] toute famille t = (AOi-s/t-sn de réels tels que 
a=x o < xi < ■ ■ ■ < X/i—i <x„ = b 

Le pas de la subdivision t est donné par max; e| o,n-ii |x i+ i — Xi \. Une subdivision de [a, b] est régulière si tous les 
jtj+ 1 - Xi sont égaux. 


Définition 13.2 Subdivision plus fine qu’une autre 

Considérons t et t' deux subdivisions d’un segment [a, b]. On dit que t' est plus fine que t si et seulement si tout 
élément de la famille t est élément de la famille t'. 

Plus précisément, une subdivision est une famille. Une famille est une application. Il vaut mieux dire que l’image de T est incluse dans l’image de t' 


Proposition 13.1 

Soient t et t' deux subdivisions d’un segment [a, b] . Il existe une subdivision de [a, b] plus fine que t et t'. 


Démonstration II suffit de considérer la famille t" = (xfc) i^/fcssN dont les éléments sont ceux de t et ceux de r' ordonnés dans 
l’ordre croissant et où N est le cardinal de la famille ainsi construite, t " est plus fine que t et r' . 

13.1.2 Fonctions en escaliers 


Définition 13.3 Fonction en escalier 
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Figure 13.5 - Fonction en escalier 


- Une fonction tp : [a, b] — IR est une fonction en escalier sur le segment [a, b\ s’il existe une subdivision t : a - xo < 

■ ■■<x n -b du segment [a, b] telle que tp est constante sur chaque intervalle ]xfc, Xfc+i [ 

V fc e [0, n - 1] , 3cfc e IR, Vre]ii,%i[, ipM-c/c 

- La subdivision t est dite subordonnée à la fonction tp. 

- On notera <§ {[a, b] , K) l’ensemble des fonctions en escalier sur \a, b\ à valeurs réelles. 


I Remarque 13.1 

- Si t est une subdivision subordonnée à (p alors toute subdivision plus fine est encore subordonnée à ip. 
- Une fonction constante est une fonction en escalier. 


Proposition 13.2 

Toute fonction (p e ê {[a, b\ , IR) est bornée sur [a, b]. 

Démonstration Soient ip une fonction en escalier et t = xo < ■ ■ ■ < x n = b une subdivision qui lui est subordonnée. On a donc : 

Vfce [0,n- 1] , 3ct.eR, Vxe lxj.,Xt. +1 [, q>[x) = eu. En posant m = max |ct-| puisM = max(m,|/(xo)l \f(x n )\),ona 

Osfc^n-l 

Vxe [a, b], |tp(je)| < M. 

Proposition 13.3 

- L’ensemble des fonctions en escalier S ([a, b] , M) sur le segment [a, b] est un sous-espace vectoriel de l’espace des 
fonctions ( [ a, b] , IR) , + , .) . 

- L’ensemble S a {[a, b] , K) est aussi un sous-anneau de l’anneau des fonctions {^{[a,b], IR),+, x). 

Démonstration La fonction constante égale à 0 sur [a, b] est élément de <§ {[a, b] ,K) .On montre facilement (en utilisant une 
subdivision plus Une que les deux subdivisions subordonnées aux deux fonctions) que S J ([a, b] , R) est stable par combinaison 
linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de & ([a, b] , IR) . On montre de même qu ’un produit de fonctions en escalier est encore 
une fonction en escalier, ce qui prouve que S ([a, b] ,K) est un sous-anneau de ([a, b] , IR). 

13.1.3 Intégrale d’une fonction en escaliers 

Définition 13.4 Intégrale d’une fonction en escaliers 

Supposons que a < b. Soit une fonction en escalier (p e S ([a, b] , IR) et t : a = xo < • ■ ■ < x n - b une subdivision subor- 
donnée à ip. Soient co,...,c n _i e IR tels que : VA: g [0, n- 1] Vxe ]x^, Xk + \ [ <p(x) = c^. On définit Y intégrale de la 

fonction en escalier cp entre a et b comme étant le nombre réel 

f 9= L C k(x k+1 -X k ). 

« 
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| Ce nombre ne dépend pas du choix de la subdivision t subordonnée à (p. 


Démonstration Prouvons que cette définition ne dépend pas de la subdivision choisie. Soient ti et X2 deux subdivisions subor- 
données à (p. Notons I T l’intégrale calculée avec la formule donnée dans la proposition pour une subdivision x de [a, b] . 

• Supposons que ti est plus fine que T 2 . Si T| et T 2 ne diffèrent qu ’en un point, T 2 = a = xq < x\ < . . . < Xi < x, + i < ... < x n = b 
etx 1 = a = x 0 <xi<...<x i <<x<x i+1 <...<x n = b. On a : = c t par conséquent Vu*,, (p|]«,* <+l[ = c t et 


I Tl = Cq (Xi — Xq) + Cl (X 2 — X\) + ...+ Cf—i [xi-Xi-i) + 
Ci (a -xi) + ci (x i+ 1 -«) +c i+ \ {x i+ 2-x i+ \) + 



... + C n -i{X„-X n -i) = l l2 


Le cas où ti et T 2 ne diffèrent que d’un nombre fini de points se traite de même. 

Étudions maintenant le cas général. Considérons la subdivision x = Ti u T 2 qui est plus fine que ti et T 2 . En appliquant le point 
précédent, on a I T = I Tl et I T = I T2 et par conséquent I Tl = I T2 • 


13.1.4 Propriétés de l’intégrale d’une fonction en escaliers 


Proposition 13.4 L’intégrale est une forme linéaire sur g ([a, fc],M) 

Soient cpi, cp2 e g {[a, b] , M) deux fonctions en escalier sur le segment [a, b]. Pour tout a,p e K, on a 

I aq>i +Pq> 2 = a / cpi + |3 J q>2 

J la, b] J[a,b] J[a,b\ 


Autrement dit, si 


[ g ([a, b], U) — U 

[ 4) — ha.bl <P 


0 (aipi + Pcp 2 ) = a0 (<Pi) + P0 (<P2) 
On dit aussi que 0 est un e forme linéaire sur g ([a, b ] , IR). 


Démonstration Soient ti une subdivision subordonnée à (pi etr 2 une subdivision subordonnée à q>2- Soit x une subdivision plus 
fine que ti et T2. Elle est donc subordonnée à la fois à (pi et à t p2- Supposons que t : a - Xq < x\ < . . . < x n = b et que 

V/e [O./i-ll, ^i\] Xi ,x i+l l = c i et 92 1 ] Xi ,x i+l l = d i- 


On a alors 


Z (acj + pdj) [xi + i - X() 

(=0 

n - 1 n - 1 

a Z c i (**+1 ~ x i) + P Z d i (*!+ 1 - x i) 

i = 0 i=0 

01 , «Pl+P / , <P2 

J la, b] J la, b] 


Proposition 13.5 L’intégrale d’une fonction en escalier positive est positive 

Soit tp e g {[a, b] , IR) une fonction en escalier sur le segment [a, b]. Si tp est positive sur [a, b] alors f [a b] (p ^ 0. 

Démonstration Soit x : a = Xq < x\ < ... < x n = b une subdivision subordonnée à cp : Vi e \0,n- 1] , 'Pl | ] je ,- 1 [ = c i e 
Comme (p est positive, pour tout i e [0, n - 1] , on a c ( - s 0. Par conséquent, fy a pj (p = LjlTg 1 c,- [x- l+ \ - Xj ) S 0. 


Corollaire 13.6 

Soit (tpi,(p2) e (g ([a, b], IR)) 2 . On a 

<Pl « <P2 => / <Pl « / IP2 


Jla.bl J[a,bl 


Démonstration II suffit d’appliquer le résultat précédent à la fonction en escalier tp = ip 2 -( Pl et d’utiliser la linéarité de 1 ’ intégrale . 
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Proposition 13.7 Relation de Chasles 

Soit cp une fonction en escalier sur le segment [a, b] et ce]a,b[. Alors 

f <P= [ «P+ f 9 

J[a,b] J[a,c ] J[c,b] 

Démonstration Soit r : ci - xq < x\ < ... < x n = b une subdivision subordonnée à cp. On peut supposer, quitte à considérer la 
subdivision t' = t u {c} qui est plus Une que t que c est un point de t. On suppose de plus que c est le m-ième élément de t. Si pour 
tout i e 10, n- 1], ‘Pi|]x i ,* i+ i[ = c i alors 

f «P = Êcifo+l-Xt) 

■lia, b] i=g 

= Ê c i i x i + 1 - x i) + Ë °i 0(+l - x i) 

= f *P+ f <P 

J[a,cl J[c,b] 

13.2 Fonctions continues par morceaux 

13.2.1 Définition et propriétés 



Figure 13.6 - Fonction continue par morceaux 


Définition 13.5 Fonction continue par morceaux sur un segment 

- Soit [ a, b] un segment. On dit qu’une fonction cp : [a, b] — IR est une fonction continue par morceaux sur [a, b] lorsqu’il 
existe une subdivision t : a = xo < ■ ■ ■ < x n — b du segment [a, b] telle que 

1. Pour tout fce [0, n- 1], la restriction de cp à ]xfc>*fc+i I est continue. 

2. Pour tout fce [0, n - 1] , cp restreinte à ] x^, Xk+i [ admet une limite finie strictement à droite en Xfc et strictement 
à gauche en x^+i. Autrement dit, la restriction de cp à \Xf c ,Xf c+ \ [ est prolongeable par continuité sur [xfc,Xfc+i]. 

- Une telle subdivision est dite adaptée ou subordonnée à cp. ^ 


Remarque 13.2 

- Toute fonction en escalier sur [a, b] est continue par morceaux sur [a, b]. 

- Comme pour les fonctions en escaliers, si t est une subdivision de [a, b] subordonnée à cp continue par morceaux sur 
[a, b] et si t' est une autre subdivision de cp de [a, b] plus fine que t alors t' est aussi subordonnée à cp. 
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Proposition 13.8 

Si tp est une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b] alors cp est bornée sur [a, b]. 

Démonstration Soit (p une fonction continue par morceaux sur [a, b] et soit t : a ~ xq < . . . < x n ~ b une subdivision subordonnée 
à tp. Pour tout i e [0, n — 1], la fonction f\} Xi ,x i+] | est continue et se prolonge en une fonction fi continue sur le segment [xj,x,- + i ] . 
En appliquant le théorème 11.48, fi est bornée sur le segment [x,-,x ; - + i ] . Posons M = max/ e [o 7 „_i] {M;,|/(x;)|} u{|/(fi)|}. Alors 
\/xe[a,b],\f(x)\*zM. 


Proposition 13.9 
Soit I un intervalle. 

- L’ensemble des fonctions réelles continues par morceaux sur [a, b] est un sous-espace vectoriel de (& ([a, b] , (K) , +, .). 

- L’ensemble des fonctions réelles continues par morceaux sur [a, b] est un sous-anneau de {[a, b] , IR) , +, x). 

Démonstration Montrons le premier point, le second se prouve de même. Il est tout d’abord clair que l’ensemble des fonctions 
réelles continues par morceaux sur [a, b] est non vide. Soient a, P deux scalaires réels et soient tp i et q>2 deux fonctions continues 
par morceaux sur [a, b]. Soient ri une subdivision de [a, b] subordonnée à tpi etsoit T2 une subdivision de [a, b] subordonnée à cp2- 
Soit t : a = xq <...< x n = b une subdivision plus fine que tp | et q>2 - t est donc subordonnée à la fois à ipj et à q>2- De plus, pour 
tout i e [0, n - 1], (atpi + P t P2)||j t ; ij x i+I [ = ai Pi |]x;,x; + i [ + P l P2|ix;,x; + i [ 9 U1 est continue sur ]xj,X; + ] [ comme combinaison linéaire 
d’applications continues sur ] x- t , x i+ 1 [. De plus, par opérations sur les limites, (atpi + f>q>2)\] Xi * | admet une limite stricte à droite 

de xi et une limite stricte à gauche de x- l+ \ . acpi + (5q>2 est donc bien une fonction continue par morceaux sur [a, b] . 

13.2.2 Approximation des fonctions continues par morceaux par les fonctions en escalier 


Théorème 13.10 Approximation d’une fonction continue par une fonction en escalier 

Soit / une fonction continue sur le segment [a, b] et e > 0. Alors, il existe une fonction en escalier tp telle que 

ll/-<plloo= sup \f(x)-ip(x)\<e. 
xc[a,b] 


Démonstration Puisque la fonction f est continue sur le segment [a, b], elle est uniformément continue sur ce segment (théorème 
de Heine, 11.51). Il existe donc q > 0 tel que V(x,y) e [a, b] 2 , \x-y\ s q => |/(x) - f{y)\ € e. Considérons alors un entier 
n suffisamment grand pour que [b — a)! n S q et définissons la subdivision de pas constant h = (()-«)/« S q, x- L = a+ ih pour 
i e [[0, n - IJ. Définissons ensuite la fonction en escalier tp en posant VI e [[0, n - IJ, Vx e [x,-,x i+ i [, tp(x) = /(x,-) et t p(b) = f(b). 
Soit x e [a, b[, il existe i e [[0, n - 1]] tel que x; « x < x,- + i et comme \x - x ( - 1 s q, |/(x) - tp(x) | = |/(x) - /(x;)| « e. Si x = b, on a 
également If (b) - q>{b)\ = 0 e. En passant à la borne supérieure, on a bien 11/ - (pllco < e. 

Multimédia : animation, n augmente et les aires des rectangles sous le graphe de / 
se rapprochent de l'intégrale 



Figure 13.7 - Une approximation grossière 
avec e assez grand 


Figure 1 3 .8 - Une approximation plus fine avec 
e plus petit 


Lemme 13.11 Une fonction continue par morceaux est la somme d’une fonction continue et d’une fonction en 
escalier 

Soit / une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. Il existe une fonction g continue sur [a, b] et une 
fonction rp en escalier sur [a, b] telles que / = g + \p. 
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Démonstration Considérons une subdivision ci ~ xg < • • • < x n = b subordonnée à la fonction en escalier f. Comme f est continue 
par morceaux, sa restriction à ixg,x\ [ possède une limite Unie à droite en xg et une limite Unie à gauche en x\, f(x) ♦ l et 

fLx) x ^ x _ ■ L. Posons Vx £]xg,x\ [, g(x) = /(x), g(x 0 ) = l et g(xi) = L et g/(x 0 ) = f{x 0 ) - l, Vx e]xo,xi [, g/(x) = 0 et g/(xi) = 
/(x i) -L. On a bien g continue sur [xo,X| ], g/ en escalier sur [xo,xi] et Vx e [xo,xi], /(x) = g(x) + g/(x). On recommence ce 
procédé sur [x\ , X2] ... pour définir les fonctions g et \ |/ sur [a, b] . 



Figure 13.9 - Toute fonction continue par morceaux est somme d’une fonction continue et d’une fonction en escaliers. 


Corollaire 13.12 Approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux par une fonction en escalier 

Soit / une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] et e > 0. Il existe une fonction ip en escalier sur [a, b] 
telle que ||/-ip|loo«e. 


Démonstration D’après le lemme précédent, il existe une fonction g continue sur [a, b] et une fonction g/ en escalier sur [a, b] 
telles que f = g + g/. D’après le théorème précédent, il existe une fonction en escalier x sur [a, b] telle que ||g - xlloo < e. Posons 
alors g) = g/ + x- C’est une fonction en escalier et on a bien \\f - g)|| œ = ||g - xlloo < e. 


Corollaire 13.13 Encadrement d’une fonction continue par morceaux par deux fonctions en escalier 

Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] et e > 0. Il existe deux fonctions en escalier, ip, g/ e 
S ( [a, b] , M) vérifiant 

Itp^/^l et | g/ - g) g e | . 


Démonstration D’après le corollaire 13.12, il existe une fonction en escalier x sur [a, b] vérifiant Vxe [a, b], -e/2 /(x)~x(x) 

e/2. Définissons les fonctions en escalier g) = \-e/2 et gr = x + e/2. Elles vérifient bien g) / S g/ et gr - g) = e. 

13.2.3 Intégrale d’une fonction continue par morceaux 


Proposition 13.14 Intégrale de Riemann d’une fonction continue par morceaux 


Soit une fonction / continue par morceaux sur un segment [a, b]. On considère les ensembles 


HL * 1 

HL * 1 


ip est en escalier sur [a, b] et cp =£ 


ip est en escalier sur [a, b] et / g)j> 


On a les propriétés suivantes, 

• admet une borne supérieure. 

• admet une borne inférieure. 

• sup ^<f- inf J^> f. 
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On définit alors l’intégrale de Riemann de la fonction continue par morceaux / sur [a, b] par 


/ = sup ■J? < f = inf._/> f 


Démonstration On définit les ensembles é> K f et$ > f p 
&<f = {*P est 


1 escalier sur [a, fi] et (p S /} 


S > f = {q> est en escalier sur [a, fi] et /s <p} 


> On a prouvé que si f est une fonction continue par morceaux sur [a, fi] alors elle est minorée p ; 
réel M sur [a, fi] . Par conséquent, les fonctions en escalier sur [a, fi] définies par x « m et x « IV 


i réel m et majorée par un 
ît éléments respectivement 


de S < j etdeS > f.S < f et p sont donc non vides. 

» Montrons que J s < f est majorée. Soit (p e . Onaips/sM. Par conséquent, /[ a j, \ <p ^ S[ a ,b\ M = M (fi - a) . Cette majoration 

étant valable pour toute fonction en escalier (p e <§ < y, on en déduit que J ! < f est majorée. 

• D’après l’axiome de la borne supérieure, on en déduit que J‘ < f possède une borne supérieure fi. 

» De même, on prouve que J^> f est non vide minorée et possède une borne inférieure a. 

» On a a S fi. Montrons que a = fi. Soit e > 0. Appliquant le théorème précédent, il existe des fonctions en escalier tp et \p définies 
sur [a, fi] telles que 

(p^/«\p et v|/-ip«e 

On a donc : tp e ettpeS^f ce qui donne 

f cpsasp^f y 

J[a,b] J[a,b] 

ce qui s’écrit aussi : 

fi-as 1 \p- / <p=/ \p-cp«e(fi-«) 

J[a,b] J[a,b] Jla,b] 

Cette inégalité étant valable pour tout e > 0, on en déduit que : a = fi. 


I Remarque 13.3 Cette définition généralise la définition de l’intégrale d’une fonction en escalier. Si / est une fonction 
en escalier, son intégrale de Riemann est égale à l’intégrale de la fonction en escalier précédemment définie. 

Plan 13.1 : | Pour montrer qu’une fonction / est intégrable sur un segment | 

Il suffit de montrer que f est continue par morceaux sur ce segment. 

.Bio 1 1 1 Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 à Breselenz (Allemagne), mort le 20 juillet 1866 à Selasca, Italie 
Mathématicien Allemand. Bernhard Riemann est le deuxième enfant 
d’une famille de six. Il reçoit de son père, pauvre pasteur luthérien, une 
éducation stricte et rigoureuse. Bien que très tôt il montre des talents 
intellectuels exceptionnels, il souffre d’une grande timidité, de dépres- 
sion nerveuse et hypocondrie. Ses problèmes d’expression le poursuiv- 
ront toute sa vie et l’empêcheront d’être reconnu à sa juste valeur de 
son vivant. Â 19 ans, il s’établit à Hanovre pour étudier la théologie et 
la philosophie, mais ses goût s’orientent vite vers les mathématiques. 

Il rencontre Gauss à l’université de Gôttingen qui sera son directeur de 
thèse. Celle-ci porte sur les fonctions complexes et il y introduit les sur- 
faces qui portent maintenant son nom et qui sont d’une grande impor- 
tance dans la recherche mathématique actuelle. Quelques années plus 
tard, il jette les bases de la géométrie différentielle. C’est aussi lui qui a 
finalisé le travail de Cauchy sur les fonctions intégrables et qui a, le pre- 
mier, produit une théorie rigoureuse de l’intégration. Il est le découvreur 
de la fonction Ç qui est au carrefour de nombreuses théories mathéma- 
tiques modernes. La position des zéros de cette fonction est l’objet d’une 
célèbre conjecture qui n’a toujours pas été prouvée et qui permettrait de 

mieux comprendre la répartition des nombres premiers. Bernhard Riemann est mort à 40 ans de la tuberculose. 



13.2.4 Propriétés de l’intégrale 
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Proposition 13.15 L’intégrale est une forme linéaire sur l’espace vectoriel des fonctions continues par 
morceaux 

Soient / et g deux fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b\ et a, (3 e IR. Alors 

f (a/ + Pg) -a f f + p[ gl 

J[a,b] Jla.b] J[a,b ] I 


Démonstration Comme f et g sont des fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b], il en est de même de a / + P g et 
cette fonction est donc intégrable sur le segment [a, b]. Posons I = f^ a y a / + Pg, Ii = /[ a y / et I2 = ,/j a ^ g. On veut donc prouver 
que I = ali + PI2, ce qui revient à montrer que pour tout e > 0, on a -e S I - (ali + PI2) « e. Soit e > 0. D’après le théorème 13.13, il 
existe des fonctions en escalier ip i,q>2, ipi,ip2 définies sur [a, b] telles que 

«Pi^/^Vi. Vi-Vi^e et (p 2 «g=si|/2> v|/ 2 -(p 2 ^e 


On a donc 


Il vient alors 


a<Pi+Pcp2^a/ + Pg«m|/i+P\|/ 2 et ai|/i + Pt|/ 2 - (atpi + Ptp 2 ) « e 



donc / a((pi +P(q> 2 -v|/2) ^ I- (ali +PI2) ^ / a(\p] -cpi) + P(\p2 -‘(>2) par linéarité de l’intégrale des fonctions 

J[a,b] J[a,b] 

donc / -e(a + P) S I- (ali +PI2) « / e (a + P) car i|/i — cpi « e et \p2 -1P2 ^ e et par application du théorème 13.6 
Jla.b] Jla.b] 

donc -e (a + P) {b- a) I - (ali + PI2) ^ e (a + P) {b- a) 

ce qui prouve le théorème. 


escalier 


Proposition 13.16 L’intégrale d’une fonction continue par morceaux positive est positive 

Soit tp une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. On a 


Mxç.[a,b], ip(r)ÿ0 


tp 3* 0 


Démonstration La fonction nulle sur [a, b] est en escalier et vérifie 0 « /. Elle est donc élément de f et par définition de 
l’intégrale d’une fonction continue par morceaux, on a /j a y /S fy a ^ 0 = 0. 


Corollaire 13.17 

Soient tpi et q>2 deux fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b] . On 


tPl«tP2 => 1 

tPl « / <P2 

J[a,b] 

Jla.b] 


Démonstration En appliquant le théorème précédent à la fonction positive g- f, on obtient f[ a b]g~ f > 0 et on conclut en 
utilisant la linéarité de l’intégrale d’une fonction continue par morceaux. 


Proposition 13.18 Relation de Chasles 

Soit tp une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. Soit c e ] a, b[. Alors : 


f <p = 

r <P+ [ <P 

Jla.b] J 

ka,c] Jlc.b] 
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Démonstration Soit (p e On a ip|[a )C ] f\[a,c] et { P\ic,bi /)[c,fo] • Tar conséquent. 



cp par application de la relation de Chasles pour les fonctions 
/ par application du théorème 13.17 


escalier 


Notons y cette dernière quantité, y est donc un majorant de J , < f = |./[ (îjJ t 5 [ <p I cp e <^</|- Par conséquent, y 3= /[ a y /. On peut 
faire le même raisonnement avec une fonction et on aura alors y J[ a ,b\ /• Donc y = /[ flj p] / et la relation de Chasles est 

démontrée. 


13.2.5 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle 

I désigne ici un intervalle de IR. 


Définition 13.6 Fonction continue par morceaux sur un intervalle 

On dit qu’une fonction définie sur un intervalle I est continue par morceaux sur I si et seulement si elle est continue par 
morceaux sur tout segment de I. 


^ Notation 13. 1 Soit / une fonction continue par morceaux sur I. Soit [a, b) e I 2 . On note 

- Si a*zb,f%f{x) dx = f [aM f 
-Si b^a, f* f [x) dx = - f [ab] f 

- Si a - b, f (x) dx = 0 

I Remarque 13.4 Dans cette notation (comme dans les calculs de sommes), la variable x est muette, on a défini l’intégrale 
d’une fonction. r f(x)dx= f /(t) dr = — 


Proposition 13.19 Relation de Chasles 

Soit une fonction / continue par morceaux sur l’intervalle I et trois réels a, b, ce I. Alors 


J f(x)dx = J f (x) dx + J f(x)dx 


Démonstration 

• Sia<c<b, par application du théorème 13.18, 

• Si a<b< c, par application du point précédent, 

£f(x)dx+ £ f ' f (x) dx = £f(x) dx- £f(x)dx = £ b f(x)dx 

• Les autres cas se démontrent de même. 

13.2.6 Nullité de l’intégrale d’une fonction continue 

Théorème 13.20 OOO Si l’intégrale d’une fonction continue positive est nulle alors cette fonction est nulle 

Soient [ a , b ] un segment et une fonction / : [ a , b ] — ► IR vérifiant 

Œ) la fonction / est continue sur le segment [ a , b ], 

( m ) elle est positive : Vx e \ a , b ] , /(x) 3= 0. 

lEj son intégrale est nulle : f (x) dx = 0. 

Alors la fonction est nulle : 
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Démonstration Par 1 ’ absurde, supposons que la fonction f n ’est pas nulle. Alors il existe ce [a, b] tel que / (c) / 0. Pour simplifier 
la rédaction, supposons que ce]a,b[ et f{c) > 0 (les autres casse traitent de la même façon). Posons e = fie) 12. Puisque la fonction 
f est continue au point c, on peut trouver un voisinage ]c-t],c+r|[ de c avec r| > 0 inclus dans [a, b] tel que Vx e ] c- r), c + r][, 
-e < / (x) - / (c) s; e c’est à dire Vx e ] c - q, c + r)[ / (x) S e. On a donc par la relation de Chasles, 


rb rC— T] rC+1 ) rb 

/ /(x) dx = / / (x) dx + / f (x) dx + I f(x)dx 

Ja Ja Jc-T] J c+t] 

rc+ n 

^ I / (x) dx car / 5 0 

J c - n 

rc+1) 

> I edx = 2r|e>0 
Jc-q 


ce qui est en contradiction avec la troisième hypothèse, f est donc nulle sur [a, b] . 


Remarque 13.5 

- La réciproque de cette propriété est clairement vraie : [Vx e [a, b] , f (x) = 0] => f (x) dx = 0. 

- Ce théorème est bien entendu faux si l’on ne suppose pas / ^ 0 sur [a, b] ou si la fonction / est uniquement continue 
par morceaux : une fonction nulle partout sauf en un point est d’intégrale nulle. 

13.2.7 Majorations fondamentales 



Figure 13.10 - Encadrement d’une intégrale 


Théorème 13.21 



Soient / une fonction réelle continue par morceaux sur le segment [a, b]. En appliquant la proposition 13.8, il existe 

des réels m et M tels que Vxe [a, b] , t 

n « / (x) « M. On a alors 



m(b- a) ^ J f (x) dx « M [b - a) 



Démonstration En appliquant la proposition 13.17, on obtient 


rb rb rb 

I mdx€ I /(x)dx^ 1 Mdx 


ce qui donne le résultat. 
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Théorème 13.22 W9 

Soit / une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] alors / est bornée sur [a, b] et 



;[ |/ (x) | cbc (b - a) sup |/| 

Ja [a, b] 


Démonstration Remarquons tout d’abord que comme f est continue par morceaux, utilisant les théorèmes d’opération sur les 
limites et les fonctions continues, il en est de même de |/| et donc |/| est intégrable sur [a, b]. De plus, on a - 1/| |/|. Par 

conséquent, d’après le théorème 13.17, 

ce qui donne le résultat. 


Théorème 13.23 Inégalité de la moyenne 

Soient / et g deux fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b] alors on a l’inégalité de la moyenne 

|( /gUsup|/|[ |g|| 

\J[a.b ] I la, b] Mb}' | I 


Démonstration Comme f est continue par morceaux sur le segment [a, b], appliquant la proposition 13.8, f est bornée sur 
[a, b] et il existe donc un réel M > 0 tel que sup[ a y s M. On a donc : Vx e [a, b] , \f(x)g(x)\ « M|g(x)| et donc, appliquant le 

théorème 13.17 et le théorème précédent, 

ILiH‘Li |/s| ‘Li m|s| ‘ m L] | s| 

Théorème 13.24 Inégalité de Cauchy-Schwarz 

Soient f et g des fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b] . On a l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 


if fgU J\— f\[\— g 

\ J[a,b\ I y J[a,b] y Jla.b] 


Démonstration Introduisons la fonction polynomiale P de la variable a définie par 

P =( f/ + «g) 2 = « 2 ( g 2 + 2a f f g+ [ f 

J la, b] J [a, b] J [a, b] J [a, b] 

Remarquons que comme Va e IR, (/ + ag) 2 S 0, P est positive ou nulle. 

• Si /[ a j,] g 2 = 0 alors P est une fonction affine. Vu qu’elle est positive ou nulle, il est nécessaire que le coefficient de son terme de 
degré 1 est nul, c’est à dire b j fg = 0. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est alors démontré dans ce cas particulier. 

• Sinon, P est un trinôme du second degré. Comme P s 0, ses deux racines sont ou confondues ou complexes. Par conséquent son 
discriminant réduit A est négatif ou nul 

HL/ e î~L/ 2 L/ 

On en déduit alors l’inégalité souhaitée. Dans le cas où f et g sont continues (et plus seulement continues par morceaux), 
remarquons qu’il y a égalité dans cette inégalité lorsque g = 0 ou alors lorsque le trinôme P possède une racine double. C’est à 

dire qu’il existe a e IR tel que / (/ + ag) 2 = 0. D’après le théorème 13.20 page 526, on doit avoir f+ag = 0, c’est à dire que 

J[a,b] 

les deux fonctions f et g sont proportionnelles. Réciproquement, si les deux fonctions sont proportionnelles, on vérifie qu’il y a 
égalité dans la majoration de Cauchy-Schwarz. 


Théorème 13.25 Inégalité de Minkowski 


Soient deux fonctions continues f et g sur le segment [a, b]. En notant ||/| 2 - \J Sa / 2 W dx, on a l’inégalité suivante 

|i/^L«i/i 3 Higi7H 
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Démonstration Développons et utilisons Cauchy-Schwarz 

‘L /2+2 /L7/ L/*L/ 

i'J ■!(</. /ii 2 ^'[SÜÏbé ) 

= (II/Il2 + Ilgll2) 2 

On en déduit l’inégalité souhaitée. Remarquons qu’il y a égalité dans cette majoration si et seulement si fg = / /g = 

^ J[a,b] | J[a,b] I 

f 2 \[J g 2 • D’une part, il y a égalité dans Cauchy-Schwarz donc les deux fonctions f et g sont proportionnelles et d’autre 


part, puisque f fg> 0, le coefficient de proportionnalité doit être positif ou nul. On vérifie facilement la réciproque. 

13.2.8 Valeur moyenne d’une fonction 


Définition 13.7 Valeur moyenne d’une fonction 

Soient [a, b] un segment et / une fonction continue par morceaux sur [a, b] 
de / sur le segment [a, b] la quantité 

1 r b 

b^L fMdx 

à valeurs réelles. On appelle valeur moyenne 

13.2.9 Invariance de l’intégrale par translation 

Proposition 13.26 Invariance de l’intégrale par translation 

Soient / une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b 
f [a + T, fc + T] — R . , j. 

< . Alors A est continue par morceaux sur 

1 * • /(x-T) 

] à valeurs réelles et T £ R. Soit /r : 
le segment [a + T, b+T] et 


rb+ T rb 

/ /r (x) dx- f M dx 

Ja+ T Ja 




Démonstration 

• Supposons que f est une fonction en escalier sur [a, b]. Soit r : a = xç, < X] < ... < x n = b une subdivision subordonnée à f. Il 

existe donc ci,...,c n eR tels que f\] Xi ,x i+l [ = c i- Posons tt : a + T - xq+T < x\ + T < ... < x n +T - b +T. tj est une subdivision 

subordonnée a f\. De plus : fT\] Xi +T,x i+ i+Tl = c i- Par conséquent : 

Le théorème est alors démontré pour les fonctions en escalier. 

• Supposons que f est une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. Par définition de 1 ’ intégrale , on a : 

f fr (x) dx = supj f cp | cp est en escalier sur [a + T , b + T] et (p S fy\ 

Ja + T l J[a+T,è+T] J 

= slip-J^” (p_T I ip est en escalier sur [a + T, b+T] et cp /rj 

= sup 1 cp | cp est en escalier sur [a, b] et (p S 

[Jla,b] ) 

rb 

= J /(X) dx 

13.3 Primitive et intégrale d’une fonction continue 

Dans toute cette section, I désigne un intervalle de IR non trivial. 
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Définition 13.8 Primitive 

Soit : I — M. On dit qu’une fonction F : I — M est une primitive de / sur l’intervalle I si et seulement si 
(3 la fonction F est dérivable sur I, 

sa dérivée est égale à / : Vx e I, F' (x) = / (x) 


Proposition 13.27 Deux primitives d’une même fonction diffèrent d’une constante 

Soit une fonction / : I — IR définie sur un intervalle I. Si F et G sont deux primitives de / sur I alors il existe c e IR tel 
que : G = F + c. 


Démonstration Comme F et G sont des primitives de f sur I, on a (G-F)' = /- / = 0. Par conséquent G- F est une fonction 
constante suri, c’est une conséquence du théorème des accroissements finis (12.13 page 478). Il existe donc ce R tel que G= F+c. 

I Remarque 13.6 Le fait que I est un intervalle est fondamental. Si par exemple I = [0, 1] U [2,3] la fonction G définie 
par G(x) = 0 sur [1,2], G(x) = 1 sur [2,3] est une primitive de la fonction / sur I. La fonction F nulle est également une 
primitive de / sur I et ces deux fonctions ne diffèrent pas d’une constante. 

Considérons une fonction / continue par morceaux sur un intervalle I et un point a El. Alors, pour tout réel x e I, le 
segment [ a,x ] est inclus dans l’intervalle I ce qui nous permet de définir la fonction suivante : 

f I — * U 

F: i * " /> ,dt 



Lemme 13.28 La fonction F est continue sur I 

Si la fonction / est continue par morceaux sur l’intervalle I, alors la fonction F est continue sur I. 


Démonstration Considérons un segment [a, b] inclus dans 1 ’ intervalle I. Comme la fonction f est continue par morceaux sur le 
segment [a, b], elle est bornée sur ce segment. Notons = sup |/(x)| . Soient ( x , y) e [a, b] 2 , avec x<y.En utilisant Chasles 


et la majoration classique 13.21 page 527, 


|F(J0-F(x)| 


f(t)dt- J f(t) df| = | J y fW dr| « j y \f(t)\dt^M [ab] \y-x\ 


Nous avons montré que la restriction de F au segment [a, b] était lipschitzienne, donc continue. La fonction F est donc continue en 
tout point de tout segment inclus dans I ce qui montre qu’elle est continue sur l’intervalle I. 

Le théorème suivant permet de relier calcul différentiel et calcul intégral. Les anglo-saxons lui ont donné le nom de 
« Fundamental Theorem of Calculus »que nous traduisons par : 
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Théorème 13.29 WW Théorème fondamental de l’analyse 


(m) Soit I un intervalle de IR. 

Soit / une fonction continue sur I. 
Soit a e I alors la fonction 



Démonstration Soit xo e I. Pour simplifier la preuve, supposons que xq n’est pas l’extrémité droite de l’intervalle I. Nous allons 
montrer que la fonction F est dérivable au point xq. Soit h > 0 tel que xo + hel. Puisque la fonction f est continue au point xo, 
lorsque h est petit, pour t e [xo.xo + h], fit) est proche de /(x g). Effectuons cette approximation : 

rx 0 +h nX 0 rx 0 +h rXo +h rXo+h 

F ixo+h) = J a f(t)dt = J^ f{t)dt+Jx fit) dr = F(x 0 )+ (/(x 0 )+ [/(f)-/(x 0 )]) df = F(x 0 )+h/(x 0 )+J^ [/(f)-/(x 0 )] df 

Nous avons fait apparaître un reste de notre approximation 

nXo+h 

R( h) = j x [fit)-fixo)]dt 

Soito 0. Puisque la fonction f est continue au point xo, il existe q>0 tel que Vf e [xo.xo + r|], l/(f)-/(xo)l ^ e. Soit h e]0, r|], 

I rXo+h I rXo+h 

|R( h)l = |J^ [/(f)-/(x 0 )] df|«J^ |/(f)-/(x 0 )| dt^eh 

Par conséquent, \R{h)\lh e. Nous avons montré que R(h)/h— — 0, donc que R (h) = o (h). La fonction F admet un développement 
limité à l’ordre 1 au point xq et d’après le théorème 12.1 page 471, elle est dérivable à droite au point xq avec F^(xo) = /(x o). On 
montre de la même façon (en prenant h < 0) que F est dérivable à gauche en xo avec Fg(xo) = /(xo). Puisque F' = / est continue 
par hypothèse, la fonction F est de classe Sé’ 1 sur l’intervalle I. 

Le théorème fondamental garantit l’existence de primitives d’une fonction continue sur un intervalle. 


Corollaire 13 

.30 Une fonction continue sur 

un intervalle possède une primitive 

K hi ] Soit I u 

n intervalle de IR. 


''(^112^) Soit / 1 

me fonction continue sur I 


alors | / possède i 

une primitive F sur 1 1 . 



Jusqu’à présent, nous avons construit de façon théorique l’intégrale d’une fonction continue par morceaux, mais nous 
sommes pour l’instant incapables de calculer la moindre intégrale ! Le théorème fondamental permet d’effectuer ce calcul 
si l’on connaît une primitive de notre fonction sur le segment [a, b] . 



Démonstration Comme la fonction f est continue sur l’intervalle I, elle admet comme primitive sur I la fonction F du théorème 
fondamental. Soit G une primitive quelconque de f sur I. Il existe c e R tel que G = F + c. Par conséquent 


rb 

J f(t)dt = F(b)-F(a) = [G (b) + c] - [G(a) + c] = G(fo) - G(a) 
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Théorème 13.32 OW Théorème fondamental (deuxième forme) 
Soit / une fonction de classe r to 1 sur un intervalle I de IR. Soit a e I. On a 


f(b)—f (a) = J 


Démonstration Comme f est de classe c é? 1 sur I, /' est continue et est donc bien intégrable sur tout segment [a, b] de I. De plus 
f est une primitive de f' sur I. Appliquant le résultat précédent, on a bien f'(t)dt = f(b) -fia). 

I Remarque 13.7 Pensez à utiliser cette formule lorsque vous avez une hypothèse sur /' et vous voulez obtenir une 
propriété sur la fonction /. 

Exemple 13.2 On note E = {/ e ( £ x i\a, b]) | fia) - 0}. Nous allons montrer qu’il existe une constante C S 0 telle que 
V/ e E, II/H 2 CH/ 7 1 | 2 (c’est l’inégalité de Poincaré). 

Nous voulons majorer une quantité faisant intervenir / (II/II 2 ) en fonction d’une quantité faisant intervenir /' ( Il Il 2 )- Il 
n’y a pas à hésiter sur l’outil à utiliser : c’est le théorème fondamental. 

Soit / e E. Puisque / est de classe 'ta 1 sur l’intervalle [a, b], d’après le théorème fondamental deuxième forme, pour 
xe [a, b], 

f(x)=f{a) + J f\t)dt = J f\t)dt 

Alors en utilisant Cauchy-Schwarz, 

/ 2 (x) = (/\x/'(î )d î) « J X l 2 dtJ X f , 2 (t)dt^(x-a)J b f , 2 (t)dt 

Avec la majoration classique 13.21 page 527, 

J f 2 it)dt<J f' z {t) dt J (x - a) dx = ^ ^ J f ,z (t)dt 

Il suffit de prendre C - ib - a) I V2. 

% Notation 13.3 
- On note [F (x)]£ s F(h) - F (a). 

-Si / est une fonction continue, la notation / / (x) dx est utilisée pour représenter une primitive quelconque de la fonction 
/. Avec les notations précédentes : 

J f(x)dx-J f{t)dt + C te 


Théorème 13.33 777 Dérivée d’une fonction définie par une intégrale 

(m) Soit une fonction / continue sur un intervalle I, 

(^H 2 ^) Soient u,v:]^l deux fonctions dérivables sur l’intervalle J. 

Alors la fonction 

( J — <• IR 

G J rvlx) 

x - fit)dt 

1 Ju(x) 

est dérivable sur l’intervalle J et 

VxeJ, | G'(x) = v'(x)f[v(x)] - u!{x)f[ujx)] \ 


Démonstration Soit un réel a e I et F la fonction du théorème fondamental. Il suffit de remarquer que pour xej, avec la relation 
de Chasles, 

rv{x) fliW 

G(x) = I - =F(v(x))-F(m(x)) 
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Puisque G = F o ^ - F o w et que la fonction F est dérivable sur I (théorème fondamental), que u et v sont dérivables sur J à valeurs 
dans I, d’après le théorème 12.5 page 473, la fonction G est dérivable sur] et Vx e J, G'(x) = F' (v(x)) x v'(x) -F' ( u(x )) x u' (x) d’où 
la formule du théorème puisque F' = /. 

Exemple 13.4 Étudions les variations de la fonction 


( ]l,+oo[ — » IR 

g'- \ f* 2 dr 

1 * Jx t 2 - 1 


La fonction g est définie et dérivable sur l’intervalle I =] 1, +oo[. Notons J =] 1, +oo[ et définissons les fonctions 



Les fonctions u, v sont dérivables de J vers I et la fonction / est continue sur l’intervalle I. D’après le théorème précédent, 
g est dérivable sur l’intervalle J et pour x g J, 


g'W = 2xf(x z )-f(x) = 


x 2 -2x- 1 
(x 2 -l)(x 2 + l) 


Le trinôme x 2 - 2x - 1 s’annule sur I en xo = 1 + \f2 et on en déduit que g est croissante sur ] 1, xol puis décroissante sur 
[x 0 ,+oo[. 


13.4 Calcul de primitives et d’intégrales 

13.4.1 Intégration par parties 


Proposition 13.34 Méthode d’intégration par parties 


Soit I un intervalle de IR. On suppose que : 

(m) u et u des fonctions de classe Sé’ 1 sur I. 
alors 



J u 1 (t) vit] dt= [u(f] v(t)]a~ J u(t)v'(t)dt 


V 




Démonstration Par opérations sur les fonctions de classe “y? 1 sur I, la fonction uv est de classe Sé’ 1 sur I. D’après le théorème 
fondamental deuxième forme, 

(uv)(b)-(uv)(d) = j (uv)'(t)dt = J [u 1 v) (t) + [uv') (t)dt = j [u'v)(t]dt + J ( uv’)(t)dt 

Remarque 13.8 Application au calcul de primitive. Dans un calcul de primitive, la formule d’intégration par parties 
s’écrit 

f u! (t) v(t) dt- u(t) v(t)- f u(t)v'{t)dt 


| Remarque 13.9 On consultera la partie C.6.8 page 1236 pour apprendre à utiliser cette technique. 


13.4.2 Changement de variables 

Proposition 13.35 Changement de variable 

Soient I un intervalle de IR et / : I — IR une application continue sur I. Soient (a, P) g IR 2 tel que a < P et cp : [a, P] — I de 
classe )o ] sur le segment [a, P] alors 



/(<pM 


<p' 


(m) du 
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Démonstration Comme f est continue sur I, elle possède une primitive F 


:t pour tout x 0 ,xi e I, on a f* 1 f(t) d t = 


r txij-r (xq). en particulier, comme qnuu.ipipj 1 1, on a j (p(Q) j ( tj ai = r - r rar ailleurs, r °ip est ue classe 

sur [a, P] comme composée d’applications de classes Sé’ 1 sur [a, P]. En appliquant le théorème fondamental deuxième forme, o 
obtient 

p<p(P) rP rP rP 

J ^ /(f) dr = F((p(p))-F(cp(a)) = J (Fo(p)'(n) du = J (p'(«)F'((p(w)) du = J ip' (u) f (ip (u)) du 

Plan 13.2 : | Changement de variable dans un calcul d’intégrale | 

( Vour calculer f(t) df/ j 

1 . On vérifie que cp : [a, P] — I est de classe ( -€ x sur le segment [a, P] et que (p (a) = a, tp (P) = b. 

2. Onposeh^ 

[dx-tp 1 {t)dt 

3. On écrit f {u) du - /„ dt 

(Ne pas oublier de transformer les bornes J 


I Exemple 13.5 

- Calculons I = fj Vl - t 2 dt en utilisant le changement de variable t 


- IJ 
■ I? 

- 1 : 


u du car cos est positif sur 0, - 


N’aurions-nous pas pu obtenir ce résultat sans calcul ? (Représenter la courbe d’équation y = v 1 - x 2 ...) 
- Calculons J = f ( \ n ^ — ~~zx en utilisânt le changement de variable u - e x (on a donc x — ln u). 


f làr* 


| Remarque 13.10 Pour calculer une intégrale du type f a f(x n ) — , effectuer le changement de variables y — x n . 

13.4.3 Changement de variable affine 

L’utilisation d’un changement de variable affine permet souvent sans calcul d’intégrale, de prouver des propriétés graphique- 
ment évidentes. 
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Démonstration 

• Avec le changement de variables j ^ ^ , on obtient f(t)dt = /j’/fM-T) du == fit) dt car f est T périodique. 

• Avec la relation de Chasles, f% +T fit) dt - f% fit) df + f£ +T fit) df + fit) dt. En appliquant l’égalité précédente, on 
obtient fit) dt + f (f) dt = 0 d’où le résultat. 

Dans le cas où la fonction f est continue sur IR, on peut retrouver ce résultat à l’aide du théorème fondamental. Considérons la 
fonction 

IR — ► K 

rX+T 

X " J fit) dt 

Elle est dérivable sur R et pour x e R, g'(x) = f(x + T) - /(x) = 0. La fonction est donc constante et on retrouve le résultat. 



Démonstration Par application de la relation de Chasles, on a f a a f (x) dx = f_ a f (x) dx + Jq f)x) dx Par le changement de 
variable j ” * , on obtient f° a f (x) dx = - /° / (- ü) du = [q f (- u) du 

• Supposons que f est paire. On a alors fg f (- u) du- fg f lu) du et donc f° a f (x) dx = 2 fg f (x) dx. 

• Supposons que f est impaire. On a alors fg f (- u) du = - fg f (u) du et donc f\ f (x) dx = 0. 

Remarque 13.11 Le changement de variable (p : j ^a’+(b a)t P ermet de transformer une intégrale sur 

le segment [a, b] en une intégrale sur le segment [0, 1] : 

J f(u)du-fb-a)J f{a+ib-a)f)ât 

13.4.4 Étude d’une fonction définie par une intégrale 

Nous allons résoudre l’exercice suivant, très typique des concours : 

Exercice 13.1 ■ W 

Soit f la fonction donnée par x — ► f 2x d t. 

1 . Montrer que f est définie sur IR* . 

2. Prouver que : 

VxelR*, e~ 2x ln2^f(x)^e~ x ln2 
Établir une inégalité analogue sur R* . 

3. En déduire que 1 ’on peut prolonger f par continuité en 0 et étudier le comportement de f à 1 ’ infini. On appelle 
encore f la fonction ainsi prolongée. 

4. Montrer que f est dérivable sur IR* et calculer sa dérivée. 

5. Étudier la dérivabilité de f en 0 et déterminer la position de son graphe par rapport à la tangente en ce point. 
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6. Étudier les variations de f et tracer son graphe. 


hit ion : 

) R* — -R 

e -f . Soit x e IR*, h est continue sur le segment [ x,2x ] et par conséquent admet une 
' * t 

intégrale sur ce segment. On en déduit que f est bien définie sur IR* . 

2. Soit x e IR* . La fonction t<-* e~ f est décroissante sur R* . Par conséquent : V t e [x, 2x\ , é~ 2x ^ e ~ f « e~ x et donc : 


ce qui s’écrit: 


ou encore : 
d’où il vient : 


On montre de même que si 


ç2x e -2x f2x e -t ç2x e -x 

L — J,t i T d ‘*L T dt 

r 2x e -t 

e~ 2x [ln t] 2x ^ I — dt*z e~ x \\nt] 2x 

e~ 2x ln2 ^ J ^-dt^e~ x ln2 


f e s 

~ d 


3. On a : lim e 2x \n2 - lime x ln2 = ln2. Utilisant les deux inégalités précédentes et appliquant le théorème des 

gendarmes, on en déduit que : / est donc prolongeable par continuité en 0. On a de plus : 

- ^lim e~ 2x ln2 = lim e _;c ln2 = 0, donc, toujours d’après le théorème des gendarmes, | ^lim / (x) = 0 |. 

- ^lim e~ x ln2 = +oo, donc, d’après le théorème des gendarmes, | ^lim / (x) = +oo |. 

4. La fonction h est continue sur R+ et admet donc une primitive H de classe c ié >1 sur IR* . On peut alors écrire, pour 
tout x e R* ; / (x) = H (2x1 - H (x) et on en déduit que f est de classe sur IR* comme différence et composée de 
fonctions de classes Sé’ 1 sur R* . De plus, si x e R* , on a : f (x) = 2H' (2x) - H' (x) = 2 h (2x) - h (x) donc : 


/'(*) = - 


On prouve de même que f est dérivable sur IR* et que si x e R* alors f (x) = - 

- si x e R* , on a : x « 2x => -2x«-x => e~ 2x ^e~ x => e~ 2x -e~ x ^0 ■ 

- si x e R* , on a : 2x « x => -x « -2x => e 2 x « e~ 2x =^> e~ 2x -e~ x >0 = 


. De plus : 

=^> /' (x) « 0. 
x 

« 0 => /' (x) « 0. 


5. Montrons maintenant que f est dérivable en 0 ; Soit t e R* . On a, par produit et quotient d'équivalents : 




t e - 1 


par conséquent f (?) - — — 1. Comme f est continue sur R, que f est dérivable sur R* et que f ( t ) - — ^ -1, on peut 
appliquer le théorème du prolongement dérivable 12.14, et affirmer que f est dérivable en 0. De plus :f (01 = — 1. 
Une équation de la tangente au graphe de f en 0 est donc : y = - x + ln 2. De plus : 

t + t — 1 


/ (x) - (-x + ln2) 


-f 


-d t 


et une étude rapide montre que t <->■ est positive si 0 et négative si t < 0. Par conséquent, si x > 0, 

f (x) - (-x + ln2) ^ 0 et la tangente au graphe de f est en dessous du graphe de f si x > 0. Si x < 0, on obtient le 
même résultat. 
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6. On en déduit les variations de f sur IR ainsi que son graphe : 


X 

-oo 0 +oo 

f'M 

- -1 - 

/« 

0 iü 

ln2^ 

0 



13.5 Formules de Taylor 

13.5.1 Formule de Taylor avec reste intégral 

Soit / une fonction de classe 'ta 1 sur un intervalle I et un réel a e I. Partons du théorème fondamental deuxième forme 
pour écrire pour x e I, 

f{x) = fia) + J f'(t)dt 


Si la fonction / est de classe sur I, on peut effectuer une intégration par parties 
u{x)=f'{t) u'{x) = f"[t) 

v'(x) - 1 v{x) = t 


u, v sont de classe Sf 1 


/(x) = /(a) + [f/ , (f)] fl -J tf"{t)dt = f(a) + xf'(x)- J tf"(t)dt 

On se rend compte qu’il est plus intéressant de considérer la primitive de 1 qui s’annule en x de telle façon à ne faire 
intervenir que les valeurs de f en a : 

[ u(x) = f'{t) u'(x) = f"(t) 

< u, u sont de classe Sé’ 1 

[ u'(x) = 1 u(x) = -(x - t) 

/(x)=/(a)+[-(x-t)/'(t)]* + J [x-t)f"(t)dt = f(à) + (x-a)f'(à)+ J ( x-t)f"(t)dt 

Si la fonction / est de classe c € n+1 , on peut effectuer n intégrations par parties successives pour trouver la formule 
suivante. 


Théorème 13.38 Formule de Taylor avec reste intégral 

Soit / une fonction de classe c ê n+l sur un intervalle I de IR. Si (a,x) e I 2 . Alors : 



/ W = Ê ^ (x- «>* + f M d» 

k=0 fc! J* nl 


- Le polynôme 

T„(x) = 

L ^ fc| (a) (x - a ) k = f («) + r a) fia) + ...+ (X ^ f n) (a) 

est appelé polynôme de Taylor de f de degré n. 

- La fonction définie sur I par 

R n (0/ x ^r^f Cn+1) Wdt 


est appelée reste intégral. 
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Démonstration C’est une simple récurrence. Pour n = 0, la formule est le théorème fondamental deuxième forme et pour passer 
de n à n+ 1, il suffit d’effectuer une intégration par partie de R„_i(x) en primitivant (x - t) n / ni en -{x- t) n+1 l{n+ 1)!. 


Remarque 13.12 Lorsque nous demandons à nos étudiants l’idée de la démonstration de la formule de Taylor intégrale, 
toute la classe s’exclame : «par récurrence» ! Une récurrence n’est pas une idée de démonstration, simplement une 
technique de rédaction. Ici, les idées sont : 

1 . Le théorème fondamental deuxième forme. 

2. Intégrer par parties en primitivant 1 pour que les primitives successives s’annulent en x. 

Les examinateurs de concours se plaignent chaque année des candidats qui sont incapables de retrouver cette formule 
sans se tromper. En cas de doute, faites le calcul de l’introduction en intégrant par parties le théorème fondamental, 

/(x) =/(«) + (x- a) /'(«) + J (x-a)f"{t)dt 

et à partir de là vous retrouvez sans problème la forme générale. 


Exemple 13.6 

- Formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction cosinus à l’ordre 2 en 0 

x 2 f x (x - t ) 2 

VxgIR, cosx=l- — +J — — — sin(f)df 

- Formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction exponentielle à l’ordre n, n e N, en 0 : 

VxgIR, exp x-\ + x+^— + ...+ ^— + f — — p—exp{t) dt 
2! n! J o n\ 


Remarque 13.13 Effectuant le changement de variable t - a + (x - a) u, on peut exprimer le reste intégral de la façon 
suivante 

R«(x) = j X {X ~J ] f n+1) {t)dt 

= f (x-a) n+1 — — —f (n+1) (a+(x-a)u)du 
J o n\ 

= (x-a) n+1 £ f n+v> (a+(x-à)u)du 


13.5.2 Inégalité de Taylor-Lagrange 


Théorème 13.39 Inégalité de Taylor-Lagrange 

Soit / une fonction de classe c tg n+l sur un intervalle I de IR et soit a g I. Si x g I, on peut, d’après le théorème précédent 
13.38, écrire / (x) sous la forme 

À - f + f 

= T n (x) +R« (x) 


On a alors 


lx- a \ n+1 

|/(x)-T„ (x) | = |R„ (x) | « ( rc +1) ; Mn+1 


où M„+i est un majorant de |/ l ” +1) | sur [a, x] (qui existe car / (n+1) est continue sur le segment [a,x\) 
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Démonstration Par application de la formule de Taylor avec reste intégral 13.38, on a, pour tout a, x e I, si a ^ x, 

|R*(x)i = 


La démonstration est similaire lorsque x « a (ne pas oublier d’inverser les bornes). 

Bio 12 1 Brook Taylor, né le 18 août 1685 à Edmonton en Angleterre et mort le 29 décembre 1731 à Londres | 

Mathématicien Anglais. Brook Taylor est issu d’une famille aisée. Il reçoit sa pre- 
mière éducation de précepteurs puis intègre l’université de Cambridge dont il ressort 
diplômé en 1709 après des études en mathématiques. C’est à John Machin, dont il fut 
l’élève, qu’il doit son entrée en 1712 à la Royal Society. Son premier travail concer- 
nait l’étude de la deuxième loi de Kepler sur le mouvement des planètes. Il devient 
secrétaire de la Royal Society en 1714 et participe au comité chargé de départager 
Newton et Leibnitz à propos de la paternité de l’invention du calcul infinitésimal. On 
mesurera l’impartialité de ce comité à l’admiration que Taylor portait à Newton ... 

Il publia deux livres de mathématiques la même année 1715 "Methodus incremen- 
torum directa and reversed"el "Linear Perspective" . On trouve dans le premier la 
formule qui porte son nom mais sans mention du reste et sans que ne soit abordé les 
problèmes de convergence. Bien que Taylor ait découvert cette formule de manière 
indépendante, d’autres mathématiciens l’avaient mise en évidence auparavant comme 
Grégory, Newton, Leibniz et Johann Bernouilli. L’importance de cette formule ne fut 
perçue que bien plus tard, en 1772 par Lagrange qui la promulgua comme principe de base du calcul différentiel. 
Dans ce même livre, Taylor découvre la formule d’intégration par parties et invente le calcul aux différences finies. 
La vie de Taylor ne fut pas heureuse. Son premier mariage, désapprouvé par son père, se termine par la mort de son 
épouse lors de sa grossesse et de l’enfant qu’elle portait. Son second mariage se termine de manière identique si ce 
n’est que le bébé survivra. Taylor, très ébranlé, ne survécut que deux ans à sa seconde femme. 

Ces différents problèmes, ajoutés à l’aridité de ces textes mathématiques, ont fait que le génie de Taylor n’a pas été 
perçu à sa juste valeur par ses contemporains. 



If^’H __ 

su P 

te[a,xV 'Ja n\ 


13.5.3 Formule de Taylor- Young 

Théorème 13.40 Formule de Taylor- Young 

Soient / une fonction de classe < € n sur un intervalle I de IR et a e I. Il existe une fonction e définie sur I telle que 
Vxel, /(x) = T„(x) + (x- a) n z(x) 


avec e (x) * 0. Autrement dit, 


n rlk) , a -, 

Vxel, /(x) = £ J — p^(x— a) fc + o ((x-a)"j 


Démonstration Supposons dans un premier temps que la fonction f est de classe c g n+1 
dans l’intervalle I contenant le point a, a e [a, fl]. La fonction f^ n+v> étant continue sur 
M= sup |/ (,1+1) (x)|. D’après la formule de Taylor-Lagrange, on majore alors 
*e[<x,PI 


et on a bien e(x) 


0. 


|R„(x)|€|x-a|' 


M|x-a| 
(« + !)! 


e(x) 


sur I. Considérons un segment inclus 
ce segment, elle est bornée. Notons 
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Dans le cas où la fonction f est uniquement de classe c € n , la démonstration est plus technique. Utilisons la formule de Taylor avec 
reste intégral à l’ordre n - 1 : 



Lorsque x est proche de a, pour t e [ a,x],f(t ) estprochede f (a). Mettons en évidence cette approximation : 



Il ne reste qu’à vérifier que 0(x) = o((jc — à) n ) au voisinage du point a. Soit e > 0. Puisque f fn ' 1 est continue au point a, il existe 
r| > 0 tel que pour t e I, \t- a\ < r| => \f{f) — f{a}\ ^ e. Soit x e I tel que \x- a\ « T). Puisque Vf e [ a,x ], |f- a\ « q, on majore 
l’intégrale (prenons x > a pour simplifier) 


On approxime ainsi, dans un voisinage de 0 la fonction sin par un polynôme de degré 5. Plus l’ordre utilisé est élevé, 
meilleure est l’approximation obtenue. On s’en convaincra en étudiant les graphes ci dessous. 


Multimédia : Tracé de sin, des polynômes de Taylor T„ en fonction de n et voir que 

l'approximation est locale en 0. 

13.5.4 Utilisation des trois formules de Taylor 

Il est important dans les exercices de savoir choisir son outil. Quand utiliser une formule de Taylor- Young ? Une inégalité 

de Taylor-Lagrange ? 

- La formule de Taylor- Young fournit une approximation locale d’une fonction / au voisinage d’un point a par un 
polynôme T n , le polynôme de Taylor. 

- L’inégalité de Taylor-Lagrange fournit une majoration globale du reste R„ de cette approximation sur un segment [a, x], 
même lorsque x est éloigné de a. 

- La formule de Taylor-intégrale est la plus précise et donne explicitement le reste R„ sous forme d’une intégrale. Les 
deux autres formules en sont une conséquence. En première année, on ne l’utilise pas beaucoup, mais elle est importante 
en deuxième année. 

I Exemple 13.8 Déterminer lim x ^o l cs équivalents usuels ne suffisent pas ici puisque sinx x et 

shx ~ o x et on ne peut pas sommer ces équivalents. Nous avons besoin du comportement local des fonctions sh et sin 



Nous avons donc montré que |0(x)/(x- a) n \ « e et donc que 0(x)/(x - a) n ► 0. 

Exemple 13.7 Cette formule, appliquée à l’ordre 5 en 0 pour la fonction sin permet d’écrire 


VxeR, sinx = x- 


x 3 - 5 

— + 
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au voisinage du point 0. Utilisons la formule de Taylor- Young à l’ordre 3. Les dérivées successives de ces fonctions en 
zéro sont simples à calculer et on obtient 

sh(x) = x + x 3 /3! + o (x 3 ) sin(x) = x - x 3 /3! + o (x 3 ) 

Ces formule sont des égalités et on peut les sommer pour trouver que 

sh(x) - sin(x) = x 3 / 3 + o(x 3 ) 

d’où [shCxl-sinlxll/x 3 = 1/3 + o(l) » 1/3. 

x^o 


Exemple 13.9 Soit une fonction / de classe ‘té 00 sur IR telle que 

V (x, h) g IR 2 , /(x+ù)/(x-ù) = (/(x)) 2 

Montrons qu’alors Vxe IR, /"(x)/(x) = (/'(x)) 2 . 

Écrivons la formule de Taylor- Young pour la fonction / entre x et x + 0. 

0 2 

/(x + 0) = /(x) + 0/'(x) + — /"(x) +0 2 e(0) (e(0) * 0) 

2 9— >o 

Si h ^ 0, en prenant 0 = h et 0 = - h, on trouve que 

r 7 j 2 1 r ^2 1 

/(x) 2 = f(x+h)flx-h) = /(x) + hf{x) + — /"(x) + h 2 e{h)\ /(x) - hf'{x) + y/"(x) + h 2 z(-h)\ 

En développant et en ordonnant par rapport aux puissances de h, on trouve que 

0-h 2 [—(/') 2 (x) + / (x) /" (x) ] + h 2 ip(h) 

avec u>(ù) * 0. En divisant par h 2 et en faisant tendre h vers 0, on obtient le résultat. L’idée était d’utiliser la relation 

h^o 

de l’énoncé en faisant tendre h vers 0, d’où l’utilisation de la formule de Taylor- Young. 


Exemple 13.10 Étudier la limite en 0 de la fonction définie par 

1 f 2x l-cosf , 


1 f 2x \-cost , 

:, ‘xL 


Il nous faut une approximation de la fonction définie par /(f) = cosf au voisinage de zéro. Utilisons une formule de 
Taylor à l’ordre 2. 

f 2 

cosf= 1- — + R 2 (f) 

On en tire que (l-cosf)// 2 = 1 /2 — R 2 ( r) / 1. Puisque R 2 (f) = cos t— 1+ t 2 l 2, la fonction R 2 est continue sur [x,2x] et on 
peut intégrer : 

=1/2 OU) 

Il nous faut traiter le reste 0(x) de notre approximation. Avec l’inégalité de Taylor-Lagrange, on sait que 

1 3 f 3 

|R 2 (/)I«- sup |/ t3) (n)|«- 
3! ue [o, t] b 


(puisque |/ t3) (t)l = |cos t\ « 1). Alors, 


Par conséquent, F(x) » 1/2. 


s - [ 2 *Ë^1 ^ J_ [ 2x t dt=- . 0 

XJx t 2 6 xJx 4 x^O 
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Exemple 13.11 Trouvons deux réels (a, b) £ IR 2 tels que 


«B= f 
J o 


(l + x 2 r'”dx = a+ 


Écrivons pour x £ [0,1], (1 + x 2 ) 1/n = e« ln(l+ * 2) . Lorsque n devient grand, le terme dans l’exponentielle tend vers 0 
à x fixé. On pourrait utiliser une formule de Taylor- Young pour l’exponentielle, mais le reste s’écrirait à l’aide d’une 
fonction e qui dépendrait à la fois de x et de n sur laquelle nous n’avons pas d’information suffisante pour l’intégrer. 
Utilisons plutôt l’inégalité de Taylor-Lagrange pour l’exponentielle à l’ordre 1 entre 0 et X : 

x2 

= l+X + Ri(X) avec |Ri(X)| s* — sup e l — e* 

2 fe[0,X] 2 


On en tire que 


u n =J dx + — J ln(l + x 2 ) dx + J Ri | — ln(l + x 2 )| dx 


On calcule b par parties 

f 1 , ri x 2 r 1 dx 

b = ] 0 ln(l^Vx=[xln(l + x 2 )] 0 -2j o — d x = ln2-2 + j Q — = 

et il nous reste à majorer grossièrement le reste. 

s j_ <- ■-*, i d „ j_ r'^2 e „ . c 

n 2 J o 2 n 2 J o 2 n 2 


Exemple 13.12 Soit une fonction / de classe Sé’ 00 sur IR. On suppose qu’il existe deux constantes C,k>0 telles que 

1. Vue N, / (n) (0) = 0, 

2. Vx £ IR, Vu e N, |/ ln) (x)|«C k n n\. 

Montrons que / est la fonction nulle. 

- Nous pouvons écrire une formule de Taylor à tout ordre n : /(x) = R„(x). Notre hypothèse permet de majorer \f n+1 1, 
utilisons donc l’inégalité de Taylor-Lagrange : 


l/(x)| = |R„(x)|«-^— sup |/ (n+1) (f)|«C|xfcr +1 

(«+ lj! K[0,X] 

- Si x £] - 1 Ik, 1 lk[, en notant K = |xfc|, |K| < 1 et Mn £ N, |/(x)| « CK” * 0. On en déduit que / est nulle sur 

l’intervalle ] - 1 Ik, 1 lk[. 

- Considérons la fonction translatée, définie sur IR par g(x) = /(x - llk). Puisque / ainsi que toutes ses dérivées s’an- 
nulent en 1/k, pour tout n, / w ( 0) = 0 et comme g (n) (x) = f [n) (x- llk), la fonction g vérifie les mêmes hypothèses 
que /. Elle est nulle sur ] - 1/ fc, 1/ A:[ ce qui montre que / est nulle sur ] - l/fc,2/fc[. On recommence avec d’autres 
translatées pour prouver que / est nulle sur IR en entier. 


13.6 Méthode des rectangles, Sommes de Riemann 


Théorème 13.41 Méthode des rectangles 


Soit une fonction / de classe c é' 1 sur le segment [a, b]. On effectue une subdivision du segment [a, b] de pas constant 
h -{b- a) In. On pose pour un entier k £ [0, n], Xk = a + k = a + kh. Posons pour un entier ne N, 

n k = 0 


On obtient une majoration de l’erreur commise en approximant l’intégrale I de la fonction / sur [a, b] par R„ : 
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où Mi = ll/'lloo = sup (la fonction /' étant continue sur un segment, elle est bornée). 

xc la, b] 



Démonstration Commençons par estimer l’erreur sur un petit segment [x k ,x k+ \ I : 

e B ,fc=| f x /W d t-^p/(Xjfc)| = |£ *" [/W~/C*jfcl] df|<£ |/(t)-/(x fc )| dr 

Puisque la fonction f est de classe c ê 1 , on peut utiliser le théorème fondamental deuxième forme. Pour t e [x k ,x k+ i], 
tjft#-/(x fc )i = |£ /'rodt|s£ i/ r »)idf«Mi(t-x fc ) 

En intégrant cette inégalité, on trouve que 

On en déduit une majoration de l’erreur globale en sommant ces erreurs e n k 

H-Rnl = |z f k+1 [fW-f(.x k )]\^ X f k+1 \f(t)-f(.x k )\= (fo 9 g) 

|jfc=0 J *fc | ïc—tr x k k = 0 


Dans le cas du segment [0, 1], on obtient le résultat suivant, intéressant pour étudier certaines suites. 
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Démonstration 

- Si la fonction est de classe c é’ 1 , le théorème précédent donne le résultat. 

- Supposons que la fonction f est uniquement continue. On remarque que R« représente l’intégrale de la fonction en escalier 
q> n définie par Vx e [kln, [k + 1)1 ni, (p n (x) = flklri) et (p(l) = fil). Le terme T n représente l’intégrale d’une autre fonction en 
escalier \f/ n définie par\p n (x) = {k+l)ln lorsque je [kln, [k+ 1 )ln[ et\|/ n ( 1) = /( 1). 

- Montrons que II/- ipnlloo — — » 0. Soit e > 0. Puisque la fonction f est continue sur le segment [0, 1], elle est uniformément 

continue (théorème de Heine). Il existe donc r| > 0 tel que V (x, y) e [0, l] 2 , |x-y| s r| => \f(x)-f(y)\ s e. Posons N = E(l/r|)+l. 
Alors pour n 3 N, si x e [0,1[, il existe k e [[0, n- 1]] tel que kl x < (k +1)1 ri et alors \f(x) - q> n (x)\ = \f(x) - f(kl n)\ e 
puisque \x-k/n\<l/n^î). De même, on montre que ll/-\|/nlloo - — » 0. 

- Alors, |I-R n | = |J" [f{t)-q> n lt)] dt| ^ J \ fit) -q> n lt)\ At « ll/-cpnlloo ~ — * 0. La même majoration montre que |I- 

t,,i TTÏ^°- ° 

Retnarque 13.14 Plus généralement, si / est une fonction continue sur le segment [a, b], et si 


[b -à) " 1 

u n = L /Kfc) 


où les points Çfc sont dans l’intervalle [a + kh,a+ (k + 1 )h], avec h = — — — , on a 


u n-^^f a fix) dx 


On se sert en pratique uniquement des sommes de Riemann du théorème précédent pour une fonction / continue sur le 
segment [0, 1] pour étudier la limite de certaines suites. 

Plan 13.3 : | Pour étudier la limite d’une suite (u n ) faisant intervenir une somme et le groupement kl n | 

1 n - 1 

Essayer d’écrire u n sous la forme u n = — Y f(kl n ) et utiliser les sommes de Riemann. 


\J n 2 + p 2 

Exemple 13.13 Considérons la suite de terme général u n -Y.p- On - 1 . On peut faire apparaître le groupe- 

ment pin dans u n en factorisant par n 2 dans la racine : 

\ n - 1 ! i n - 1 

u n = “ L V 1 + (P/W)2 = " L f(P /n ) 


où la fonction / : 


V 1 + x 2 


est continue sur le segment [0,1]. D’après le théorème précédent. 


u„ » I- v^l + x 2 dx. Le plus rapide pour calculer cette intégrale consiste à intégrer par parties. 

n^+oo J g 

1= \x\/l +x2 ]q-/ q 1 ^ + 2 1 + ~ 1 1 d* = ^-T+ [argshfxl]^ 
d’où l’on tire I =a/2I2 + ln(^2 + 1)12. 

2n-l i 

Exemple 13.14 Considérons la suite de terme général u n = ^ - — — . Avec le changement d’indice k = p-n, 


U " lh n 2(.k+ri) + 1 2n 1 + (1 


fc = 0 2 ik+n) 

On n’obtient pas exactement une somme de Riemann, mais cela y ressemble fort ! Lorsque n est grand, on se dit que le 
terme l/(2n) devient négligeable. Encadrons u n par deux sommes de Riemann : 


1 " 1 t; 1 1 l 'L/ 1 

= -T = Y «2 Un^-Y = 

n^l + pln fcf 0 l + (k+l)ln nfcf Q l + kln 


f 1 dx 

Les deux suites (a n ) et lf> n ) sont des sommes de Riemann qui convergent vers la même limite, I = J = ln(2). 

J o x + 1 


D’après le théorème des gendarmes, on en déduit que u n - 
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En résumé 

Ce chapitre doit être bien maîtrisé et il sera important de faire un maximum d’exercices pour assimiler les différentes 
techniques nouvellement introduites. Plus particulièrement : 

fjgi vous devez être à l’aise avec le calcul de primitives. Vous pourrez consulter les sections 

- C.6.3 page 1229 pour apprendre à calculer les primitives des fractions rationnelles 

- C.6.4 page 1230 pour apprendre à utiliser les règles de Bioche (qui permettent de calculer des primitives 
de la forme /F(cosx,sinx) dx) 

- C.6.5 page 1233 pour les primitives de la forme J F(shx,chx) dx 

- C.6.6 page 1233 pour les primitives de fonctions contenant des racines 

f a dx 

- C.6.7 page 1235 pour les primitives de la forme J /(x ) — 

- et enfin C.6.8 page 1236 pour bien comprendre le cadre d’utilisation de l’intégration par parties. 

Les majorations fondamentales du paragraphe 13.2.7 page 527 seront d’un usage constant aussi il faudra s’en- 
traîner à les utiliser. Les exercices des sections 13.7.9 page 566, 13.7. 10 page 569 et 13.7. 12 page 580 constitueront 
un excellent terrain d’entraînement. 

Il faudra avoir bien compris le pourquoi des formules et inégalité de Taylor et savoir utiliser, pour un problème 
« global », la formule de Taylor avec reste intégrale et pour un problème « local », la formule de Taylor- Young. 
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13.7 Exercices 


13.7.1 Calcul de primitives 


Exercice 13.2 <2 

Déterminer les primitives suivantes : 


L f 

4. /cosxsinxdx 

2 - f^àw dx 

5. /-î— dx 
xlnx 

3. f \/l-xdx 

6. fxVT+x^dx 



. . f — - — u a+1 +C si ae RW- 11 

Solution : On utilise à chaque fois, là où elle est valide, la formule : / ü ur — < a + 1 


[ln|w| + C sia = -l 

1. f ^|pdx= ilnCl + x 3 ) +C te sur] -l,+oo[ 

4. /cosxsinxdx= |sin 2 x + C fe surR. 

2. /^r^dxl 5- + C te sur R \ {-1/2} 

J ex+1? 4(2x+ l) 2 

5. f — ^ — dx = ln|lnx| + C te surR*\{l}. 
xlnx 

3. /v / ï T 3cdx=— ^(1 — x)2 +C te sur] -oo,l]. 

6. fxVï+ï?dx=~(l + x?)2+C te surR. 


Exercice 13.3 ■ Z> 

Déterminer les primitives suivantes : 


1. J tanxdx 

2. fjf-; dx 

3. f'™ dx 

J X 


4. fxe^dx 


5- I 


sin2x 

1 + COS 2 X 


dx 


6. f thxdx 


Solution : 

1. /tanxdx= -ln|cosx| +C te surR\ jZ. 

„ r X 2 , , 1 + X 2 , 1 

' = f îT^ dx ~ f îT^ dx = x ~ 

arctanx + C te sur R. 

3. / dx = i (lnx) 2 + C te sur R* . 


4. f xe * 2 d t - \e* 2 +C te sur R. 

_ . sin2x , „ 2sinxcosx , , , 9 , 

5. / dx — / t — dx = -lnll + cos 2 x) 

J 1 + cos 2 x J 1 + cos 2 x ’ 

C te sur R. 


Exercice 13.4 <2 ! 

Déterminer les primitives suivantes : 

l f ^ dx 4. f cosxsin 3 xdx 

x(lnx) 4 

2. / — \—dx 5 • / I7ÿ dx 

COS^X 


3. f dx 

J thx 

«• 

Solution : 


1. f — jdx- _^ nx ^ — +C fe sur R* \{1}. 

. r . q . sin 4 x 

4. / cosxsur xdx = + C e sur R. 

J x(lnx) 4 3 

4 

2. f — dx = tanx + C fe sur R \ §Z. 

cos 2 x 2 

„ v ln(l + x 2 ) . 

5. / g dx — — h C sur R. 

3. /— !— dx = /^^dx = ln|shx|+C fe surR*. 
J thx J shx 

6. / dx = y-^ + C fe sur R \ {!}. 
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Exercice 13.5 ■ V 

Déterminer les primitives suivantes : 


L f Sin * dx 4 ■ /tan 2 xdx 

J 1 + C0S 2 X 

2. f — - — dx 5 -fTT7 dx 

J l + e x 

3 ■ f 7i=? dx 6 - / (2x— l) 2 (x+ 1) dx 


Solution : 


, r sinx , 

1. / dx= -arctancosx + C ie surIR. 

J 1 4- COS 2 X 

4. / tan 2 xdx = tanx-x + C fe sur IR\ |Z. 

2. / t— — r dx I f^dx-f-^-dx = x + 
J l + e x J l + e x J l + e x 

ln(l + e x ) + C te sur R. 

5. f d f = i arctanx 2 + C re sur IR. 

J l+x 4 2 

3. f dx = vTTx 2 +C te sur IR. 

6. / (2x- l) 2 (x+ 1) dx = x 4 - ^x 2 + x + C fe sur IR. 


13.7.2 Calcul d’intégrales 

Exercice 13.6 ■ 

Calculer les intégrales suivantes : 


1. / 0 2n cos 2 xdx 

2. /o 1 — i=dx 

Vl-x 2 


3. /f 




4 - f °ï7^ dx 

5. /g 2 ^^2 dx 

6. fit? — dx 
Jl+e x — 1 



13.7.3 Linéarisation 

Exercice 13.7 H 1 ? 1 

Déterminer les primitives suivantes : 

1. f sin 2 xdx 

2. / cos 4 xdx 

3. / sh 5 xdx 


4. / cos 2 xsin2xdx 

5. / ch 2 xsh 2 xdx 

6. f shxchxdx. 


Solution : On utilise le procédé de linéarisation des expressions trigonométriques B. 3. 2 page 1165 et on obtient, pour 
tout x e IR : 
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3. sh 5 x = — sh5x sh3x+-shxet [ sh 5 xdx = — ch5x ch3x+ - chx + C fe On peut aussi remarquer que 

16 16 8 J 80 48 8 

sh 5 x = shx(ch 2 - 1 ) 2 et que fsh 5 xdx = ± (ch 2 - 1) 3 + C. 

4. cos 2 xsin2x= ^ sin4x+ ^ sin2x et f cos 2 xsin2xdx= -^cos4x- ^cos2x + C te . On peut aussi remarquer que 
cos 2 xsin2x = 2 sinx cos 3 x et donc f cos 2 xsin2xdx= — cos 4 x + C. 

j 9 


6. Inutile de linéariser... f shxchxdx=- 


13.7.4 Intégration par parties 

Exercice 13.8 ■ V 

Déterminer les intégrales suivantes : 

1. ff lnxdx 

2. fg arctanxdx 

3. fg e x cosxdx 


4. fo{x+2)e x dx 

5. / 0 ? xsin 3 xdx 

6. /J 1 (x - 1) cos xdx 


Solution : On vérifie que les fonctions considérées sont bien de classe ( é ,< sur les intervalles considérés et on effectue 
des intégrations par parties, on trouve : 

1. lnx = lnxx 1, on trouve ff lnxdx = [xlnxj^ - ff dx = [T]. 

2. arctanx = 1 x arctanx. On a alors : f] arc tan xdx = [x arc tan x]J — /J dx Mais fg dx= [|ln|l + x 2 1 ] ^ = 

|ln2 .Donc fg arctanxdx 


3. On effectue deux intégrations par parties successives et on retrouve l’intégrale de départ : Notant I = 
fg e x cosxdx, on a : I = [e*cosxJ J + fg e*sinxdx = [e*cosxJ J + [e*sinxj J - fg e x cosxdx = -1 + e2 - 1. 


4. fg (x + 2) e x dx = [(x + 2)e*]^-/ n Vdx = [2TT| 


5. Comme sin 3 x = 
— xcos3xl 


3sinx-sin3x 


on a : /"sin 3 xdx = — cosxh cos3x et fn^xsû^xdx = f — xcosx + 

j av? JU La 


^ - fg 2 (--COSX+ — cos3x] dx = - f-- sinx+ — sin3xl 2 = [^1 
o [ 4 12 ) 4 36 Jo | 9 | 

6. fg (x - 1) cosxdx = | (x - 1) sin x ] q — ff sin xdx = [cos xJ q = | -2 | 


Exercice 13.9 

Déterminer les primitives suivantes après avoir déterminé sur quel intervalle elles sont définies : 


1. f lnxdx 

2. f arcsinxdx 

3. f x arctanxdx 


4. /(x+ l)shxdx 

5. f argsh (3x) dx 

6. /ln(l + x 2 )dx 


Solution : On vérifie que les fonctions considérées sont bien de classe 'to 1 sur les intervalles I considérés et on effectue 
des intégrations par parties, on trouve : 

1. Sur I = R* : /lnxdx = xlnx - f ldx = xlnx-x + C te 

2. Surl=[-l,l] : f arcsinxdx = xarcsinx -/ ^ ^ dx- xarcsinx+\/l -r 2 + C. te 
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] ( ^2 \ x 2 (1 + x 2 1 I 

3. Sur I = R : f x arctanxdx = - x 2 arctanx-f ~àx\. Mais f ~dx = f\ 5 - 7 dx 1 

J 2 V 1 + x 2 J J 1 + x 2 J U + x 2 l + x 2 j 

arctan(x) + C fe donc : f xarctanxdx = - (x 2 arctan x - x + arctan (x) ) + C te = - ((x 2 + l)arctanx-x) +C te 


4. Suri- IR : / (x+ l)shxdx = (x+ l)chx- / chxdx= (x+ l)chx-shx + C fe 


5. Sur I = IR : / argsh (3x) dx = xargsh (3x) - / 


l + 9x 2 
2 x 2 


dx = x argsh (3x) — 


Vl + 9x 2 


6. Sur I = U : f ln (l + x 2 ) dx = xln (l + x 2 ) - f dx = xln (l + x 2 ) - 2x - 2 arctan x + C' 


Exercice 13.10 ■ Ç 1 I 

Déterminer les primitives suivantes après avoir déterminé sur quel intervalle elles sont définies : 


1. fx ch 2 xdx 

2. f xln(x+ 1 ) dx 

3. f argthxdx. 


4. / chxcosxdx 

5. f — dx 

COS 2 X 

6. f xln 2 xdx 


Solution : On vérifie que les fonctions considérées sont bien de classe r io ] sur les intervalles I considérés et on effectue 
des intégrations par parties, on trouve : 


„ „ „ „ „ , ch 2 x + 1 . o , x sh 2 x .. . , 9 , x 2 xsh 2 x 

1. Sur I = IR : Comme ch x = , / ch xdx = - + + C et / xch xdx = — H 

2 J 2 4 J 2 4 

.fx sh 2 xi , x 2 xsh 2 x x 2 ch 2 x .. x 2 xsh 2 x ch 2 x t . 

) d *=y + — -T-— +c =T + — +c " 

1 ( X^“ \ 1 f \ 

2. Suri = ]-l,+oo[ : / xln(x+ 1) dx = - lx 2 ln(x+ 1) - / — - dxl = - lx 2 ln(x+ 1) - — + x-ln(x + 1) I +C te . 


3. Surl = ]-l,l[ : / argthxdx = xargth x- f j dx = xargthx+ -ln(l -x 2 ) +C te 


4. Sur I = IR : ou effectue deux intégrations par parties successives : f chxcosxdx = cosxshx + / shxsinxdx = 
cosxshx + sinxchx-/cosxchxdx. On en déduit que : / cos xch xdx = - (cosxshx + sinxchx) + C te 

5. Surl = l-f ,%\ : f — dx=xtanx- f tanxdx = xtanx + ln|cosx| +C te 

1 2 2L COS 2 X 

6. Surl-Rl : on effectue deux intégrations par parties successives :f xln 2 xdx= -x 2 ln 2 x-/ xlnxdx= -x 2 ln 2 x- 

-x 2 lnx+ - f xdx = — (x 2 In 2 x-x 2 lnx+ — ) +C te 

2 2 J 2\ 2} 


Exercice 13.11 I 

Calculer I = / 0 H/ 2 1 2 sin 2 (t) d t. 


Solution : Pour tout te R, sin 2 t - 1 c ° s(2t) . Donc I = ^ - 1 / 0 H/2 t 2 cos(2f)df. Pour calculer / 0 H/2 f 2 cos(2f)df, ou 
effectue deux intégrations par parties successives, les fonctions considérées étant bien de classe c é? 1 sur [ 0 , x/ 2 ] : 


f • 2c ° si2ni ' = mr-f 


r tCOS(2t) 1 n/2 1 


tsin( 2 f) df 

- 171/2 1 r *' 2 

cos( 2 t) df 

JO 2 Jo 


donc 
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Exercice 13.12 ■ I 

Soit une fonction f de classe c é 2 sur le segment [a, b]. Montrer que 

J nx)dx =^ [m + m ] + 1 -f {x-a)(x-b)f"{x)dx 
Solution : On effectue deux intégrations par parties successives à partir de la seconde intégrale : 

J (x-a)(x-b]f"(x)dx = [(x-a)(x-fc)/'(x)]*- J (2x- (a + fc))/'(x) dx 

=o 

= -[(2x-(a + fc))/(x)]^+2j /(x) dx 

rb 

= -( b-à)[f(à)+f(b))+2J /(x) dx 

et on trouve la formule proposée. 


Exercice 13.13 ■ I 

On définit la suite de terme général 


hl =f l dx 

J 0 (1 + x 2 )" 


Soit n e N . Trouver une relation de récurrence simple entre I„ et l n+ i puis calculer Ii et h. 



Exercice 13.14 W I 

1 . Soit « e N* . Trouver une relation entre f , -, 1 dx et f , 1 .,,i dx. 

J Or+i) J (x 2 +l) B 

2. En déduire : f — j dx et f — — j dx. 

J ( * 2 +l ) 2 J (x 2 +l ) 3 

Solution : 

1 . On effectue une intégration par parties : 

f ~T—ï dx = 

J (x 2 + l) 


et on en déduit que 

f — -dx = — ((2/1-1) f — 1 -dx +- — ) . 

J (x 2 +i) n+1 2 n\ J (^+ 1 )" (x 2 + l Y J 

2. Il s’ensuit que que I2 = l/2(arctanx + xl (x 2 + l) 2 ) + C te car Ii — arctanx + C te . On en tire finalement que I3 = 
1/4(3 arctanx + 3x/(x 2 + 1) 2 + x/(x 2 + 1) 3 . 


— — -77+ / —7 dx 

(x 2 + l) J (x 2 +i) n+1 

x r x 2 +i-i 

— T7T+2n — — —r dx 

(x 2 + l) J (x 2 *!) 

- — ^—7+2 n f — -dx-2rc f î— - 7 dx 

(x 2 +l) J (x*+l) J (x 2 +l ) n+1 


Exercice 13.15 ■ W ■ 

Calculer pour un entier n e N, l’intégrale 
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Solution : Soit 1, en intégrant par parties (dériver x 11 ), on trouve que 

I. = \--x" ti-^1 1 + f 1 ÎV-' (1 - rf' 2 *>™dx = %(h-, -U 

L 3 Jo Jo 3 3 Jo 3 

d’où la relation de récurrence : 

i 2 n [2n){2n-2)...2 

n 2n + 3 lfl ~ 1 (2n+3)(2n+ 1) . . . 5 10 

2 

et puisque Iq = -, on obtient finalement 

~ 2 2n+2 n\(n+lV. 

n (2u + 3)! 


Exercice 13.16 1W 

Pour un entier ne N, on pose 


( n/2 sin nx , 

In = / — d 

Jo sinx 


1 . Justifier que pour tout entier n> 0,1 ’ intégrale \ n existe. 

2. Calculer pour n^2, \ n -l n - 2 , lo et Ii. 

3. En déduire la valeur de I„ pour tout entier n. 


par opérations sur les fonctions continues. De plus, par équivalents usuels sinnx/sinx ~ Q n - Donc f (x) - 

On prolonge alors f par continuité en 0 en posant f (0) = n. La fonction ainsi prolongée est continue sur [0,ti/2] 
et V intégrale l n existe. 

2. Soit n2s 2. On utilise la formule valable pour tout p,qeU : sin p - sin q = 2 cos ^ ^ — sin — ^ 4 . Elle livre : 

sin ((« - 1) x) ] n/2 _ 2 sin (( n - 1) ji/2) 


f nl2 r sin((u-l)x)in/2 2 

In-ln-2 = J 2cos((w-l)x)dJC = [2 ] 0 = “ 


2sin((u- 1) ji/2) 


Par ailleurs Iq = 0 et Ii = ji/2. 


3. On utilise les résultats de la question précédente. Si n — 2p où p e N* alors 


3 5 7 

Si n-2p+ \ avec p g N* alors | l n - tt/2 | . 


2p— 1 ) 


2 L 1 


13.7.5 Fractions rationnelles 

cette section sera complétée à l’occasion du chapitre sur les fractions rationnelles. 
Exercice 13.17 
Calculer : 


L Êw=ÿ dx 

4 - L (x 2 + 1) (x-2) dX 

2 - /2 3 ^77 dx 

5 ’ /O (x 2 +2x+5) (x+ 2) dX 

3 - /o ^+ 4 ~ x -5 dX 

/O (x 2 +x+l)(x+l) d ''" 


7 J'h 

«. jsr‘j 

fl 77. 


Solution : 

!■ = ~r + 3TT donc /2 3 IiFü) dx= [-ln|x|+ln|x-l|] 3 =ln(§) 
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2. / 2 3 ÿ^jdx = | / 2 3 3^7 dx + jf 7 pj-dx = | [31n|x- l|+ln|x+l |] 2 = | (3ln2 + ln4-ln3) 

3 ' foxéïh dx = fo (fîè) d ^ = /o 1 !- [x- 4l nU+ 5 l]^ = 1 - 41 n 6 + 4iii 5 . 

4 - fo [x * + X i)l-2) dx = l/o 2 I=2 djc - = [l ln ^- 2 l]o - l/o 2 S dx = IM!) - f/o 2 ÿ7I 

5 /o 2 I277 dx = | ln(§) + [-^ ln |x 2 + 1 1 - i arctanx] 3 = § ln(|) - ^ ln(|) - ± arctan(±) 

1 A Rr-t-T 

5. On écrit la décomposition a priori - 


(x + 2) (x 2 + 2x + 5) x-2 x 2 + 2x + 5 

En multipliant les deux membres par x + 2 et en faisant x - -2 on trouve A = 


1 


1 


4-4 + 5 5' 

En multipliant les deux membres par x 2 + 2x + 5 et en faisant x = - 1 + 2 i on trouve B (- 1 + 2 i) + C = - 
- — — . D’où B = -- et C = 0. 


r 1 dx 1 r 1 dx 1 r 1 c 

J 0 (x + 2)(x 2 +2x + 5) 5Jo x + 2 5Jo x 2 + 


2x + 5 

p ^ [21n(x + 2) - ln(x 2 + 2x + 5)] J 
= — (2ln3-2ln2-ln8 + ln5) 

-'Lm. 


6. On écrit la décomposition a priori - 


(x + 1) (x 2 + X + 1) X + 1 x 2 + x+l’ 

En multipliant les deux membres par x + 1 et en faisant x = - 1 on trouve A - - 


-1 


- = -l. 


1-1+1 2 

En multipliant les deux membres par x 2 + x+1 et en faisant x = j on trouve Bj +C = . 3 i = f 
D’où B = 1 et C = 1. 


"j' + l (7 + 1)0 2 + 1) _ 


T 2 xdx _ r 2 dx + 1 r 2 2 x+l d 1 r 2 dx 
Jo (x+l)(x 2 + x+l) J 0 X +1 2J0 X 2 + X+l 2J0 x 2 + x+l 

= f-ln(x+l) + -ln(x 2 + x+l)l + - f r-r - 

l 2 lo 2Jo (x+^) 2 + 

, 1, 1 4 r 2 dx 

— — ln 3 H — ln 7 H — x - I — — 

2 2 3J0 (^) 2 +i 


On pose u - 2^±1, du - , 

^ a/3 


14 r 2 dx \/3 du 

2 X 3j 0 (2i±i) 2 +l Jj= u 2 + 1 

= T( arctan (^)- arctan (^)) 


1 + f 

V3 
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Donc arctanj^j - arctan | j = arctan |-^j + kn. D’après la propriété des accroissements Unis, arctan - 

arctan M^-7I’ 

donc jarctan^j -arctan^j - arctan |-^j| =S -^= + c jt d’où k-0 et 


t 


v/3 


f 0 (x + l)(x 2 + x+l) 


= -ln3+ -ln7H arctan — 


frf) 


f 1 — = f 1 

J 0 (x 2 +x+l) 2 J 0 


(u+i) 2 +l ) 2 

_ 16 r 1 dx 

~ ~9~ Jo J 


(«^> z+1 ) 

16 \/3 r~ /f du 

- ~9 * T" J 1 (m 2 + 1) 2 


En posant u = tamp, dtp - - 


r 1 dx sV3 r ctan {v3 2 J 

Jo Ï^TTÏ = —L t jn cos V* 


4^3 [ 1 l arctan 7S 

= tp+ ? sin2(p m 
9 l J ™(^) 

4^3 f (3) ( 1 11 

= — (arcttny-^-j) 

+ (sta (zarctanji)) - sln ( 2 arcta„ (^)) 


x-2 x-1 (jc — 2) (jc — 1) ‘ 


En élevant au carré, 


(x 2 -3x + 2) 2 (x-2) 2 (x-1) 2 (x-2)(x- 1) (x-2) 2 (x-1) 2 


p 1 dx T 1 1 1 _1 

/ — s v — ln(2-x)+ln(l-x) 

Jo (x 2 -3x + 2) 2 [ x-2 x-1 J 0 


= — + — +ln2- — - 1 + ln2 
3 2 2 


9. Le lecteur vérifiera que 

(x-l)dx 


r (x-l)dx 3 , 3 , , 2 , 17 1 x + 3 

J(?TÎ7^ a ^ log<l,+a,+ M l "^ + 1) "i5“ c,gW “M?TT +c 

r 1 (x-l)dx 

Jo (x 2 + r 


3 9 17ti 1 

■f 1 ) 2 (x + 2) — 25 ln + 50 ln 200 + 10' 
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Exercice 13.18 

Calculer la primitive (préciser l’intervalle ) 


Solution : C’est une fraction rationnelle. Après décomposition en éléments simples, on trouve 


où C est une constante qui dépend de l’intervalle (] -oo,-l[ ou ] - l,+oo[) considéré. 


13.7.6 Changement de variable 

Exercice 13.19 Ç? 

Déterminer les primitives suivantes en utilisant le changement de variable précisé : 


1. J7 dx en posant u- lnx 
2 ■ fo dx en posant u - s/x+1. 

3. Jq sinxcos 2 xdx en posant u = cosx. 


4. f^ tan 4 xdx en posant u = tan x. 

5. /g 1 Vl - x 2 dx en posant x = cos u. 

6. fl dx en posant u = \fx. 


1. On pose u — lnx. uest bien Sé’ 1 et ff^f dx = /g 1 udu — [ir] 0 =|~^~|- 
Point n ’ est besc ' 

J x 2 


Point n ’est besoin de changement de variable puisque 
C lnx , 1 , , 

-ln 2 x + C. 


2. On pose 

3. On pose 

4. On pose 


{ u-Vx+1 

2\fx+ï 
u- cosx 
du — -sinxdx 


■V2 [u 2 ~ 1) | 16 9 


et x= u 2 -1. On a: /g 1 dx = ff 
,onobtient: f^ sinxcos 2 xdx = /J u 2 du - 


s/2 


J w = tanx 

j dw = (l 4- tan 2 x) dx = 


= (l + w 2 )dx ’ ° n ° btimt ; fo U an4xdx = 

fo (frÿ + TTü 2 ) du = ( “ 2 " ^ du+f ° TT^ du = [l" _M+arctanM ]o = 


2 71 

'3 + 4 


5. On pose 


I dx - -sin udu 


, on obtient : /J Vl- x 2 dx - - fn Vl -cos 2 77 sin udu - ff' sin 2 udu = 


A 1 -cos2« 




6. Onposei dx , on obtient : fl dx = 2\nu 2 du- 4ln wd« = 4 1 «ln m — uj ^ = | 4 - 2\fe |. 

\ du =üî 


Exercice 13.20 I 

Déterminer les primitives suivantes en utilisant un changement de variable adéquat : 


1 ■ / 
2- / 


x + xln 2 x 
sinx 

1 + cos 2 x 


dx 

dx 


4. / — î— dx 
J chx 

f£i dx 

6 - J~7h dx 
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{ M = lnx j j i — | 

dx ,onobtient: f 5 — dx- f -dn - arctanw + C te = arctanlnx + C re . 

du - — x + xhrx l + u* 

x 

u — - arctan u+C te = \ - arctan cos x + 


2. On pose* 


du - -sin xdx 
I u - shx 


4. Un grand classique. Cette fois les différentes méthodes sont instructives : 


On pose i 


du = e x dx - udx 


, on obtient : f — — dx- f 
J chx J 


ir du — 2 arctan u+ 


C te = | 2 arctan (e x ) + C te |. 
Changement en u- shx. 


Changement en t- th [ |). 


r dx _ r chxdx 
J chx J ch 2 x 
f du 

J 1 + u 2 


- arctan u + C 
= arctan (a rgshx) + C. 


f—d 1 ^ 

J chx J i+t 


= 2 arctan r + C 
= 2arctan (th (- j j + C 

Les trois fonctions sont définies sur IR et ne diffèrent donc que d’une constante ! 
I u-e x 


t - ln(l + 


6. On pose < 


ix dx , on obtient : 
x +1 2 u 


J - J(u 2 -l)du 


= M + C 

3 

= -Vx+ l(x-2) + C. 


Exercice 13.21 ■ Ç 1 I 

Calculer les intégrales suivantes en utilisant un changement de variable adéquat : 



5- fi 

6- fo -, 


x + \[x 


tanx 

dx 
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Soit a, b e R* et n e N. Calculer à l’aide de changements de variables, les intégrales 




Va 2 -x 2 ’ 


k = [ f X 2 , h= f ( x-a) n dx 
J 0 a + x 2 J a 


Solution : Pour les deux premières intégrales, on effectue le changement de variable \ U 

[ du= d 

f a dx f 1 adu f 1 du I TT I 

jo Va 2 - x 2 J 0 Va 2 -a 2 u 2 J 0 Vl-u 2 I 2 I 

_ f a dx r 1 adu 1 r 1 du _ arctanl _| tt I 

2 Jo a 2 + x 2 Jo a 2 + a 2 u 2 aJol + u 2 a 4 a\ 


. On obtient alors : 


Pour la troisième, on pose < 


I3 -J [x-a) n - u n du = 


( b-a) n+1 


Exercice 13.23 IW m 

En utihsant un bon changement de variables, calculer pour 0 < a<b, l’intégrale 
1 - f (x-a) 3 (b-x) 4 dx 
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Solution : 


Effectuons le changement de variables 


\y=b-x 
I dy = - dx 


. On trouve que : 


1 = f (b- a- y) 3 y 4 dy 

J o 

\**J- 

On fait ensuite le changement de variables < b- a , et on trouve que 

[dy-[b-a)dz 

I -(.b- à) 8 J z 4 (l-z) 3 dz. 


En développant, on obtient alors 


Exercice 13.24 I W ■ 

Soit un réel a > 0. Calculer en utihsant un bon changement de variables, l’intégrale 


= f a xlnx 

Jl/a (1 + X 2 ) 2 


Indication 13.14 : Comment laisser les bornes invariantes ? 


. I ': 4 


Solution : On effectue le changement de variables < " dx 

1 


r lla r a tint , 

1=- t=- ? df = -I 

J a (1+t 2 ) 2 Jllah+t 2 ) 2 


et de ce fait \ I - 0 | . 


Exercice 13.25 ■ W H 

Calculer en utilisant un bon changement de variables l’intégrale 


r n xsi 

J o 1 + ci 


+ COS 2 X 

Indication 13.14 : Comment laisser les fonctions sinx, cos 2 xetles bornes invariantes ? 


r n {-n+t)smt , 

1 = - I — : 5 d t 

J o 1 + COS 2 t 


et donc que 21 — /J 1 — — dt. On effectue ensuite le changement de variables - 

finalement que 


du - -sinrdf 


et on trouve 


T 1 f _1 JT TT r 1-1 JT 2 

1=--/ j du - - — arctanw -\ — . 

2Ji l + « 2 2 1 J 1 4 


13.7.7 Calcul de primitives et d’intégrales - Techniques mélangées 

Exercice 13.26 

Calculer^ 
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Solution : En posant t 2 = 

X, 



r 1 t 5 dt 1 

f 1 x 2 dx 


Jo C^ + l) 2 ~ 2 

Jo (x 2 + l) 2 ‘ 

[ 

m(x) = x u'(x) = 

1, 

Eu intégrant par parties, < 

”' w = TvTTfi ‘ 

1 

i 

~ 2(x 2 + 1) 


r 1 t 5 dt 1 r x ji 

1 r 1 dx ni 


Jo (t^ + l) 2 4 i x 2 + 1 J 0 

+ 4 Jo x 2 + l _ 16 _ 8' 


Exercice 13.27 

Ca ' cuhr f° Uürkïï 


Solution : En posant t 2 = x, 

r 1 tdt _ 1 r 1 dx 

J o (t 4 +t 2 + l) 2 - 2 Jo (x 2 + l) 2 ' 

,1 dx [ 2arctan (^) f 2x+1 I 1 2 f 71 7T1 TT 

Jo (x 2 + l) 2 3\/3 + 3(x 2 + x + 1) 3 v / 3'-3 6^ 9^/3' 

L J 0 


Exercice 13.28 

Calculer 1 ’ intégrale 


-r* 


Solution : On peut écrire x{\ - x) - -{x 2 - x) - -((x - ^) 2 - ~) Donc 

i= /o7ï-‘ x -ï w * 

et en posant y - x- -, dy - dx, 

,= îi '\{r^ dy 

dz 

Parle changement de variables z-2y, dy - —, 

■ = î£ = ï/ 4 cos! ,rf ‘ = [|] 

On peut retrouver ce résultat en étudiant la courbe y - Vx(l - x) : y 2 = x( 1 - x) donc x 2 + y 2 - x = 0, (x - i) 2 + y 2 = 7 
C’est le demi-cercle centré en (|,0) de rayon L’intégrale cherchée est donc la demi-aire d’un disque de rayon - qui 

71 

vaut — . 

8 


Exercice 13.29 

Calculer /J * d; 


r^ + x+i J r 1 x 3 + 2x -x+i , r 1 xdx 1 r 1 2xdx r 1 dx [1 , 2 _ 1 1 1 

Jo (x 2 + 2) 2 dX ~J 0 (x 2 + 2) 2 + (x 2 + 2) 2 dX _ Jo x 2 +2 2 J 0 (x 2 + 2 ) 2+ J 0 (x 2 + 2) 2 “ [ 2 ^ +2)+ 2(x 2 + 2) | 0 + 

Le terme tout intégré vaut ^ ln | - , et, eu intégrant par parties, 

T 1 dx r x il n f 1 (x 2 +2) dx f 1 dx _ 1 n f 1 dx f 1 dx 

Jo x 2 + 2 ~ i x 2 + 2 J 0 + Jo x 2 + 2 Jo x 2 + 2 _ 3 Jo x 2 + 2 Jo x 2 +2 - 
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X 4 

Calculer f - — — dx. 

J (x+ l) 2 (x 2 + 1] 


I Solution: x-l/2(x+l)~ * 1 -3/2ln(x+l)-l/4ln(x 2 + l)+'c~ 


Exercice 13.31 

x 4 

Calculer f — ^ arctanx dx. 


Solution : Pour faire disparaître l’arctangente, on intègre par parties. Pour cela, il nous faut une primitive de - 


f — 

J x 2 + l 


X 4 X 3 

-z = x+arctanx + C 

: 2 + 1 3 


7 — z dx = (— -x + arctanx] arctanx- f (— -x + arctanx] —r— 

(x+l) 2 (x 2 + l) v 3 j J U jx 2 + l 

(x 3 ) 1 f (x 3 +x) dx 1 r 4xdx r arctanx dx 

= x + arctanx arctanx — / g J -= / 5 

V 3 j 3 J x 2 + 1 3 J x 2 + 1 J x 2 + 1 

1 , (x 3 1 x 2 2, o 

= - (arctanx) + x arctanx + - ln(x + 1) + C 


Exercice 13.32 

Calculer f — j-j- ^ — dx sur IR (justifier l’intervalle). 


Solution : Séparer en deux primitives pour appliquer la règle de Bioche à chacune. En posant u = cos x et v — sin x, 


/ cosx-sinx A _ f cosx A f sinx 
l + cos 2 x J 2- sin 2 x i l + cos 2 x 


dx= I 


du 

2 -u 2 


r du 

J I+ü 2 ' 


En posant u = VSw du=VS d w, on a 


du _ VS r d w _ VS I 

ïï ^ 2 “TJ TT 2 = T n | 


1 1 + io I V2, f \/2 + sinx\ 

+C = — ln — 

|1-îo| 4 ^-sinx/ 


+ C 


D’où 


s/2( \Æ+sinx| 
4 \\/2-smxj 


arctancosx + C 


Exercice 13.33 

shx 

Calcul de f z— dx. 

J 3 + sh 2 x 


Solution : En posant chx = VSu, 



f shx dx . 

-f Shx dx - 

r VSd u 

J 3 + sh 2 x 

J 2 + ch 2 x J 

' 2 + 2m 2 ’ 

d’où 

VS 

2 

( chx) 

arctan^— — J + C 
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Solution : Poser t - Vx + 2, et ensuite un changement de variables en ch. 
t 2 - x + 2, 2tdt- dx, x+ 1 = t 2 — 1. 


r 2 + Vx+l f 2 + V t 2 — 1 f2 + sh Ii f 2 + shu r 2 + shu 

I dx=2 tdt = 2\ — chushi<dw = 2/ — (1 + ch w) sh h dw-2 / — shwd 

J 1 + Vx + 2 J 1 + t J 1 + ch w J 1 + ch w J 1 + ch w 

f r 7 f shwdii fsh 2 i<di< f(ch 2 u-l)di 

-4 shudu+2 I sh 2 udu-4 I 2/ - 4chu+chushu-u-4\n[\+chu)-2 \ 

J J J 1 + chu J 1+chu Jl + chw 


= 4chu + chushu-u-4\n{l + chu)-2shu + 2u + C 


= 4Vx + 2+\/(x + 2)(x+l)-4ln(l + Vx + 2)-2Vx+l + ln(Vx + 2 + Vx+l) + C, 
puisque u = ln(ie + V w 2 - 1) avec w - Vx+2 et donc Vw 2 - 1 = Vx+ 1. 


Exercice 13.37 
Calculer 


f 


arctan(Vx) dx 


560 


1 

Solution : Par le changement de variables t - , et par parties. 

fi fi i fi t? dt r ^2 i 1 1 ^ i i 

/ arctan f s/xl dx= I S^arctanf dt = [ f 3 arctan fl „ - / -= t 3 arctanf h-lnQ + f 2 ) = h-ln2. 

J o 1 ; J o 1 Jo Jo l + t 2 [ 2 2 1 J J 0 4 2 2 


Exercice 13.38 
Calculer 


/ 


x 2 + x + 2 
(x 2 + 2x + 3) 3 


dx 



Solution : Écrivons 


2x 2 + 3 _ 2 1 

(x 2 + 1) 2 _ x 2 + 1 + (x 2 + l) 2 


En intégrant f — 


- par parties, on trouve finalement 


1= -arctanx+ - 


Exercice 13.40 

Calculer 




dx 

5 + 4sinx 


Solution : Par le changement de variables t - tan 


-/ 


2 

5f 2 + 8f + 5 


io r dt 

T -' (ft+l) 2 +l 


finalement. 


I = - arctan - tan - + - + C 


Exercice 13.41 

Calculer 


r dx 

J -À - À 
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Solution : Par le changement de variables y- x%, on trouve 

1 = 4 J = 2y 2 + 4y + 41n|y-l|+C 


1 = 2x2 +4x4 +4ln|x4-l| + C 


Exercice 13.42 

Calculer 


(5-4x-x 2 )2 



Calculer 

■- [ 

J x\/6 + x-x 2 



Exercice 13.44 

Calculer 


ï= f — ^=d 

J sfië+2 
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'--ivh 


par le changement de variables y- x 2 . 




I = - (x 2 + 2) 2 - 2 \fxF+2 + C 


Exercice 13.45 

Calculer 


i- f ■ 


Solution : Par le changement de variables y - \/x-\, 


, 3+s/2 2 3-2\/2 

I = ln — arctan — 

3 ^3 V3 


Exercice 13.46 

Calculer ^ 

I- f x\/{x-a)<,b-x)dx 


Solution : On écrit {x-a) + {x-b)=2x-{a+b). 

rb rb 

rb 

Or J ((x- a) + (x- fo)) \J ix- a){b- x)dx- J 

(x - a) 3 2 (b - x) 1/2 dx 

- {x- a) 1 2 [b- x) 2 2 dx-O. 

D’où 2 J x\/(.x- a)[b- x)dx = [a+b) J x\/( 

x - a) {b - x) dx — — I - 

| grâce à 1 ’a ire du demi-disque. Le résultat 


1= — {a+b)(b- a) 2 
16 


en découle. 




Exercice 13.47 

Calculer 


/ 


tanx 
1 + sin 2 x 


dx 


Solution : On écrit 

naturel. 


écrit J 


U 


cosx(l + sin 2 x) 
1 + u 


-I 


sinxcosxax 


(1 - sin 2 x) (1 + sin 2 x) 
1 + sin 2 xi 


(1 - m) (1 + ü) 4 


et là le changement de variable u = sin 2 x parait 


Exercice 13.48 

Calculer 


Solution : Par les changements de variables y = x + 1 et y — ch z, 

I=^ln(2 + v / 3)-2v / 3 
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Exercice 13.49 

Calculer une primitive de 


(préciser l’intervalle ) 


F = J [x+l) z V-x 2 -2x+ldx 


Solution : La fonction à primitiver est continue sur le 1 ’ intervalle î- [- 1 - s/2, s/2- 1], On cherche une primitive sur 
cet intervalle. C’est une primitive d’une fraction rationnelle en x et la racine d’un trinôme. On commence par réduire le 
trinôme sous forme canonique : 


G = 4 J y 2 \j\- y 2 dy 

En posant alors y = sin t, (pour éliminer la racine), on se ramène au calcul d’une primitive sur l’intervalle ]' = 
[-71/2,71/2] : 

H = 4 J sin 2 tcos 2 tdt - J sin 2 (2 t)dt 

qui se calcule en linéarisant. Remplacer ensuite en fonction de x. Terminer le calcul ! 

Une autre méthode consiste à écrire (a et b sont les racines du trinôme avec a<b) : 

V-x 2 -2x + 1 = s/(x- a)(b- x) = (x- a) 

et à se ramener au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle en x et en la racine d’une homographie. Poser alors 
t la racine de l’homographie. 



Exercice 13.50 

Calculer 1 ’ intégrale 


t- 1 dt 
t+ 1 t 


Solution : 


C’est une fraction rationnelle en t et en la racine n-ième d’une homographie. Posons donc u — 


u 2 + 1 , 4 u 

— dt= T-d 

-u 2 + 1 (1 -u 2 ) 


Donc 

!=/■* f T *U 

J 0 (1 - m 2 )(1 + u 2 ) 

et en décomposant en éléments simples cette fraction rationnelle, 


on trouve finalement : 


Au 2 1 1 2 

(1 - m 2 )(1 + u 2 ) ~ l + u~ u-l~ u 2 + \ 


I = ln 


(fel 


71 

3 


13.7.8 Propriétés de l’intégrale 

Exercice 13.51 

On considère une fonction f : [a, b] — IR. On suppose que f est continue sur [a, b]. Montrer que les deux propositions 
suivantes sont équivalentes : 
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i \j b a nt)ât\=f b a \m\àt 

£ /« 0 ou / > 0. 

Solution: Le sens indirect est trivial. Pour le sens direct, supposons que f% fit) dt>0. Alors f% f(t)dt - f^\f{t)\dt 
et donc f a (|/(f)| -fit)) d t - 0. La fonction |/| - f est continue et positive. On sait que l’intégrale d’une fonction 
positive est nulle si et seulement si cette fonction est nulle. Donc |/| - f est nulle et f est positive. Le cas f a f{t)dt « 0 
se traite de la même façon. 


Exercice 13.52 I Ç? 

Considérons une application continue f : [0, 1] — IR. Montrer que f admet une et une seule primitive F vérifiant 
F(t)df = 0. 


Solution : 

| Unicité :] Supposons qu ’il existe deux telles primitives F et G. Alors F = G+C te . Comme /J F ( t) dt - / 0 ' G(î) df = 0, 
on a néces sairement C te = 0. 

| Existence! ] Soit H(x) = fg fit)dt. La fonction F : x >—■ H(x) - fg H(t)dt répond au problème 


Exercice 13.53 I Ç 1 

On considère une fonction / : [0, 1] — *• IR continue sur [0, 1] et telle que fg f{t)dt - Montrer que f admet un point 
fixe. 

I TQ > |]| 

Indication 13.14 : Introduire la fonction ip : -j ' 


Solution : On a fg qj(t) dt - \ - | = 0. Si (p ne change pas de signe sur [0, 1] alors d’après le cours ip = 0, Sinon, si (p 
change de signe sur [0,1], comme tp estcontinue sur [0, 1], d’après le théorèmedes valeurs intermédiaires, elle s’annule 
sur [0, 1] et donc f admet un point fixe. 

On peut aussi proposer la solution suivante. Comme fg fit) dt = 1/2 il vient que fg (p ( t) dt - 0. D’après le théorème 
de la moyenne, il existe c e [0, 1] tel que g(c) - 0 et par construction, c est un point fixe de f. 


Exercice 13.54 ■ 

Soit f : [a, b\ — > ► IR une fonction continue sur [a, b]. Montrer que : 

3 c€\a,b[, ^-J f{t)dt = f(c) 

Indication 13.14 : Poser a = f% f(t)dt et introduire la fonction tp : t •-» fit) - a. 

Solution : Posons a - f% f{t)dt et considérons tp : t >-* fit) - a. La fonction (p est définie et continue sur [a, b] et 
fripât- f% fit)dt-aib- a) = 0. Donc (p s’annule en un point ce [0,1] et on a fie) = ^ f% fit)dt. 

Exercice 13.55 ■ 

Soient a,beU tels que a<b. Trouver les fonctions f continues sur [a, b] telles que 
J fix)dx=!b-a) sup |/(x)| 


Solution : Soit f une fonction vérifiant l’égalité ci dessus. Alors : 

J |sup/-/(x)jdx = 0. 

Mais sup |ajfe| f - f est une fonction continue et positive sur [a, b]. Comme son intégrale sur [a, b] est nulle alors 
su P|a,b| f ~ f est nulle et donc f est constante. On vérifie réciproquement que les fonctions constantes satisfont l’é- 
galité de l’énoncé. 


Exercice 13.56 I W ■ 

Soient f,g\[a,b]-+U deux fonctions continues. On suppose que g 5= 0. Montrer qu ’il existe c e [a, b] tel que 

J fit)git)dt = fie) j git)dt 


565 


Solution : Si g est identiquement nulle sur [a, b], la propriété est trivialement vérifiée. Supposons que ce ne soit pas le 
cas. Comme g 3= 0, on peut affirmer que f b g(t) dt f- 0. De plus : 


inî f = inf laM f fq S^t)dt < faf{t)g{t)dt < SUp [ab , f f b g{t) dt = 

la,b] / a gU)df fqgWdt f b g(î) dt laM 

On en déduit que — ^ ^ — e [inf [a b j /,sup [a b] f] . Comme f est continue, d’après le théorème des valeurs inter- 

fa SWdt 

fa fWg{t)àt 

médiaires appliqué sur le segment [a, b], il existe ce [a, b) tel que f ic) = et l’égalité est prouvée. 

fa gmt 


Exercice 13.57 IW9 I 

Soitf une fonction continue sur [a, b). On suppose que Vfce [0, n], / a t k f{t) dt-0. Montrer que f s’annule au moins 
n + 1 fois sur [a, b]. 


Solution : Si f est la fonction identiquement nulle sur [a, b] alors le résultat est évident. On suppose dans toute la suite 
que f n ’est pas identiquement nulle sur [a, b]. 

Remarquons que l’hypothèse de l’énoncé est équivalente au fait que pour tout polynômes P de degré n alors 
/>(f)/(f)df = 0. 

On va montrer par récurrence la propriété P n suivante : 

\\ r b u ] ] 

P„ : I Vfc e [0, n], / t fit) dî = 0 => / change au moins n + 1 fois de signe sur [a, b] . 

Le résultat découle de cette propriété par application du théorème des valeurs intermédiaires. 

Montrons Po. Si f ne change pas de signe sur [a, b] alors f est positive ou négative sur [a, b] et comme f n’est pas 
identiquement nulle sur [a, b], on ne peut avoir f b fit) df = 0. Donc f change de signe au moins une fois sur [a, b] et 
Po est vraie. 

Soit n e N*. Supposons que P n -i est vraie et prouvons que P„ est vraie. On suppose donc que pour toute fonction 
polynomiale P de degré =£ «, / a P ( t) fit) dt m 0. D’après l’hypothèse de récurrence, on sait que f change au moins n 

fois de signe sur [a, b]. Notons ai a„ e [a, b] les points de [a, b] en lesquels f change de signe (ce sont des zéros 

distincts de f). Notons aussi ao - a et a„+i = b. Par l’absurde, supposons que f ne change pas n+ 1 fois de signe sur 
[a, b] . Considérons une fonction polynomiale P du signe de f sur chaque intervalle [a/,a,-+i ] pour i e [0, n\ . Une telle 
fonction existe, il suffit par exemple de considérer P (f) = (t- ai) ... (f-a„) si f est positive sur [ao,ai] ou son opposé 
si f est négative sur ce segment. La fonction P / est alors positive sur [a, b]. Mais par hypothèse, son intégrale est nulle 
donc on devrait avoir Pf-0 ce qui n ’est pas possible car ni f ni P ne sont nuis. Donc f change au moins n + 1 fois de 
signe sur [a, b] et la propriété est prouvée par récurrence. 


13.7.9 Majorations d’intégrales 

Exercice 13.58 
Soit 0 <a<b. Montrer que 

f b dx ; b- a 

Jq X sfâb 

Peut-il y avoir égalité ? 


Solution : On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions f : 1 et g : llx sur le segment [a, b] : 

On a égalité si et seulement si f et g sont proportionnelles sur le segment [a, b] ce qui n ’est évidemment pas le cas. 


Exercice 13.59 I 

Soit deux fonctions continues et positives f,g: [0,1] >->■ IR. On suppose que Vxe [0, 1], f(x)g(x) ÿ 1. Montrer que 

[f /( H [/>‘H 

Étudier le cas d’égalité. 


566 


Solution : D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz a pphquées aux fonctions %j~J et y/g sur [0, 1], on a : 


l^J o \j ’jv fMdtJo g(t)dt 

ce qui prouve l’inégalité. Si cette inégalité est une égalité, alors il y a égalité dans Cauchy-Schwarz, et il est 
nécessaire qu’il existe Ae 1+ tel que g = Xf (ou alors f - kg). De plus, pour avoir 1 = / 0 ' \J fg{t) d t, il faut que 
fo i Vf 8^ - 1] dî = 0. Comme la fonction intégrée est continue et positive, et que son intégrale est nulle, d’après le 
cours la fonction est nulle. Par conséquent, les deux fonctions f et g doivent être constantes et inverses 1 ’une de 1 ’ autre. 
On vérifie la réciproque facilement. 


Exercice 13.60 ■ Z> 

Soit une fonction f continue sur le segment [0, 1] . Pour un entier k£ N, on note 

I k= f x fc |/(x)|dx 
J o 

Montrer que pour ( p , q) e N 2 , on a I 2 +(? « hphq- 
Solution : Soit ( p , q) e N 2 . On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 

* / o 1 ^ 2p i/«i^/ o 1 ^ 2 ‘ ? i/widx=i 2p i 2? 


Exercice 13.61 I 

Soit l’ensemble E = {/ e r io{[a, b ]) | Vx e [a, b],f(x) > 0}. Déterminer 




b dx \ 

/(x) J 


Solution : Soit f e E. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a : 

(f'HtfTlHffH =tb ' a>2 

donc ( b - a) 2 « a. Mais la fonction fo constante égale à 1 sur [a, b] est élément de E et vérifie : 
donc | a - [b - a)^~| . 


Exercice 13.62 I W d 

Soient a, b e IR tels que a< b. Déterminer les fonctions f : \a,b] ^ U continues vérifiant 

J b f 2 [x] dx- |V(x)dx= jV(x)dx 


Solution : Soit une telle fonction f. Utitisons l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 

|£7 3 (X) dx| = |£V(x)/ 2 (x) dx| « ( £f 2 M dx) 1/2 ( £f 4 (x) dx ) 1/2 

En notant I = f% / 2 (x) dx = / 3 (x) dx = / 4 (x) dx, on trouve donc le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz : I = VÏVÏ. 

On sait alors qu’il existe une constante À e IR telle que f 2 = Xf. Donc Vx e [a, b], /(x) =0 ou bien /(x) = X. Supposons 
qu’il existe xo e [a, b] tel que /(x o) -0 et qu’il existe x\ e [a, b] tel que /(x i) = À. Si X / 0 d’après le théorème des 
valeurs intermédiaires, il devrait exister c e [xo,xi] tel que /(c) = À/2 ce qui est impossible. Par conséquent, la fonction 
f est constante sur [a, b]. On voit que cette constante vaut 0 ou 1. La réciproque est immédiate. 
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Exercice 13.63 I W H 

Soient deux fonctions strictement positives f,g£ f ta °([0, 1]). Montrer que 



Solution : On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 
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Le résultat s’en suit. Pour avoir égahté, il faut qu’il y ait égalité dans Cauchy-Schwarz, donc que f Ig et glf soient 
proportionnelles, donc que f et g soient proportionnelles, et ensuite que À = 1, c’est-à-dire que / = g. 

Remarque : Pour u>0, u+ ^2, d’où le résultat en prenant u = Le cas d’égalité est simple. 

g (ri 

Exercice 13.64 W I 

Soit une fonction convexe (p continue sur IR. 

1. Si f est une fonction en escalier sur [0, 1], montrer que 


1. Considérons une subdivision o : xq = 0 < ... < x n - 1 subordonnée à f. Pour tout i e [0, n - 1] , il existe Ci e IR 
tel que fnxi,x i+] [ = Ci et / 0 ' f [x) dx = ci (xj+i -xf). Remarquons que ( x ‘+t ~ x à - 1- Comme (p est 
convexe, on peut alors écrire : 


2. Comme f est continue sur [0, 1] , il existe une suite (/„) de fonctions en escaliers sur [0, 1] qui converge uniformé- 
ment vers f sur [0, 1] . Donc : 


Comme (/„) converge uniformément vers f sur [0, 1] et que (p est, d’après le théorème de Heine, uniformément 
continue sur [0, 1] , (cpo/„) converge uniformément vers (p ° / sur [0, 1] et : 



2. Si f est une fonction continue sur [0, 1] , montrer que 



Solution : 



car tp est cc 
donc par pa 




ce qui prouve la propriété. 
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Exercice 13.65 19W I 


dant que de a et b telle que pour toute fonction f e f? 1 (la, b]), 

f\m-7\ 2 dx^c J\f\x)fdx 


Solution : D’après le théorème de la moyenne, il existe c e [a, b] tel que f - f(c). Pour tout x e [a, b], on a f(x) - 
f(c) + f* fit) d t. Donc, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 

|/-/| =j f(t)dt<Z{X-c) j [f'(t)fdt. 

On intègre par rapport à x entre a et b cette inégalité : 

J |/ M -/| 2 dx « J ( x-c )|^ (/' (t)f drjdx 


« J (x-c)|j^ (/'(fl) 2 dr| dx + £ (x-c)^ (/'(flfdfjdx 

< J (c-a) (f'(t)) 2 dtjdx + £ (fc-c)|^ (/'(flfdrjd* 

« J (c-a) (f (t)) 2 dt)dx+ ^ (b - c) (J (/'U)) 2 dfjdx 

« {(e-af + (b-c) 2 )[j b (fm 2 dt^ 


Enfin la fonction (convexe) c -- (c- a) 2 + ( b-c ) 2 prend son maximum aux bornes a et b et l’inégalité est prouvée avec 
C = (b -a) 2 . 


13.7.10 Limite de fonctions définies par une intégrale 


Exercice 13.66 ■ I 

Soit une fonction f : [0, 1] — - IR continue. Trouver la limite de la suite de terme général 

cm. 


J o 1 + nx 


Solution : En notant M = sup xe|0j u |/(x)|, 

dx '.A 1 dx ^„flna + nx)l x ^ w ln(n + l) 

|I„|«M| =SM| «M s= l/r 

Jo \l + nx\ Jo 1 + nx [ n J 0 

carbon- o (n) 


Exercice 13.67 ■ V 

A l’aide de majorations simples, trouver les limites des suites suivantes : 


L In = ^0 TTÔnx dx ’ 


2. 

3. 


^ JTx dx; 

I n - / 0 V sin (nx)dx; 


4. 1 » “ fo e~ nx (l + x n ) dx ; 

5. I„= — f 2n arctanxdx ; 

n Jn 

6. l n - x n ln(l + x?)dx. 


Solution : Soit n g N. 

1. Pour tout x € [0,1], 0 « | * e nt =s x n donc par passage à l’intégrale : 0 < l n < e f d’après le théorème des 
gendarmes | \ n + * 0 | . 

2. Pour tout xe [0, 1] , 0 ^ j^r ^ e~ nx donc par passage à 1 ’ intégrale : 0 =£ I„ =£ - e ~ x et d ’ après le théorème des 
gendarmes I l n * 0 I. 
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3. Pour tout xe [0,1], 0 =£ x" sin(nx) « x n donc par passage à l’intégrale : 0 =£ I„ s; et d’après le théorème des 
gendarmes | l n * 0 |. 

-2 

4. Pour tout x g [0, 1] , 0 « e (1 +x") s; 2e nx donc en passant à l’intégrale, 0=sl„« — (e n + l) et par le théorème 
des gendarmes | I n + ♦ 0 |. 

5. Comme arctan est croissante, pour tout xe [n,2n], arctan n « arctanx s; arctan (2 n) et il vient que : n arctan n =£ 

/ 2 ” arctan xdx n arctan (2 n). On en déduit que arctan n s; l n arctan (2 n) et d’après le théorème des gen- 
darmes : î n * - . 


6. Comme x • ln (l + x 2 ) est croissante sur [0, 1 ], on a : 

0=S f x"ln(l + x 2 )dx«ln2 f x n dx= ^ 
J o Jo n+l 

donc par le théorème des gendarmes, 1 1„ -» 0 | . 


Exercice 13.68 U W ■ 

Déterminer les limites suivantes : 

/ 2x 

cosft 4 ) df 
-2x ^ ’ 

r 2x cos (7) 

2. ^lim^ I t 2 dt 
r 3x e~‘ 

3. ^lim I — dt 

4. lim f — d t 
x — +00 J x Int 


5. lim J 

r2x cost 

6. ^lim J — — dt 

Indication 13.14 : Pour la dernière, penser à une intégra- 
tion par parties. 


Solution : 

1. Soit x e IR. Pour tout t e [-2x,2x], -1 « cos(f 4 ) « 1 donc f^-dt f^ x cos(f 4 ) dt « f^ x df ce qui amène : 

r2x 

-2x « f_ 2 X cos (f 4 ) dt =£ 2x et par application du théorème des gendarmes, lim / cos ( t 4 ) d t = 0 

x ’OJ 2x 

1 cos (7) 1 11 y cos (7) 1 1 

2. Soit xeR*. Pour tout te [x, 2x] , - — « — — — « — donc « f x — — — d f « — — et par application 

r 2x cos (7) 

du théorème des gendarmes, lim I — ^ — dt = 0 

g—3x g— t „ g— t 

3. Soit x elR*. Pour tout te [x,3x], « — « donc e~ 3x ln3 =£ f x x — dt s; e~ x \n3 et par application du 

r 3x e~‘ 

théorème des gendarmes : ^lim / — d t = 0 


çx 2 ! 

gendarmes: lim / - — dt=+oo 

x—+oo J x Int 

e5 e? e x 1 e~t 1 

5. Soit x e IR*. Pour tout t e [x,2x], — — =£ — =£ — donc ln2eS s: f x — dt =£ In 2e* et par application du 

r 2x e? 

théorème des gendarmes : ^lim / — d t — ln2. 

6. Soit x e IR* .En effectuant une intégration par parties, on obtient : f x x ESll d t = j —j~ ] + f x x d t. Il est clair 

sin2x sinx „ „ r „ , 1 sinf 1 , 1 1 .ovSinf , 

que : ► 0. Par ailleurs, pour tout te [x,2x], --7 « — 7— « -7 donc « L — r-dt^ 

2x x *-+00 K t 2 t 2 t 2 2x x JJ t 2 

— et d’après le théorème des gendarmes, f x x df > 0. On a ainsi montré que : Jim J C °* 1 dt- 0 
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Exercice 13.69 I W 


Soit la suite de fonctions (g n ) définies sur [0, 1] par g n {x) = 0sixe]-,l] etg„(x) = n si x e [0, — ]. Soit f une fonction 
continue sur [0, 1], Trouver la limite de la suite de terme général 

I n = f f(t)g n (t)dt 


Solution 

: Soit e > 0. Comme f est continue en 0, il existe p > 0 tel que Vx e [0, p] , 

|/ (x) - / (0) | « e. Il existe aussi 

N e N tel 

que si N alors 1 In^q. Soit n^N. On a : 



I n=f f(.t)g n (t)dt= f f (f) g n it) dt + f /(t)g„(t)dt = 

J 0 JO Jlln 

f nf(t)dt. 
h 

Mais 




f(0)-e = n(fm~e)dt^J^ nf{t)dt^j^ n[f( 0)+e 

:) d t = / (0) + e 

Donc | l n 




Exercice 13.70 I W 

On définit une fonction I en posant, pour tout xe K*, I(x) = — /J 1 sin(x 2 sin t)dt. Trouver la limite de I(x) lorsque 
x-0. 


Solution : Soit x un réel appartenant à un voisinage épointé de 0 inclus dans ] — n/tt/2, -v/tt /2 [ . Sur ce voisinage, sin est 
strictement croissante. Pour tout t e [0, tt], on peut écrire : -x 2 x 2 sin t « x 2 ce qui amène : sin (-x 2 ) « sin (x 2 sin t) =£ 
sin (x 2 ) et donc en passant à l’intégrale et en divisant par x en obtient : 


sin(-x 2 ) 


sin (x 2 ) 


. sin(x 2 ) 

Mais comme 

x 


x, d’après le théorème des gendarmes, il vient : I (xi — ^ 0 


Exercice 13.71 ■<?<?<? ■ 

Soit une fonction f : [0, 1] — R continue. Trouver la limite des suites de terme général : 

1. H„ = fg x n f (x) dx 

2. \ n = nfg x"/(x) dx 

Solution : 

1. La fonction f est continue sur [0,1] et est donc majorée sur [0,1] par M = sup xe[0 ,i] l/(x)|. On a alors 

|/q x n f{x) dx| =£ M /q 1 x n dx - ■ 0 et donc d’après le théorème des gendarmes, H„ — -j— ► 0. 

2. Remarquons que l n - n fg x n [/(x] - /(l]] d x+n fg x n f{ 1) dx. Par ailleurs : 

(a) «/^"/(Ddx^d)^-— /(l). 

(b) Comme f est continue sur le segment [0, 1], / est bornée. Notons M = sup x£ [ 01 | |/(x)|. Soit e > 0. Comme 
f est continue au point 1, il existe c e]0, 1 [ tel que Vx e [c, 1], |/(x) - /(1)| =S e. Alors 

^ n J 0 x n \f(x)-fü.)\dx 

** n f x”2Md x+n J x"edx 

« 2M c n + n (1 - c”)e 
n+ 1 n+ 1 

< 2Mc” + e 

Comme |c| <1, la suite géométrique (c") converge vers 0. Par conséquent, il existe N € N tel que VnÿN, 
| n [g x"(/(x) - /(11) dx| « 2e. Donc, la première suite tend vers 0. 

En conclusion, l n — » /(l) . 
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Exercice 13.72 I9W H 

Soit une fonction f : [0, 1] M continue et un réel a g [0, 1] . Trouver la limite de la suite de terme général 
I n-J f{ax n ) dx 


Solution : Soit e > 0. Comme f est continue en 0, il existe r| > 0 tel que si \x\ « r| alors |/(x) -/(0)| « e. Pour tout 
ce]0,l[, on a : 

|I«-/(0)|«^ \f(ax n )-fm\dx + £ |/(ax”) -/(0)| dx 

- Il est clair que lim c ^ 0 + Je \ f (o.x n ) - f (0) | dx - 0. On peut alors fixer c e ] 0, 1 [ en sorte que /J | f (ax n ) - f (0) | dx « e. 

- Comme c n — - — ► 0, il existe N e N tel que pour tout nÿN, on a 0 =£ ac n « r|. Comme 0 « x « c, on a ax n g [0, r)J . Il 
vient alors : |/(ax")-/(0)| « e et / 0 C |/(ax") -/(0)| dx « ce « e. car ce ]0, 1[. 

Au final, pour n > N, on a : \l n - / (0) | S 2e et donc I l n + > /(O) I. 


Exercice 13.73 I9W I 

Soit une fonction f continue sur IR . Déterminer la limite lorsque x — 0 de la fonction définie pour tout x e IR par 

m = f d t. 

J 0 x 2 + t 2 

Indication 13.14 : Faire un changement de variables qui fera apparaître la variable x à l’intérieur de f. 


Solution : Par le changement de variables t - xu, on trouve que 

I(x) = f du 

J 0 1 + U 2 

Montrons que I(x) > /(0 )ti/4. Soit e > 0. Comme f est continue au point 0, il existe un réel a > 0 tel que Vx e [0,a], 

|/(x)-/(0)| «e. Soit alors x e [0,a], 


| Ite) _ /(0) r 1 | * r 1 ]£&xto>i du ^ 

| Jo l + u 2 \ Jo l + u 2 


13.7.11 Théorème fondamental, étude de fonctions définies par une intégrale 

Exercice 13.74 

Soit f : IR — IR une fonction continue. Montrer que les fonctions g : IR — ► IR suivantes sont de classe Sê’ 1 sur un intervalle 
à déterminer et calculer leur dérivée en fonction de f : 

1 . g{x) = jf x fit)dt 3. g[x) = f 0 x f(t+x)dt 

2 a nX f (lïl t) 

2. g (x) — Jo shf/(chî)dî 4. g(x) = f 1 — —dt 


Solution : 

Comme f est continue sur IR, elle admet une primitive F sur IR d’après le théorème fondamental de l’analyse. 

1. Pour tout x e IR, g(x) = FCx 2 ) - F(2x). La fonction g est donc de classe c i? 1 sur IR par opérations sur les fonctions 
‘g 1 sur R et g'(x) = 2 x/(x 2 ) - 2/(2x). 

2. La fonction t <-*■ F (ch t) est une primitive de t ^ sh tf (ch t) donc, pour tout x e IR, g(x) = F(ch(x 2 )) — F (1). 
La fonction g est donc de classe c i? 1 sur IR par opérations sur les fonctions Sé’ 1 sur IR. De plus pour tout x e IR, 
g' (x) = 2xsh(x 2 ) / (ch(x 2 )). 

3. Pour tout x g IR, t <->■ F [t + x) est une primitive de t<-+ f{t + x) donc la fonction g donnée, pour tout x g IR, par 
g (x) = F (2x) - F (x) est de classe r To 1 sur IR par opérations sur les fonctions de c ë‘ 1 .De plus g' (x) = 2/ (2x) - / (x) . 
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4. 


La fonction t >— • F (ln t) est une primitive de î >— • ^ donc la fonction g donnée, pour tout x e IR par g (x) - 

F (ln x) - F (0) est de classe sur IR par opérations sur les fonctions c é? 1 . De plus g' (x) = . 


Exercice 13.75 1 9 

Soit une fonction f continue et positive sur le segment [a, b]. En utilisant la fonction F(x) = f%f{t) d t, montrer que si 
fit) dt = 0, alors Vxe [a, b], /(x) = 0. 


Solution : Comme f est continue sur le segment [a, b], d’après le théorème fondamental, f admet une primitive ¥ sur 
[a, b] s’annulant en a et donnée par : F(x) = f* fit ) dt. Comme f est positive, la fonction F est croissante. Mais d’après 
l’hypothèse F lb) - f a fit) dt — 0 = F la), donc F est nécessairement constante. On en déduit que f est identiquement 
nulle sur [a, b]. 


Exercice 13.76 IW 

Soit une fonction f continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1[ à valeurs dans IR telle que fl 1) = /g 1 fit) dt. Montrer qu’il 
existe un réel c e]0, 1[ tel que fie) = 0. 


Solution : Considérons la fonction 


[0,1] — 

* — foim-fw] 


Comme f est continue sur [0,1], F est bien définie d’après le théorème fondamental. Pour tout x e [0,1], F(x) = 
fg fit) dt - xfl 1) et donc F(0) = 0 = F(l). Donc d’après le théorème de Rôtie, il existe a e]0, 1[ tel que F' (a) = 0, 
mais puisque Vxe]0, 1[, F'(x) = /(x) -fil), on en déduit que /(a) = fil). Alors en appliquant le théorème de Rôtie à f 
sur le segment [a, 1], il existe ce]a, 1[ tel que f le) = 0. 


Exercice 13.77 IÇ> 

Montrer que la fonction définie par 


est constante. 



dt r 2x2 dt 
t 2 + l + Ji t 2 + l 


Solution : D’après le théorème fondamental, cp est définie et dérivable sur les intervalles Ij =] -a 
]0, +oo[. On calcule sa dérivée sur chacun de ces intervalles : 

o,-l[, I 2 =] - 1, 0[ et 


, 11 1 1 4x 

(PW (_£_) 2 + i(x+1) 2 (^1) 2 + ix 2 + 4x 4 + 1 

1 1 4x 

~ 2x 2 +2x+ 1 2x 2 - 2x + 1 + 4x 4 + 1 

-4x 4x 

“ 4x 4 + 1 + 4x 4 + 1 _ 


On obtient donc la formule 
avecee. {-1,1}. 

arctan(— ) - arctan(— ) + arctan(2x 2 ) - e- 



Exercice 13.78 IÇ> 

Déterminer la parité de l’application 

g'X 1 -* J e * 2 dt 


Solution : Soit x e IR. On effectue le changement de variable < 

[du =-df 


gl-x) = J e* 2 dt = - J e u2 du - -glx). 

Donc g est impaire. 
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Exercice 13.79 IW 


On considère tp : IR — IR définie par tp ( t) - 


^ si t ï 0 
1 si t = 0 


Soit f: IR — IR définie par Vx e IR, /(x) = f% x cp(f) dr. 


1. Déterminer l’ensemble de définition de f. 

2. Montrer que f est impaire. 

3. Déterminer la dérivée de F et en déduire ses variations. 

4. Déterminer la limite de f en +oo. 

5. Tracer la tangente à 1 ’ origine , puis la courbe représentative de f. 


Solution : 

1. tp est continue sur IR* . De plus, — ■* 1 donc (p est aussi continue en 0. Par application du théorème fonda- 

mental de l’analyse, on en déduit que tp admet une primitive F sur IR. Pour tout x e (R, / (x) = F (2x) - F(x). f est 
donc définie et de classe r To 1 sur IR. 

2. / est impaire : soit xe IR, f (-x) = /o* -y-df / 0 X - du - - f (x) par imparité de sh. 

) sh2x-shx . 

x si x 

0 si x = 0 

Comme sh est croissante sur IR, / est strictement croissante sur IR. 

4. Soit x > 0 et soit t e [x, 2x] .On a: s car cp est croissante sur IR* . Donc : f (x) = / 0 X d t & sh x + > 

+oo. On en déduit que f (x) — » +oo. Par symétrie, on a aussi : f (x) — ► -oo. 

5. On montre de plus facilement que f admet la bissectrice principale comme tangente en 0. 



Exercice 13.80 IW H 

Soit g : IR — ► IR une fonction continue. On pose, pour tout x e IR, 

f (x) — sin(x- t)g(t)dt 

1 . Montrer que f est dérivable sur IR et que 


/'(*)= f cos(x-î)gU)df 

J o 

2. En déduire que f est solution de l’équation différentielle y" + y- g(x). 

3. Résoudre cette équation différentielle. 
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1. Soit x, t g IR. On a : sin(x- t) g{t) — sinxcos tgft) - cosxsin tg{t). Les fonctions t '-*• cos tg{t) et t • sin tg{t) 
sont continues sur IR par opération sur les fonctions continues. Par application du théorème fondamental, elles 
admettent, respectivement, des primitives Gi et G2 sur IR. On peut supposer de plus que ces deux primitives 
s’annulent en 0. On a alors d’après les formules d’addition : 

/(x) = / sin(x- f)g(î)df = sinxGi (x) -COSXG2 (x) 

Jo 

Gi et G2 étant de classe c € x , il en est de même de f et pour tout x g IR : 

f (x) = cos xGi (x) + sin x cos xg (x) + sin XG2 (x) - cos x sin xg (x) 

= cos xGi (x) + sin XG2 (x) 

= J cos(x- f)g(î)dî 

2. En effectuant des calculs analogues au précédent, on obtient : 

/"(x) = -sinxG] (x) 4- cos 1 2 3 g(f) + cosxG 2 (x) + sin 2 xg(x) 

- g(x) - sinxGi (x) +cosxG 2 (x) 

= gW-/ Cx) 


/ est donc solution de l’équation différentielle donnée. 

3. Les solutions de y" + y — 0 sont les fonctions : x ■ a cos x + P sin x où a, P sont réels. Les solutions de y" + y- g 
sont donc les fonctions : 

x ->• / (xi + a cos x + P sin x 

avec a, P g IR 


Exercice 13.81 1 W ■ 

On considère la fonction f donnée par f (x) = f x x e~ { d t 

1 . Déterminer 1 ’ ensemble de définition de f. 

2. Montrer que f est impaire. 

3. Déterminer la dérivée de F et en déduire ses variations. 

4. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine. 


1 . La fonction tp : t e ^ est continue sur IR. D 'après le théorème fondamental de 1 ’ analyse , on peut affirmer qu ’ elle 
admet une primitive F sur IR. tp étant de classe c ê + °°, il en est de même de F et pour tout x e IR, / (x) = F (4x) -F (x) .. 

2. Soit x e IR. /(-x) = e~^ dt - f£ x e~ t2 dt= -/(x). / est donc impaire. 

3. D’après la première question, pour tout x G IR, /' (x) = 4/ (4x) - / (x) = 4e -16 * 2 - e - * 2 . On vérifie facilement que 

/'(x) = 0 si et seulement si x - ± qu’elle est positive entre ces deux valeurs et négative ailleurs. On en 


déduit que f est décroissante sur -a 

/2IÏÏ2 


, croissante sur 


et décroissante à nouveau 


4. tp étant décroissante, pour tout x > 0, et tout t g [x, 4x], on a e ^ et f (x) ^ f* x e X ' Z dt = 3xe d’- 
donc, d’après le théorème des gendarmes, f (x) * 0. Par symétrie, on a aussi : f (x) * 0 


575 



Exercice 13.82 ITO ■ I 

Pour tout x e I R, on pose = / (x) = dit. 

vT+F 

/. Montrer que f est bien définie. 

2. En effectuant un changement de variable, montrer que, pour tout x e IR* : f{x) = / 

3. En déduire un équivalent simple de f en +oo. 


Solution : 

1. La fonction tp : f 1 — ► est continue sur IR par opérations sur les fonctions continues. Par application du 

Vi+t 4 

théorème fondamental, on en déduit qu ’ elle admet une primitive F sur IR et pour tout x e IR, f (x) = F (2x) - F (x). 
/ est donc bien définie sur IR. On remarque de plus que cp étant de classe c é>°° sur IR, il en est de même de F. 

2. Soit x g IR* . On a : 


'(è) 



(13.1) 

(13.2) 

(13.3) 

(13.4) 


3. Chercher un équivalent de /(x) en +oo revient à chercher un équivalent de / 1— j en 0. D’après la question 

précédente, /(~| = /(|). D’après la première question, on peut affirmer que x <-*■ f (|) est de classe Sé’°° sur IR et 
admet donc un développement limité à l’ordre 1 en 0. Au voisinage de 0, on a donc : 

f(^)=fm+~fm+ x o 0 (x). 

Mais, d’après la première question, f (x) = 2(p (2x) - ip (x) donc f (0) = 1. Il est clair d’autre part que f (0) = 0. 
On a donc :/(§} = §+ o ^ (x) ce qui amène / (f ) — et il vient 


Exercice 13.83 IW H 

Soit f : IR — IR une fonction de classe et g : IR* -> IR définie par : 

VxjéO, g (x) — — [ 
2x J-x 
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1 . Montrer que g peut-être prolongée par continuité en 0. On appellera encore g la fonction ainsi définie sur IR. 

2. Montrer que g est dérivable sur IR* et calculer g' (x) pour tout x e IR* . 

3. Montrer que g est dérivable en 0 et calculer g' (0). 


Solution : 

1. Comme f est continue sur IR, elle admet, d’après le théorème fondamental de l’analyse une primitive F sur IR. 
Comme f est c é? 1 sur IR, F est të 2 3 sur IR. De plus, pour tout x e IR* , 


, . F(x) -F(-x) 


1 | F (x) - F (0) 


F(-x)-F(0) ’\ ^ 

-x J 


F'(0)=/(0) 


car F est dérivable en 0 de dérivée f (0) . Donc on peut prolonger g par continuité en 0 en posant g (0) = / (0) . 

2. En utilisant ce qui a été fait dans la question précédente, on peut écrire pour tout x e IR* ; 


gW = 


F(x) -F(-x) 
2x 


avec F qui est de classe ( -ê 2 sur IR. Donc g est de classe c é 2 sur IR* par opération sur les fonctions de classe c ê 2 sur 
IR* . En particulier, g est dérivable sur IR* et si x e IR* : 


2x(F' (x) + F' (— x) ) -2(F(.yj — F(-.v)) = i;(/(x) + /(-x)j - ( F(x)-F(-x» = /(x) + /(-x)-g(x) 
4x 2 2x 2 2x 


3. Calculons le taux d’accroissement A de g en 0. Soit x e IR* : 


A(x) = 


g(x)-g (0) 
x 


1 i F(x)-F(-x) 
x v 2x 


/CO)]. 


Comme F est de classe c é 2 sur [-x,x], d’après le théorème des accroissements Unis, il existe c x e ]-x,x[ tel que 
F (x) - F (-x) = 2xf(c x ). On obtient alors : 


On utilise alors le fait que c x 
| g' (0) = /' (0) |- 


A(x) = 


ftcx) -/(O) 
X 


0 et que f est dérivable en 0. On trouve lim^o A (x) = /'(O) donc 


Exercice 13.84 IW<? : 

On se propose d’étudier la fonction définie par g(x) = f x x d t. 

1 . Montrer que le domaine de définition de g est IR* . 

2. Etudier la parité de la fonction g. 

3. Calculer la dérivée de la fonction g et dresser son tableau de variations. 

4. Calculer la limite de la fonction g en O et en +oo. 


1 . La fonction donnée par fit) - ^ est définie et continue sur les intervalle IR+ et IR* . D ’ après le théorème fonda- 
mental, f admet une primitive sur chacun de ces deux intervalles. On note F une fonction définie sur IR* , primitive 
de f sur IR* et IR* . Pour tout x e IR* , on peut alors écrire g [x] = F (2x) - F (x) . La fonction g est donc définie sur 
IR*. 

2. Parle changement de variables u = -t,on montre que pour tout x e IR*, g(-x) = fl x x fit) d t= - f x x /(- 1) df = 
-g(x) car la fonction f est paire. La fonction g est donc impaire. On ne fera donc son étude que sur I =]0, +oo[. 

3. Remarquons tout d’abord que comme F est dérivable sur IR*, il en est de même de g par opérations sur les 
fonctions continues. Soit x e]0, +oo[. On a : 


g' (x) = 2F' (2x) - F' (x) = 2/ (2x) - / (x) = 2-^ ^ = 


ch(2x) chx 2ch 2 x-2chx-l 


Pour trouver les valeurs x > 0 telles que g'(x) = 0, on résout une équation du second degré en chx et l’on trouve 
que chx= On résout ensuite une équation du second degré en e x et l’on trouve e x - 1+v '/, v/2 — . Finale- 

ment xq - ln 1 1+ v^+v2\/3 J p a f onC (j on g ' est négative sur l’intervalle ]0,xq[ et positive sur l’intervalle ]xo,+oo[. 
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4. Soitx> 0. Puisque V f e \x,2x], « fit) « ; on en déduit que «* g(x) ^ et d’après le théorème 

des gendarmes, on obtient que lim^o g 0*0 = +oo et lim^^ +0O g(x) = +oo. 



Exercice 13.85 IW9 H 

Soient deux fonctions f et g continues et positives sur 1 ’ intervalle [0, +oo [. On suppose que 
Vx^O, f(x)<C + J /(t)g(t)dt 

où C est une constante strictement positive. 

1. Montrer que 

Vx^O, /(*)« Cexp|^ g(t)dtj. 

C’est le lemme de Gronwall, très utile pour étudier des équations différentielles. 

2. Que peut-on dire si /(x) « Jq /(t)g(t) dt ? 

Indication 13.14 : Introduire la fonction tp(x) = C + /(t)g(t) dt et calculer sa dérivée. 


Solution : 

1. Introduisons la fonction tp donnée pour tout x e [0,+oo[ par tp(x) = C + / 0 r /(t)g(t) dt. D’après le théorème 
fondamental, la fonction tp est dérivable et en utihsant l’hypothèse, pour tout x^O, il vient que 

tp'(x) = f (x)g(x) « g(x)ip(x) 

Introduisons alors la fonction i|/(x) = é ~ & g(t) df (p(x). On a 

y (x) = e -iï g( t] dt (y (x) - g(x)cp(x)) « 0 
Donc \p est décroissante sur [0, +oo[ et donc puisque \p(0) = C, 

Vx & 0, \p(x) «C=> /(x) « tp(x) « Cef° gtf) dt 

2. Lorsque C = 0, on trouve que f est nulle sur [0, +oo[. 


Exercice 13.86 IW H 

Étudier la fonction définie par 
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Solution : La fonction f : x e f / 1 est définie et continue sur IR* par opérations sur les fonctions continues sur IR* . 
/ diverge en 0. Si x e R_, alors 0 £ [x,x 2 ] et donc on ne peut intégrer f sur ce segment. On en déduit que g est 
définie sur]0,+oo[. Déplus, d’après le théorème fondamental, f admet une primitive F sur IR* . Donc, pour tout x £ R* , 
g (x) = F ( x z ) - F (x) . On en déduit que g est de classe 'to 1 sur IR* et que pour tout x e IR* : 


Pour tout x e ]0,1[ et tout t e [x,x 2 ], e* It « e x lx 2 donc g(x) ^ pr (jc 2 -x) - e x (l- » -oo donc d’après le 

théorème des gendarmes, g ( x ) » -oo. 

je— 0 + 

De même, pour tout x>\ et tout te [ x, x 2 ] , e 1 / 1 & 1/ 1 et g (x) & ln [x 2 ) - ln (x) = ln (x) ► +oo. Donc g (x) 

+oo. 

Afin d’étudier les variations de g, résolvons l’équation : 2e* 2 - e x - 0 sur IR* ; 


2e* 2 - e* = 0 <=> e* 2+ln2 = e x < _^, x 2_ x + hl2 = Q 


mais le discriminant de ce trinôme est négatif donc l’équation n’admet pas de solution sur IR* . On en déduit que g' est 
strictement positive sur IR* et que g est strictement croissante. Remarquons que l’unique zéro de g est en x = 1. 



Exercice 13.87 IW H 

Soient deux fonctions continues f et g sur [0, 1], On suppose que Vx e [0, 1], 

fix) — f g{f)dtetg{x) = f f{t)dt 
J o J o 

1 . Montrer que f et g sont c ê 00 ; 

2. Montrer que f- g- 0. 


Solution : 

1. Comme f et g sont continues sur [0,1], d’après le théorème fondamentale, elles admettent des primitives F et G 
sur [0, 1] . On peut de plus supposer que ces primitives s ’ annulent en 0. Remarquons que F et G sont éléments de 

1 ([0, 1]). fl vient alors pour tout x e [0, 1] : 

/ (x) = G (x) et g (x) = F (x) . 

Mais alors f et g sont aussi éléments de ([0, 1]). Comme f - g et que g' = f, on montre par une récurrence 
facile que f, g £ ‘g 00 ([0, 1]) . 

2. Comme f' = get que g' - f, f est solution de l’équation différentielle : y" -y - 0. Donc il existe a, P e IR tels 
que f:x<-> ae* + Pe _ *. Mais comme f (0) = 0 et que f (0) = g (0) = 0, il vient que a = P = 0. Donc f - 0. Comme 
f = g, il est clair que g- 0 aussi. 
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Exercice 13.88 I W 

Soit la fonction définie par 



1 . Montrer que la fonction g est définie et dérivable sur IR* . 

2. Étudier la parité de g. 

3. Montrer que pour tout x € [0,tt/2], l-x 2 ^ cosx« 1. 

4. Prolonger g par continuité en 0. 

5. Montrer que g ainsi prolongée est dérivable en O? 

6. Trou ver lim^ +0O g(x). 

Solution : 

1 . La fonction f : j ^ * * cosî/£ est continue sur R* par opérations sur les fonctions continues. D’après le 

théorème fondamental, elle admet une primitive F sur IR* et pour tout x e U* , g (x) - F (2x) - F (x) . On en déduit 
que g est définie et dérivable sur IR* . 

2. Pour tout x £ IR*, g(-x) = /J 2x cos tl tdt - f£ x cos (-Ü) I udu = g (x) donc g est paire. On étudiera donc g sur 
R* + . 

3. Soit x e ] 0, tt/ 2] . La fonction f —* • cos t est dérivable sur [0, x] donc d’après l’inégalité des accroissements finis : 
xinff E ]o,x[ (-sin t ) «S cosx- 1 « xsup fe | 0jX| (-sin t) soit : -x 2 ^ cosx- 1 « 0 

4. Soit x e [0,Jt/2]. D’après la question précédente, on a : -^y- « yp2 <c I donc ln2-2x 2 + x 2 / 2 s; g (x) =£ ln2 et 

d’après le théorème des gendarmes g (x) ► ln2. On prolonge g par continuité en 0 en posant g (0) = ln2. 

.V •()• ■ ■ 

5. Pour tout x £ IR* 

,, , , cos2x cosx cos2x-l cosx-1 

g " (x) = 2F' (2x) - F' (x) = = 

X X X X 

mais cos2x- 1 ~ -2x 2 donc cos2x ~ 1 <■ 0 et 1 - cosx ~ x 2 / 2 donc cos ^~ 1 > 0. On en déduit que 

x-»0 + x JC-0+ x->0 + * x—0 + 

g' (x) ► 0 et donc que g est dérivable en 0 de nombre dérivé g' (0) = 0. 

X— o + 

6. Voir l’exercice 13.68. 


13.7.12 Suites dont le terme général est défini par une intégrale 

Exercice 13.89 V 

On considère la suite de terme général I„ = /q 1 2 dx. 

1. Calculer I 0 , Ii etl2. 

2. Étudier la monotonie de (I „) . 

3. En déduire que (I„) est convergente. 

4. Prouver que : 

VneN, — . 

5. En déduire la limite de (l n ). 

6. En déduire un équivalent de la suite 

J„ = f x”ln(l + x 2 ) dx 
J o 

Solution : 

1. On trouve : Io = — , Ii = ln\/2 et I2 = 1 - — . 

4 4 

2. Pour tout x e [0, 1] et ne. N, on a : x n+1 < x n ce qui amène : 2 ^ 2 et ^ onc ^ n+l ^ ^ « • O n en déduit que 

(l n ) est décroissante. 

3. Comme la fonction x >-► y~ — — est positive sur [0, 1], on a : I„ 5= 0 pour tout ne N. La suite (I B ) est donc minorée 
par 0. On a montré qu ’elle est décroissante. On applique le théorème de la limite monotone, on en déduit qu ’elle 
est convergente et que sa Hmite est positive. 
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4. Pour tout x £ [0, 1] et ne N, on a : j~~2 ^ x " • Donc : I„ =s x" dx = + y . On a de plus montré précédemment 

que I„^0. 

5. D’après le théorème des gendarmes, on en déduit que I„ ^ 0. 

6. Soit «eN. Une intégration par parties livre : 


r x n+1 , o, 1 1 r 1 x n+1 2x ln2 2 ln2 t 2 \ 

Jn — -lnfl + X 2 ) - / 2 dx= T -In+2 1-— In+2 • 

tn+l v 'Jo Jo 72+1 1 + X 2 72+ 1 72 + 1 72+ 1 l ln2 J 


Exercice 13.90 ■ 

On considère la suite de terme général l n - / 0 ' x” (1 - x)" dx. 

1 . Étudier les variations de f : x >— x (1 - x) sur [0, 1] . 

2. En déduire celles de (I„). 

3. En déduire que (I„) est convergente. 

4. Montrer que : 

VneN, 0<I„<(-]". 

5. En déduire la limite de (I„). 

Solution : 

1 . L’étude des variations de f permet de dresser le tableau suivant : 


t 

0 \ 1 

fit) 

+ 0 - 

fit) 

1 

4 ^^*0 


2. On déduit de l’étude précédente que : Vx e [0, 1], x(l-x) e [0,1]. Il vient alors, pour tout n e N : 
x n+1 (1 - x)” +1 x” (1 - x)” et I„+i s; \ n . On en déduit que (I„) est décroissante. 

3. La fonction f étant positive sur [0, 1], il en est de même de (I„). Appliquant le théorème de la limite monotone, 
on en déduit que (I„) est convergente et que sa Hmite est positive. 

4. f est majorée par i sur [0,1] : Vx e [0, 1], /(x) « Il en découle que pour tout n e N et tout x e [0,1], 

x n (1 — x)” « et I n « On a par ailleurs montré dans la question précédente que I„ ÿ 0. 

5. La suite est géométrique de raison ^ donc elle converge vers 0. D’après le théorème des gendarmes, (I„) 
converge vers 0. 

Exercice 13.91 IW ■ 

Pour tout ne N, on considère la suite de terme général 

I >i=J i (ln x] ” dx 

1. Calculer I 0 et Ii. 

2. Trouver une relation de récurrence entre l n+ \ et \ n . 

3. En déduire que 

Vt2£N, 0<I„< — 

puis la limite de (I„). 

4. En déduire un équivalent de l n . 
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Solution : 


1. I 0 = e - 1 ef Ii = 1. 

2. On effectue une intégration par parties : 

I„+i = |x(lnx)” +1 j i — J (n+ l)(lnx)"dx 
= e-(ji+\)l n 


3. Soit ne N. On a : Vxe [1, e] ,0 =S (lnx) n Donc 0 « I„. On en déduit que : I n = - — <; — £ — _ En appliquant le 

(rc+1) (n+ 1) 

théorème des gendarmes, on en déduit que l n ^ + » 0. 

4. D’après la relation de récurrence, pour tout ne N, on a : 


- 0, il vient que : 


Exercice 13.92 IW H 

On considère la suite de terme général l„ = fl x * 1 2 (lnx)" dx où n e N* .. 

1. Étudier la monotonie de (I„). 

2. En déduire que (I„) est convergente. 

3. Trouver une relation de récurrence entre I„+i et \ n . 

4. En déduire la limite de (I„) ainsi qu ’ un équivalent simple de I„. 


1. Pour tout n € N* et x e [l,e], lnx e [0,1] et ln" +1 x « ln" x. On passe à l’intégrale et cette inégalité amène 
I„+i « l n . CI ra ) est donc décroissante. 

2. Comme, pour tout ne l\l*, x • x 2 ln" x est positive sur [1, e], la suite (I„) est positive. Elle est donc minorée par 
0 et on a montré qu’elle est décroissante. D’après le théorème de la limite monotone, elle est convergente et sa 
limite est positive ou nulle. 

3. On effectue une intégration par partie, on montre que pour tout ne N* : 


In+l 


£ x 2 ln" +1 xdx 



i(e 3 4 -(71+ Dira) 


4. On sait que (I„) admet une hmite t > 0. Supposons que 1^0. Alors, en passant à la limite dans la relation de 
récurrence, on obtient une contradiction. Donc £-0. Toujours d’après la relation de récurrence, pour tout neN*, 

on a:l n - — (e 3 -3I„+i). Comme l n +\ + > 0, il vient : 



Exercice 13.93 IW ■ 

Pour tout neN, on considère la suite de terme général : 


1. Montrer que 

2. En déduire que 


f 


— - — dx 

l+x n 


VneN*, f — — d x=—--f lnfl + . 
Jo l+x n n nj o 


dx 
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Solution : 



1. Soit neN* .En effectuant une intégration par parties, on obtient : 


f 1 — dx = 
JO l+x tt 

f T^-T dx 
Jo 1 + x n 


= 



= 

— f\ n(l + x n )dx 
n n J o 

2. On en déduit que : 

I „ = 

jfë* 


= 



= 


Donc : n |l„ - 1 + = /J ln (1 + x n ) dx. Mais, d ’ après l’inégalité : Vx e ]-l, +oo[, ln(l + x) =£ x, on obtient: 


£' n(i+i " 

‘)dx« f x"dx=— +0 

Jo n + 1 n->+oo 

ce qui prouve que : 

ln2 1 1 -v 






Exercice 13.94 ■ 

Soit neN. On pose 




1. Déterminer lim„^ +co I„ ; 

2. Trouver une relation de récurrence entre l n+ \ et l n ; 

3. En déduire la limite de la suite de terme général 


s »=îi 


Solution : 

1. Pour tout te [0,1], on a — e 1-r « — . Donc : 


f 1 e e 

0< |I n |< — : dr = — . 

J o ni ni 

U = f 1 o-' d,= r‘J2L e i-. it= _J_ + w 

Jo n! I «1+1)1 I» Jo (n+l)l «1+1)1 


Par le théorème des gendarmes, I n — » 0. 
2. On effectue une intégration par parties : 


3. Par télescopage, on en déduit que 




et donc que S n *■ Io + 1. Comme Iq = e - 1, S n - 
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Exercice 13.95 I W 


Pour tout ne N, on pose : 




Une telle intégrale est appelée intégrale de Wallis. 
1. Montrer que 


VneN, 


H* 


2. Calculer I 0 et Ii. 

3. Montrer que 

Vne N,I n+2 = — I, 


4. En déduire, pour tout peN, une expression de hp et hp+i à l’aide de factorielles. 

5. Montrer que (I„) est décroissante et positive. En déduire que (l n ) est convergente. 

6. En déduire que pour tout neN : 

I„+i I„ 

In+2 In+2 


7. Montrer que l n ~ I n +i. 

8. Établir que pour tout n £ N, [n+ l)l n+ il„ = |. 

9. En déduire que : l n ~ \j~^~ ' 


Solution : Soit neN. 


P sin" fdf 

I cos”xdx 
Jo 


2. On vérifie facilement que Io = ^ et Ii = 1. 

3. En effectuant une intégration par parties, on montre que : 


1/2+2 = sinf.sin” +1 tdt 

= [ - cos t. sin” +1 t] J + (n + 1) J ^ cos 2 1 . sin" tdt 

= (rc+1) P (l-sin 2 f).sin” tdt 
Jo 


donc : l n+2 = (n + 1) I n - (n + 1) I„+ 2 d’où : l n+2 = ^l n 


4. 


D’après les deux questions précédentes et grâce à un raisonnement par récurrence, on montre que, pour tout 
peN : 


h P 


2 2 P 2 


et 


2 2 ?(p!) 

(2p+ l) ! 


5. Pour tout t £ [0, j\, sin” t & sin ” +1 1 donc l n & I„+i et (I n ) est décroissante. Par ailleurs : sin” t & 0 donc I n Ss 
0. La suite {\ n ) est donc décroissante et minorée. Par application du théorème de la limite monotone, (I „) est 
convergente. 

6. (I n ) étant décroissante, il vient que : l n+ 2 I n +i =£ l n ce qui s’écrit aussi : 1 « - — — . 

tn+2 l-n+2 
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7. D’après les questions 3 et 5, on obtient : 

l n+ i l n n + 2 

I«+2 I/î+2 n+ 1 

mais U+ 2 > 1 donc, par application du théorème des gendarmes, » i et donc : î n +2 ~ I«+i 

« + 1 a-+oo Ifl+2 n-+oo n-+oo 

ou encore :l„ ~ l n +\- 

8. En utilisant les expressions trouvées dans la question 4, on montre que : (n + 1) I„+iI„ = j . 

9. Par application des deux questions précédentes et par opérations sur les équivalents : 



Exercice 13.96 ■ 

Soit f une fonction de classe c é? 2 sur le segment [0, 1] vérifiant f{l) = /'( 1) = 0. Étudier la suite de terme général 
ln-n 2 f x n f{x) dx 

J o 

Solution : Soit «eM. Par deux intégrations par parties, on trouve que 

ln = ” [ X n+2 f"(x) dx 

(n+UC/i + 2 ) J 0 

n 2 

Mais puisque ^ + ^ + ^ ~ 1» en posant M2 = sup xe[0il ] 1/ Ml (qui existe puisque f est continue sur le segment 
[0, 1]), on obtient la majoration suivante : 

l[ x n+2 f " M dx\ f x n+2 \f\x)\dx^M 2 f x n+2 dx<£-^- 

J 0 J 0 J 0 n + 4 

Alors d’après le théorème de majoration, /J x n+2 f" {x)dx ^ 0 et donc 


Exercice 13.97 IW9 I 

Soit deux réels a,b eM tels que a<b et une fonction f : [a, b] IR continue et positive. Déterminer la limite de la 
suite de terme général 

ln= \fa fn{X)dX \ ” 

Indication 13.14 : On étudiera d’abord le cas où f est une fonction constante. 


Solution : Si f est une fonction constante de valeurs c e R alors I n = {c n {b- d))n = c [b - a)Ti * c. 

Montrons que si f n’est pas constante sur [a, b] et si M = sup [a / alors l„ — — — » M. Remarquons que M existe bien 
car f est continue sur le segment [a, b]. Ce maximum est de plus atteint en un point xq e [a, b] . Soit e > 0 .On suppose 
que e < 1. Il existe p > 0 tel que pour tout x e ]x 0 -p,xo + p[n [a, b], M-e ^ f(x) « M. Comme f est positive sur [a, b], 
il vient pour tout neN: 


= (/(*))" dx) «M -([ (/M)”dx| 

\Ja 1 Vd] jc 0 — T l.J< : o+ r l[n[«,i’] 1 

« M - (M - e) (2p) 1/n = M (l - (2p) 1/n j + e (2p) 1/n 


Comme (2p) l/,! + > 1, on peut supposer qu’à partir d’un certain rang N, on a pour tout n & N ; 1 - (2p) 1/n « e/(2M) 

et (2p) 1/n ^ e/2. On obtient alors :0«M-h„S e/2 + e 2 /2 « e/2 + e/2 = e car 0 < E < 1. En résumé, on a montré que 
pourrit N, |M- u n \ «e donc I u n + > MM. 
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Exercice 13.98 W I 

Trouver la limite de la suite de terme général 

i r 1 _ 

I n = — / (arcsinx) dx 
ni J o 

Solution : Soit ne N. Pour tout x £ [0,1], 0 « arcsinx ^ ^ donc 0 « I n -^(ji/2)”. Mais pour tout a > 1, par croissance 
comparées, a n = o (n!) donc (ji/2)" — - — » 0. Par conséquent, 1 1„ + ♦ 0 | . 

Exercice 13.99 ■ 

1. Soit un entier k> 1. Encadrer T intégrale Ifc = +1 ln 1 dt . 

2. En déduire un équivalent de la suite de terme général u n - ln ni. 


Solution : 

1 . Soit k £ N*. Comme la fonction logarithme est croissante sur R*, pour tout t £ [k,k+ 1], on a : lnfc =S ln f =£ 
ln (fc + 1) et il vient que pour tout k > 1, ln k ^ Ifc ^ ln(fc + 1). 

2. Soit n £ N* . En sommant ces inégalités pour 1 « k « n, on trouve que 

J lnfdf«lnrc!=S J lnfdf 

et puisque x ^ xln x - x est une primitive de ln sur [l,+oo[, on obtient l’encadrement suivant : 
nlnn- n+ 1 «lnn! « [n+ l)ln(n+ 1) - («+ 1) -21n2 + 2 

et 1 ’on démontre ensuite facilement en divisant cette inégalité par nlnn que (ln ni) / (rcln ri) est encadrée par deux 
suites qui convergent vers 1. Par conséquent, ln(n!) ~ nln n I. 


Exercice 13.100 ■ W H 

On considère la suite de terme général 

I „= f 1 — dt 
J o 1 + t 

1. Trouver lim„^ +0O I„ 

2. Trouver une relation de récurrence simple entre \ n et 1,,-t pour nsi. 

On considère ensuite la suite dite de Mercator et de terme général 

2 3 n £i k 

3. Exprimer pour ns 1, S„ en utilisant I„. 

4. En déduire que la suite (S n ) converge et préciser sa limite. 


Solution : 

1. Soit un entier n£N. Puisque pour tout t £ [0, 1], on a la majoration — — t n , on peut encadrer l’intégrale I„ 

ainsi : 



0=sl „ « / f"dr = . 

J 0 71+1 

Par le théorème des gendarmes, on en déduit que 1 1„ ► 0 1 . 

2. Écrivons pour n> 1, 


Alors 


Jo 1 + t J o n 
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3. En exprimant l n en fonction de Iq, on trouve que 


En multipliant par (-1)" on trouve alors que (-1)" 'l„ = S„ -Io. Finalement | S n - Iq + (-l) n 1 I n | . 

4. Puisque |(- 1 )” _ 1 I„| = I n ► O, il vient que S„ - 

converge vers ln 2 . 


Exercice 13.101 S i 

Étudier la suite ( u n ) de terme général : 

Ç™ sin t 

u n — J y d t 

Indication 13.14 : On commencera par déterminer le signe de u n +\- u n , puis u n+ 2 - u„ et l’on s’intéressera ensuite 
aux deux suites extraites U2 n et U2 n +\ ■ 


Solution : Soit ne N. On calcule grâce au changement de variables u - t-rni, 


Hn+Un gin t , ,, r n sin u , 

U n +1-U n = / — — df=(-l) / du 

J nu t Jo U+rni 

. r nsinu 

tt n +2 — u n — (— 1 ) / 7 77 — - du 

J 0 (u + nn)(u+ {n+ l)7i) 


Puisque pour tout u e [0 ,ji], 


[u+ mf){u + in+ l)7i) 

(u2 P ) est croissante et (u2 P +\) est décroissante. Comme de plus, 


0 (m+ rai)(w+ in+ l)7i) 

& O, on en déduit que U2 n +2 - « 2 n ^ O et « 2 n +3 - « 2 n+i « 0. Donc 


, r n |sinn| 1 

\U2n+l~U2n\< I 7 d« « '0 

Jo u + 2nn 2 n n^+00 


en en déduit que les deux suites extraites (U2 n ) et (« 2 ^+ 1 ) sont adjacentes, et donc qu’elles convergent vers la même 
limite l. D’après un théorème du cours, la suite (u n ) converge alors également vers l. 


Exercice 13.102 1Ç>W I 

On note pour un entier n non-nul : 


s n = ^r 1 - — \ — et i n = nr — 1 dx 

fyp & t + j + 1 Jo U 0 x + y+ 1> 


1 . Calculer 1 ’ intégrale l n pour n> 0. 

2. Déterminer un équivalent de la suite (I n ) . 

Indication 13.14 : On pourra utiliser un développement limité à l’ordre 1 de ln en 0. 

3. Encadrer S n à l’aide de I„ pour n> 0. 

4. En déduire un équivalent de (S n ). 


Solution : 

1. Une première intégration suivant la variable x conduit àl„ = / 0 ”ln(x+n+l) dx- / 0 ” ln(x+ 1) dx. En intégrant par 
parties, on trouve finalement | l n = {2n+ l)ln( 2 n+ 1 ) -2{n+ l)ln(n+I)~| . 

2. Pour tout x e ]-l,+oo[, on a : ln(l + x) = x+ o (x) donc si (u n ) est une suite réelle convergeant vers 0 alors 
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In (1 + u n ) — u n + o (u n ). Écrivons 


(2 n + 1) ln(2 n + 1) - 2(n + 1) ln(n + 1) 

(2n + 1) (ln (2n) + ln (1 + H2ri)) - 2 (n + 1) (ln n + ln (1 + 1 / ri)) 


f ln2 -lnn-1- o (1)^ 

2 1 + — 

I 2nln2 I 


n ~ \2n\n2\ 

3. Comme x—>l lx est décroissante, et que 

l n = Ÿ Z f‘ +1 [ J+1 dx d y 

ÉoÊôJi h x + y+1 

on en tire l’encadrement 

toj^o l + ]+ 3 

d’où l n =S S„ et en sortant les termes de la somme à gauche : 

n + 1 i 

l n « S„ « l n + T - 

h j 

Mais toujours en comparant cette somme avec une intégrale, L”=2 ^ ^ /" + 1 Finalement, 

I„<S„^I„ + ln(« + l) 


4. On tire facilement des deux questions précédentes que S„ ~ 2«ln2 . 


Exercice 13.103 

Pour ne N, on pose 


1. Justifier l’ existence de I„ pour n> 1. 

2. Déterminer la limite de la suite (I„) 1 . 


J o 1 - t 


Solution : 

1. Soit te [0,1[. Puisque 1- t n - 1+ îh — + £ n_1 , 

t n _ t 2 n 2n—l , 

— — = t n a+ £+••• + f n_1 )= t f 

k=n 

Donc à n fixé, la fonction à intégrer est continue sur le segment [0, 1], donc l’intégrale I„ existe. 

2. D’après ce calcul, on peut exprimer l n à P aide d’une somme : 

2n-l i 2n i 

'■■f.ïîï’&ï 

En encadrant pour i 3= 2, Il i par deux intégrales : 


f i+1 dt 1 f‘ dt 

Ji t " i "Ji-i t 


1. Une autre solution de cet exercice utilisant les sommes de Riemann est proposée dans l’exercice 13.120 page 594 
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on obtient un encadrement de l n : 


et donc 


r 2n+1 dt r 2n dt 

L t^L t 


D’après le théorème des gendarmes, | I n — ■ ln2~| . 


13.7.13 Algèbre linéaire et intégration 

Exercice 13.104 IW I 

Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues de IR dans IR. Si f g E, on note T (/) = g l’application définie par 

V«l, g(x) = J tf(t)dt 

1 . Montrer que T est un endomorphisme de E. 

2. Déterminer KerT et ImT. 


Solution : 

1. La linéarité de T provient de la linéarité de l’intégrale. Si f e E alors par opérations sur les fonctions continues, 
la fonction f >— • tf (t) est continue sur K et admet, d’après le théorème fondamental, une unique primitive F sur IR 
qui s ’ annule en 0. Donc, pour tout x g IR, g ( x) = F (x) . Comme F est continue sur IR il en est de même de g et on a 
bien g g E. L’apphcation T est bien à valeurs dans E. 

2. Soit f e Ker T et F la primitive sur IR de t-> tf(t) qui s ’ annule en 0. Alors F = 0 et F' — 0. Donc pour tout te R, 
tf(t) = 0. On en déduit que f est identiquement nulle sur IR* . Comme f est continue en 0, on a aussi f (0) = 0. 
Donc f - 0 et KerT = {0}. L’endomorphisme T est injectif. Montrons que ImT est l’ensemble & des fonctions 
définies sur IR de la forme x »-*• xF (x) - G (x) où F e SP 1 ' (IR) et où G : x ^ / 0 x F(f) dt. Soit f e F. Notons F la 
primitive de f sur IR qui s’annule en 0 et G celle de F sur IR qui s’annule en 0. Une intégration par parties livre : 

T[f) = J* tfWdt=[tFw] X o - ^ FWd t = xF(x)-G(x) 

donc T (/) e &. Réciproquement, si H-x^xF (x) - G (x) e & alors H est de classe 'ta 1 sur IR et pour tout t g IR, 
H' (f) = F{£) + tF' (t) -G'(f) = tF' (t) car G' = F. Donc H = T (F' (f)) et H G ImT. 


Exercice 13.105 1W I 

Soient le IR -espace vectoriel E = < é’°° (IR, IR) et les applications : 

f E — * E f E — * E 

vi \f - f et v i/ - Jtfwdt 

1 . Prouver que (p et \|/ sont des endomorphismes de E. 

2. Calculer ipo\|/ et\|/o(p. 

3. Déterminer les noyaux et images de tp et ip. 


Solution : 

1. La ünéarité de tp provient de la ünéarité de la dérivation et celle de ip de la linéarité de l’intégration. 

2. Soit f g E. Comme f est de classe c €°° sur IR, elle est continue sur IR et, d’après le théorème fondamental, elle 
admet une primitive F sur R. On a : Vx g IR, (\p(/)) (x) = F(x)-F(0). Par conséquent : (p°ip (/) = F' = f et donc 
(porp = Me. De même, f est de classe 'to 00 sur IR et une primitive de f sur R est bien entendu donnée par f. Donc, 
pour tout \p° (p (/) = \p (/') - f ~ f (0). 

3. Comme cp o \p = idg est bijective, nécessairement (p est surjective et ip est injective. Donc Irrup -F et Kerip = {0}. 
Par ailleurs, Ker tp est donné par les fonctions constantes sur IR et Irmp = {/ G Sé” 00 (IR, IR) | / (0) = 0} . En effet, si f 
est élément de ce dernier ensemble alors \p (/') est la primitive de f qui s ’ annule en 0. Tl en est de même pour f 
et donc f = rp (/') . Réciproquement, toute fonction de la forme x >— • f {t) dt s ’ annule en 0 et est c é’°° si f 1 ’est. 
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13.7.14 Formules de Taylor 

Exercice 13.106 ■ é? 

1 . Montrer que pour tout neN et pour tout x e IR, on a : 




2. En déduire lim Y' - 
n^+oo l 


1. Soit x g IR* . On applique la formule de Taylor avec reste intégrale sur [0, x] à la fonction exp qui est c é’°° sur ce 
segment : 

to K Jo ni 

Mais 

ipçx-^dtU /-“Ëziü^dK f' x \xr^dt='-^ 

|Jo ni | J o ni J o (ra+1) 

et on en déduit 1 ’ inégalité annoncée. 

\x\ n+ ^ gW I le I 

2. Comme ^ ^ + > 0 par le théorème des gendarmes | e x - £^ =0 jï | + * 0 et 


t,k\ «-+O0 


Exercice 13.107 ■ I 

En appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale à la fonction x • ln (1 + x) entre 0 et 1, montrer que : 

*i n2 

2 3 4 n "-+oo 

Solution : La fonction x >-* ln (1 + x) est de classe ( iê" x ‘ sur [0,1]. On montre facilement que Mn e N*, Vx e 

[0, 1] , ln (n) (1 + x) = - ^ • On applique alors la formule de Taylor avec reste intégrale : 

l„2 = f 

fcT 0 k] (l + x) fc J o ni a + t) n+1 

= i^4-i + „. + ^ + r [ - i)n ^- t)n dt. 

2 3 4 n Jo (l + t)"(l+f) 

is 

| r (-v n i i -» n dt L[ 1 j-(±zi) n d ^ r * +idt =i(^n .o 

|Jo (l+t) n (l + t) | Jo 1 + 1 v 1 + t) Jo (l+t)” +1 n \ 2 n ) n-*+oo 

et on conclut comme dans l’exercice précédent. 

Exercice 13.108 <2 

Soient / : R — IR de classe c & 2 et a e R. Montrer que : 


Solution : On utilise la formule de Taylor-Young à l’ordre 2. Pour tout h e R : 


et on remplace : 


fia+h)-2f(a) + f(q-h) _ 
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Exercice 13.109 I 

Trouver 


x(e x + l)-2(e x - 1) 


Solution : Utilisons la formule de Taylor- Young pour l’exponentielle en 0 à l’ordre 3 : 


x 2 x 3 

• x = l + x+ — + — + x 3 e(x) avec e(x) » 0 

2 6 x—>o 


Exercice 13.110 ■ ■ 

Soit f une fonction de classe c é?°° sur [0, 1] . On pose pour x g] 0, 1 [, 

. , /(x)-/(0)-x(/(l)-/(0)) 


Montrer quel ’on peut prolonger g par continuité en 0 et 1 . 


Solution: On écrit la formule de Taylor- Young pour f en 0 à l’ordre 1 pour tout xg [0,1] : / (x) = / (0) + xf (0) + 
o (x) et on remplace dans g (x) : 


x/'(0)+ o (x)-x(f (1) - / (0)) /'( 0)+ o (1)- (/(I) -/(O)) 


sin (ti x) 


-(/'(O) -/(1)+ /(O)) 


et on prolonge f par continuité en 0 en posant f (0) = — (/' (0) - / (1) + / (0)) . La formule de Taylor-Young appliquée 
aux fonctions f et x*-* sin ( jix) en 1 à l’ordre 1 donne pour tout x G [0, 1] ; 

/(x) =/(l) + (x-l)/'(l)+ o^ (x-1) et sin(Tix) = -tt(x- 1) + o^ (x-1) 

et on procède comme précédemment : 

(-/ (1) + f (1) - / (0)) (x - 1) + o (x-1) -/(l)+/'(l)-/(0)+ o (1) 

p(x) = — = 

— TT (X — 1) + O^fX-l) - 71 + O (1) 

On prolonge alors f par continuité en 1 en posant f (1) = — (/ (1) - f (1) + / (0)) . 


-/'(!) + /(0)). 


Exercice 13.111 IW H 

1 . Écrire 1 ’ inégalité de Taylor-Lagrange pour 1 ’ exponentielle entre 0 et X g R* . 

2. En déduire l’existence d’une constante C > 0 telle que : 

Vwg N*, Vxg[0,1], |(l + x 2 ) 1/ "-l-iln(l + x 2 )|«-^. 

3. Trouver alors deux réels a, b g IR tels que 

f* 1 i / h) c 

Mn gN*, I fl + x 2 ) d x-a+ — + — 

J o n n 

où e n n ^ +00 ’ 0 

Solution : 

1 . On écrit 1 ’ inégalité de Taylor-Lagrange pour 1 ’ exponentielle entre 0 etX g [R* ; 

|e x -(l+X)|^|e x 

carsup x£[0 j ü \e x \ = e K . 
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2. Soient xe [0, 1] et ne N. Comme (l + x 2 ) lln = exp(iln(l + x 2 )), avecX- iln(l + x 2 ), on trouve que : 
| (1 + x 2 ) 1/n - (l + ^ ln (1 + x 2 )) | ^ M ^ X ] (1 + **) « ^ 


car 1 + x 2 « 2 

3. Posons a - /J dx = 1 et b- fg ln (l + x 2 ) dx. On a alors : 


Donc /g (l + x 2 ) 1/n dx= a + — + e n et \nz n \ =s — donc e n = o j. Il ne reste plus qu’à calculer b par parties : 


13.7.15 Sommes de Riemann 

Exercice 13.112 ■ 

Étudier la suite de terme général 


u n = Ÿ. ] 


k= î Vn 2 +2kn 


Solution : Soit ne N*. On met en évidence le groupement kl n : 

= y 1 = 1 f. 1 

Un b\ Vn 2 + 2kn n jj“ 

et on reconnaît une somme de Riemann donc u n — - — - /J ^ 1 ^ dx = j \/l + 2xj q = | \/3 - 1 1 . 


Exercice 13.113 ■ V ■ 

Étudier la suite de terme général 


“"--U 


Solution : Soit ne N*. On met en évidence le groupement kl n : 


^ 1 ^ 1 1 ^ 1 1 

Un p=n P PoP +n n ]kln +1 + n 

On reconnaît une somme de Riemann £"=i p * — - — <► /J -j— ! — dx = ln2. On en déduit que | + — ln2 |. 


Exercice 13.114 ■ ■ 

Étudier la suite de terme général 


Un=L 


\n 2 + k 2 


Solution : Soit ne N*. On met en évidence le groupement kl n : 

r-i Tl 1 1 

Un - L „2 . 1.2 ~ ~2L-i ” P 

k=i n + K n k=1 1+e, 


et on reconnaît une somme 


de Riemann. Donc u n + > /g ^ J 2 dx = | ^ | . 
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Exercice 13.115 ■ ■ 

Étudier la suite de terme général 


1 A_1 

= i T 

yn j._o Vrc + k 


Solution : Soit ne. N*. On met en évidence le groupement k! n : 


1 " 1 1 ", I 1 

u n = ~^L , r = “ L , + “ 

\/râ fc=o \/n+k n k= i . / 1 + £ w 


On reconnaît une somme de Riemann - 


- 1£ =1 1 ► /o -7=^= dx = 2(\/2 - 1) dose I w n -2(\/2-l) I. 

” \A + ! Vl + X 1 1 


Exercice 13.116 ■ 

Déterminer la limite de la suite de terme général 


Solution : Soit n e N* . On écrit : 


^ ^ 1 V” 1 ' 

u n = n L —, — = -L- 


l C ^ X 6 ^ X 

et on reconnaît une somme de Riemann. L’intégrale à calculer est f 0 — — dx. La fonction f:x-^ — — estprolonge- 
able par continuité en 0 en posant / ( 0) = 0 donc cette intégrale est bien définie. Une primitive de f sur R* est e~ Ux 
donc l’intégrale vaut -lie. En conclusion I u n + -> -l/e I. 


Exercice 13.117 ■ V I 

Trouver la limite des suites de termes général 

Y — 

ti 8fc3 + « 3 


Solution : Soit ne. N. En mettant en évidence le groupement kln,on reconnaît une somme de Riemann : 



On calcule la limite 1= ^ln9 = ^>ln3. 


Exercice 13.118 ■ I 

Soient deux réels a > 0, P > 0. Déterminer la limite de la suite de terme général 


Un £ an + P^- 


Solution: Soit n^l. Écrivons 

u 1 y 1 1 
Un nj~? Q a + fikln 

( [Q ]J ¥ ^ 

On reconnaît alors une somme de Riemann. Posons f : < ’ , ,, ,, , . Cette fonction est continue sur le 

J l * — l/(a + Px) 

segment [0, 1] et donc u n — 7— fg f(x) dx. Reste à calculer cette intégrale : 

J /(x) dx = [ln(a + (3x)]o = ln(l + a/|3) 
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Exercice 13.119 ■ W 

Étudier la suite de terme général 




Pour ne. N, on pose 

r 1 t n -t 2n , 
I„ = / dt 

J o 1 - t 

1. Justifier l’existence de \ n pour n> 1. 

2. Déterminer la limite de la suite (I„) . 


Solution : 

1. Soit te [0,1[. Puisque 1- î" = (l+ îh — + f" _1 ) (1- t), 

-n_ t 2n 


t n _ 4-2 n 2n-l 

— - — — = f"a+ ?+•••+ t n ~ x ) - Ÿ t k — 


Donc à n Gxé, la fonction à intégrer se prolonge par continuité sur le segment [0, 1] , donc 1 ’ intégrale l„ existe. 
2. D’après ce calcul, on peut exprimer \ n à P aide d’une somme : 


’-Z&r&î 


On reconnaît une somme de Riemann : 


ïèï-:£fTï-i£' w "' 


1 est une fonction continue sur le segment [0, 1] . donc 
x+1 


In ibUm Jo ^ X) dx = 


Exercice 13.121 

Étudier la suite de terme général 


i 2n 

u»=4 n(" 2 + fc 2 ) 
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Solution : Comme les termes de u n sont strictement positifs, nous pouvons transformer le produit en somme en 

utilisant le logarithme. Posons pour ne N, v n = ln u n . On calcule alors 


v n = -41n n + — Y ln [n 2 (l + fc 2 /n 2 )] = — Y ln(l + k 2 ln 2 ) 


On reconnaît alors une somme de Riemann, associée à la subdivision du segment [0, 1] en 2 n intervalles en écrivant 


v n -2x Y ln 1 + 4 

(2 ri) ^ l (2 n) 2 ) 


Comme la fonction f : j ^ ïn(l + 4x 2 ) eSt continue sur le segment [0, 1], v n j- — » 21 = 2 /J f(t) dt. En 

intégrant par parties cette intégrale, on trouve I = ln(l + u 2 ) du — i [wln(l + w 2 )] jj - i fo ~g~ = ~ ln5 -2 + 
2arctan2 et donc finalement, u n - e Vn * — e 2arctan2 . 

n->+oo e 4 


Exercice 13.122 ■ W I 

Trouver un équivalent de la suite de terme général 


Y n[k 2 + n 2 ) 
fc=i n 


Solution : Soit ne. N. Écrivons u n en faisant apparaître le groupement kln : 

Un-s/n—Y \/ {kln) 2 + 1 = \fnv n 
n 

où v n est une somme de Riemann qui converge vers I = /q 1 Vx 2 + 1 dx. Pour calculer I, le plus rapide est d’intégrer par 
parties : 

[ J 0 sHY+l 

^2 j 

d’où l’on tire 21- \/2+ [argshxjg et comme argshx = ln(x+ Vx 2 + 1), on tire I = — + -ln(l + \[T). Par conséquent, 


Exercice 13.123 ■ 1<JW ■ 

Déterminer la limite de la suite de terme général 


=m) vn 

(n!n n l 


Solution : Considérer v n - ln u n - — [ln(2n!) - ln(n!) - n\n n\ . On a 
1 2 n 

v n = — [ Y lnjfc-nlnra] 
n p=0 n 

Par conséquent, v n est une somme de Riemann qui converge vers I = /q 1 ln(l + x) dx (la fonction est continue sur [0, 1]). 
Grâce à une intégration par parties, on calcule 1 1 - 2ln2- 1 1 . La limite de u n est donc 
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Développements limités 


Pour bien aborder ce chapitre 

On a mis en évidence dans le chapitre précédent les formules de Taylor. Celle de Taylor- Young, en particulier, permet 
d’approximer dans un voisinage d’un point donné, à la précision voulue, une fonction par un polynôme. Cette approxima- 
tion, comme nous l’avons expliqué, sera d’un grand intérêt pour connaître localement le comportement d’une fonction. 
Le problème est cependant de déterminer le polynôme de Taylor. En effet, à l’exception de quelques fonctions simples, 
la formule de Taylor- Young, pour être appliquée, demande de connaître les différentes dérivées de la fonction étudiée et 
celles-ci, en général, sont difficiles à calculer. 

Pour répondre à ce problème, nous allons introduire dans ce chapitre différentes techniques qui permettront, à partir des 
polynômes de Taylor des fonctions usuelles, de calculer le polynôme de Taylor pour une large classe de fonctions. 

14.1 Développements limités 

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de IR non trivial (non vide et non réduit à un point). 

14.1.1 Définitions 

Définition 14.1 Développement limité 

Soient une fonction / : I — IR et un point adhérent xo e ï. Soit n e N. On dit que / admet un développement limité à 
l’ordre n au voisinage de xo s’il existe un polynôme P de degré « n, une fonction e : I — • IR vérifiant e(x) » 0 tels 

X— Xo 

que 

Vxe I, / (x) = P (x) + (x - x 0 )" e (x) 

- Le polynôme P est appelé partie régulière ou partie principale du développement limité de / en xo. 

- La fonction x —► (x - xo)" e (x) est appelée reste du développement limité de / en xo. 

Remarque 14.1 

- Avec les notations précédentes, 

(x-x 0 )”e(x) = o ((x-x 0 )") 

X^XQ 

- Par le changement de variable 

jh - x-x o si xo e IR 
|h=l/x si xo = ±oo 

on peut toujours se ramener à un développement limité en xo = 0. 

(On se limitera désormais à l’étude des développements limités en oj 

14.1.2 DL fondamental 

Théorème 14.1 DLde— !— 

1-x 

La fonction 

( R\ {1} — ¥ R 

f-\ .. 1 
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admet, pour tout neNun DL à l’ordre n en 0 et on a 



Démonstration Soit x e R\ {IJ. On a, par application de la formule donnant la somme des n premiers termes d’une suite 
géométrique 



Démonstration II suffit de remplacer, dans la formule précédente, x par - x pour obtenir la première formule ou de remplacer x 
par x 2 pour obtenir la seconde. 


14.1.3 Propriétés 



Démonstration Notons P] = ag + a\ x + ... + a n x n et P2 = bg + b\x + . . . + b n x n . Il existe donc une fonction e : I — IR telle que, 
pour tout x e I, Pi (x) - P2 (x) = x”e (x) et e (x) 0. On peut ainsi écrire 

(«o - bo) + («1 - h) x + . . . + (a„ - b n ) x n = x”e (x) 

En passant à la limite lorsque x — 0 dans cette égalité, on obtient üq - bo = 0 et donc aq - bo- On a donc 
iai-bi) + ... + (a„- bn) x" -1 = x" _1 e (x) 

En appliquant ce procédé n - 1 fois, on prouve que ai ~ b\ , ..., a n = b n et donc que Pi =s P2. 

Proposition 14.4 Troncature d’un DL 

Soit une fonction / admettant un DL à l’ordre n en 0. Soit un entier naturel p n. Alors / admet un DL à l’ordre p en 
0 et celui ci est obtenu en ne gardant que les termes de degré inférieur à p dans la partie principale. 

Démonstration Comme f admet un développement limité à l’ordre n en 0, il existe P = üq + a\ x + . . . + a n x n e U n [X] ete: I— ► R 
telle que e (x) ^ 0 et f (x) = P (x) + x"e (x) . Par conséquent 

/(x) = ao + aix + ...+a p x p +a p+ ix p+1 +... + a n x n +x n £(x) 

= «o + a\x + ■ ■ ■ + a p x p + x p (a p+1 x + ... + a n x n ~ p + x n ~ p z (x)) 

= ao + aix + ...+a p x p + x p ei (x) 

où ei (x) = a p + 1 x + . . . + a n x n ~ p + x n ~ p e (x) vérifie bien, par opération sur les limites ei (x) 0. 

Proposition 14.5 Utilisation de la parité 

Soit une fonction / admettant un DL d’ordre n en 0. Si / est paire (impaire) sur un voisinage symétrique de 0, alors la 
partie principale de son DL à l’ordre n en 0 ne contient que des puissances paires (impaires). 

Démonstration Effectuons la démonstration dans le cas où f est paire. Le cas impair se démontre de la même façon. Comme 
la fonction f est paire, on a Vx e R, /(x) = /(-x). Si /(x) = ao + «i x + ... + a n x n + o^[x n ) alors /(-x) = «o - fli x + ... + 
a n {-\) n x n + O q (x"). Par unicité du développement limité de f en 0 à l’ordre n, on a donc, pour tout ke [l,n] impair = -üj c 
ce qui n ’ est possible que si ~ 0. 
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14.1.4 DL et régularité 


Théorème 14.6 DL et dérivabilité 
Soit une fonction / : I — <■ IR définie sur ]0,a]. On suppose que 
(m) La fonction / admet un DL à l’ordre 1 en 0 f(x) = a.Q + a\x + o{x) 
Alors la fonction / se prolonge en une fonction 

{ [0,oc] U 

x . ÿ | fix) six^O 

| cio si x — 0 

dérivable en 0 avec /' (0) = ai . 


Démonstration Puisque pour x / 0, /(x) = «o + fli x + xe(x) * «0 = /(O) , la fonction f est continue en 0. Le 

ment de f en 0 s’écrit pour x / 0, 


/(*)-/( 0) 
x-0 


«L 


:+xe(x) 


= ai +e(x) 


ai 


d’accroisse- 


ce qui montre que f est dérivable en 0 avec /'(0) = ai. 


Théorème 14.7 O Une fonction c é? n admet un DL d’ordre n 

Soit / : I —► IR une fonction définie sur un intervalle avec 0 e I. On suppose que 
(j7T) /e'6 ; "(I) 

Alors la fonction / admet un développement limité en 0 à l’ordre n donné par 


/(x) = /(0) + /'(0D 


/"(0) 


Démonstration C’est la formule de Taylor-Young (13.40 page 539) 


Remarque 14.2 Cette formule permet de justifier l’existence d’un développement limité. Elle a donc un intérêt 
théorique. Pour calculer effectivement les coefficients de ce DL à l’aide de cette formule, il faut pouvoir calculer les 
dérivées successives de la fonction en 0 ce qui n’est possible que pour des fonctions simples. 


Remarque 14.3 La réciproque du théorème précédent est fausse comme le montre l’exemple fondamental suivant. Soit 
n ^ 2. Considérons la fonction 

) U — ► R 

J x n+l sin(l/x”) six ^0 

X ^ jo si x = 0 

Cette fonction admet un développement limité à l’ordre n en 0 puisque 

/(x) =0 + 0x+---+0x" + x n e(x) 

où e(x) = x”sin(l/x") pour x ^ 0, avec |e(x)| « |x|” ► 0. La fonction / est bien continue en 0 puisque /(x) > 0 = 

/(0). Elle est également dérivable en 0 puisque |/(x)/x| =£ |x|” — ^ 0. Elle est dérivable en x^0 avec 

/'(x) = (n+ l)x"sin(l/x")- ucos(l/x”) 

et /' n’admet pas de limite lorsque x — 0 ce qui montre que / n’est pas de classe < ^? 1 sur IR. 
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Bio 13 | William Young, né à Londres le 20 octobre 1863, mort à Lausanne le 7 juillet 1942 [ . 

Mathématicien Anglais. William Young, issu de parents épiciers, montre dès le pri- 
maire un fort potentiel pour les mathématiques à tel point que le directeur de son 
école, Edwin A. Abott, auteur d’une célèbre livre de mathématiques, "Flatland", 
l’encourage à poursuivre ses études dans cette direction. Young entre à l’univer- 
sité de Cambridge en 1881. Il est assez probable qu’il ne se serait pas intéressé à 
la recherche s’il n’avait pas rencontré sa futur femme, Grâce Chisholm, elle même 
tout juste docteur en mathématiques suite à une thèse avec Félix Klein. Young s’est 
intéressé à la théorie des fonctions réelles et a découvert, de manière indépendante 
de Lebesgue et avec un autre formalisme, la théorie d’intégration dite de Lebesgue, 
qui généralise celle de Riemann. Il s’est intéressé aux séries de Fourier et aux séries 
orthogonales. Sa contribution majeure est sans doute celle apportée au calcul dif- 
férentiel pour les fonctions à plusieurs variables qui inspira de nombreux livres 
d’enseignement consacrés à ce sujet. Young fit de nombreux voyages et visita de 
nombreuses universités en Europe, Amériques, Asie et Afrique. En 1940, alors que la seconde guerre mondial a 
éclaté, il se retrouve coincé à Lausanne et ne peut rejoindre sa femme et ses cing enfants. Il passa ainsi les deux 
dernières années de sa vie dans la détresse de cette séparation. 



14.2 Développement limité des fonctions usuelles 

14.2.1 Utilisation de la formule de Taylor- Young 


Proposition 14.8 DL classiques à partir de Taylor- Young A, 

On obtient les DL classiques suivants en 0 en calculant les dérivées successives en 0 et en appliquant la formule de 
Taylor- Young. 

- Fonctions exponentielle et hyperboliques : 


chx 

shx 


- Fonctions trigonométriques : 


sinx = 


x 2 x? x n , 

_ 1 + X+ — + — + ... + — + ^o q [x ) 

h-4 
| 2! 4 

X 3 x 5 x 2n+l 


, X 2 " 


1 2! + 4! ”’ + ( [2n )\ + ^ 

„ x 2n+ 

(2n+ 1)| 


^-^7 + T7--- + (- 1 )"7^TTT+ o (x 2 - 2 ) 


- Fonction logarithme : 


ln(l + x) = + . + (_i)«+i ?1+ o (x n ) 


ln(l-x) = 

- Fonction x >-*. (1 + x)“ avec tt e M : 

(l + x) a = 1 + ax-i — + 

V 


1 1 1 J + o (x n ) 


a(a- 1) ••• (a - rc + 1) „ 


+ P fx n ) 


y 
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Retnarque 14.4 Cette dernière formule appliquée àa=-etu = 2 donne 


x_x^ 
2 8 
x_x 2 _ 
2 8 


O 0 ^) 

O 0 ^) 


I Remarque 14.5 Parmi ces DLs certains s’obtiennent de manière plus rapide qu’en appliquant la formule de Taylor- 
Young grâce aux théorèmes que nous allons maintenant introduire. 

14.3 Opérations sur les développements limités 

14.3.1 Combinaison linéaire et produit 

'Proposition 14.9 Combinaison linéaire et produit de DLs ' 

Soient deux fonctions / et g réelles définies sur I admettant en 0 des DL d’ordre n 

Vxel, /(x)=P(x)+^o q (x") et g (x) = Q (x) + ^ (x”) 

où P et Q sont des polynômes réels de degré n. Soient (a, (3) e [R 2 . Les fonctions a/+ |3g et / x g admettent des DI 
d’ordre n en 0 et ces DLs sont donnés par, pour tout x e I 

(a/ + Pg)(x) = (aP + PQ) (x) + *o q (x") 

(/xg)(x) = Rm+ x o o {x n ) 

v où R (x) est égal au produit P (x) Q (x) auquel on a retiré tous les termes de degré > n. ^ 

Démonstration Pour i = 1,2, il existe des fonctions e,- : I K telles que / (x) = P(x) + x n E\ (x), g(x) = Q(x) + x”e 2 (x) et 

’ 

• On a donc : 

af (x) + Pg (x) = aP (x) + PQ (x) + x" (aei (x) + pe 2 (x)) = aP (x) + PQ (x) + x"e (x) 

avec e (x) = cxei (x) + Pe 2 (x) ^ 0 par opérations sur les limites. Par conséquent cif + Pg admet un développement limité à 

l’ordre n en 0 de partie régulière aP + PQ. 

• Pour le produit, 

/(x)g(x) = P (x) Q (x) + x”Q (x) ei (x) + x”P (x) e 2 (x) + x 2 ”ei (x) e 2 (x) 

- R(x) + x n (xS (x) + Q (x) ei (x) + P (x) e 2 (x) + x"ei (x)e 2 (x)) 
f- R(x) + x”e(x) 

▲ R est un polynôme de degré n et S un polynôme de degré n - 1 tels que P (x) Q (x) = R (x) + x n+ 1 S (x) 

▲ e (x) = xS (x) + Q (x) Ei (x) + P (x) e 2 (x) + x”ei (x)e 2 (x) * 0 par opération sur les limites. 

14.3.2 Composée 

'proposition 14.10 Composée de DLs ' 

Soient deux fonctions / et g définies au voisinage de 0. On suppose que 

(m) La fonction / admet un DL d’ordre n en 0, / (x) = F (x) + (x”) où F est un polynôme de degré n. 

(^H2^) La fonction g admet un DL d’ordre n en 0, g (x) = G (x) + o (x”) où G est un polynôme de degré n. 

< 3 > 0 | - 

Alors la fonction composée go f admet un DL d’ordre « en 0 de partie régulière obtenue en ne gardant que les termes 
de degré « n dans le polynôme Go F. 

Démonstration Admise 
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14.3.3 Quotient 


'Proposition 14.1 1 

Soit une fonction u définie au voisinage de 0. On suppose que 
lim u (x) = 0 

je— *0 

u admet un DL d’ordre n en 0 de partie régulière un polynôme P. 

I Alors la fonction x i — - — ^ admet un DL d’ordre n en 0 de partie régulière obtenue en ne gardant que les termes de 
[degré inférieur à n dans le polynôme 1 + P + P 2 + -- - + P". ^ 


& 

□ 


Démonstration Appliquer le théorème de composition de DL à la fonction définie par g(y) = 1 / (1 - y) (qui admet un DL à tout 
ordre) et a la fonction f=u. 


Proposition 14.12 Quotient de DLs 

Soient deux fonctions / et g définies au voisinage de 0. On suppose que 
(m) Les fonctions / et g admettent des DL d’ordre n en 0. 

CE) 

alors la fonction — admet un DL d’ordre n en 0. 


Démonstration Puisque l / 0, nous pouvons écrire pour x e I, 


f(x) _ f(x) _ 1 /(x) 

g(x) / gW l l-u(x) 


où u(x) - 1 - g(x)ll. La fonction u admet un développement limité à l’ordre n (combinaison linéaire de DL) et u(x) * 0. Il 

suffit d’appliquer la proposition précédente. 

Ce théorème permet de déterminer les DLs suivants : 


LAN . . 

Pour calculer le DL à l’or de n de — 
g 




On suppose que g (x) = 1 + a\x+ . . . + a n x n + o (x"). Alors : 

— ]— = — — — avec M = -(aix+... + a n x n + o (x")| 

g(x) 1— U [ X^0 y >) 

- 1 + u+u 2 +... + u n + o (u n ) 

x—0 V ' 

= 1 - [a\x + . . . + a„x n ) + (aix + . . . + a n x n ) + . . . + (-1)" [aix - 

qu ’on développe et tronque en ne gardant que les termes de degré « n. 

f ... + a n x n ) n + x O Q {x n ) 


Corollaire 14.13 
On a: 

x 3 2x 5 

tanx '= xh 1 - 1 - o (x 6 ) 

3 15 x~o y 1 


x 3 2x 5 

tanhx = x 1 - 1 - o (x 6 ) 

3 15 jc-o 1 ’ 


14.3.4 Développement limité d’une primitive 

Théorème 14.14 Primitivation d’un DL 

Soit I un intervalle de IR tel que 0 £ ï et / : I — IR. On suppose que 

(m) la fonction / est dérivable sur l’intervalle I. 
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I -X- 

Démonstration Pour fixer les idées, supposons que I =]0,a[. Posons, pour tout x e I, F (x) = /(x)- I apx + a i — + ... h 
et F(0) = l. La fonction F ainsi définie est continue sur [0, oc[ et dérivable sur]0,a[ avec 

Vx e] 0, a[, F' {x) = /' (x) - (a 0 + «1 x + . . . + a„x n ) = o (x n ) = x"ë (x) 

où ë(x) * 0. Soit x e]0,a[. La fonction F est continue sur [0,x], dérivable sur ]0,x[. D’après le théorème des a ccr 

finis, il existe dix) e ]0, 1[ tel que F(x) -F(0) = xF' (0 (x)). Remarquons que la fonction 0 ainsi définie vérifie 0 (x) ^ 0, 

/(x) - 1 - |aox + a\ y + • • • + a „ | = x n+1 ë (0(x)) = o(x" +1 ) 

En effet, par composée de limites, ë (0(x)) ~ 0. 

Ce théorème permet de déterminer les DLs suivants : 



isements 
>n a alors 



Re?narque 14.7 Attention : On peut primitiver les DL mais pas les dériver. L’existence d’un DL à l’ordre n pour une 
fonction / dérivable n’implique pas toujours l’existence d’un DL à l’ordre n - 1 pour la fonction /'. Pour s’en convaincre, 
reprendre l’exemple 14.3 page 598 où la fonction / possède un DL à l’ordre n 3= 2, alors que /' n’était pas continue en 
0 donc ne possédait même pas un DL à l’ordre 0 ! 

On peut tout de même dériver des DL dans certains cas, mais il faut le justifier en utilisant les propriétés du cours. 
Exemple 14.1 On suppose que 
(3 la fonction / est de classe ( -ê n sur I. 

Alors la fonction /' admet un DL à l’ordre ( n - 1) sur I de partie principale le polynôme P' où P est la partie principale 
du DL de /. C’est une conséquence de la formule de Taylor- Young. 
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Exemple 14.2 Considérons la fonction / : 
tion différentielle. 


I =] - tt/2,7t/2[ 
X 


IR 

tanx 


. Elle est dérivable sur I et vérifie une équa- 


Vxel, /'(x) = l + / 2 (x) 

Utilisons cette équation différentielle pour déterminer le DL à l’ordre 5 de / en 0. 

- Puisque / est de classe Sf 5 sur I, d’après Taylor- Young, elle possède un DL à l’ordre 5 en 0. De plus, comme / est 
impaire, on peut écrire 

/(x) = «ix+ a 3 x 3 + a 5 x 5 + o(x 5 ) 


- Par opérations algébriques sur les développements limités et en utilisant l’équation différentielle, la fonction /' admet 
donc un DL en zéro à l’ordre 4 donné par 

/'(x) = 1 + x 2 [ai + a 3 x 2 + o(x 2 )j = 1 + x 2 [a 2 + 2ai« 3 x 2 +o(x 2 )j = 1 + a 2 x 2 +2ai« 3 x 4 + o(x 4 ) 


- Par primitivation de DL et puisque /(O) = 0, on obtient que 

/(x)=x+^x 3 + ^x 5 +o(x 5 ) 

- Par unicité du DL de /, on en tire que a\ - 1, a\l3 = a 3 et 2a\ a 3 /5 = «5 d’où par résolution de ce système, a\ = 1, 
a 3 = 1/3 et «5 = 2/15. 


L’intérêt des développements limités est essentiellement pratique. Il faut savoir calculer rapidement des développements 
limités simples. Vous pouvez consulter maintenant l’appendice C.4.5 page 1210 pour apprendre à calculer efficacement 
les DL et étudier leurs applications en analyse. 


En résumé 

@ Les calculs de développements limités sont avant tout des calculs sur les polynômes. Afin d’être efficace dans ces 
derniers, une lecture du paragraphe B.4.2 page 1 170 s’impose. 

2 Pour apprendre à prévoir l’ordre d’un développement limité et savoir les utiliser pour déterminer des équivalents 
ou des limites on pourra consulter le paragraphe C.4.5 page 1210. 

£ Vous devrez prendre de l’aisance dans les calculs de développements limités, il serviront souvent aussi il con- 
viendra de les manipuler avec efficacité et sûreté, ce qui demande au départ de pratiquer un assez grand nombre 
d’exercices calculatoires. 
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14.4 Exercices 


14.4.1 Calcul de développements limités 

Exercice 14.1 i 

En utilisant la formule de Taylor-Young, trouver les développements limités en 0 àl ’ ordre n des fonctions suivantes : 

1. f:x^e x 4. f: x^chx 

2- f'.x<-> sin x 5 . 

3. /:x>— • cosx 6. /ix 1 — -ln(l-x) 


Solution : Soit n e N. 

1. f est de classe , iS‘ n sur IR et pour tout k e [0 ,n\, (x) = e x donc, par application de la formule de Taylor-Young, 

/w * 1+ l + f + - + ï + A‘*" ) - 

2. / est de classe c € n sur IR et pour tout k g [0, n] , /® (x) = sin (x + k— j donc, par application de la formule de 

x x 3 x 2p+1 

Taylor-Young, / (x) = + (-l) p j— — ^ 

3. f est de classe e é n sur IR et pour tout k £ [0, n ] , (x) = cos (x+ donc, par application de la formule de 

x 2 P 

pJ^ + 

(2 P)\ 


donc, par application de la 


Taylor-Young, f (x) = 1 - ^ + . . . + (-l) p ^ (x 2p+1 ) où p = [~] . 

{ chx si k est pair 
shx si k est impair 

formule de Taylor-Young, / (x) = 1 + — + — + ... + y— ^ + o^ (x 2p+1 ) où p = | — J . 

donc, par application de la formule de 


4. f est de classe sur IR et pour tout k £ [0, n\, /® (x) = 
x 2 


5. / est de classe < é >n sur IR et pour tout k £ [0, n\, f {k] (x) = 
Taylor-Young, /(x) = 1 + x + x 2 + ... + x” + o (x”). 


’ (l-x) fc+1 

6. f est de classe < € n sur IR et, utilisant le calcul précédent, pour tout k £ [0, n\, /® (x) = — — — donc, par 

(l-x) fc 


application de la formule de Taylor-Young, / (x) = - |x + + . . . + — J + (x”). 


Exercice 14.2 ■ I 

Soient f: IR — -IR définie par : 


/(*) = 


J x 3 sin(^) si x^0 
j 0 si x = 0 


Montrer que f admet un développement limité d’ordre 2 en 0 mais que f n’est pas deux fois dérivable en 0. 


Solution : On a : = xsin » 

3T JE-O 

d’ordre 2 en 0 donné par /(xi = o ^ (x 2 ) 
/'(*)-/'( 0) 


0 d’après le théorème des gendarmes. Donc f admet un développement limité 
. D’autre part = x 2 sin(i) ► 0 et 


3x 2 sin(l/x) - xcos(l/x) 


3xsin(l/x)-cos(l/x) 


qui diverge quand x tend vers 0. Donc f n’est pas deux fois dérivable en 0. 


Exercice 14.3 ■ 

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en xq = 0 à l’ordre indiqué : 
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1. sinxcosx à l’ordre 5 

2. (l + x ) - 2 à l’ordre 3 

3. arctan x àl ’ ordre 5. 


4. sh x cos x à 1 ’ ordre 5 


Solution : 

1 . Par produit de DLs : 


5. e x y/l — x à 1 ’ ordre 4 

6. e smx à l’ordre 5. 


sinjtcos* = + + M 

l 3! 5! A 2! 4! ) x~o ( ’ 




On retrouve ce résultat en écrivant sinxcosx = j sin (2x) . 

2. Appliquant les formules usuelles : 


(1 + X)“2 

3. Utilisant les formules usuelles, on a : — — 


2 8 16 


= 1 - x 2 + x 4 o (x 4 ) et donc par primitivation : 


4. Par produit de DLs : 


5. Par produit de DLs : 


6. Par composition de DLs : 


shjtcos* = (*+- + -)(l- — + — ) + o (*») 

l 3! 5! A 2! 4! ) 1 


f x 2 x 3 x 4 U x x 2 x 3 5x 4 1 , 4 , 

— 1 + X H 1 1 Il I + O [X 1 

l 9! 41/1 9 « 16 128 J x->0 K J 


, x x 2 13x 3 79x 4 , , 

1 H Y O [x 

9 R 4R RRA v— .n v 


x -, 1 2 1 4 1 5 l ‘ 

X — 1 + X + “ XT — — X — —— x + O (X' 

2 8 15 x-o v 


Exercice 14.4 

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en x o = 0 à l’ordre indiqué : 


1. (e x - 1) (sinx- x) à l’ordre 6 

2. — - — à l’ordre 6 
cosx 

3. ln( sl § i ) à l’ordre 4 


4. tan x à l’ordre 5 

5. arcsin x àl ’ ordre 5 


| Solution : 
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1 . Par produit de DLs : 


(e'-l)Wnx-i) - + 


6 12 360 


2. Par composition de DLs : 


x 2 5 a 61 

1 + — + — x 4 + x 6 + o (x 6 ) 

2 24 720 j-o 1 * ’ 


3. Par quotient de DLs : S ^ nX = 1 - — + + o (x 4 ) et donc par composition de DLs, on a : 


6 180 j 2 1 6 180 J ' x^o X 


X- — + — + g (x 5 )][l + — + — x 4 + o (r 
6 120 x— *o ^ J J[ 2 24 


X 3 2 ç r 5\ 
x+ — + —x 5 +o{x?) 


Voir aussi l’exercice 14.14. 

1 x 2 3 

5. Utilisant les formules usuelles : ^ = 1 + — + -x 4 + (x 4 ) et donc par primitivation : 


6. Par quotient de DLs : 


ln (1 + x) 
e x -1 


arcsinx = 


6 


+ -x 5 + 




J 2 J 3 X 4 

h + O X 

234 x^0 v 1 

X 2 X 3 X 4 , 

2 6 24 ' 
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Exercice 14.5 


Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en x o = 0 à l’ordre indiqué : 


1. (1 + 2x) * à l 'ordre 5 

2. ln(l + shx) àl’ordre4. 

3. In (cos x) kl ’ ordre 6 


4. v^côsx à 1 ’ ordre 4 

5. e chx à l’ordre 3 

6. thx à l’ordre 3 


Solution : 

1 . Par produit et composition de DLs : 

(1 + 2X)* 


2. Par composition de DLs : 


_ gXln(l+2x) 

x^2x-2x z + — x 3 -4x 4 o o (x 4 ) J 

8 

2x 2 -2x 3 +-x 4 -4x 5 + o ( x 5 ) 


1 + 2x 2 -2x 3 + — x 4 - 8x 5 + o (x 5 ) 


x 2 x 3 5 4 . L 

X h X + O X 

2 2 12 x-o 1 


3. Par composition de DLs : 


ln(cosx) = ln(l + (cosx- 1)3 

, ( (x 2 X 4 X 6 , f 

= ln 1- h h o f x e 

{ [ 2 24 720 x-o'- 


(x 2 x 4 x 6 ) , e 

V 2 12 45 j x-o 1 - 


\/cosx - v^l + tcosx-l) 


- 

■ + o (x 4 ) 


1-i- 

4 96 




6. Par quotient de DLs : 


thx 


shx 

chx 

x+ — + o (x 3 ) 
6 x~o y 1 



(x 3 ) 

V) 


Exercice 14.6 V I 

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en x o = 0 à l’ordre indiqué : 


1. ln(^-) à l’ordre 3 

2. — — à l’ordre 3 

thx tanx 

3. \/l + cosx à 1 ’ ordre 5 


4. (1 + x)* à l’ordre 3 

5. à l’ordre 4 

6. ln(l + Vl +x) à l 'ordre 3 


Solution : 

1 . Utilisant les formules usuelles : 

ln (“ r ) = ln ( 1 + - :t:2 )- ln ( 1 + x ) 

= -x+^x 2 -^- + o (x 3 ) 

2 3 x-o 1 - 1 


x 3 2 jc 3 2 

2. Comme tan x = x + — + — x 5 + o (x 5 ) et que thx = x + — x 5 + o ( x 5 ),ona : 


X 3 2 X 3 2 

-^ + 4 x 3 + O (X5) X+ ±- + ± X 5+ o (x 5 ) 


1- — + — X4+ O fx 4 ) 1 + — + — X 4 + O (X 4 ) 
3 15 ’ 3 15 x—>o ^ ’ 

x( 1+ "3" _ 45 _1+ ~3~ + 45 + x%^ X 


3. 


+ cosx = 

\ 1 + 1- — + — + 0 (x 5 ) 
V 2 24 ’ 

- 

s/ï\ 1- — + — + o (x 5 ) 
V 4 48 x-o 1 ’ 


V$(l -— + —) + o (x 5 ) 


l 8 384 j x-o 1 ' 1 
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Exercice 14.7 

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en xq - 0 à l’ordre indiqué : 


1. X 1 — ■ sin(tan(x)) à l’ordre 7 

2. e^+* à l’ordre 3 

3. (ln(l + x)) 2 à 1 ’ ordre 4 


4. \/3 + cosx à l’ordre 3 

5. x • sin 6 (x) à J ’ ordre 9 

6. In (3e* + e~ x ) à l’ordre 3 


Solution : 

■x 5 + — x 7 + o (x 7 ), on a : 


1 2 

1. Comme tanx = x + — x 3 H 


3 15 

i 315 j-o 1 ’ 


sin (tanx) = 

(x+Ix 3 + -x 5 + — x^-fx+i-x 3 ^ — x 5 - — x 7 + 0 fx 7 ) 

V 3 15 315 / 6 v 3 

) 120 5040 x—o ' 

_ 

1 3 1 5 55 7 , 7 . 

x+-x X x + o (x ) 



6 40 1008 j-o 1 J 
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Exercice 14.8 

Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en xq à l’ordre indiqué : 


1. sin (x) en xo - j à l’ordre 3 

2. cos(x) en x o = f à l’ordre 4 

3. e x en xq- 1 à l’ordre 4. 


4. — — en x o = l à l’ordre 4 

5. sinxcos3x en xq — ^ à l’ordre 2 

6. arctanx en xq = 1 à l’ordre 3 


| SolutionT 
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1. Posons t=x- Chercher le DL^, 3^ de sinx revient à chercher celui de sin(t+ |) en 0 : 


= —il + t ----)+ o (f 3 ) 
2 v 2 6 j r-O 1 1 


V2 

U.îi.hi: 

hîT 1 

+ o [(x-*f! 

2 

1+ r J 2 

6 

4Jj 


2. Comme précédemment, on se ramène en 0 en posant t - x . 


\/3 1 o V3 3 t 4 

i t--r + — r + — + o 


(f 4 ) 


n/3 


+TTT X-- + - X 




3. On se ramène en 0 en posant t = x - 1. Il vient : 


( t 2 t 3 t 4 , a A 

— C I 1 + t H 1 1 h O ( t J I 

l 2 6 24 t—o^ J ) 


3(1 + (x- lï+| (x- 1) 2 + g (x- 1) 3 + i (x- 1) 4 + X 0 1 ((x- D 4 )) 


4. On pose t = x - 1 : 


lnx _ ln (1 + t) 
x 2 “ (1 + f) 2 

ln (1 + 1) 

1 + 2 1+ t 2 

= ( , -? + |-? + ,i;o<' 4 ))( 1 - 2 ' +3 ' 2 - 4t3+ ,îo<' 3 >) 

13 


= t — 1 2 -\ f 3 1 4 + o (t 4 ) 

9 9 19 ; 


(x-l)--(x-l) 2 + — (x-1) 3 - — (x-l) 4 + o ((x-1) 4 ; 
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5. Posons t — x 


sin \t + — J cos t + TT 
-sinff 4- — 1 cos t 




VU 1 \/3 o t 2\ 

1 + — r + o (r) 


Vît 


+ 0_ X-- 


6. Utilisant directement la formule de Taylor-Young, on trouve : 


71 1 1 n 

- + -(x-i)--(jc-i r- 

4 2 4 


-(x-l) 3 + o ((jc- l) 3 ) 


Exercice 14.9 W 


Trouver le DL(0,2) de la fonction définie par 

|sinx| 3/;t2 


Solution : Écrivons la fonction sous forme exponentielle et utilisons les DL classiques : 

FtT - 

e ^ ln M 



^■ln|l-l/6x 2 +l/120x 4 +^O o (x 4 )| 

= 

^-^-l/6jc 2 -l/180jc 4 ^O o (jc 4 )j 



—1/2— 1/60 x 2 + 0 () (x 2 ) 


_ 

e _ 1 /2 e -l / 60x 2 + x °o( xZ ) 


= 

e _1/2 ^1 — 1/60JC 2 + o Q (x 2 

») 

= 

~F ~F x2+ 0 ( x2 ) 

\[e 60>/ë ; 



Exercice 14.10 IW ■ 

Déterminer le DL(0,4) de la fonction définie par : 

(COSJt) 1+Sin * 


Solution : On met la fonction sous forme exponentielle et on utilise les DL classiques : 

0 cosx) 1+sül * = 

g (l +sin^) ln(cos x) 



(1+x— 1/6JC 3 ) (— 1/6*^— 1/180jc 4 3+ o 
e ' 


= 

— l/2x 2 — l/2x 3 — 1/12 x 4 + o (x 4 ) 
e *-o 



X 2 X 3 1 4 , 4 , 



1 _ T"T + 24 X + x°o [X > 
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Exercice 14.11 I W H 

Déterminer le développement limité à l’ordre 4 en 0 de la fonction définie par 

X •— » 0 3 +COSJC 


Solution : 



e 3 + cos* = 

4-1/2 x 2 +1/24 x 4 + O q (x 4 ) 

(14.1) 


4 — 1/2x 2 +1/24x 4 + 0 fx 4 ) 


= 

e 4 e ; 

(14.2) 

_ 

e 4 (l-^x 2 +ix 4 + 0 (x 4 )] 

(14.3) 


V 2 6 x~o y ') 



Exercice 14.12 I W 9 

Déterminer le DL(0,4 ) delà fonction définie par 

a+Vi+x 2 ) 112 



Déterminer le DL(0, 2) de la fonction définie par : 



Solution : 

La fonction / : x 1 — • arcsin | ~~~ j est c é‘ 1 est voisinage de 0 et au voisinage de 0, on a : 


f'ix) 


(2 + x)V3 + 2x 

_j__l 1 

2\[3 1 + xt2 Vl+2/3x 

|l - l/2x + o^ (x)j |l - 1I3x+ x O q (x)j 

— 7 = (l — 5/6x + o (x) ] 

2y/3 \ x-o j 


donc par primitivation : 


2\[3 


(x-— x 2 + o (x 2 )) 


Exercice 14.14 

- Calculer / 0 * (1 + tan 2 t) dt. 

- Déterminer le DL(0, 10) de x >— • tanx. 
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Solution : 

- On a Jq (1 + tan 2 1) dt - tan x. 

- On va se servir de deux arguments : 1) La primitivation fait gagner un ordre. 2) pour les fonctions paires ou impaires, 
la moitié des coefficients sont nuis, ce qui permet de gagner aussi un ordre. Par ailleurs, la fonction x —* tanx 
admet des développements limités en 0 à tous ordres. On a donc successivement, en intégrant puis en élevant au carré : 


On pourrait continuer, mais les calculs de tan 2 x deviennent vite fastidieux. En revanche on peut ainsi démontrer que 
\/ ne N, tan t2n+1) (0)>0. 


14.4.2 Limites 

Exercice 14.15 

Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes : 


1 + tan 2 x-l+ o (x) 
*—►0 

tanx = x+ o^(x 2 ) 


1 + tan 2 x = 1 + x 2 o q (x 3 ) 
x 3 

tanx = x+ — + o (x 4 ) 
3 x-(T 1 





5. ^lim o \/x 2 + x+l-x 




Solution : 

1. 
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Exercice 14.16 I 

Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes : 


1. lim V x 2 + 3x+2- x 


„ , ( sinxi r 2 

2 - 3 To(— J 

„ sin (x - sin x) 

3. lim — - 

Vl + x 3 -l 


4. lim 

je— o 

5. li m 

jc— 0 


x(l + cosx)-2tanx 
2x-sinx-tanx 
e x -x-cosx 


6. 


lim 

JC-0 x 


ln(l + x) 


2. 


3. 


4. 


\/x 2 + 3x + 2 - 


X ~ x V1+3X + 2X 2 -! 




= e x 2 

lnfl- 




M 


n/T+x 3 -! 


-x 3 + O (x 3 ) 

2 jc-o v ; 

ix 3 + O (x 3 ) 

6 jc-o 1 ; 

^x 3 + O (x 3 ) 

2 jc-o v 1 

ihv 13 m 

— + o (1) 


x(l + cosx)-2tanx 
2x-sinx-tanx 


6 + je ° 0 (x 3 ) 

--x 3 + o (x 3 ) 

6 JC-O v ; 

--+ o (1) 


617 



Exercice 14.17 IÇ> 

Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes : 


2. 

3. 


In ( 2x 2 - 1 ) 
jUi tan [x - 1) 

lim x-x 2 ln|l + - 

x-arctanx 

lim 5 

*->o sin d x 


x ln(l + x) 

/ _j_ 2 X + . . . + iï x \ x 
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x - arctan x 


x - arctan x 

& 

±x 3 + o (x 3 ) 
3 x-0 V ' 

X 3 

-+ o ni 


= 0 


î î 

x 3 sin 3 ji 


x 3 sin 3 x 
sin 3 x - x 3 
? 

-T+ ° (*“) 


et 

1 1 

lim — r— = -oo 

tandis que 

1 1 

lim — t— e +oo 


x— >o + x 3 Sin 3 x 


x-o- x 3 sin 3 x 


xln(l + x) 
ln(l + x) - x 

? 

--+ O (1) 


/ (1 + xlnl) + (1 + xln2) + . . . + (1 + xlnn) + o (x)\* 

( » H 

|l + ln^n!^jx+ o ^ (x) j 

ln|l +ln^n!^ j x+ O q (x)J 

e x 

ln(n!^lx+ o (x) 

V ) x->0 


JT W J + A aî ] 

ta f n! *] I .1 I 
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Exercice 14.18 I W 

Déterminer la limite suivante : 


Solution : Par le changement de variables h - —, on se ramène à la limite lorsque h — 0 de la fonction déûnie par 

g[h) = [chh) llh2 - e 1/ftZln C ch *) 
is 

h 2 h 2 

ln(ch h) - ln(l + — + o{h 2 )) - — + ofh 2 ) 
et donc ln(ch h) ~ ^ et par conséquent g [h) — — > e 112 . Lalimite cherchée vaut donc | \[e | . 

Exercice 14.19 I W H 

Déterminer la imite lorsque x — * 0 de la fonction déûnie par : 


uix) 


ln(chx) +ln(cosx) 
\/chx+ \/côsx-2 


Solution : Par opérations sur les DLs, on trouve : 

ln(chx) = l/2x 2 - l/12x 4 +^O q (x 5 ), ln(cosx) = -1/2X 2 - l/12x 4 + (x 5 ) 

Vdïx = 1 + 1/4X 2 - l/96x 4 + ^ojx 5 ) , \/C0SX = 1 - l/4x 2 - l/96x 4 + o^x 5 ) 

donc 


-l/6x 4 + o (x 5 ) 

u (x) = — x ^° . — — *■ fil 

-l/48x 4 + o (x 5 ) x-o L- 1 


Exercice 14.20 l \?\> I 

Déterminer la limite lorsque x — +oo de /a fonction déûnie par : 


Solution : On écrit u (x) sous forme exponentielle : 

et en utilisant les DLs et les équivalents usuels : 

ln|l + j = ln^l + l/(xlnx) + 1/lnx o (l/x)j ~ l/(xlnx) 

donc xln|l + j x ~ 1/lnx et exp |xln |l + || ~ 1 x ~ 1/lnx. Donc u(x) ^ ~ lnx/lnx=l. 

On en déduit que lim u = 1 . 



Exercice 14.21 I W f*® 

Déterminer la limite lorsque x — ► +oo de la fonction déûnie par : 
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Solution : Par opérations sur les développements limités, on calcule : 


, iv. 4*i] . 


1 + - = e l */= e -- + 0 

(-] 

l X) 2x x~+c 

donc 

K>\ X I 

mais 


— lnf— + o (-)] ===== — lnfx+ 0 

(X)] ‘0 

x 12 X x^+oo\ x )) e l X^O' 

donc | u [x) — ■ 1 1. 

<- J x^o+ 


Exercice 14.22 ■ W iSH 

Trouver la limite lorsque x — ► 0 + de la fonction définie par : 


Solution : On utilise les équivalents usuels : 

„ x x ln* 


7 x*-l ~~ e xinx -1 x 
î = e (x x —i)inx e t X x —l= e xlnx - 1 


x x lnx r *_ , 

+ -d^T = x " 

- xlnx donc [x x - l)ln* 


par composition de limite f (*) 


Exercice 14.23 1W I 

Déterminer la limite lorsque x — 1 + delà fonction définie par : 


f(x) = 


ln(l + Vx 2 - 1) 


Solution : On utilise les équivalents usuels : 


~ ln(l + s/x 2 --!) ln(l + VC*-l) C*+D) 

e xinti+X )_ 1 Xln(l+X) 


ln(l + v/X{X + 2)J 
v^Cln(l+X) 


x-o + ln (1 + n/XCX + 2)) x-o + yX(X + 2 ) x-o- ^2 


0 


Exercice 14.24 I WC H 

1. Écrire le DL(0,n) de y-j- — en écrivant le reste exact. 

2. Que donne cette formule pour —r? ? 

1 + e 2t 

3. Montrer que 


f nS -^dt= 2 1imf(-l) fc 
J o ch t n -°°Éo 


g-(2fc+l)n + t 

[2k + Y) 2 + 1 


Solution : 


1. Pour tout M £ R \ {+ 1}, 

1 2k u u n+1 

-, — = L u +-, — 


1 -u 1- u 

donc 

-r^— = £ (-D* u k + (-l) n+1 7 — . 
1 + u £ 7 0 l + u 
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2. On obtient alors pour tout t e R ; 


— ^ + (-D” +1 T— 

1 + e 2t t?n 1 + e 


3. Pour tout tett : 


sin t 2sin t 2sinf 1 „ v- , -nic+m ■ 

= — -■ — ? t- =2 V (-ire t2fc+1K sint + 

chî e f + e _f e t \ + e~ 2t 

En effectuant deux intégrations par parties successives, on calcule que pour tout k e [0, n\ : 

,-(2J:+1)jt + 1 


9 p-C2»+3)f„i n 
•-( 2fc+ Wsin t+ t-D n+1 — — 


/; 


e -t2fc + i)t s in ïd r = 


donc en passant à l’intégrale dans la somme, on obtient 

(2ifc+l)jl 


C 71 sin t " e ~t2k+i)n + 1 ^ 7t 2e“ t2n+3)f sinr 

i ( - U dt - 

lais 

I r I f« 2W)l5 ta£ f* 2 ,„„, 1 ^ e -2(n+i)n _ l} 

|Jo 1 + e- 21 | Jo cht Jo 2{n+ 1) ' ' e-+oo 


d’où le résultat. 


14.4.3 Applications à l’étude de fonctions 

Exercice 14.25 Ç> 

Déterminer un équivalent des fonctions suivantes au voisinage du point indiqué : 


" (x 2 + 1) (x + 3) 

„ „ (shx\ slnx (sinxr hx 

2. /(x) = - en x-0. 

„ , x 2 + cosx-chx 

3. f (x) = en x = 0. 

V* 


4. /(x) = y/x— \/sinx en x- 0 + . 

5. / (x) = sh (sin x) - sin (sh x) en x-0. 

6. f (x) = arctan (2x) - 2 arctan (x) en x-0. 

7. / (x) = arctan sin x - sin arctan x en x-0. 

8. f (x) = e* - e^+T en x = +oo. 
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y/x — %/sinx = \fx- 


' Æ (s jc2 + ,2« ( * 2) ) 


(14.12) 

(14.13) 

(14.14) 

(14.15) 


sh (sin x) - sin (sh x) 


(14.16) 

(14.17) 


arctan (2x) - 2 arctan (x) = -2x 3 + o (x 3 ) 

Ei3 


2 8 240 


2 8 16 


(14.18) 

(14.19) 

■ o (x 7 ) donc : 


arctan sin x - sin arctan x 


= e* 


e* - e i+x 

xfl+x+ o (X)| 


4 1+X+ 1+X + o (X 2 ) 


Exercice 14.26 ■ V 

Étudier la position du graphe de l’application f : x *-► ln(l + x + x 2 ) par rapport à sa tangente en 0 et 1. 
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Solution : On écrit le DL de f kl ’ ordre 2 en 0 et en 1 : 

ln(l + x+ x 2 ) = x+H2x 2 + ojx 2 ) et InCl + x + x 2 ) = ln(3) + (x- 1) - l/6(x- l) 2 + o^Cx-l) 2 ) 

Une équation de la tangente au graphe de f est : 

- en 0 : y = x 

- en 1 ; y = x- 1 +ln3 
Donc : 

/(x) - x = 1/2X 2 + o (x 2 ) ~ 1/2X 2 

x— 0 v J x— 0 

et le graphe de f est au dessus de sa tangente au voisinage de 0. De même : 

/(x) - ((x- 1) +ln3) = -l/6(x- 1) 2 +^0 1 ((x- 1) 2 ) -l/6(x- 1) 2 

donc le graphe de f est en dessous de sa tangente au voisinage de 1. 


Exercice 14.27 I 

On considère la fonction f : x . 

e x - 1 

1 . Montrer que la fonction f peut être prolongée en une fonction de classe Sf 1 sur IR. 

2. Déterminer une équation de la tangente au graphe de f en 0 puis étudier la position de la courbe de f par rapport 
cette tangente. 


Solution : 

1. f est de classe c é? 1 surIR* par opération sur les fonctions de classe c é? 1 sur K* . Montrons que f est prolongeable en 
0 en une fonction de classe 'to 1 en 0. Pour ce faire, calculons le développement limité de f en 0. Dans l’objectif 
d’étudier la position du graphe de f relativement à sa tangente en 0, poussons ce développement hmité à l’ordre 
2 ; 


On peut donc prolonger f par continuité et dérivabilité en 0 en posant f (0) = 1 et f (0) = - 
Il peut être utile de le vérifier : 


donc f est dérivable en 0 et 


f ( 0 ) = : 


» ES] 
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Reste à montrer que f est continue en 0. On a, pour tout xeR', 


fix) = 

(x-1) e x + l 
(e x - 1) 2 3 


(x-l)e* + l 

x->0 

x 2 






X 


1 --+ 0 
2 

ri 

(1) 

x^O 

En résumé, f est c é> * 1 sur U. 

\ 2 I 


2. Une équation de la tangente en 0 au graphe de f est 


. De plus : 

/«-(- H 

î 

12 X 



- -( 
12 l 



P" 



x~0 |_L2_ 


La quantité f (x) - + lj est donc positive dans un voisinage de 0. On en déduit que le graphe de f est situé au 

dessus de sa tangente en 0 dans un voisinage de 0. 




Exercice 14.28 | 

On considère la fonction f donnée pour tout x e] - § , f [- {0} par /(x) = (cos x) * 

1 . Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. 

2. Étudier la dérivabilité du prolongement de f. 


Solution : On a : 

(cosxp = 


1 . On déduit de ce calcul que lim / (x) = 1 . On peut alors prolonger f par continuité en 0 en posant | / (0) = 1 j . 

2. L’existence d’un DL à l’ordre 1 équivaut à l’existence de la dérivée (du moins pour la fonction prolongée). Donc 
f est dérivable en 0 et f (0) = - - . 





Exercice 14.29 

„ arctanx 1 

Soit la fonction f : x <->■ ; r . 

(sinxr x 2 

1. Donner le domaine de définition de f. 

2. Montrer qu ’elle se prolonge par continuité en 0 en une fonction dérivable. 

3. Déterminer la tangente en 0 au graphe de cette fonction et la position de ce graphe par rapport à celle-ci. 
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Solution : 

1. f est définie sur IR \ jiZ. 

2. Calculons le développement limité de f àl ’ ordre 2 : 


arctan x 1 
(sin x) 3 x 2 


x 2, arctan x — sin 3 x 




x 5 --x 7 + o [x‘ 
1 11 


-x 2 + O (x 2 ) 


(ï + i^ + A^)( 1 ^ + .ï.6 , >) 


L’existence du DL en 0 à l’ordre 1 assure quel’ on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f (0) = - et par 

6 

dérivabilité en posant f (0) = 0. 


3. Une équation de la tangente en 0 est 


f(x) ~ 5 = S* 2+ <ïo(* 2 ) 

= ï‘ ! ( lt A”) 


donc la quantité f{x) — est positive dans un voisinage de 0 et on en déduit que le graphe de f est au dessus de 
6 

sa tangente en 0 dans un voisinage de 0. 


Exercice 14.30 ■ W I 

Faire l’étude locale en 0 de la fonction définie par : 

m=[^-+ 1 ) 

V sur jc ln(cosx)J 

Solution : En effectuant un DL(0, ri) de sin, on trouvera : 

2 _ 1 
sin 2 jc x 2 (--- + o(x n ~ 2 )) 

et de même avec un DL(0, ri) de cos jc, on trouvera : 

1 _ 1 
ln(cosjc) x 2 (--- + o(x n ~ 2 )) 

et finalement, on aura à la fin : 

flx) = --+o{ jc"“ 4 ) 

Pour faire l’étude locale complète en 0, il nous faut un terme significatif qui tend vers 0, et donc n- 4^1, donc n>5. 
Faisons donc nos développements limités à l’ordre 5. On trouve après calculs que 

/(x) = 1 + ijc 2 + o(x?) 
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Donc f se prolonge en une fonction f dérivable en 0, avec /(O) = 1, /'(O) -0 et localement la courbe représentative de 
f est située au dessus de sa tangente en 0 d’équation y - 1. 


Exercice 14.31 1 W Oi 

Étudier le prolongement en 0 de la fonction 


Solution : Effectuons un DL(0, 2) de /(x) : 

„ 1 3 n , 

f(x) = ---x 2 + a(x*} 

Donc f(x) se prolonge par continuité en 0 en une fonction f dérivable en 0, avec /(O) = /'(O) = 0. Localement, la 

courbe est située en dessous de sa tangente en 0. 


/(x) = - 


14.4.4 Branches infinies 

Exercice 14.32 I 

Construire la courbe 


Solution : Introduisons la fonction f : x>-* | — - — J = e ' 2 '.Le domaine de définition de f est IR*, f est 
dérivable sur IR* par opérations sur les fonctions dérivables et pour tout x e IR* : 


/W Æ(- W £±i )+ ^) 

e x + l 


xe 


variations de g puis celles de f : f est croissante sur IR. En utilisant les règles de calcul avec les DLs, on montre que : 
/(x) = e l/2 + ( -^-x+ o q (x). Donc on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f( 0) = e 1/2 et le prolongement est 
on remarque que 


dérivable en 0. En + 


ln/(x) 


x ln (~ 2 ~) ~ “ (x + ln (i + e *)-ln2)^-^>l 


donc lim +0O f - e. 


Exercice 14.33 ■ V 

Étudier les branches infinies de la courbe x 

y- xarctan^- — -j 

Solution : Introduisons la fonction f : x 1 — xarctan | -j .Elle est définie sur IR\ {1}. 

On a une branche infinie d’asymptote x - 1 quand x — 1 + ou quand x — l - . On vérifie facilement que lim + in f ty f = 
+oo. Étudions la branche infinie quand x — +oo. À cette fin, formons un développement asymptotique de /(1/x) au 

voisinage x = 0. On obtient, avec X = 1/x : fOQ- èarctan-p^ = — h I h o QQ ou encore f(x) = — x + - + — + 

x 1_x 4X 2 4 x-o 4 2 4x 

o (x -1 ). On en déduit que la droite d’équation y - —x + - est asymptote à la courbe en +oo. On fait de même en 


Exercice 14.34 I 

Étudier les branches infinies de la fonction définie par 

/(x) = x 2 arctan^Y^) 
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Solution : Remarquons que /(x) + 1 . On vérifie facilement que lim +00 / = +oo. Au voisinage de +oo, on a : 

m MH Larctanj^) = Larc.anfx-X^X»^ {*?)) = l(x-X^ + 2/3X= + x (X»)) 

- — - 1 + 2/3X+ o (X) = x- 1 + — + o (1/x) 

X X^ 0 + 3x JC -+00 

donc la droite d’équation y = x - 1 est asymptote à la courbe en +oo. On procède de même en -oo. 

Exercice 14.35 ■ V 

Étudier les branches infinies de la fonction définie par 

/(x) = (x- l)e** 


Solution : Comme lim 3 + / = +oo, / admet une branche infinie d’asymptote x - 3. En ±oo, on a :/(x) — — — * +oo. 
Calculons un développement asymptotique de f (1/x) au voisinage de 0 de / (1/x) : 

1 — X X 1 — X x+ 3 x 2 + o (x 2 ) l-x/ 9 , 9 ,) 

/(1/x) = — — ei-3x = — — e *-o = — — ll + x+7/2x 2 + o^x 2 )! = l/x+5/2x+ cMx) 

et/(x) = x+5/(2x)+ o (1/x) donc la droited’ équationy - x est asymptote au graphe de f en+oo. On fait de même 
en -oo. 


Exercice 14.36 ■ W I 

Construire les courbes représentatives des deux fonctions définies par : 


On précisera les asymptotes éventuelles, la position de la courbe par rapport aux asymptotes, et on étudiera éventuelle- 
ment les prolongements par continuité. 


- Le domaine de définition de f est D f =]0,l[u]l,+oo[. Cette fonction est dérivable sur son domaine de définition 

par opérations sur les fonctions dérivables et pour tout x € Dr, /'(x) = x ^ nx — ( x + l)ln(x+ 1) ^ q ^ car x \ nx ^ 

x(x + 1) In x 

-* 0. Puisque 
lnx(l + |) 


fM ~ J 

x x^o + lnx x- 
ln(l + i) 1 

1 + — et donc /(x) - 1 ~ — 

lnx x^+oo xlnx •*— 

l’asymptote se lit sur le tableau de variations. 


la courbe présente une tangente verticale en 0. Lorsque x — + 


/(*) = - 


lnx 


- Le domaine de définition de g est D g = IR \ {0}. g(x) = exp | — ln| — 
définition par opération sur les fonctions dérivables et pour tout x e D g . 


0. La droite y - 1 est une asymptote, et la position par rapport à 
ri Miin 

. g est dérivable sur son domaine de 


g'(*) = 



^ c x 6 X + 1 2xe x 

Étudions le signe de tp(x) = 2x ln( ). On remarque que tp'(x) = =■ est du signe de x. Comme 

e x + 1 2 ( e x + 1 Y 

cp(0) = 0, il vient que g'(x) 3* 0. 

Lorsque x -* 0, posons 


0 = 1 ln(i-ti) = I|„n + fZi, = * + 2_*» + 


On a alors 
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Donc g se prolonge par continuité en 0 en posant g[0) — \[e. La fonction ainsi prolongée est dérivable en 0, de dérivée 

g'(0) - — et localement, la courbe se situe au dessus de sa tangente. 

8 ^ 

Lorsque x — > +oo, posons h - —, 

( fe*+i"h ( 

g(h) - exp /iln = exp 1 + Mn 

l l 2 JJ l 

l , 

Lorsque h—> 0 , efc — 0, et donc g (fa) — ► 1. Lorsque h — 0 + , on utilise la deuxième expression : e h — 0 et donc 
g(fa) — ■ e. On trouve donc que lorsque x — ■ -oo, g(x) — 1 et lorsque x — ■ +oo, g(x) — ► e. La position par rapport aux 
asymptotes se lit sur le tableau de variations. 



Exercice 14.37 

Étudier le prolongement en 0 et les branches infinies de la fonction définie par 


/(*) = 


JC 3 

(x 2 + 1) arctanx 


Solution : On a au voisinage de 0 : 


X 3 _ x 3 _ x 2 

(x 2 + l)arctanx x + 2/3x 3 + o (x 4 ) l+2/3x 2 + o (x 3 ) 


= x 2 + o (x 3 ) 


donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f (0) . Son prolongement est dérivable en 0. La tangente au graphe 
de f en 0 est l’axe des abscisses et le graphe est au dessus de la tangente. 

Pour étudier le comportement de f au voisinage de +oo, calculons un développement asymptotique au voisinage de 0 de 
/(1/x). On sait que pour tout x > 0, arctanx + arctanl/x = tt/2 (voir la proposition 4.32 page 166) donc arctanl/x = 
jt/2-x+ 1/3X 3 - l/5x 5 + o fx 6 )etona: 


x(l + x 2 ) |ji/2-x+1/3x 3 -1/5x 5 +^O o (x 6 )| 


_2 1 1 

ttxI + x 2 1— 2/jtx + 2/(37i)x 3 -(2/5jr)x 5 + o (x 6 ) 


et / (x) = 2 1 + 4 jt 2 + 2 1 + 4 -,. n 2 + 2 — — + o (x 2 ) donc la droite d’équation y = 2 1 + 4tt 2 est asymptote 

à la courbe en +oo. 


14.4.5 Développements asymptotiques 

Exercice 14.38 Ç? 

Considérons la fonction définie par 1 ’ intégrale 



1 . Montrer que f est définie et de classe c € co sur IR . 

2. Déterminer le DL(0, 10) de la fonction f. 

3. Déterminer un développement asymptotique de la fonction f au voisinage de +oo à la précision 1 / x 10 . 


Solution : 

1. La fonction g : t 1/Vl+ t 4 est définie et continue sur R. D’après le théorème fondamental, elle admet une 
primitive G sur IR. De plus G est de classe c é?°° sur IR et pour tout xeIR: 

/ (x) = G(x 2 ) -G(x) . 

On en déduit que f est définie et de classe c é?°° sur IR et que pour tout x e IR, 
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2. Il vient alors que fonction f est de classe c é >9 sur IR et en primitivant le DL(0, 9) de f, on obtient le DL(0, 10) de 

5 9 10 

/W = -*+^ + - + -- — + 0(j'°). 


3. Posons ensuite X = — . On a 


r 1 '^ i r* -i u 2 

f(X)= -==d t= -j -== du = -/(*) 

.A/* v / r+ï ï Jx u 2 vïTT? 

en effectuant le changement de variables u-^. On trouve qu’au voisinage de +oo, 

1111 
" *2 _ 10x 5 ~ 24x 9 + 10x 10 + 


Exercice 14.39 ■ <? I 

On considère la fonction définie par 


(x 2 + l)e llx 


Étudier la branche infinie lorsque x —> +oo. 


Solution : On pose X = 1 lx et on utilise les DLs usuels en 0 : 
1 CX 2 + l)e x 


X V 1 + 2X 2 

— — (l+X-l/2X 2 + o (X 2 )] 
X [ x-o +v ’) 


1 


X 


et/(x) = x + H h o (1 lx) 


Exercice 14.40 I W H 

On considère la fonction définie par 

/(je) = arctanfx 2 ) \n[2\fx + l) 

Trouver un développement asymptotique de f au voisinage de +oo à la précision 11 \fx. En déduire une courbe asymp- 
tote simple et la position de la courbe par rapport à son asymptote. 


Solution : Posons X = 1/jc et utilisons les développements Hmités usuels en 0 + ainsi que la formule 4.32 page 166 : 
f (X) = arctan (l /X 2 ) ln ^2/v / X+ l] 

- (jt/2 - arctanX 2 ) (ln2 + ln (l + \/x/2j - ln \/x) 

= |ji/2-X 2 o^_ (X 2 )j |ln2- 4nX + ~X 1/2 - ~X+ 1/24X 3/2 - ^X 2 + O q+ (X 2 )J 

I LlnX + ^ + ?Æ + o (Vx) 

4 2 4 x-^o+ 1 1 

donc 

/(x) = - lnx + — + - + x _p +oo (1/V^) 

La courbe d’équation y-~ lnx + ~~~ est donc asymptote et la courbe Cf est située localement au dessus. 
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14.4.6 Applications à l’étude de suites 


Exercice 14.41 

Déterminer un équivalent des suites dont le terme général est donné par : 


1. U n = [n+ 1) n+T -nn 


Solution : 

1 . On utilise le DL(0, l)de exp et le fait que ln ni n ► 0. Il existe des suites (y,,) , (ÿ,,) toutes deux convergentes 

vers 0 tels que : 

1 J_ ln(n+l) ln n 

ln(n+l) ln(rc+l) lnrc lnrc 

= 1+ — - + Yn — --1 +ÿn 

n+ 1 n+ 1 n n 

ln n ln n ln(l + l/n) ln(n + l) ln n 
n + 1 n n + 1 ' n + 1 1 n 

ln n lnfl + l/n) ln(n+l) ln n 
nfn + 1) n + 1 1 n + 1 1 n 


ln n 

n{n+ 1) ’ 

Mais qu ’en est-il des autres termes ? Pour le savoir, il faut aller plus loin dans le développement limité. Mais 
auparavant, pour éviter les redites, notons que ln(n + 1) - ln n . 


ln(n+ 1) ln 2 {n + 1) ln 2 (n + l) 


n + 1 2(n+l) 2 +E " 2(n+l) 2 

ln n ln n ln(l + l/n) ln 2 {n + 1) - ln 2 n 

' n+l ~~n + n+1 + 2(n+l) 2 H 


-1- 


2{n+ 1) 2 2n 2 " 2(n + 1) 2 


ln 2 (n + ll-ln 2 n ln(n+l)+lnn 


" 2(n+ l) 2 ' 


m 

, ln 2 n 


Finalement, on a bien u n — . 

n z 

2. Comme VTTx- l + -x--x 2 + o (x 2 ) et que \/l-x- 1- -x- -x 2 + o (x 2 ), on a: 

9 R v— .n v ; 9 R v— «n v ’ 


2\fn — 


/n + l-Vn-1 
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3. Comme ln(l + x) -x+ o ^ (x) et que \/\ + x 

1 

L+-X+ o 

2 x-o 

(X) : 

ln(rc+ 1) -lnrc 


M 1 + £) 

Vn+l-y/n 

1 2 

n— +oo yJJi 

i KjUïï) 
^à + „_? +0O (£) 

Exercice 14 42 



Déterminer les limites suivantes : 

L „!™ 0O ” sin (;) 2. n lim 

c( wsin (;)) f 

3. ^lim^ n 2 {[n + 1) ^ 



On considère la suite de terme général : 


ln ~l l + X^- 
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Déterminer le DL(0,3) de I„. 


Solution : Remarquons que comme f:x'->e x l( 1+x 2 ) est continue sur IR, elle admet, d’après le théorème fondamental, 
une unique primitive F sur U qui s 'annule en 0. On calcule facilement que e x 1(1 + x 2 ) - 1 + x- ^x 2 + (je 2 ) doncpar 

primitivation : F(jc) = x+ ^x 2 - |jc 3 + o (x 3 ). Il vient alors pour tout heN* : 


n 2 n 6 n 3 n —■ 


Exercice 14.44 ■ W H 

Montrer que les suites suivantes (u n ) et (v n ), données par leur terme général, sont adjacentes : 


u„ - n- cos 1 + cos- + ... + cos- et u„ = u„+sin- 


Solution : La suite (u n ) est clairement croissante et u„ - v n — - — ► 0. Reste à montrer que (v n ) est décroissante. Soit 
n g N. On calcule en utilisant les développements limités usuels : 

î î 

Vn+l-Vn = u n +i - u n + sin sin- 

n+1 n 

- n+l-n- cos — - + sin — - - sin - 

= 1-fl H F 0 [ 

l. 2(n+l) 2 J n + 1 n «-+oo ^ (n+1) 2 ) 
n+2n(n+l)-2(n+l) 2 ( 1 ) 

2n[n+l) 2 n->+oo ( (n+l) 2 J 


La suite (v n +i - v n ) est équivalente à une suite négative donc à partir d’un certain rang on a v n +i - v n =£ 0. On montre 
ainsi que (v n ) est décroissante à partir d’un certain rang. Les deux suites sont bien adjacentes et elles convergent vers 
une même limite. 


Exercice 14.45 ■ I 

Etudier la suite de terme général 


2î[/ 1+ n(n + l) 


Solution : Utilisons le DL(0, 1) de \/l + u - 1 + u/2 + o (u). Soit n g N. Pour tout k g [1, n\ , il vient alors 

u—*0 

I k k k ( 


n(n + 1) 2u(u+l) u(u+l) (u(u+l)J 


et limy = 0. 


Soit e > 0. Comme limo y = 0, il existe r] > 0 tel que si |x| =s e alors | y (je) | e. Par ailleurs, comme k g [1, n\ : 
k 1 

n(n + 1) 85 n + T n-+oo 

Donc à partir d’un certain rang N, si N alors l/(« + 1) r] et pour tout k G [1, n}, n ^ l+Vj r|. Il vient alors pour tout 

k g [1, u] que y ( — ) « e et on peut écrire : 

| \n(n + 1)J| 

I 1 1 Jk k e 
| 4 1 ÉiH(b+1) 2 
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On a ainsi montré que I u n — -> 1/4 


14.4.7 Applications à l’étude locale des courbes paramétrées 

Exercice 14.46 

Pour chacune des courbes suivantes, déterminer les points stationnaires ainsi que 1 ’ allure de la courbe au voisinage de 
ces points stationnaires. 


\x(t) = £- tanh t 

[ x(£) = —2t+ £ 2 

lyct) = ær \ 

[y(£) = £ 2 + -i 

fx(£) = l + £ 3 + £ 5 J 

f xit) = t 3 + t 4 

jy(£) = l + f 4 

[y (£) = £ 5 + t 7 

(x(0=4 + « 

1 4 -î 1 

t 2 1 

}y(f) — t 3 — 3t 

[y(£}=£+- 


Solution : 

1. On a : 
plus : 


xM = J< S A (< 3 ) 
y Cf) = i-^r 2 + t o o (r 2 ) 


donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 



2. On montre facilement que le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t-O.De plus, comme : 

x(t) = 1 + t 3 + t 5 

y(t) = 1 +t A 


ce point stationnaire est donc un point banal. 
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3. On a : x' (t) = e r 1 - 1 et y' (f) = 3t 2 - 3. Le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t — 1. De 
plus : 

x{t) = i(t-l) 2 + i(t-l) 3 + i(t-l) 4 + ( O i fCt-l) 4 ) 

y(t) = -2 + 3(t- 1) 2 + (t - 1) 3 

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de seconde espèce. 



2 

4. On a : x' (t) = -2 + 2t et y' {t) = 2t — Le seul point stationnaire delà courbe est celui de paramètre t - 1. De 
t A 

plus : 

x{t) = -l + (f-l) 2 

y if) = 2 + 2(î — l) 2 — 2(t — l) 3 + o f(t-l) 3 ) 

t^i 

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 
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5. On montre facilement que le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t-O.De plus, comme : 

xft) = f 3 + t 4 
y{f) = 1 5 +t 7 

ce point stationnaire est un point d’inflexion. 



6. On a : x! (£) = 1 + t et ÿ (f) = 1 - . Le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = -1. De 

plus : 

x(t ) - -~ + ~(î + D 2 

y(t) = -2-(f+l) 2 -(f+l) 3 + f _o_ i ((f+l) 3 ) 

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 



Exercice 14.47 I 

Étudier les courbes suivantes au voisinage du point de paramètre to : 


jx(t) = (.t+l)lnt-2t+2 
\y(t) = {t-l)lnt 


et to = 1. 


{ . x(t ) = cos(f) + - cos2r 

^ et to — 0 

y (t) = sin(î) - - sin2r 


Solution : 

1. On vérifie que le point de paramètre to - 1 est bien un point stationnaire de la courbe. De plus : 
x(t) - |ct-l) 3 + f O i (Ct-D 3 ) 

y(t) = (ï-l) 2 -i(ï-l) 3 + ( O i ((?-U 3 ) 

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 
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I I I I I 

-0,2 0,0 0,2 0,4 

2. On vérifie que le point de paramètre to- 0 est bien un point stationnaire de la courbe. De plus : 

xU) . f-f,* + aOT 
yin = 

donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 




14.4.8 Application aux équations différentielles linéaires du premier ordre avec problèmes de 
raccord des solutions 


Exercice 14.48 I W H 

On considère l’équation différentielle (L) : x(x 2 - l)y' + 2y = x 2 . 

a) Résoudre (L) dans chacun des sous-intervalles Ii =] -oo,-l[, I2 =] - 1,0[, I3 =]0, 1 [ et I4 =] 1, +oo[. 

b) Existe-t-il des solutions de (L) définies sur R. 


a) Soit (N) :y' + 


2 y 


x(x 2 -l) ~x(x 2 -l) 
à (N) et introduisons la fonction 
a sur l/c est donnée par : 


(N) est définie suri- I1UI2UI3UI4. Notons (H) l’équation homogène associée 
— IR 




2 _ _i 2 _j_ . Pour tout k- 1,2,3, 4, une primitive de 

x[x 2 -l)~ 1+x x x ~ 1 


- In 


|l + ^| u-l| 


Par conséquent, pour tout k - 1,2, 3, 4, les solutions de (H) sur l/c sont, par application du théorème de résolution des 
équations linéaires du premier degré, de la forme : 

fl k — - 115 

x 2 ;a*:e[R 


«Pot*:- 


a k 


(x+1) (x-1) 
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Soit k e [1, 4] . Déterminons une solution particulière de (N) sur 1^ en utilisant la méthode de variation de la constante. 

x 2 x 2 

On la cherche sous la forme x >—■ a (x) où a est une fonction Sf sur Ik On a : a' (x) 

(x+l)(x-l) *■ (x + E)(x-l 

c’est-à-dire a' (x) = j et donc on peut prendre a(x) = ln|x|. En résumé, pour tout k e [1,4], les 


x(x+l) (x-1) 
solutions de (N) et donc de (E) sont, sur Ifc, de la forme 


- (ln|x|+afc) 


x 2 -l 


où aie e IR 


b) Cherchons s’il existe des solutions de (E) définies sur IR. Si une telle solution ip existe alors : 
1 . (p doit être continue et dérivable sur IR. 

x 2 


2. Vfce [1,4] , 3(3 e IR : (p^ = (ln|x| + P*) 


x 2 -r 


Mais 


Jim q, (x) = Hm (lnx + p 3 ) -ton + 


qui n ’est définie (et vaut \ ) que si p 3 = 0. On montre de même que lim ip (x] n ’ est définie que si (h - 0, lim (p (x) 

ln|x| 


n ’est définie que si - 0 et lim (p (x) n ’est définie que si pi = 0. De plus 
[ x 2 ln|x| 


<p(x) = 


-1 


X 2 — 1 x-o 

£ [R \ {—1,0, 1} 


0. La fonction tp définie par : 


c=± 1 

c = 0 


est donc continue sur IR. Montrons qu 'elle est dérivable sur IR. Soit x e I : 
I (p(x)-(p(O) _ x 2 in | x| 


| En 0 | - 

r ë^ti 


x-0 x(x 2 -l) x—*o 


0 donc f est dérivable en 0 et f (0) = 0. 


2 (X+ l] 2 ln(X+ 1) - (X + 2)X 


2(X+ l) 2 ln(X+ 1) - (X + 2)X _ 1 1 

2X 2 (X + 2) x +2 + x-o x^o 2 

f est dérivable en 1 et f (1) = \ . 

| En -1 1 On montre de même que f est dérivable en - 1 et que f (-1) = 0. 

On vérifie réciproquement que la fonction f ainsi construite est solution de (E) sur IR. 
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Propriétés métriques des arcs 


Pour bien aborder ce chapitre 

Ce chapitre s’inscrit dans la continuité du chapitre 6 qu’il parachève. 

Les différentes propriétés des courbes planes qu’on a étudié 
jusqu’ici : présence de point stationnaire, de branche infinie, 
d’asymptotes sont préservées si on applique à notre courbe une ap- 
plication affine (c’est-à-dire une translation, une homothétie, une ro- 
tation, une affinité,...). On dit que ce sont des propriétés affines ou 
géométriques. Ce n’est pas le cas par exemple de la longueur de la 
courbe. Ainsi, dans la proposition 7.10 page 277, on a montré que 
l’image d’un cercle par une affinité orthogonale est une ellipse. Cette 
ellipse n’a évidemment pas le même périmètre que le cercle initial. La 
longueur n’est pas une propriété affine. Par contre, si on applique une 
isométrie à notre courbe, la courbe image sera de même longueur que 
la courbe initiale. On dit que la longueur est une propriété métrique 
et ce sont sur ces propriétés que nous allons nous focaliser ici. 

Nous définirons en particulier ce qu’est la longueur d’un arc 

paramétré. Afin d’éviter les arcs trop pathologiques comme le flocon de Von Koch, nous nous limiterons aux arcs de 
classe c € x . Puis nous définirons la courbure d’un arc. Cette quantité peut être vue de différentes façons. Si un mobile M 
parcourt la courbe à vitesse constante égale à 1, on verra que la courbure en M est égale, en valeur absolue, à la norme du 
vecteur accélération. On verra aussi que la courbure en M est l’inverse du rayon du cercle qui épouse la courbe au plus 
près au voisinage de M 1 . On comprend que la courbure permet de mesurer le virage effectuer par notre mobile : plus la 
courbure est grande plus le virage est serré. 


15.0.9 Difféomorphismes 



rcle osculateur à la courbe au point M 
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: Cÿ) Vfel,q>'(f)#0 

alors ip réalise un Sé >1 -difféomorphisme de l’intervalle I vers l’intervalle J = (p(I). 


Démonstration Puisque cp' est continue sur I et qu’elle ne s’annule pas, elle garde un signe constant. Si par exemple Vf e I, 
<p'(f) > 0, alors (p est strictement croissante sur I et d’après le théorème de la bijection 4.1 page 151, (p réalise une bijection 
bicontinue de I vers l’intervalle 1 = /(I). Comme de plus, (p' ne s’annule pas suri, d’après un théorème, la bijection réciproque cp -1 
est également de classe Sê’ 1 suri. 

Remarque 15.1 On définit de la même façon un ^-difféomorphisme de I vers J : 

- (p est de classe c € k , 

- (p est bijective de I vers J, 

- La bijection réciproque (p -1 : J »—• I est de classe c ê k . 

15.0.10 Arcs paramétrés 

Rappelons qu’un arc paramétré constitue en la donnée d’un couple y = (I, F ) où I c IR est un intervalle et F : I > — ► K 2 une 

application de classe c é’ k (l,R 2 '). le support de l’arc paramétré (I, F) est l’ensemble des points du plan : 

r = |Me & | 3f e I : ÔM = ?(f)} 

Pour tout t e I, on notera M(f) le point du support de l’arc (I, F ) tel que OM(f) = F (f). 


Définition 15.2 O Changement de paramétrage 

Soit y = (I, F) un arc paramétré et (p : J »—• I un *€ fc -difféom orph i sm e de l’intervalle J vers l’intervalle I. On définit 
la fonction G = F o (p : J . — ► I et l’arc paramétré y' = (J, G). On dit que les deux arcs y et y' sont ^‘-équivalents. En 
particulier, ils ont même support T. 

I Remarque 15.2 

On dit que (p définit un paramétrage admissible de la courbe T. 

Définition 15.3 Orientation d’un arc paramétré 

On dit que deux arcs ^-équivalents ont même orientation si le *€ fc -difféom orph i sm e (p de la définition précédente est 
strictement croissant de J dans L 


15.1 Propriétés métriques des courbes planes 

Les arcs paramétrés de ce paragraphe n’ont pas de points stationnaires et sont de classe c € k , avec k> 2. 

Remarque 15.3 La notion de point régulier ne dépend pas du paramétrage admissible, c’est une notion géométrique. 
En effet, si G (t) = F o cp(f), G'(f) = (p'(f).F'(cp(f)). En notant So - ip(to), puisque (p'(to) ^ 0, F'(fo) ^ 0 si et seulement si 
G'(s 0 ) * "0. 

On peut montrer de même que la notion de tangente en un point ne dépend pas du paramétrage admissible, c’est une 
notion indépendante du paramétrage choisie. 

15.1.1 Longueur, abscisse curviligne d’un arc paramétré 

Définition 15.4 Longueur d’un arc paramétré 

Soit y = ([f 0 . fil» F ) un arc paramétré c ê k Uc> 1). On appelle longueur de cet arc, 

Uy)= f 1 ||F 7 û)|| df 

J t a 


Proposition 15.2 Indépendance du paramétrage 

Si y' = ([c, d], G) est un paramétrage admissible de l’arc, L(y') = L(y) ce qui montre que la longueur est une notion 
géométrique. 
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Démonstration Si F : [a, b] « P 2 et ip : [c,d] « [a, b] est un r ê 1 -difféomorphisme croissant, en notant G = F oq> et y' = ([c,d\, G), 
L(y') = J || G , (^) H ds = J || F'((p(s))|| |(p'(s)| ds et par le changement de variables t = cp(s), df = (p'(s) ds, comme (p(c) = a et 
<p(d) = b, on trouve que L(y') = J || F , (fl|| df = L(y). On trouve le même résultat si (p est décroissante cardans ce cas, (p(c) = b, 

tp(d) = a et |(p'(f)| = -cp'(«- 

Plan 15.1 : | Pour calculer la longueur d’une courbe dont on connaît une équation polaire] 

Onsuppose que l’arc y est donné par l’équation polaire : p - f (0) avec f de classe c é? 1 sur On se place dans 

le repère polaire (O, ~u r ,~tt e). On a : 

F (0)=/(0)w r et F '(0) = /'(0) u r + /(0) « e 

On calcule alors : L (y) = f n n || F ' (0) || d0. 

Plan 15.2 : | Pour calculer la longueur du graphe d’une fonction | 

Pour calculer le graphe de la fonction f : I c IR — ► IR de classe 5? 1 sur I entre deux points a et b de I, on la paramétrise 
par: 

U(f) =f 
|y(t) =/«) 
et 

F(f) = (x(f),y(f)) => F'(f) = (l,/'(f)) 

donc : L(y) = \]\ + [f'{f)) 2 df. 


Exemple 15.1 Calculons la longueur d’un arc d’astroïde (voir l’exemple 6.8 page 242). 


pour f e [0,71/2], 

3 a f nl2 3 a 

L(Y)=yJ sm(2f) df = — . 


{ x(f) = a cos 3 f 
y(f) - asin 3 f 

Il F ' ( t) || =3a|cosfsinf| m ^|sin(2f)| 


d’où L(y) = f y/l + f 2 / p 2 df - p f a/ 1 + u 2 du. Avec une intégration par parties (pour utiliser / / = argsh u - 

J o v J o Vl + u 2 


, , ÿ L\/ p 2 + L 2 p ,L+ \/p 2 + L 2 . 

ln(l + vl + u 2 )), on trouve que L = h — ln( J. 


Définition 15.5 Abscisse curviligne 

Soit un arc y = (I, F ) régulier (sans point stationnaire) et fo e I. On appelle abscisse curviligne d’origine fo, la fonction 
( I — * IR 

5: | t — ^ H? (m) H du 

Le réel s(f) représente la longueur de la portion de la courbe située entre M(fo) et M(f). 

Proposition 15.3 Paramétrage normal 

Une abscisse curviligne définit un Sé’ fc_1 -difféomorphisme de I = [a, b] vers J = [c, d] . Le paramétrage admissible associé 
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G = F o s 1 décrit la même courbe T avec la même orientation, mais parcourue à vitesse constante 1 : 

VseJ, ||G'(s)||=l 

Démonstration La fonction s : [a, b] « IR est dérivable (théorème fondamental) et Vf e [a, b], s' (t) = ||F'(f)|| > 0 puisqu’on 
a supposé que la courbe n’avait pas de point stationnaire. La fonction s est donc strictement croissante sur [a, b] et d’après le 
théorème de la bijection, elle définit un i g 1 -difféomorphisme de [a, b] vers [c,d]. Comme G(w) = F(s _1 (w)), en dérivant pour 

ue [c,d], G Üü) = — F'ir^u)) d’où ||G'(k)|| = 11 F , U = 1 puisque s'(t) = ||?'(t)||. 

s'(S“ 1 (M)) s' (S -1 (U)) 


Définition 15.6 Repère de Frenet 

Soit M = O + F (f) un point régulier d’un arc paramétré plan (I, F ). On définit le vecteur tangente unitaire au point M 

— F'(f) — 

par T = — et on définit le vecteur normal unitaire comme étant le vecteur unitaire N faisant un angle orienté de 

Il F' (f) || 

+ — avec le vecteur T . On appelle repère de Frenet au point M, le repère (M, T , N). 


15.1.2 Courbure 


Théorème 15.4 O Relèvement 

Soit I c R un intervalle et F : I >— • U une fonction de classe ( F k {\, U) (fc & 1). Alors il existe une application 0 e c ê k (l, IR) 
telle que 

Vf el, F(f) = e ,0tf) 


Démonstration Soit tç, e I, comme /(%) e U, il existe 0q e IR tel que F(fo) = e' 00 . 

1 . Analyse : si 0 existe, en dérivant, 

F'(f) = fO'(t)FCt) 

, F'ff) 

Comme |F(f)| = 1, 0'(f) = donc Vf e I, 

0(f)=0(f O )+ f-S^ds 

J ta «FW 

2. Synthèse : Définissons 0 comme ci-dessus. Comme Fe ^ k (l,V), 0 est bien définie etQe c é k (l,C). Posons g (t) = e~ iSW F(t), 
ge^ fc (I,C).etVfeI, 

g'(f) =e- im [P'(t)-m'(tmf)] =0 

Donc g est constante sur I et comme g(fo) = e -i0 °F(fo) = 1, g = 1. Donc Vf e I, F(f) = e' 0(,) . On conclut en remarquant que 

puisque |F(f)| = 1, lm(0(f)) = 0 et donc 0 esta valeurs réelles. Remarque : Comme Vf e I, F(f)F(f) = 1, en dérivant, 

F(f)F 2 * * * * 7 (f) + F'(f)F(t)=0 


et l’on retrouve que F'/F e iU et donc que 0 est à valeurs réelles. 


Proposition 15.5 G? Paramètre angulaire 

On considère un arc paramétré plan y = (I, F ) de classe c ê k ,oùk>2. Il existe une fonction a : I 
telle que V f e I, 


T (f) 


lcosa(f) 
| sina(f) 


et N (f) 


l-sina(f) 
| cosa(f) 


IR de classe <€ k 1 (I,IR) 


Démonstration Comme T (t) = — — est une fonction de classe e € k 1 de norme 1, on peut la considérer comme une fonction 

IIF'MII 

complexe à valeur dans le cercle unité. Il suffit alors d’appliquer le théorème de relèvement pour obtenir une fonction a de classe 
c € k ~ 1 . 
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^ Notation 15.3 Notations différentielles. Nous allons adopter de nouvelles notations très pratiques pour manipuler 
des ^-difféomorphismes. Si (p : j ^ q!(s) eSt Un ^ ' -difféomorph i sme, on note ^ = tp'(s). Alors on 

justifie la notation : 

ds , 1 1 

dï = t<P Hfl = î^î? = d£ 

ds 


De même pour une composée de difféomorphismes : 


[a, b] ^ [c,d] ^ [e,f] 

t •— s ->• u 


avec 9 = \p o tp, 


du 

— = 0 ( 5 ) = ip (tp(s)) x rp (si : 


du 

~dt 


d t 
ds 


On notera par la suite pour les courbes paramétrées, = F '{t). Si s est une abscisse curviligne sur la courbe, — = 

dM . 

Il || . Nous avons vu qu’une abscisse curviligne définissait un ’I? -difféomorphisme de [c, d] vers [a, b] et qu’on pouvait 

utiliser un paramétrage admissible G= Fos -1 : [c, d ] i — • K 2 de notre courbe. Pour t e [a, b], on note s = s(t) e [c, d] et M 
— ► — dM — , 

le point de la courbe tel que OM = F(0« G(s). En notant — — = G (s), on a alors : 


dM _ dtdM _ 1 dM 
ds ds df ds df 
df 


Définition 15.7 Courbure d’un arc plan 

On définit la courbure d’un arc (I, F ) sans point stationnaire au point M(s) par 



où s est une abscisse curviligne. Si c / 0, l’inverse de la courbure au point M(s), r - - est appelé rayon de courbure de 
l’arc au point M(s). 


I Remarque 15.4 Si on suppose que la courbure ne s’annule pas sur notre arc, la fonction a définit un nouveau c € x - 
difféomorphisme et nous pouvons l’utiliser pour obtenir un nouveau paramétrage admissible. Cette remarque justifie les 
calculs avec les notations différentielles qui vont suivre. 

Théorème 15.6 Formules de Frenet 

Pour un arc paramétré y = (I, F 1 de classe c € 2 . 


Démonstration II suffit de dériver les expressions de T et N : 


dT dal-sina -j 
d7= excusa = CN 


dN_da|-cosa_ ~ 
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15.1.3 Calcul pratique de la courbure 

1 . Pour un arc paramétré y = (I, F ), avec F (£) T 

|> 

(a) Rectification : on introduit une abscisse curviligne 5 : 


. 

I y(fl ' 


df 


(b) on introduit le paramètre angulaire a : 


da da dr da 1 

ds dt ds dr ds 

dr 

(c) Puisque a représente l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire T , c’est également l’angle entre 

|/tt) 


F horizontale et le vecteur F ' ( t) , 


fit). 

(d) sinon on dérive : 


9 da y" x' - V x" 

(1 +tan 2 a)— = -f — 

dr x' 2 


(e) On en déduit l’expression finale de la courbure (ne pas la retenir par coeur) : 


c(t) 


_ _ Ix'(r) x"(r)| 

[F'(r),F"(r)| |y'(r) y"(t)\ 


Il F' ( r) || 3 (x' 2 (r) + y' 2 (r)) 


2. Pour une courbe polaire p = p(0) : 

(a) Rectification : introduisons une abscisse curviligne sur notre arc. Puisque F (0) = p(0) m( 0), F '(0) = p'(0)~w (0)+ 
p(0)T (0) et comme (u,~u) est une base orthonormale, || F '(0) || = y'p 2 + p' 2 d’où 

^ = \/p 2 ( 0 ) + P' 2 ( 0) 

(b) On introduit l”angle a entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire. Si V désigne l’angle entre le vecteur 
~u (0) et le vecteur tangente unitaire T(0), 

I a = 0 + v] 

De la relation _ 
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da _ dV 
dQ~ 1+ M 


(c) Courbure : 


ds dQ ds 

dë 

(d) Expression finale de la courbure au point M(0) (ne pas l’apprendre par coeur) : 


c(9) = 


P + V ~ PP" 


(p 2 + p' 2 ) 3/2 

3. Pour une courbe cartésienne y — f(x), on la considère comme une courbe paramétrée de paramètre x 

(a) Rectification : si s est une abscisse curviligne sur la courbe, comme F '(x) - , 


(b) En notant a l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire (ou le vecteur F '(x), 

tana(x) = y'(x) 

En dérivant l’expression, on tire 

da _ y"(x) _ y" 

dx 1 + tan 2 a 1 + y' 2 

(c) On en déduit la courbure : 

da da dx 

c(x) - ~r - ~r ~ x ~r 

ds dx ds 

(d) d’où l’expression finale de la courbure au point M(x) (ne pas l’apprendre par coeur) : 

, , /"« 

CUJ (l + /' 2 (x)) 3 ' 2 

Exemple 15.4 Calculons la courbure en un point régulier M(f), t e]0, tt/ 2[ de l’astroïde (voir l’exemple 6.8 page 242) : 

{ x(f) =acos 3 t 
y(f) = asin 3 t 

Introduisons une abscisse curviligne s sur notre courbe : 

^ = || F ' ( f ) || =3a|cosfsint| - ^sin(2t) 

Si a désigne l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire ( F '(t)), 
y\t) 

tana = — — = - tan t = tan(- 1) 
x'(t) 

d’où — = -1. On en déduit l’expression de la courbure au point M(f) : 
d t 

da 1 da 2 

ds ds dr 3asin(2t) 

dt 

Le résultat trouvé est cohérent, lorsqu’on parcourt la courbe dans le sens des t croissants entre 0 et tt/2, l’angle a est 
négatif. D’autre part, lorsque t — 0 et t — > • tt/2, on se rapproche d’un point stationnaire où la courbure devient infinie. 
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Exemple 15.5 Calculons la courbure en un point M(0) de la cardioïde d’équation polaire 
p = a(l + cos8) 

où 0 e [0, ji[ (voir la section 6.3.3 page 246). Si s est une abscisse curviligne sur notre courbe, 

^ = Il F '(0) || p 2 + p ,2 = 2a|cos(0/2)| 

En notant a l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire (ou F'(0)), V l’angle entre la droite polaire 2>e et 
■p'(0), 

a = 0 + V 

P 6 8 n 

M — = - cotan - = tan(- + -) 

p' 2 2 2 

la coubure au point M(0) : 

da_ 1 da_ 3 
ds ds d0 4acos(0/2) 
d0 


d’où ^ = 1 + \ = §. On en tire l’expression de 


Exemple 15.6 Calculons la courbure en un point M(x) de la courbe y = e x . Comme F (x)| 
abscisse curviligne, 


— = ||F'(x)|| =Vl + e 2x 
dx 

En notant a le paramètre angulaire, tan a = e x d’où en dérivant, 


da _ e x 
dx 1 + e 2x 


On en tire la courbure : 


1 da _ e x 
ds dx [l + e^Ÿ 12 
d x 


Définition 15.8 Centre de courbure 

On appelle centre de courbure en un point M d’un arc paramétré T, le point I défini par 

où r est le rayon de courbure au point M et N le vecteur normale unitaire au point M. On appelle cercle de courbure ou 
cercle osculateur, le cercle de centre I et de rayon r. On montre que c’est le cercle qui « colle »le mieux à la courbe au 
point M. 


N 



T 


Figure 15.2 - Centre de courbure 
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Pour calculer en pratique le centre de courbure, on commence par exprimer le vecteur tangente unitaire au point M : 


- dM 
T =-r- = 
d s 


cosa 

sina 


d’où l’on déduit l’expression du vecteur normale unitaire au point M : 

_ày 

Tt -sina 


Par conséquent, en notant I et puisque 


— , on tire : 
da 


f ds 

1 ds 


d y 

d t 
dx 
d t 


Il suffit donc d’exprimer tan a = , ^ et de dériver pour trouver — et de reporter dans les formules précédentes pour 
dyldt df 

obtenir les coordonnées du point I. 


Exemple 15.7 On considère la parabole SP d’équation 

{&>) : y 2 = 2 px ( p > 0 ) 

Soit m|* un point de cette parabole. On note N l’intersection de la normale en M à la parabole avec l’axe (Ox). Soit @ 

la parallèle à la tangente à la parabole au point M passant par le point N. On note Q l’intersection de la droite @ avec la 
parallèle à (Ox) passant par M. Montrer que le centre de courbure I au point M et le point Q ont même abscisse. 



Commençons par paramétrer cette parabole : 

J x(f) 

\y(t) 

La tangente au point M(f) est dirigée par F'(f)|^, et 
M + A 


— »|f 2 /2p + À 
n \ t-Xtlp 


1 1 2 + 2p 2 

Comme jn = 0, on en tire N 2 p 


“2 p 

la normale par 7î| 
Comme il existe p e 


\ . Il existe donc À e IR tel que N = 
■tlp 

IR tel que Q = N + p F '(t), et que j/q = t. 


647 


1 3t 2 + 2p 2 

on en tire Q 2 p . Introduisons maintenant le paramètre angulaire a. Le vecteur tangente unitaire en M s’écrit 


d y 

sina = — 
ds 


^ et le vecteur normale unitaire N 


. Les cordonnées du centre de courbure vérifient : 


ds 


Xi = x 


ds d y _ dt dy 


da 


da ds da dt 

En reportant, on trouve finalement que 


t 2 t 2 + p 2 3t 2 + 2p 2 

2p + P 2 p 


et le centre de courbure a même abscisse que le point Q. 


Exemple 15.8 Tracer l’arc paramétré 


x(t) = t-tht 


Cette courbe s’appelle la tractrice (voir l’exercice 6.7 page 253). Déterminer l’ensemble des centres de courbure de cette 
courbe (développée). 

L’étude de la courbe ne présente pas de difficulté. Le point (0,1) est un point de rebroussement de première espèce à 
tangente verticale. En introduisant le paramètre angulaire a, 


En dérivant, on trouve que — = . En reportant dans les coordonnées du centre de courbure, 

dt chf 


, , shf 

xi = t-thf + chr — 5 — = t 
ch 2 t 

1 , sh 2 1+1 

vi = + chrth t= =chf 

/ ch t ch t 


On reconnaît la chaînette d’équation cartésienne y = ch(x). 



La développée d’une courbe est le lieu des centres de courbure de la courbe. On remarque sur cet exemple que la normale 
à la tractrice au point M est la tangente à la développée au point I. Montrons que cette propriété est vraie dans le cas 
général en utilisant les notations différentielles : 

I = M + rN 
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Dérivons cette relation par rapport à l’abscisse curviligne (qui définit un paramétrage admissible sur la courbe et 
développée). En utilisant la deuxième formule de Frenet, 


d I dM dr - dN 
—, — - —~z — t -7 - -N + r.— — 
ds ds ds ds 

= T +— .N-rc.T 


4-n 


Comme le vecteur -j— est tangent à la développée au point I et que le vecteur N est normal à la courbe au point M, on 
a prouvé le résultat. 
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15.2 Exercices 


5.2.1 Calcul de longueur 

Exercice 15.1 i 

Calculer les longueurs des courbes données par : 
jx(t) = 3cosï-cos3î 
' jy(£) = 3sin f- sin3f 

2. l’équation polaire p (0) = cos 2 0 

3. 1 ’ équation cartésienne y- dix pour x e \-a, a] avec a > 0. 


1. le paramétrage < 


Solution : 

1. On utilise la trigonométrie : 


r2n j /» 271 

L(y) = / v9(-sin£ + sin3£) 2 + 9(cosî-cos3f) 2 df = 3 / \/ 2 (l _ sin fsin3£-cos £cos3£)d£ = 

J 0 J 0 

3\/2 j \/l-cos2fdî= 6 J \/ sin 2 tdt - 12 J sin£d£ = |~24~| . 


2. On utilise la méthode 37 page 641. Dans le repère polaire (0,~iï r ,~iïç)), on considère la fonction vectorielle F (0) = 
cos 2 Q~iï r et on calcule : 

F ' (0) = -2sin0cos0‘M r + cos 2 0“m0. 

En raison des symétries de la courbe, on peut calculer la longueur de la courbe par une intégrale de 0 à tt/2. On 
mulipliera le résultat obtenu par 4. Comme ~u r et~UQ sont orthogonaux : 


L (y) — 4 J cos0 V 4sin 2 0 + cos 2 0d0 = 4 J cos0\/l + 3sin 2 0d0 = 4 J x/ï+lîM^d li- 


en posant u- sin0. 

3. On utilise la méthode 37 page 641 et on se limite à l’intervalle [0, a] en raison des symétries de la courbe : 


4+^ln(2 + \/3] 


L(y) = 2 J \J \ + {f' (t)) 2 dt = 2 J 1 + sh 2 tdt = J ch 2 tdr - J 1 + < ^ 2t dt - 


15.2.2 Calcul de courbure 

Exercice 15.2 ■ W I 

On considère une courbe passant par l’origine, et tangente à l’axe (Ox) d’équation : 

(C) y = fix) 

avec f de classe c é? 2 sur un voisinage de 0 et /(O) = /'(O) -0 et /"(O) / 0. 

1 . Déterminer le rayon de courbure à la courbe (C) au point (0, 0) . 

2. On considère la famille de cercles centrés en o|^ passant par le point 0. Au voisinage de 0, on peut écrire 
l’équation de la branche de ce cercle passant par l’origine sous la forme : 

y = gM 

Déterminer X pour que l’on ait g{x) - f{x) - o(x 2 ). 

| Solution : \ 
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1 . On calcule le rayon de courbure au point O par 


ds ds dx 
da dx da 


et puisque = y/l + /' 2 (0) et que tantx(f) = fit), en dérivant, on trouve que 


da _ fit) 
dt 1 + f' 2 it) 

Donc le rayon de courbure en 0 vaut : 

(l + f 2 j0)) 3/2 1 

fiO) “/"(O) 

2. L’équation cartésienne d’un cercle centré en Q et passant par l’origine s’écrit 
y 2 -2Xy + x 2 - O 


d’où l’on tire localement au voisinage de 0 : 

y = gix) = X- V\ 2 — jc 2 = x[l — (1 — Cx/À) 2 ) 1/2 ] 

En effectuant un DL(0,2) de la fonction g, on trouve 

gix) = ^ + oix 2 ) 

Et donc 

r î x 2 

gix) - fix) = [/"(O) -\!X\ — + oix 2 ) 


Exercice 15.3 ■! W 

On considère une hyperbole équilatère et un point M de cette hyperbole. On note I le centre de courbure à l’hyper- 

bole au point M. La normale à 1 ’ hyperbole au point M recoupe 1 ’ hyperbole en un autre point N. Montrez que 

NM = 2MI 


Solution : Considérons le repère orthonormé (0, i , j) défini parles asymptotes à l’hyperbole. Dans ce repère l’équa- 
tion de l’hyperbole est 

iæ)\ xy-1 

1 x *1 1 

Soit Ml ^ un point de l’hyperbole. Comme le vecteur u\ 

, dirige la tangente à 1 ’ hyperbole au point M, le vecteur 

Ti | dirige la normale. On a N = M + X~n avec N € J€. On tire 


| — 1 / V 3 ► 

N _^ 3 et NM 

x 4 + l 

2±ï 

Pour déterminer le centre de courbure au point M, calculons le rayon de courbure défini par 

^ ds ds 

dx 

da dx 

da 

Comme 

d s 


— = Vl + llx 4 = 

dx 


x^ 
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et que 

tana(x) = -l/x' 

, da 2x 

^ ~dx _ x 4 + 1 

on tire 

(x 4 + l) 3/2 
x 4 + 1 

et puisque le vecteur normale unitaire 

au point M s’écrit 



Tîl 1/Vx 4 + 1 
T 

on détermine 


x 4 + l 


MI = R. N = 

=^NM 
x 4 + 1 2 



2x 


15.2.3 Développée, développante 

Exercice 15.4 V 

Déterminer la développée (ensemble des centres de courbures) de la cardioïde d’équation polaire 
p = a(l + cos0) (a>0) 

Solution : On trouve en notant I r 1 le centre de courbure au point M(0) que 


J jci = 2a/3 + a/3(cos0(l-cos0) 
jyi = a/3sin0(l-cos0) 


p = -(1-COS0) 


On trouve une cardioïde (par une rotation d’angle n). 


Exercice 15.5 I 

Déterminer la développée d’une ellipse d’équation 


x 2 y 2 

(E) : —2 + = 1 

a 2 b 2 


Solution : Paramétrons l’ellipse : 

J x(t) — acos t 
|y(f) = bsint 

Si a désigne l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire au point M(t), 


tana= -tan(f + ji/2) 
a 

et en dérivant, 

da ab 


dt a 2 sin 2 t + b 2 cos 2 1 

D’où l’on tire, si x\ et yi désignent les coordonnées du centre de courbure : 


f a 2 - b 2 , 3 

xi = cos J t = ccos J t 

' 

i b 2 -a 2 3 3 

y yi = — - — siir t - {-alb)csm t 
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a 2 — b 2 

En notant c . Par conséquent, la développée de l’ellipse est l’image par F affinité de rapport - al b par rapport 

a 

à (O y) de V astroïde d’équation paramétrée 


J x(f) = ccos 3 t 
jy(t) = csin 3 t 


15.2.4 Exercices divers 

Exercice 15.6 ■ W 

On considère dans le plan ramené à un repère orthonormé S/t la parabole d’équation 
{.&>) :y 2 = 2px 

et un point M de cette parabole. On note N 1 ’ intersection de la normale en M à SP et I ’axe (Ox) . On note la parallèle 
à la tangente à la parabole passant par le point N, et Q F intersubsection de la droite @ avec la parallèle à (Ox) passant 
par M. Montrer que le centre de courbure là la parabole en M et le point Q ont même abscisse. 


Solution : 

1 . Paramétrons la parabole : 


I x(î) = î 2 /(2p) 
1 yW = t 


2. M r M t Le vecteur F '(t ) dirige la tangente à SP au point M et donc le vecteur ~u\ 1 dirige la 

| Fm — t | — 1 \t / p 

normale à la parabole au point M. 

3. En notant N Xn , puisque N = M + À."w, on obtient 


lxN = r/(2p)-À 

|yN= t+Xtlp 


d’où l’on tire X--p et 


4. Notons QP 3 . Comme Q-N + X F '(t), on tire 

Ifq 


1 1 2 + 2p 2 

I 2 p 


_ t 2 +2p 2 t 


y Q = X 


et puisque yQ- yM- t,on obtient X - t d’où 


1 3t 2 + 2p 2 
Q 2 p 


5. Notons l|^| le centre de courbure au point Ma la parabole. D’après le cours, on a 
ds dy _ dt dy _ dt 


xi = x M - 


da ds XM da dt da 

dyldt _ p 


= x M - 


(puisque ^ = 1). Comme 


tana = 


dxldt t 
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en dérivant, on tire 

do, p 

dt p 2 +t 2 

et donc 

t 2 t 2 + p 2 3t 2 + 2p 2 

Xl 2p + p 2 p XQ 
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Chapitre 


Suites et fonctions à valeurs complexes 


Pour bien aborder ce chapitre 

On généralise aux suites et fonctions à valeurs complexes certain des résultats des chapitres 10, 11, 12 et 13. Il n’existe 
pas de relation d’ordre dans € compatible avec l’addition aussi certaines notions ou certains théorèmes énoncés dans le 
cas réel n’ont pas de traduction dans le cas complexe. On pense au théorème des gendarmes, au théorème de la limite 
monotone, à la notion de suite adjacente, à l’égalité des accroissements finis... 

16.1 Suites complexes 


16 . 


Définition 16.1 Convergence d’une suite de complexes 

On dit qu’une suite de nombres complexes (z n ) converge vers un nombre complexe a e C si et seulement si la suite 
réelle \z n - a\ converge vers 0. 

On dit que la suite (z n ) diverge vers l’infini lorsque la suite réelle \z n \ diverge vers +oo. 


Remarque 16.1 Une autre façon de dire que z n — - — ► a : 

Vr > 0,3N g N tq Vu ÿN, z n e D (a, r) 
où D(a, r) = {z e C | \z - a\ « r} est le disque de centre a et de rayon r. 

Multimédia : Une suite qui tourne en se rapprochant de sa limite 

Remarque 16.2 Toutes les propriétés démontrées sur les suites réelles ne faisant pas intervenir d’inégalités sont encore 
valables pour les suites complexes (les démonstrations n’utilisent que l’inégalité triangulaire). En particulier, on dispose 
des théorèmes généraux sur les sommes, produits, quotients, l’unicité de la limite, une suite convergente est bornée. Par 
contre, le passage à la limite dans les inégalités, le théorème de la limite monotone et le théorème des gendarmes ne sont 
plus valables. Le théorème suivant permet de montrer en pratique qu’une suite de complexes converge vers une limite 
connue. 


Théorème 16.1 Théorème de majoration 

Soit ( z n ) une suite de complexes et a e C. Si (ex,,) est une suite de réels vérifiant : 

1 . \z n - a\ « a„ à partir d’un certain rang ; 2. a n — ■ 0 ; 

Alors z„, + > a. 

Démonstration D’après le théorème 10.8 page 358 pour les suites réelles, la suite réelle (| z n - a\) converge vers 0. 
Une autre façon d’étudier une suite complexe consiste à étudier deux suites réelles. 


Théorème 16.2 La convergence d’une suite complexe correspond à la convergence des parties réelles et imag- 
inaires 

Re (,z n ) n +co > R e(a) 

Im (z„) + > Im ( a ) 
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Démonstration 

=> Pour tout complexe zeC, on sait que |Re(z)| « \z\ et que |Im(z)| ^ \z\ donc |Re(z n ) -Re(a)| = |Re(z n - d)\ « \z n - a\ et donc 
R ezn — — - — » Re(a), Im (z n ) — — - — * Im (a). 

<= Il suffit d’écrire \z n - a\ ~ v^Re ( z n - à) 2 + Im ( z n - a) 2 d’où le résultat grâce à la continuité de la fonction racine en 0 et les 
théorèmes généraux sur les suites réelles. 


Théorème 16.3 Suites géométriques complexes 

Soit un nombre complexe k e C. On appelle suite géométrique de raison k, la suite définie par z n -k n . Elle vérifie la 
relation de récurrence Vue N, z n+ \ = kz n . 

1 . | fc| < 1 => {z n ) converge vers 0. 

2. | fc| ^ 1 et k ± 1 => (z n ) diverge. 

3. k - 1 => (z„) est constante et vaut 1. 


Démonstration 

- Si \k\ < 1, \z n \ = \k\ n * 0 (on utilise la suite géométrique réelle déraison \k\ < 1). 

- Si \k\ > 1, \z n \ - \ k\ n * +oo donc la suite (z n ) diverge vers l’infini. 

- Si \k\ = 1 avec k / 1, la démonstration est plus astucieuse. On utilise la relation de récurrence vérifiée par la suite (z n ). Si par 
l’absurde la suite (z n ) convergeait vers un complexe a, la suite extraite (z n+ \ ) convergerait également vers a, la suite ( kz n ) 
convergerait vers ka et par unicité de la limite, on aurait a = ka d’où (1 - k)a = 0 et donc a = 0 puisque k / 1. Mais avec 

l’inégalité triangulaire, comme \\z n \ - |a|| S \z n - a\ * 0, la suite (\z n \) convergerait vers \a\ ~ 0 ce qui est impossible 

puisque Vne N, \z n \ = \k\ n = 1. 


Théorème 16.4 Séries géométriques complexes 

On appelle série géométrique de raison k, la suite complexe de terme général 

S„ = l + k+--- + k n = Y,k i 
/= o 

L 

2. \k\ ^ 1 => (S„) diverge. 


Démonstration Lorsque k=l, on calcule S n = in + 1) et donc la suite (S«) diverge. Lorsque k^ 1, on dispose de l’expression 
d’une somme géométrique : 

s„ = i^ 

" 1-Jfc 

Lorsque \k\ < 1, la suite géométrique complexe (k n ) converge vers 0 donc la suite (S n ) converge vers ~~j^ ■ Lorsque \k\ 1 et 

k^l, on raisonne par l’absurde. Si la suite (S n ) convergeait vers un complexe a, on aurait 

, n l + (fc-l)S„ 1 + (k- l)a 

k ~ — e — — — 

ce qui est absurde puisqu’on a vu que la suite géométrique complexe (k n ) diverge. 


Théorème 16.5 Théorème de Bolzano-Weierstrass 

De toute suite complexe bornée, on peut extraire une suite convergente. 

Démonstration Soit z n ~ x n + iy n une suite complexe bornée. La suite {x n ) n çM est bornée, donc d’après le théorème de Bolzano- 
Weierstrass réel, on peut en extaire une sous-suite (xn s . jteN ) qui converge vers un réel x. La suite (yn k ^ E f,j) est une sous-suite d’une 

suite bornée, donc elle est bornée. D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass réel, on peut en extaire une sous-suite ^yn kp 

qui converge vers un réel y. Maintenant la suite ^ x n kp ef J est une suite extraite d’une suite convergente, donc elle est convergente 

vers la même limite. Finalement la suite | z nkp ^ J converge (vers x+ iy). Ce qu’il fallait démontrer. 
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(a) Convergence d’une suite géométrique (b) Convergence d’une série géométrique 
complexe complexe 

Figure 16.1 - Suites et séries géométriques complexe 


16.2 Continuité des fonctions à valeurs complexes 

Si on munit K 2 de la norme euclidienne || (x,y) || = \/x 2 + y 2 qui s’identifie au module du complexe z-x+iy de telle 
sorte que tous les résultats suivants seront valables pour une fonction à valeurs dans IR 2 . 

On considère dans ce paragraphe un intervalle I c IR et une fonction fonction / : I —► C. On peut considérer pour x e I, la 
partie réelle et imaginaire de /(x) et écrire /'(x) = /i(x) + if 2 {x) où f\,f 2 : I ■ — ► R sont deux fonctions réelles. On écrira 

fi = Re (/), f z = i m{f), J = f\ - if 2 , l/l = \J fl + f 2 - 

Définition 16.2 Limite d’une fonction à valeurs complexes 

Soit un réel xo e I et un complexe z= a+ibe C . On dit que /(x) » z si et seulement si 

X->Xo 

\f(x)-z\ -0 

x^xo 

(La fonction x >— ■ |/(x) - z\ est à valeurs réelles). 

Cette définition est équivalente à dire que les deux fonctions réelles /i(x) et f 2 [x) tendent respectivement vers a et b 
lorsque x tend vers xq. 


Définition 16.3 Fonctions continues 

Soit xo e I. On dit que / est continue en xo si et seulement si /(x) » /(x o) et on dira que / est continue sur I lorsque 

/est continue en tout point xq e I. 


Remarque 16.3 

- On montre que / est continue sur I si et seulement si les deux fonctions /i et f 2 sont continues sur I. 

- On montre qu’une fonction continue en un point Xo est bornée au voisinage de ce point. 

- Les opérations algébriques sur les limites vues pour les fonctions à valeurs dans IR sont encore valables (limite d’une 
somme, produit, quotient). 

- L’ensemble des fonctions continues sur I à valeurs dans C forme une algèbre. 


16.3 Dérivabilité des fonctions à valeurs complexes 


Définition 16.4 Dérivée d’une fonction à valeurs complexes 
Soit x 0 e I. 

- On dit que / est dérivable au point xo si et seulement si la fonction x —> ■ — ÏSffl ac j me t une limite finie lorsque 

X-Xo 

x tend vers xo. Cette limite finie se note /'(x o). 

- On dit qu’une fonction est dérivable sur I si et seulement si elle est dérivable en tout point de I et on note 0(1) 
l’ensemble des fonctions dérivables sur I. 

L - On définit de même les fonctions de classe c é’ k et sur I. J 
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Remarque 16.4 

- f'(t) = f{(f) + ifct). 

- On a les mêmes règles pour le calcul de la dérivée d’une combinaison linéaire, d’un produit et d’un quotient que pour 
les fonctions à valeurs réelles. 

- L’ensemble c ê k (l,C) des fonctions de classe (fc) sur l’intervalle I est une C algèbre. 

- On note Sé’° 0 (I,C) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur l’intervalle I. 


Théorème 16.6 Dérivation de l’exponentielle complexe 

Soit un nombre complexe a = a + i b e C et la fonction 



Cette fonction est indéfiniment dérivable sur I et Vf e I, /'(f) = ae at . 

Si tp : I — 1 • C est une fonction dérivable sur I, alors la fonction définie par g(f) = e ip(0 est dérivable sur I avec Vf e I, 
g'(f) = e ( P ( V(f). 


Démonstration II suffit d’utiliser la définition de l’exponentielle d’un nombre complexe. Pour f e IR, e at = 1 = e at e ibt = 

e at cos(bt) + ie at sin(bf). Les deux fonctions réelles Re (/) eflm(/) sont dérivables sur R et donc la fonction f est dérivable sur R 
avec Vf e R, 

/'(f) = e at (-bsin(bf) + acos(bf)) + ie at (bcos(bf) + asin(bf)) = (a + ib)e at (cos(bf) + isin(bf)) = ae“ f 
L’autre résultat se montre de même en examinant la partie réelle et imaginaire de la fonction g. 

I Remarque 16.5 Le théorème de Rolle et le théorème des accroissements finis ne sont plus valables pour les fonctions 
à valeurs complexes comme le montre la fonction définie par /(f) = e lt . Elle est continue sur le segment [0, 1], dérivable 
sur]0,l[, avec /(O) =/(2 tt) = 1 et pourtant Vfe]0,27i[, /'(f) = ie lt /O. 


16.4 Intégration des fonctions à valeurs complexes 


Définition 16.5 Intégrale d’une fonction complexe 

Si / est une fonction continue par morceaux sur [a, b ], on définit son intégrale comme étant le nombre complexe 


f b fit) df = jV(/)(f) dt+i jVf/Kf) df 


I Remarque 16.6 Les techniques de changement de variables et d’intégration par parties sont encore valables pour les 
intégrales de fonctions à valeurs complexes. 


Théorème 16.7 Majoration du module d’une intégrale complexe 

Soit une fonction / : [a, b ] —► C continue sur le segment [a, b]. On peut majorer le module de l’intégrale par l’intégrale 
du module ^ 

1 1 f (t)dt hf a \fw\ dt 

avec égalité si et seulement si la fonction / est de la forme /(f) = g(f)e' 9 avec g une fonction réelle positive. En 
d’autres termes, il y a égalité si et seulement si la fonction complexe / prend ses valeurs dans une demi-droite issue de 
l’origine. 

rb 

Démonstration Cette démonstration n’est pas évidente et mérite une attention particulière. Posons z = I fit) df et écrivons ce 
complexe sous forme trigonométrique z = pe i9 avec 6 e R et p S 0. On a donc 

| £/«J df| =p = e~ m z = jy~ iQ m df 

Définissons la fonction complexe g par glt) = e~ iQ f{t) =Re(g)+iIm(g). Puisque J g(t) df = pe R et J g(t)dt = J Re(g)(f)df+ 
i J Im(g)(f) df, J lin (g) ( f) dt~ 0. Utilisons maintenant la majoration de la valeur absolue d’une intégrale d’une fonction réelle: 


|£7« df | = £ g Re(g)(f) df^ jjRe(g)(f)( df 
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Mais Vf e [a, b], |Re(g)(f)l =S lg(f)l = le !0 /(f)l = l/(f)l d’où finalement | J /(f) df| « / l/(f)|df. 

Le cas d’égalité dans cette majoration se produit si et seulement si J Re(g)(f) dt - J [g|(t) d t, c’est à dire si et seulement si 

Vf e IR, Im(g)(f) = 0 et Re(g)(f) S 0. En d’autres termes, la fonction g doit être à valeurs réelles positives et alors fit) = e ,0 g(f) ce 
qui montre que la fonction f prend ses valeurs dans la demi-droite issue de l’origine faisant un angle 0 avec l’axe (Ox). On vérifie 
facilement la réciproque. 


Théorème 16.8 Théorème fondamental de l’analyse 

Soit une fonction / : I € continue sur un intervalle I et a G I. Alors la fonction définie sur I par 

F ix) = J /(f)df 

est de classe < é’ 1 sur I et Vx g I, F'(x) = /(x). 

Démonstration II suffit d’appliquer le théorème fondamental de l’analyse pour les fonctions réelles aux deux fonctions Re (/) et 
Im (/) et utiliser la définition de la dérivée d’une fonction complexe. 

Bien que l’égalité des accroissements finis soit fausse pour une fonction complexe, on dispose tout de même de l’inégalité 
des accroissements finis avec une hypothèse un peu plus forte. 


Théorème 16.9 Inégalité des accroissements finis 

Soit une fonction / : I >— € de classe c é ? 1 sur le segment [a, b\. Alors 

Vx G 1, fix) = fia) + J fit) dt 

et par majoration, on en déduit l’inégalité des accroissements finis 

\fib)-fia)\^ib-a) sup |/'(x)| 
xelaM 


Démonstration II suffit d’utiliser le théorème fondamental deuxième forme pour les fonctions réelles et les deux fonctions Re (/) 
et Im (/) et de majorer ensuite grâce au théorème 16.7, 


La fonction f étant continue 
l’inégalité souhaitée. 


\m-f{a)\ = |£7'(fl df| « £Vtt> I df 

segment, elle est bornée sur ce segment et donc en notant ll/'lloo = sup \f'it)\, on obtient 

tc[a,b] 


Théorème 16.10 Formules de Taylor 
Soit un intervalle I et une fonction / : I —► C . 

1 . Formule de Taylor-intégrale : si [a, x] c I et si la fonction / est de classe e é’ n+1 sur le segment [a, x], alors 

/(x) = fia) + (x- a) fia) + • • • + f n) ia) + £ ^^/ (n+1) (f) df 

2. Formule de Taylor-Lagrange : si x g I, et h g IR tel que [x, x + h] c I et si la fonction / est de classe c ê n+l sur le 
segment [x,x+ h], alors 

fix + h) = fix) + hfix) + ---+ ^f n) ix) + R „ih) 

avec |R„(h)| « h n+1 où M„ +1 = sup mxx+h] \f n+1) it)\. 

3. Formule de Taylor-Young : si la fonction / est de classe c £ n sur l’intervalle I, et si a g I, alors Vx g I, 

, -, . . . , ix-a) n f n) ia) , 

fix) = fia) + ix - a)f ia) + ■ ■ ■ + + o((x - a) n ) 


Démonstration II suffit d’écrire les formules de Taylor pour les fonctions réelles et les fonctions Re(/) et Im(/). 
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I Remarque 16.7 La formule de Taylor- Young permet de trouver les développements limités d’une fonction à valeurs 
complexes. 

| Exemple 16.1 Soit ze€. Pour fit) - - 1 ^ , on a fit) = 1 + zt + z 2 t 2 + z n t n + o[x n ). 



Partie 

Imaginaire 
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Réelles 


Dérivabilité 


Exponentielle 

Complexe 
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tions Dif- 
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660 


16.5 Exercices 


16.5.1 Suites 

Exercice 16.1 

VRAI ou FAUX : 

Soit (M n )neN une suite de nombres complexes telle que lim \u n \- +oo alors on a lim |Re(u„)| = +oo ou lim \\m(u n )\ - 
+oo. 


| Solution ; FAUX. On considère u n - n si n est pair et u n = in si n est impair. | 

Exercice 16.2 ■ W n ■ 

Soit ze C. Démontrer que lim (l + — ) - e z . 

Solution : 

On pose z = x+ iy.u n iz) = [\+ ^) n .\u n iz)\ 2 = \l + ^f+ j . ln|u„(z)| 2 = nln^l + ^f+ x +2 ) ~ n -^f ~ 2x - (pour 
x ^ 0) D’où lim ln|«„(z)| 2 = 2x (même pour x = 0) et lim \ u n (z)\ = e x . Soit 9 n un argument de 1 + . tan 9 n = 
y v 

ï+3 - = TÏ+x- D’où lim tan9 n = 0.9„ est déterminé modulo 2n. On peut choisir 9„ dans ] — tt; jt] . lim tant),, - n ou 
z 

lim tant),, = -jt est impossible car lim 1 + — = 1. reste lim tan9„ = 0. Donc tan9 n ~ 9„. Donc n. tan9« ~ nd n . Or 

n^oo n^oo n n^oo 

lim «.tan9„ = y.nô,, qui est un argument de u n (z) tend vers y. Finalement u n (z) = |m„(z)|.(cos« 9„ + z sin n9 n ) — ■ 
e x {cosy+ i.siny) = e z \ 

Exercice 16.3 ■$<? I 

Démontrer que (cos n 2 ) n m n’est pas convergente. 


Solution : Supposons le contraire et notons lim cos n 2 = I. 

La suite extraite (cos4zz 2 )„ £ n et (cos9n 2 )„ e r*y convergent vers I. On a cos4x = T4(cosx) et cos9x = Tg(cosx) où T4 et 
Tg sont des polynômes de degrés 4 et 9 respectivement. Voir paragraphe B. 3.1 p. 11 64. On a donc T4 (£) - (et Tg (£) = £. 
Donc £ est une racine commune des polynômes T4 (X) - X et Tg (X) - X. 

Pour les racines de T4 (X) - X, on cherche les différentes valeurs de cos x vérifiant cos 4x = cos x. Or cos 4x = cos x pour 
4x- x + 2kn ou4x- -x + 2kn. On prend les x dans [0, n] pour avoir des valeurs distinctes du cosinus. On obtient ainsi 
les quatre valeurs distinctes cos 0, cos ^ et cos ^?,cos Ces quatre racines sont distinctes. Ce sont donc les quatre 
racines de T 4 (X) -X. 

On travaille de même pour Tg(X) -X en résolvant cos9x = cosx. Malheureusement, on trouve parmi les neuf racines, 
l.cos et cos^P ce qui n’arrange pas nos affaires. On retrouve encore ces trois racines chez T 1 6 (X) - X, donc on va 
chercher T25 (X) - X dont les racines sont données par 

25x — x + 2ka : l,cos|f,cos|f,cos|f,cos|f .cos^.cos^.cos^.cos^.cos^.cos^cos^ et -1. (13 
racines) 

et 25x = -x + 2fcjx : cosff ,cosff,cos§f,cos§£,cos^,cos^P,cos ^,cos ^|P,cos ^,cos^P,cos^ et cos^ 
(outre -1 et 1) ce qui fait 12 racines. 

Soit 25 racines en tout. La seule racine commune à T4 (X) -X, Tg (X) - X et T25 (X) -X est donc 1 . Si (cos n 2 ) ne N converge, 
ce ne peut être que vers 1. De là, on déduit que (sin n 2 ) n£ n>j converge vers 0, donc que (exp (zzz 2 )) n eN converge vers 1. 

(exp(z(zz+l) 2 ) 


La suite (exp (i(n+ lrllncN converge elle aussi vers 1. Donc la suite 


{ exp (in 2 ) 

1. Autrement dit la suite (exp(2 in)) n ^ convergerait vers exp(-z). Donc la suite constante exp(2 i) 

, . exp(-z) . 

tendrait vers = 1 ce qui n est pas possible. 

exp(-z) 


convergerait elle aussi vers 
exp(2z(zz+ 1)) 


16.5.2 Dérivées 

Exercice 16.4 ■ W 

Calculer la dérivée n-ième de /(x) = cosxchx. 


Solution : Soit F(x) = e (l+i)JC , on a F tn) (x) = (1 + i) n e {l+l]x = \f2 "e !mt/4 e tl+i) *. En prenant la partie réelle et en posant 
/i(x) = e x cosx, ff n) [x) = \f2Â e x (cos ( ^ ) cosx- sin (^p) sin x) = \f2Âe x cos + x). De même, soit G(x) = e t_1+i)JC , 
on a G {n) (x) = (-1 + z') n e ( ~ 1+ ' )x = v / 2 7 *e 3 '” 7t/4 e ( - |+ ') x . En prenant la partie réelle et en posant g] (x) = e _ *cosx, 
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g{ n) (x) = V2"e *(cos(^)cosx-sin(^p)sinx) = s/z^e *cos(^p 4x). Donc f {n) (x) = i\/2'V : cos(™ +x) + 
X -s/We- x cos(3f + *). 


16.5.3 Intégrales et primitives 

Exercice 16.5 

pnl2 

Calculer I e x cosxdx. 

J o 



Calculer I = /J 1 sin(î) sh(0 dî. 


Solution : Deux solutions : par les complexes, ou intégrer deux fois par parties. 

1. r e ix e x dx= — [ e fl+«*r = -£-tl = (^ + 1 ) et f n e ix e- x dx = 

J o 14! L Jo 14 i 2 ( 1 J o 

71 + l). En effectuant la 
2 1 ’ 

demi-différence des parties imaginaires, 1 sin(f) sh(f) dt - - sh jt. 

Jo 2 


2.1 = J sin(t)sh(f) dx = [sinxchx]g - J cosU)ch(î) dx = 0- [cosxshx]Q - j 

sin(î) sh(f) dx = sh jt - 1. D’où 

) 

1= -shjr. 
2 



Exercice 16.7 W<? H 

1. Soit P eU\X]- Démontrer que j' P 2 (x)dx = -i JJ P 2 e iS dï). 

2. En déduire que V ne N* ,V (ai,..., a n ) eR", £ g ^ a 2 q . 


Solution : 


1. Il suffit de montrer que pour Q e IR[X], Démontrer que J 

Q (x)dx = -i J Q (e ,9 j e i0 d9. Ce qui se montre par 

linéarité. En effet, soit 0 « k « n, f x k dx = 1 + / ^ = - i 

J-i k+1 

2. Soit n e N* , (ai, . . . , a n ) e R", on pose P(X) = £ a^x}. 


On a alors P 2 (X) - aiçCiiX k+l et f P 2 (x )dx= 

lttktsui J° Ittkt’in 

O-kdC 

k+e 4i' 

D’où J P 2 (x)dx^J P 2 (x)dx^-i J*P 2 (e i9 ) e i9 dQ |- 


Maintenant f* | P 2 (e*' 9 ) d9 = f P (e 7 ' 9 ] P(e if) )d9 = J" P (, 

e !0 j P (e _i9 ] d9 car P est un polynôme réel. 
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Enfin f p(e î9 ]p(e i9 )d0 = £ a/çae f e l(k f)9 d9 s tt £ «q + £ f 2cos(fc - £)9dQ = tt £ 

Jo y 1 y ' KMsn q= 1 lsfc<«sn"'° <7=1 

puisque I cos p9d9 = 0 pour p e Z* . 

J o 
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Chapitre 


n: 


Notions sur les fonctions de deux variables 
réelles 


Pour bien aborder ce chapitre 


Ce chapitre a pour vocation de servir d’introduction aux fonctions de plusieurs variables. Ces fonctions sont bien évidem- 
ment importantes que ce soit en maths ou en physique. Un phénomène physique en particulier dépend souvent de plusieurs 
paramètres. Nous nous cantonnerons ici aux fonctions de deux variables réelles à valeurs dans IR. Vous étudierez le cas 
général en deuxième année dans le cadre des espaces vectoriels normés. Vous verrez alors que tout a déjà été dit ou 
presque dans le cas simplifié qui va nous occuper ici. 

On verra que l’on transpose facilement les notions de limite et de continuité aux fonctions de deux variables. Il n’en est 
malheureusement pas de même pour la notion de dérivée. Ainsi, le taux d’accroissement pour une fonction / : I c IR — IR 
en un point a g I est donné par : 


x- a 


x g I \ {a} . 


La même quantité n’a pas de sens pour les fonctions de deux variables car x et a sont dans ce cas des vecteurs de IR 2 . 
C’est à ce niveau que va intervenir la notion de différentielle et qu’un pont va être posé entre l’analyse et l’algèbre linéaire. 
Plutôt que de chercher à définir une dérivée, on va approximer la fonction étudiée par une application linéaire. 

On verra qu’alors la théorie sera très proche de celle que vous connaissez pour les fonctions d’une variable réelle. En 
particulier, on pourra écrire une inégalité des accroissements finis et une formule de Taylor- Young pour les fonctions de 
deux variables. 

Nous terminerons ce chapitre par quelques éléments sur les équations aux dérivées partielles. Elles sont aux fonctions de 
plusieurs variables ce que les équations différentielles sont aux fonctions d’une seule. Elles sont aussi évidemment très 
importantes en physique. 

Dans tout ce chapitre, IR 2 est muni de la norme euclidienne usuelle : V (x, y) g IR 2 , || (x, y) || = \/x 2 + y 2 . 


17.1 Continuité des fonctions à deux variables 


Définition 17.1 O Boule ouverte 

On appelle boule ouverte de centre Mo g IR 2 et de rayon r > 0 le sous-ensemble de IR 2 noté B (Mo, r) défini par : 
B (M 0 , r) = {M g IR 2 | HM-MqII < r} . 


Définition 17.2 O Partie ouverte 

On dit que U c IR 2 est une partie ouverte de IR 2 si pour tout point Mo g U il existe r > 0 tel que la boule ouverte de centre 
Mq et de rayon r soit incluse dans U. 


Définition 17.3 O Voisinage d’un point 

Soit Mo g IR 2 . On dit qu’une partie V c IR 2 est un voisinage du point Mo s’il existe r > 0 tel que la boule ouverte de centre 
Mo et de rayon r soit incluse dans V. Avec ce vocabulaire, une partie U est ouverte si et seulement si U est un voisinage 
de chacun de ses points. 
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On s’intéresse dans ce chapitre aux fonctions / définies sur une partie ouverte U c [R 2 et à valeurs réelles : 

f UcIR 2 — * U 
l ix,y) — f(x,y) 

On peut représenter le graphe d’une telle fonction : en tout point (x, y) e U, on associe une hauteur z = f[x, y) et lorsque 
(x, y) varie dans U, on décrit une surface de IR 3 de base l’ouvert U : 

G=((x,y,z)eIt 3 |(x,y)eU, z = /(x,y)} 

Pour un point (xo, yo) e U, comme U est ouvert, il existe a > 0 tel que Vue]- a,a[, (xo + u, yo) e U et (xo, yo + u) e U. On 
peut donc définir deux fonctions d’une variable f] (définie sur un voisinage de xo) et /2 (définie sur un voisinage de yo) 
appelées applications partielles de / au point (xo,yo) : 

| ]x 0 -a,x 0 +a[ — IR f ]y 0 -a,y 0 + a[ — IR 

Jl 'l t — /U,yo) /2 '1 t — fixo.t) 


Z Z 



Figure 17.1 - Fonction de deux variables 


Définition 17.4 Limite en un point 

Soient U c [R 2 une partie ouverte, M 0 = (xo, yo) e U et / : U ^ IR. On dit que f tend vers Z e IR quand M = (x, y) tend 
vers Mo si et seulement si : 

Ve > 0, 3q > 0, VxeU, ||M-M 0 || « q => |/(M) - Z| « e 

On note alors f (M) ► Z. 

M— *M 0 


| Remarque 17.1 Si / admet une hmite quand M tend vers Mo alors cette hmite est unique. 


Définition 17.5 O Continuité en un point 

Soit U c [R 2 un ouvert, Mo e U et / : U >— • IR. On dit que / est continue en Mo si et seulement si 


Théorème 17.1 O Théorème de majoration 

Soit U c IR 2 un ouvert, M 0 e U, Z e IR, / : U >-*• IR et 0 : IR -*• IR tels que, au voisinage de M 0 on ait : 
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Démonstration Soite> 0. Puisque 0(f) * 0, il existe r| > 0 tel que V te] -r|,r|[, |0(f)| ^ e. Soif M e U tel que ||M — Moll ^ f|, 

|/(M)-/|^0(||M-M o ||)«e 

Pour montrer en pratique qu’une fonction de deux variables admet une limite en Mo = (xo,yo), on utilise les coordonnées 
polaires de pôle Mo. Pour M = (x, y) e U, en écrivant 

{ x =xo + rcos0 
y = yo + f sin0 

on a r - ||M — Mo II et il suffit alors de majorer |/(M)-/(Mo)| par une fonction qui ne dépend que de r, 0(r) avec 
0(r)- - (i '°. 

I Exemple 17.1 Étudier la limite lorsque (x, y ) — (0, 0) de la fonction définie sur R 2 \ {(0, 0)} par 


I Introduisons des coordonnées polai 


mséquent, /(x,y) * 0. 


l/(x,y)| = rcos 2 0|sin0| « 


I Exemple 17.2 Même question pour /(x, y) - - 


■ . Avec les coordonnées polai 


cos 4 0 + sin 4 0 cos 4 0 + sin 4 0 

Comme la fonction (p : 0 cos 4 0 + sin 4 0 est continue sur le segment [0, 2 ti] , elle possède un minimum qui est strictement 
positif (le cosinus et le sinus ne peuvent s’annuler simultanément) : V0 e [0,2jt], cos 4 0 + sin 4 0 3; a > 0 et alors |/(x,y)| « 
rla ce qui montre que /(x,y) ► 0. 


Proposition 17.2 W Caractérisation séquentielle de la limite 

Si /(M) » Z, alors pour toute suite M n = (x n ,y n ) vérifiant ||M„ - Moll 

M— >M 0 
/(M„) ► l. 


Démonstration Soit e > 0. Comme /(M) - 


e p > 0 tel que VM e U, HM-MqII « r| => |/(M) - l\ ^ e. Puisque 


» Mo, il existe N e N tel que Vus N, ||M n — Mq II « r|. Alors pour nsN, |/(M„) - l\ « e 

't souvent de cette propriété séquentielle pour montrer qu’une fonction n’a pas de li 


Exemple 1 7.3 Étudier l’existence d’une limite en (0, 0) de la fonction définie par /(x, y) = 2 + 2 . Avec les coordonnées 

polaires à l’origine, /(x,y) = s ' n ^^ . On voit que les valeurs que prend / dépendent de l’angle 0 selon lequel on 
s’approche de l’origine. Montrons que / n’a pas de limite en (0,0) en exhibant deux suites : X„ = (l/n,0) et Y n = 

(1/n, 1/n). Si / admettait une limite l g IR lorsque (x,y) * 0, alors comme X„ k (0,0) et Y n >• (0,0), 

on aurait /(X„) ^ + » l et /( Y„) ^ + > l mais Yn g l\l*, /(X„) = 0 et /(Y„) = 1/2. On devrait avoir l- 0 = 1/2, une 
absurdité. 
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Proposition 17.3 O Continuité des applications partielles 

Si / est continue au point Mo = (xo,yo), alors les deux applications partielles au point Mo, /i et fz sont continues 
respectivement en xq et yo. 

Démonstration Soit e > 0. Comme U est ouvert, les deux applications partielles f\ et f2 sont définies respectivement sur 
un voisinage de xq, f\ :}xq - a, xo + a[« M et sur un voisinage de yo : /2 :]yo - a, yo + al" K- Puisque f est continue au point 
Mo = (xo,yo), il existe 0 < q « a tel que VM e U, ||M - M 0 || ss r| => |/(M) - /(M 0 )| «S e. Soit alors x e]xo - a,xo +a[ vérifiant 
|x-xol « ry Posons M= (x,yo), ||M — Moll = |x-xol « q d’où 

l/i (x) - fi Uo)l = l/(x,y 0 ) - /(x 0 , y 0 )l « e 
De même, puisque || (x 0 ,y) -(x 0 ,y 0 )ll = ly-yol « q, 

l/2(y) -/2(yo)l = \flx 0 ,y)-f<,xo,y 0 )\ « e 

Il est important de comprendre que la réciproque de ce résultat est fausse comme le montre l’exemple suivant : 

Exemple 17.4 

f R 2 — -R 

f \ t-irs sitey)^(o.o) 

1 (*,y) — {x 2 + y 2 

[o si (x, y) = (0,0) 

Les deux applications partielles en (0,0) sont définies par f \ (x) = /(x,0) = 0 et jfe(y) = /(0, y) = 0. Ces deux fonctions 
sont continues alors qu’on a vu précédemment que / n’admettait pas de limite à l’origine. 

Exemple 17.5 II se peut qu’une fonction admette un limite à l’origine dans toutes les directions sans qu’elle soit continue 
comme le montre l’exemple suivant : 


/: 


R 2 

(x.y) 



Considérons la restriction de / à une droite d’équation y = ax : 


si (x,y) * (0,0) 
si (x,y) = (0,0) 


fa: 


R 


R 


f(x,ax) = 



si x^0 
si x = 0 


On a bien /«(x) — ^ 0 = / a (0) ce qui montre que toutes les applications f a sont continues en 0, mais la fonction / 
n’admet pas de limite en (0,0). En effet, si l’on s’approche de l’origine suivant la parabole d’équation x - y 2 avec la 
suite M„ = (Un 2 , Un), 


/(M„) = 


1 + 1/ U 4 »-+oo 


l*/(0,0) 


Multimédia : animation pour illustrer cet exemple, sur un graphe on voit la coupe 
par un plan qui tourne, une bosse qui tend vers 0 et la parabole mise en évidence 
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Théorème 17.4 W Composée de fonctions continues 
On considère une fonction 

j U — R 
7 ' l ( X, y) — f(x,y) 

continue au point (xo.yo) e U et une fonction 

| Vcl 2 — U 

(U,v) ( x(u,v),y(u,v )) 

On suppose que les deux fonctions x : V >— • IR et y : V *->• IR sont continues au point {uq, vq). Alors la composée : 

F-J v - R 

'[ [u,v) — ► f(x[u,v),y{u,v)) 

est continue au point (mq> vq). 


Démonstration II suffit d’écrire les définitions de continuité. 


Remarque 17.2 Si / : U e IR 2 
(x(f),y(f)) g U, la composée 


M est continue et x, y : I c [R >->• IR sont deux fonctions continues sur I vérifiant Vf e I, 


I — [R 
t /(x(f),y(f)) 


est continue en tout point de I. 


17.2 Dérivées partielles, fonctions 

Soit U c IR 2 un ouvert de IR 2 . 


Définition 17.6 9? Dérivée selon un vecteur 

Soit / : U IR, Mo g U et un vecteur non nul H g IR 2 . On dit que / possède une dérivée au point Mo selon le vecteur 
H s’il existe un réel l g IR tel que 

i[/(M 0 + t.H) — /(M 0 )]-^Z 

On note alors l - D— /(Mo). 


Exemple 17.6 Pour la fonction 


/: 


IR 2 

(x,y) 


IR 



On considère un vecteur H = {h, k) g IR 2 . Formons le taux d’accroissement 




h 2 k 
h 2 + k 2 


ce qui montre que / possède une dérivée selon le vecteur H en (0,01 et D-/(0,0) = 


Multimédia : Coupe de la surface par un plan qu'on fait tourner et représenter le 
graphe de la fonction partielle avec la pente de la tangente 


Définition 17.7 O Dérivées partielles en un point 

Soit / : U —> ■ IR et a g U. On considère la base canonique e-{e\, ez) de IR 2 . On appelle dérivées partielles de / au point 
Mq g U les dérivées de /, si elles existent, selon les vecteurs e\ et ei et on note alors 


et 


— (Mq) = D ei /(Mo) = lim 


/(M 0 +tei)-/(Mo) I 


— (Mq) = De 2 / (M 0 ) = lim 


/(Mo + fez) -/(Mo) 
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Remarque 17.3 En notant fi et fz les applications partielles au point Mq = (xb,yo). 


(àf /(x 0 + f,yo)-/(x 0 ,yo ) /i (x 0 + f) - /i (x 0 ) 

(xo, yo) = linif^o - = lim f ^o - 


ô/ 

— (xo.yo) 
l ôy 


f(xp,yo + t)-f (x 0 , y 0 ) _ 


fi (yo + t)-f 2 (yo) 


Ces limites existent si et seulement si fi et fz sont dérivables respectivement en xo et yo. De plus, dans ce cas : 

) ^(xo,yo) = (x 0 ) 

^(xo.yo) = fz (yo) 

Par exemple, si /(x,y) = x 2 cos(y), pour calculer en un point (x,y) on fixe la variable y, la première fonction 

9 àf 

partielle en (x, y) est définie par f) ( t) - fit, y) = r cos(y), elle est dérivable en t = x et — (x,y) = /{(x) - 2xcos(y). La 

deuxième fonction partielle en (x,y ) est définie par / 2 (t) = /(x, t) - x 2 cos(f), elle est dérivable en t — y et — (x,y) = 

9y 


/ 2 '(y) = -x 2 sin(y). 


Exemple 17.7 Considérons la fonction définie sur K 2 par 


/(x,yl = 


si y ^ x 2 
si y > x 2 



/ (x, y) = x 4 


Étudions l’existence de dérivées partielles de / en un point Mo = (xo,yol- 

1. Si yo < Xq, sur un voisinage de Mo, la fonction / est définie par /(x,y) = x 2 . On peut appliquer la règle de calcul 

àf àf 

ci-dessus, — (x 0 ,yo) = 2x 0 et — (xo,yo) = 0. 
ôx ôy 

2. Si y 0 > Xq, sur un voisinage de M 0 , /(x, y) = y 2 donc ^ (x 0) y 0 ) = 0 et ^ (x 0 , yo) = 2y 0 . 

3. Si Mq = (xq, Xq) avec xq > 0, on se trouve sur un point de la parabole et les applications partielles sont définies par : 


fi- 


u t < Xo 
,i t> x o 


h- 


j x\ si t < yo 

\t 2 si 1 3* y 0 


La fonction fi est dérivable à droite en xq, avec f[ d ixo) — 4Xq. Elle est dérivable à gauche en xq avec /,' g (xo) = 0. 
On en déduit que fi n’est pas dérivable en xq donc que ^(xo.Xq) n’existe pas. De la même façon, ^-(xo.Xq) 
n’existe pas. 

4. Si Mq = (0,0), les deux fonctions partielles en (0,0) sont définies par 


/i(f) = 


/ 2(0 = 


1 0 si t « 0 

If 2 si t > 0 


àf àf 

Puisque ces fonctions sont dérivables en 0, on en tire que — (0, 0) = — (0, 0) = 0. 

ôx ôy 
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fDÉFiNiTiON 17.8 Ç?W Fonction de classe y? 1 



\ 

Soit / : U c [R 2 —► R. On dit que la fonction / est de classe sur l’ouvert U lorsque : 



àf 

1 . En tout point (x, y) e U, / possède des dérivées partielles — (x, y) 

àf 

et » (x,y)- 
9y 



2. Chacune des fonctions 




9/1 

9x ’ | 

f U ^ R 9/ ( 

[ (x,y) ~ Û ix ’ y] 9y 1 

U — 
(x,y) — 

R 

0y 


est continue sur U. 





[On note < ié >1 (U,IR) l’ensemble des fonctions de classe < îé ?1 sur U. 



J 


Exemple 17.8 Considérons la fonction définie par 


f- 


R 2 


(x,y) 


IR 

( siifix 3 ) - sin(y 3 ) 


si (x,y) 7 (0,0) 
si (x,y) = (0,0) 


Soit Mo = (jc 0 ,yo) e ^ 2 - Étudions l’existence de dérivées partielles en Mo. 

- Si (xo,yo) 7 (0,0), sur un voisinage de Mo, la première application partielle f\ en Mq est définie par 


sin(t 3 ) -sin(yg) 

f\ (l) Tô 2 

t2+ yl 


9/ 3x2 cos(Xq) sin(x2) - sin(y 3 ) 9/ 

Elle est dérivable en xn et f, (xn) - — (xn, yo) = = 2xo — On calcule de même — (xo, yo). 

ôx x 2 +y 2 (x 2 + y 2 ) 2 9y 


/(f,0)-/(0,0) siifif 3 ) 


9 f . 9 f 

ce qui montre que — (0, 0) existe et vaut 1. De meme, — (0, 0) = - 1. 
9x 9y 

Nous pouvons donc définir les deux fonctions 


àf. 

9x ' 


IR 2 

(x, y) 


3x 2 cos(x 3 ) n sin(x 3 ) - sin(y 3 ) 
x 2 + y 2 _2X (x 2 + y 2 ) 2 


(x,y)*(0,0) 
(x, y) = (0, 0) 


àf. 
9y ' 


R 2 

(x,y) 


3y 2 sin(y 3 ) o sin(xf) 

, ,,2 2 y 


in(y 3 ) 


(x 2 + y 2 ) 2 


si (x,y) f (0,0) 
si (x, y) = (0, 0) 


9 f àf àf àf 

Etudions maintenant la continuité de — . Puisque — (0, t) - 0 ► 0 7 —(0,0), on en déduit que — n’ est pas continue 

9x 9x t-o 9x 9x 

en (0,0). Cela suffit pour affirmer que / n’est pas de classe c iS l sur R 2 . 


Théorème 17.5 t? Théorème d’opérations sur les fonctions de classe c € x . 

Soient / et g deux fonctions définies sur un ouvert U c R 2 à valeurs réelles et de classe sur U. Alors : 

1 si a, (3 g R, af + Pg est de classe ( -ê 1 sur U et : 
Vi = 1,2, 

a(tx/+pg) a àf àg 

à X{ à xi 1 à Xi 
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2 f g est de classe Té 11 sur U et : 




Vi = 1,2, ï 

à {f g) 9/ dg 

9x( g dxj 1 dxi 

3 si g ne s’annule pas sur U alors j 

est définie et Té’ 1 sur U. De plus : 


Vi = 1,2, 

m ÈL rM. 

^(?)_ S 9xï f àxi 


9 Xi g 2 


Corollaire 17.6 Ç 1 

- (Sg’ 1 (U, IR) , +, .) est un sous-espace vectoriel de & (U, IR) 

- (Sg’ 1 (U, IR) , +, x) est un sous-anneau de & (U, IR) 


Le théorème suivant (la démonstration est admise) est le résultat fondamental de ce chapitre : 


Théorème 17.7 W7 DI d’ordre 1 

Soit / : U c IR 2 1— IR de classe 7g 1 sur l’ouvert U et M 0 = (xo,yo) e U- Alors il existe une fonction e : Vc [R 2 — IR définie 
sur un voisinage V de (0, 0) telle que : 

1 Pour tout accroissement H = {h, k) e IR 2 tel que Mq + H e U, on a : 


/(x o + h, y 0 + k) = /(x 0 , yo) + h-^-(x 0 ,yo) + k-^~ (x 0 , yo) + 11 (h, k ) || z(h, k ) 


z(h, k) » 0 

(/>,*)-( 0,0) 


On dit alors que / admet un développement limité d’ordre 1 en Mq. 


La définition de / de classe 7g 1 ne suppose pas que / est continue sur U. C’est une conséquence du résultat suivant : 


Corollaire 17.8 O Une fonction 7g 1 est continue 

Si / est de classe 7g 1 sur U alors / est continue en tout point de U. 

Démonstration Soit Mo = (xo,yo) e U et M = (x, y). Notons H = M-Mo = (x-xo,y-yo). Puisque f est de classe 7g 1 sur U, il 

existe e définie sur un voisinage de (0, 0) telle que /(x, y) = /(x 0 , yo)+ (x-x 0 ) (x 0 , yo)+ (y-yo) (*0> yo) + ||M-M 0 II e(x-x 0 , y- 

ox oy 

yo) avec t(h, k) * 0. La fonction e est bornée sur un voisinage de (0,0) donc si ||M — Mq II s q, |e(M-Mo)| S K et comme 

(fe.fc) — (0,0) 

lx-xol « IIM-MolUy-yol « ||M-M 0 IU/(x,y)-/(xo,y 0 )[ « |x-xoll^(xo,yo)l+ly-yollÿ(xo,yo)l+K||M-M 0 || « C||m-m 0 ||. 

Par conséquent, /(x,y) * /(xo,yo). 

(jr,y)— (jro.yo) 

Plus intéressant, si / admet des dérivées dans les deux directions de la base canonique, elle admet une dérivée dans toutes 
les directions qui se calcule comme combinaison linéaire des dérivées partielles comme le précise le résultat suivant : 


Corollaire 17.9 W Une fonction 7g 1 admet des dérivées selon tout vecteur 

Si / : U >— • IR est de classe 7g 1 sur l’ouvert U, alors pour tout point Mo = (xo,yo) et tout vecteur non nul H = {h, k), f 
admet une dérivée selon le vecteur H au point Mo et 

D-/(M 0 ) = h^(x 0 ,y 0 ) + fc^(x 0 ,y 0 ) 


Démonstration Avec le DL à l’ordre 1, le taux d’accroissement s’écrit : ^-[/(xo + th,yo + tk ) - /(xo,yo)] = b^~(xo, yo) + 
k^-(xQ,yo) + Il (h, k)\\e(th, tk). Puisque \\t\!t\ = 1 et que e(th, tk) — ~ 0, on en déduit le résultat. 
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17.3 Différentielle 



Théorème 17.10 W9 Dérivation d’une composée 
Soit /:U cIR 2 -> IR, u, v : le IR >-> IR. On définit (p : j ^ 

(m) f est de classe < é' ] sur l’ouvert U. 

Les deux fonctions u et u sont de classe sur I. 
v<eI - <PC6«U. 

On peut alors définir la fonction 

s*r°f { ! ~ 

Cette fonction est de classe c € ] sur I et sa dérivée vaut : 


g'(t) = u'{t)j-[u[t), vit)) + v'it)^(uif), v{t)) I 


Démonstration Soit tg e I. Nous allons montrer que g admet un développement limité à l’ordre 1 en tg. Puisque f est de 
classe Sé’ 1 , elle admet un développement limité au point Mq = (w(fo), i'(fo)). Pour tel, on peut écrire : f(u(tg + h), u(tg + h.)) = 
f{uit),v{t)) + [uito + h)-u{to)]^(.u{to,vito)) + [v{to + h)-v{to)]^{u(.to),v(.to)) + Uu{to + h)-uito),v(to + h)-v{to))\\£{u(to + 
h) - u(tg), v(tg + h)~ v(tg)). Puisque les fonctions u et v sont dérivables en tg, elles possèdent un développement limité à l’ordre 
1 : u(t 0 + h) = u(tg) + hu' (tg) + hz\(h), v(tg + ti)= v(to) + hv'(to) + £2(h). En reportant dans leDL de f, on trouve que g(to + h) = 
g(tg)+h[u' (tg) ^-(u(tg), v(tg)) + v' (tg)^-(u(tg), v(tg))\ +R(fi) et par une majoration simple, on vérifie que R(h) = o(h). Nous avons 

donc vérifié que g était dérivable en tg et obtenu l’expression de g'(tg). Puisque u' et v' sont des fonctions continues, la 

fonction g' est également continue. 

Remarque 17.4 On peut exprimer g'ito) à l’aide de la différentielle et du gradient de / en Mo : g'it) = d/ Mo (tp'(f)) = 

(v/(M 0 ) | (p'(t)). 


Théorème 17.11 OOO Dérivées partielles d’une composée 

Soit / : U c [R 2 >->• [R une fonction de classe c ê 1 , x, y : V c IR 2 IR deux fonctions de classe c € x . On suppose que 
V(«,i/)eV, [x(u, v),y(u, u)) £U. On peut alors définir la fonction 

F .i U * IR 

iu,v) — f[xiu,v),yiu,v)) 








La fonction F est de classe Sé* 1 et en tout point [u, v) e V, 


ÔF ôjc 9 / ôv ô/ 

t-(m, u) = — (u, v) — (x(m, v),y(u, v )) + — (u, v) — {x(u, v),y(u, v)) 

au au ôx au ôy 

ÔF ôx ô/ ôy ô/ 

— [u, v) — — {u, v) — (x(w, u), y {u, u)) + — (h, u) — (x(w, u), y (w, u)) 
ôu ôi> ôx ov ôy 


Démonstration Soit un point K = (u, v) e V, considérons la première fonction partielle de F en K définie par F] (f) = F(f, v) = 
f[x{t,v),y{t,v)) = f[gi(t),g 2 (t)). Les fonctions gi et g 2 sont de classe S? 1 et g[{t) = g^ffl = On peut utiliser 

ôx ôf 9v ôf 

le théorème précédent : la fonction Fi est dérivable en tout point t et F', (t) = — (f, v) — (gi(f),g2(f)) + — if, v) — (gi(t),g2(f))- 

1 ôm ôx ôn ôy 

ÔF , ôx ô/ 

On en déduit que F admet une première dérivée partielle au point ( u , v ) et que — [u, v) - (u) = — (u, v) — (x{u, v ), y(u, v)) + 

ôy ô/ 

— iu,v) — (x(u, v),y{u, v)). On fait de même pour la deuxième dérivée partielle. Ces dérivées partielles s’expriment comme 
composées de fonctions continues donc la fonction F est de classe ‘if 1 sur V. 


17.4 Extremum d’une fonction à deux variables 


^Définition 17.11 Ç? Maximum, minimum, extremum 

Soient / : U e IR 2 — [R et M 0 e U. On dit que M 0 est : 

• un maximum local (respectivement un maximum local strict) de / si et seulement si il existe un voisinage V de Mo 
dans M 2 tel que : 

VxeVnU, /(x)« / (M 0 ) (respectivement / (x) < / (M 0 ) 

• un minimum local (respectivement un minimum local strict) de / si et seulement si il existe un voisinage V de Mo 
dans M 2 tel que : 

VxeVnU, / (x) ^ / (M 0 ) (respectivement / (x) > / (M 0 ) 


• un extremum local si Mo est un maximum ou un minimum local. 

• un maximum global si : 

VxeU, /(x)«/( M 0 ) 


• un minimum global si : 


VxeU, /(x)^/(M 0 ) 


y» un extremum global si Mo est un maximum ou un minimum global. 


Théorème 17.12 La différentielle est nulle en un extremum local 

Soient / : U c IR 2 -<• [R de classe ‘if 1 sur U et Mo = (xo, yo) e U. Si Mo est un extremum local de / alors d/ Mo = 0 c’est 
Ô/ ô/ 

à dire : — (x 0 ,yo) = -x-Cxo.yo) = 0. 


Démonstration Supposons par exemple qu’il existe un voisinage V de Mo tel que Mo est un maximum de f sur V. Considérons 
la première fonction partielle f\ de f au point Mq définie sur un voisinage de xo par f\ (t) = /(f,yo). Puisque xo est un maximum 
de fi, on sait que f[(x o) = 0, c’est à dire ^(xo,yo) = 0. On fait de même avec la deuxième fonction partielle pour montrer que 

9/ X 

â^(xo,yo) = 0. 


| Remarque 17.5 Un point où la différentielle s’annule s’appelle un point critique de la fonction. 

^ Attention 17.9 La réciproque est en général fausse, même pour des fonctions d’une variable : la fonction définie par 
/(x) = x 3 a une dérivée nulle en 0 et pourtant 0 n’est pas un extrémum local. Pour des fonctions de deux variables, on 

peut également avoir des points selles. Si / est définie sur IR 2 par /(x,y) = x 2 - y 2 , ^-(0,0) = ^-(0,0) = 0 et pourtant le 
" ôx ôy 

point (0,0) n’est ni un maximum local, ni un minimum local : /i(f) = /(f,0) = t 2 et /2U) = /(0, t ) = -t 2 . 
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Exemple 17.10 Cherchons les extremums de la fonction définie sur IR 2 par 
/(x,y) = (x + y) 2 + x 4 + y 4 
Commençons par chercher les points critiques : 

) |^(x,y) = 2(x + y) + 4X 3 = 0 

|£(*,y) = 2(x + y) + 4y 3 = 0 

Le seul point critique est (0,01. Puisque /(x,y) S* 0 avec égalité si et seulement si (x,y) = (0,0), l’origine est un minimum 
global de la fonction / est c’est le seul extrémum. 


Exemple 17.11 On considère une boîte rectangulaire sans son couvercle de volume V. Déterminer les dimensions de 
cette boîte pour la fabriquer avec le moins de carton possible. 

Notons x, y les longueurs de la base et h sa hauteur. Puisque le volume est fixé, on a xyh - V. L’aire des parois en carton 
que l’on cherche à minimiser vaut : 


/(x, y) = 2 xh + 2 y h + xy- — + — + xy 
Cette fonction est de classe r To 1 sur l’ouvert U =]0, +oo[x]0, +oo[ et 


9 y 



Un point critique doit vérifier xy — — = — d’où l’on tire x — y — (2V) 1/3 et h- V 1/3 /2 2/3 . Il est clair dans notre 
contexte que cet unique point critique est le minimum global de la fonction. 


Exemple 17.12 On considère un nuage de points dans le plan : Mi = (xi.yi ),..., M„ = (x„,y„) que l’on suppose non 
alignés sur une même verticale. On recherche la droite d’équation y-ax + b qui minimise la quantité : 


/ {a, b) = £[yj-(axf + fe)] 2 
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y = ax + b 


La fonction / est de classe Y? 1 sur M 2 et 



j-{a,b) = - [y; - (ax; + fo)] = a f^Xi + nb- £y,- 


k=i fc=i k= 1 


Pour simplifier les notations, définissons les vecteurs de IR” suivants : X = (xi,...,x„), Y = (yi y n ) et N = 

Les points critiques (a, b) vérifient le système linéaire : 


Le déterminant du système vaut det(S) = ||X|| 2 ||N|| 2 - (N | X) 2 ^ 0. Il est positif d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et 
s’il était nul, d’après le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz, les deux vecteurs N et X seraient liés et tous les points seraient 
sur une même verticale, ce qui est faux. Le système possède donc une solution unique et on trouve que 

( ?» (X | Y) - (N | X) (N | Y) 

y u||X|| 2 - (N | X) 2 

| b l|X|| 2 (N | Y) - (N | x)(X | Y) 
l u||X|| 2 -(N|X) 2 

Le seul point critique est ici le minimum global de la fonction. 

Remarque 17.6 En pratique, on définit souvent des fonctions / : K IR où K n’est pas un ouvert de IR 2 . Pour trouver 
les extremums de /, on procède comme suit : 

- Déterminer les points critiques intérieurs à K, c’est à dire les points M g K tels qu’il existe une boule ouverte centrée 

ô f df 

en M incluse dans K avec — (M) = — (M) = 0. 

ox oy 

- Étudier la nature de ces points critiques intérieurs (maximum, minimum local, ou point selle). Cette partie est difficile 
à traiter avec les connaissances de math. sup. En deuxième année, vous disposerez d’un outil agréable pour déterminer 
la nature d’un point critique. 

- Étudier / sur le bord de K. 

Exemple 17.13 On considère le domaine A = {(x,y) g IR 2 | -1 « x « y « 1} et la fonction / définie sur A par /(x,y) = 
(y - x) 3 + 6xy. Déterminer son maximum et son minimum global. 

Le domaine A est un triangle : 


||X|| 2 a+(N|X)b = (X | Y) 

(N|X)a+||N|| 2 b = (N | Y) 


S 2 1 



La fonction / est de classe Y? 1 sur l’intérieur du domaine : A s {(x,y) g IR 2 | -1 < x < y < 1} et on calcule 



-J- (x, y) = 6y-3(y-x) 2 

df y 

— (x,y) =6x + 3(y-x) 2 
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On trouve les points critiques intérieurs ( x , y) qui doivent vérifier (y-x) 2 = 2 y- -2x d’où y = -x puis y=-x = H2. On 
calcule /(- 1 / 2 , 1 / 2 ) = - 1 / 2 . Étudions ensuite la restriction de / sur les trois segments qui forment le bord du domaine. 
Sur le segment Si, g[t) - /(- 1, f) = (1 + t) 3 - 6t. On étudie la fonction g définie sur [-1, 1] et on trouve que g atteint 
son minimum en Z = \f2 - 1 et ce minimum vaut 6 - 4\[2 et atteint son maximum en t--\ avec g(-l) = 6 . On fait de 
même pour la restriction de / à S 2 en étudiant h{t) = /(f, 1) puis sur S 3 avec k(t) - f(t, t ) pour te [-1,1], On trouve 
finalement que / admet son minimum global au point critique intérieur et que ce minimum vaut - 1/2 et que / admet 
son maximum global sur la frontière qui vaut 6 . 


17.5 Dérivées partielles d’ordre 2 



.Bio 14 Hermann Schwarz né le 25 Janvier 1843 à Hermsdorf (Silésie) et mort le 30 Novembre 1921 à Berlin 


Hermann Schwarz a commencé ses études à l’université de Berlin pour 
apprendre la chimie mais les cours de Kümmer et de Weierstrass lui font 
abandonner son idée première et il décide de se consacrer aux mathéma- 
tiques. Il effectue sa thèse sous la direction de Weierstrass. 

Il est nommé maître de conférence à Halle en 1867, puis professeur à 
Zurich en 1869 et rejoint l’université de Gôttingen en 1875 pour finale- 
ment prendre un poste à Berlin en 1892. Schwarz est au départ très in- 
téressé par la géométrie et, au contact de Weierstrass, il apprend à traduire 
ses idées avec les outils de l’analyse. En 1870, il résout le problème de 
Dirichlet qui consiste à trouver une fonction harmonique définie sur un ou- 
vert prolongeant une fonction continue définie sur la frontière de l’ouvert. 
La plus importante de ses contributions a été celle aux surfaces minimales 
(les surfaces minimisant leur aire relativement à une contrainte donnée). 
C’est dans un travail relatif à ce sujet qu ’il publie, pour des intégrales dou- 
bles, l’inégalité 13.24 page 528 qui porte maintenant son nom. Elle est en 
fait due à Bunyakowsky qui l’énonça le premier pour des intégrales sim- 
ples. Notons que Cauchy, dans son cours à Polytechnique, l’avait aussi 
énoncé dans le cas des suites. 

Théorème 17.13 O Théorème de Schwarz 

Soit / : U ^ IR une fonction de classe c ié’ 2 (U, IR). Alors en tout point a e U, 



Démonstration Admise. 
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Exemple 17.14 Considérons la fonction 


On vérifie facilement que la fonction / est de classe c ê l sur IR 2 et que 


af 3 x 2 y-y 3 2x(yx 3 -xy 3 ) 

/(x,y) = i (x 2 + y 2 ) (x 2 + y 2 ) 2 


i (x, y) ^ (0, 0) 3 ^ 

i (x, y) = (0,0) Ôy 


; 3 - 3xy 2 2y(yx 3 -xy 3 ) 


Formons le taux d’accroissement : 


i[Ê/ (t , 0 ) -î£,o,o)t*a— i 

t ôy ôy r-*o 


ce qui montre que ^ 2 (0, 0) = 1. Les deux dérivées partielles secondes croisées sont différentes. On peut vérifier l’exi 
tence des quatre fonctions dérivées partielles secondes sur IR 2 , mais on vérifie qu’elles ne sont pas continues en (0,0). 


Théorème 17.14 Formule de Taylor intégrale à l’ordre 2 

Soit / : U ■— IR une fonction de classe c ê 2 . On suppose que U est un ouvert convexe. Soit Mo = (xo,yo) £ U et ur 
accroissement H = (h, k) tel que Mo + H e U. On a : 

/(x o + h, y 0 + k) = /(x 0 , y 0 ) + [ (x 0 , y 0 ) + A:^ (x 0 , y 0 ) ] + R ih, k ) 


:) = (1 -t)[h 2 ^ (xo + th, y 0 + tk] + 2hk (x 0 + t h, y 0 + t k) + k 2 ^ (x 0 + t h, y 0 + tk)]dt 


Démonstration W La preuve est instructive. On se ramène aux théorèmes déjà prouvés pour les fonctions d’u. 
considérant la fonction 


Cette fonction est définie sur [0,1] car on a supposé que ï 
dérivée d’une composée (17.10 page 672) et Vf e [0,1], 


it convexe. Elle est de classe c é? i d’après le théorème de 


p'(f) = fi^(x 0 + th,y 0 + tk) + fc^(x 0 + th,y 0 + tk) 


9 2 / „ 3 2 / 

2hk q 5 (*0 + th, yo + tk) + k 2 ^ (xo + th, yo + tk) . Il suffit alors d’écrire la formule de Taylor intégrale à 1 ’ ordre 1 pour la fonction 

ip entre 0 et 1 : 


pour obtenir le résultat. 
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Théorème 17.15 777 Formule de Taylor- Young à l’ordre 2 

Si / : U K est de classe S? 2 sur l’ouvert convexe U c IR 2 , pour (xo.yo) e U et [h, k ) g IR 2 tel que (xq + h,yo + k) g U, 
f(x 0 +h,y 0 +k) = f(xo,yo)+h^{xo,yo)+k^{xo,yo)+^[h 2 ^xo,yo)+2hk-^J^(xo,yo)+^(x 0 ,yo)]+nh,k)\\ 2 R(h 


avec R (h, k) » 0. 

,fc)-.(0,0) 


k) 


Démonstration Reprenons la formule de Taylor-intégrale et travaillons sur le reste. Écrivons I (1- t ) — ~(jto + th,yo + 

J o àx z 

tk)dt=^(xo,yo)f o {l-t)dt+ei(h,k) oùei(h,k) = (t - 1) [ (x 0 + th, y 0 + tk) - ^ (x 0 , y 0 )] dt. Puisque (l-f)df = 

1/2, on fait apparaître dans R(h, k), A h 2 —{-(xo.yo)- Puisque la fonction —rr est continue en U'o>yo)> on montre avec e que 
dx d dx* 

ei [h, k) 0. On fait de même avec les deux autres termes du reste pour obtenir le résultat. 


Re?narque 17.7 La partie entre crochet est une forme quadratique q(h,k) en l’accroissement {h, k). Le reste peut 
s’écrire o(|| {h, k ) || 2 ). La formule de Taylor- Young permettra d’étudier la nature d’un point critique en math. spé. 


17.6 Exemples d’équations aux dérivées partielles 

Le but de ce paragraphe est de résoudre quelques équations aux dérivées partielles simples. Pour simplifier l’étude, on 
considère un ouvert de la forme U =]a,b[*]c,d[. Commençons par résoudre des équations aux dérivées partielles fonda- 
mentales : 


Proposition 17.16 Ç> EDP — = 0 


9 f 

(Ei) :-Mx,y) = 
3x 


Une fonction / g Sé >1 (U,IR) est solution de (Ei) si et seulement s’il existe une fonction d’une variable k g Sf 1 (]c,£f[,IR) 
telle que V(x, y) g 


Démonstration 

| => | Supposons que f g ‘ïé’ 1 (U, IR) 

sur IR et de dérivée nulle. Elle e 
, ( ]c,d[ — R 

k: \ y — m y) qm 

| <= | Réciproquement, 


■,t solution de (Ei). Fixons y e ]c,d[. La fonction : <p : 


' ]a,b[ — R 


fit, y) 


donc constante : Vf e ]a,b[, (p(f) = (p(0) et on a donc : V (x,y) e U, / [x,y] = k[y) a 
st une fonction de classe c é? 1 sur]c,d[ d’après le théorème de composée 17.10 page 672. 
fonction fc e SÉ’ 1 (]c,d[, R) est clairement solution de (Ej). 


Ô f 

Proposition 17.17 EDP — - h 
dx 

Soit h € ^ Qa, b[,R). 

|(E 2 ) :'fj-(x,y) = h(x) 


Une fonction / g t é’ 1 (U,IR) est solution de (E 2 ) si et seulement s’il existe une fonction d’une variable k g Sé” 1 (]c, c/[,IR) 
telle que V (x, y) g U, | f{x,y) = H(x) + k{y) | où H est une primitive de h sur ] a, b [. 

s - 


Démonstration D’après le théorème fondamental de l’analyse, comme h est continue sur ]a,b[, elle possède une primitive H 

sur ]a,b[. Soit /e < ÿ 1 (U, R). Introduisons la fonction vp : I , ^ ^ , , . Supposons que f est solution de (E 2 ), 

I U-yJ ■ /(x,yJ-H(x) 
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vu y) eu, Mx,y) = h(x) 
dx 

=* VU y) e U, u dx J U y) = 0 
=> ip est solution de (Eg) 

=> V(x,y)e U, ip(x,y) = fc(y)avecfc:j ]C ^ [ 
=> VU y) e U, /U y) = HW + fc(y) 
Réciproquement, on vérifie qu’une fonction de cette forme est solution de (E2). 


R 

/(o, y) 


{ a 2 / 

Proposition 17.18 EDP — — = 0 

oxoy 





CE 3 ) 

• d2/ -0 



ôxôy 


Une fonction / e c € 2 (U, IR) est solution de (E 3 ) si 

et seulement s’il existe deux fonctions H e ^ 2 (]a,M,[R) et 

K e c € 2 (] c, d [, IR) telles que : 




VCx, y) e U, [ 

/U, y) = H(x) + K(y) | 

l 



) 


Démonstration Soit f e 2 (U, R). Supposons que f est solution de (E3). Alors : 


— est solution de (Ei ) 

=> 3ke‘tf\]c,d[,m: vu y) e u, J^Uy) = *(y) 

=> / est solution de (E2) 

VU y) e U, / U y) = H(x) + K(y) 

où K est une primitive de k et est donc de classe S ? 2 et où Ke Sé’ 1 (]c,d[,R). Comme : VU y) e U, K(y) = H(x)-/Uy), K est de 
classe c ê 2 comme différence de fonctions de classe c é? 2 . 

Réciproquement, on vérifie qu’une fonction de cette forme est solution de (E3). 


Proposition 17.19 EDP 


(E 4 ) 


ôy 2 


Une fonction / e S?? 2 (U, (R) est solution de (E4) si et seulement s’il existe une fonction tp e fê ,2 (]a, b[,R) et ip e 
^é 2 Qa,fe[,IR) telles que 

VU, y) eU, | /U, y) = ytpU) +tp(x) | 

Démonstration Soit f e S? 2 (U, R). Supposons que f est solution de (E4) alors : 

à f 


— est solution de (Ei ) 

ày 


3(pe‘# 1 Qa,ft[,R): VUy)eü, ‘|^Uy) = <pM 

3 (/ - ytp) 

vuyleu, a Uy) = o 

ôy 

/ - ycp est solution de (Ei) 

3\)/eSé’ 1 (]a,fc[,R) : V(x,y)eU, f[x,y) -y(pU) = ipU 


Réciproquement, on vérifie qu’une fonction de cette forme est solution de (E4). 


Définition 17.13 Difféomorphisme 

Soit UcEetVcF.On dit qu’une application tp : U V est un ( -€ 1 -difféomorphisme lorsque : 
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1 . (p est une bijection de U vers V ; 

2. tp est de classe sur U ; 

3. tp -1 : V>— • U est de classe Sé” 1 sur V. 


Exemple 1 7.15 Considérons une application linéaire : 

f IR 2 — * IR 2 

^ ’ 1 (x, y) 1 — » [ax + by, ex + dy) 

Elle est de classe e iS ] et est bijective si et seulement si det(tp) = ad - bc ^ 0. La bijection réciproque est encore une 
application de classe Sé’ 1 et donc (p définit un *-€ 1 -difféomorphisme. 


Exemple 17.16 Considérons l’ouvert U =]0,+oo[x|R = {(x, y) e IR 2 | x > 0}. Tout point M = (x,y) e U peut être décrit à 
l’aide de coordonnées polaires x - rcosG, y - rsinG avec (r,6) e V =]0,+oo[x] - tt/2,jt/2[. Vérifions que l’application 

I V — t- U 
<p: | (r,G) ■— (rcosG, rsinG) 

est un -difféomorphisme de V vers U. L’application (p est bien de classe c é >1 et on calcule facilement sa bijection 
réciproque : 

-i.j U — V 

^ ' 1 (x, y) * — > ( \/x 2 + y 2 , arctan (y / x) ) 

qui est également de classe c 6 ] . 


Plan 17.1 : Pour résoudre une équation aux dérivées partielles L 


HJ On utilise un changement de variables pour se ramener à une EDP plus simple. Soit tp : Ui i — • U 2 un c € k - 
difféomorphisme. 

2 On pose g-fo (p - 1 , f-g°g>f est une fonction c é >fc (Ui,IR) solution d’une EDP (Ei) si et seulement si g est 
une fonction fc (U 2 , IR) solution d’une EDP (E 2 ). 


Exemple 17.17 On considère l’ouvert U =]0,+oo[xlR. Résoudre sur U les équations aux dérivées partielles 

3/ àf 

a. (Ei) : y ôx (x>y) _ Xg^(x,y) = 0. 

àf àf 

b. (E 2 ) :x-^(x,y) + y-^(x,y) = 0. 

c. (E) :x^(x ; y) + y^(x ) y)=/(x ) y)-(x 2 +y 2 ). 

ox oy 

Considérons le changement de variables polaires, c’est à dire le Sé’ 1 -difféomorphisme (p de la remarque précédente. Pour 
/:U>— • IR de classe S^ 1 , on pose g- /°(p : 

J V — i IR 

(p, G) 1 — » /(pcosG.psinG) 

et on calcule : 

) àg àf àf 

— (p. G) = cosG— (pcosG.psinG) + sin 0 — (pcosG.psinG) 
ôp ôx ôy 

àg àf àf 

— (p. G) = -psinG— (pcosG.psinG) + pcos0— (pcosG.psinG) 

àg 

a Si / est solution de (Ei), on doit avoir V(p,0) e V, — — - (p, 0) = 0 et donc il existe une fonction h :] 0, + 00 IR 

00 

de classe C 6 1 telle que g(p,0) = h(r). Par conséquent, /(x,y) = h{\J x 2 + y 2 ). Définissons une nouvelle fonction 
H :]0, +oo[' — * IR par H(w) = h(\/u) (elle est encore c ê l ), /(x, y) = H(x 2 + y 2 ). On vérifie réciproquement que pour 
toute fonction H eSé >1 (]0 , +00 [, IR), /ainsi définie est solution de (Ei). 

àg 1 

b. Si / est solution de (E 2 ), la fonction g doit vérifier — = 0 et donc il existe une fonction h e c é> {] - ji/2, jt/2[) 

dp 

telle que V(p,0) e V, g(p,0) = h(0). On en déduit alors que V(x,y) e U, /(x,y) = g (arctan (y /x)) et en définissant 
une nouvelle fonction par G(m) = g (arctan a), /(x,y) = G(y/x). Réciproquement, pour toute fonction Ge c é? 1 Q - 
ji/2,ti/ 2[), / ainsi définie est solution de (E 2 ). 
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c. Si / est solution de (E3), 


En posant h( p,0) = e lnp g(p,0) = -g(p,0), — — (p, 0) = -1 d’où g(p,0) = -p 2 + pfc(0) avec fce c é >1 ( ] - jt, 7 i[,R). 
p ôp 

Finalement, 


/(x, y) = - (x 2 + y 2 ) + \J x 2 + y 2 Jc[2 arctan - 
Exemple 17.18 Résoudre sur U = IR 2 l’équation des ondes : 

On pose cp : (x, t) — ( u , u ) = (tpi (x, t),(p 2 (x, t)) = (x- t,x+ t). Si / = gotp, on 

IH - (£<**«> £<**«>) 

= ( ffC'pw.o) 5f(<p(*.«) ) 


^i(X0 

ÔX O t 

ôx dt 

1 -1 

1 1 


àf = ôg + 9g 
ôx du du 


Ê£ = _Al + 

ôf du du 


a V 

Ôx 2 


ôV 

Ôf 2 


JL(®£ + Ê£] 

ôxIôm du) 

d 2 g a<pi | a 2 g Ô(p 2 | 8 2 g ôcpi | 8 2 gô(p 2 
ôm 2 ôx dudu ôx dudu ôx ôu 2 ôx 
à 2 g {2 d 2 g | d 2 g 
du 2 dudu du 2 

Af _®I+ ®I) 

ôt v ôm du) 

d 2 g 8<pi 8 2 g ô(p 2 | ô 2 g ô(p 1 | ô 2 g ô(p 2 

ôm 2 ôf dudu dt dudu dt du 2 dt 

à 2 g 2 d 2 g | Q 2 g 
ôm 2 dudu du 2 


et (E) o (Ë) 


Qg 


= 0 qui est du type (E3). Les solutions de (Ë) sont donc de la forme : g : {u, u) >— H (n) + K (u) où 

H(^) + K(^). 


dudu 

H e Sf 2 (R, R) et K g r ~ê 2 (R, R) . et les solutions de (E) sont alors de la forme : / : (x, t ) 


Exemple 17.19 Résoudre sur U =]0, +00 [ 2 l’ équation 


nô 2 / ,ô 2 f df df 

(E) :^ 2 ^4-/^4 + x^--y/ = 0 
ôx 2 ôy 2 ôx ôy 


(n,u) > — » ( e u ,e v ) 


On vérifie facilement que (p est un Sé 1 2 - diff é omorphi sme et on posant g = / 0 (p, on a /(x, y) = g(ln x, In y) . Après calculs, 
la fonction g vérifie l’équation des ondes donc il existe deux fonctions d’une variable de classe Sé" 2 H et K telles que 
glu, u) = H(m + u) + K(m - u) d’où l’existence de deux fonctions de classe c € 2 d’une variable telles que 

/(x,y) = cp(xy) + \p(x/y) 
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| On vérifie réciproquement que toute fonction de cette forme est solution de l’EDP. 
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17.7 Exercices 


17.7.1 Limite et continuité 

Exercice 17.1 ■ 

Déterminer si elle existe la limite en (0, 0) des fonctions / : R 2 — IR données par : 


1. 

2. 

3. 


x 3 

n*y) = T 




ch (xy) - cos (xy) 


x 2 y 2 




4. /(x,y) = xy sin^ 
, . x+2 y 

-5- / i x ’ J 7 ) - 2 _ , ,2 


6- /M = - 


Solution : 

1. Pour x / 0, /i(x) = /(0,x) =0 et fz(x) = /(x, x 3 ) = 1. Si f avait une limite i en (0,0), ces deux fonctions com- 
posées /i et /2 auraient la même limite i en 0, ce qui est impossible. 

2. Pour tout x,y / 0, /(x,y) = - œs ^^~ 1 et comme chx- 1 y» cosx- 1 ~ q -Ip» H vient que 

fi x <y) 


(x,y)-{0,0) 

3. Pour x ï 0, fi (x) = /(x, x + x 3 ) 
limite en (0,0). 

4. |/(x,y)|«|xy| 


X 2 + X 4 


1 


- n’admet pas de limite en zéro. Donc f ne peut pas avoir de 


► 0 donc f[x,y ) ► ( 

(x,)0-(0,0) (jc,y)-(0,0) 


6. Pour x / 0, /(x, x) = - et /(x, -x) = — . Donc f ne peut pas avoir de limite en (0, 0) . 


Exercice 17.2 

Déterminer si elle existe la limite en (0, 0) des fonctions / : R 2 — >• R données par : 




4. f (x, y) = 

5. / (x, y) = 

6. f (x, y) = 


xy 

xy 

shx + shy 
sinx-y 
x - sin y 


Solution : 

1. En polaire, /(pcos0,psin0) =pcos 2 0sin0 donc |/(pcos0,psin0)| « p et donc lim /(x,y)=0. 

o,o) 

2 sin 2 [y) I x 2 y 2 I |x| 

2. /(x, y) = — ^ donc l/tey)N2|^| ^ T . Donc Jim 0) /(x,y) =0, 

3. Pour x ^ 0, /(x) = /(x,-x + x 3 ) ~ x+ x 2 — i D onc f ne peut pas avoir de limite en (0,0). 

jç 3 _j_ 

4. Pour x / 0, /i (x) = /(x, x 3 ) = ^ — . Donc f ne peut pas avoir de limite en (0, 0) . 


5 - /(**) = âfe 

/M - 


2sh (^î z ) ch (V ; ) 


0 et en utilisant les formules de trigonométrie hyperbolique, pour (x,y) / 0, 
\ donc f n ’ admet pas de limite en 


(x,y)->(0,0) 

donc f (x, -x + x 2 ) = 


J 2x-x z ) x^0 2;? ' 


6. /(x,0) — ► 1, /(x,x) 1. Donc pas de limite. 
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Exercice 17.3 I W ■ 

Déterminer la limite lorsque (x,y) — ► (0,0) de 


Solution : En polaire, /( p cos 0, p sin 0) = - 


n *> y ) = 


* 2 + y 2 
l4 + |y| 


La fonction 0 « — * | cos0| + 1 sin0| ne s’annule pas sur [0,2jt] 


|cos0| + |sin0|’ 

et admet donc un minimum strictement positif m (il n’est pas difficile de voir que m=l). Donc |/(pcos0,psin0)| s 


Exercice 17.4 IW H 

Déterminer la limite lorsque (x,y) — (0,0) de 


/M = 


shxshy 


Solution : Il est clair que si la limite existe, c’est 0. Par ailleurs f(x,y) - ^ — ZZ — . Les deux fonctions 

14 + !J 

si y ^ 0 _ 

sont continues sur [R , il en est de même de leur produit. 

siy-0 

Reste s : (x,y) * — » — — — . En polaire, e(pcos0,psin0) = P cos 9 sinQ ^ y onct(on g , — „ | cos 0 | + 1 s in0| ne s’an- 
|x| + |y| |cos 0 | + |sin 0 | 

nule pas sur [0,2ji] et admet donc un minimum strictement positif m (il n’est pas difficile de voir que m - 1). Donc 


Exercice 17.5 

Déterminer 


ljm 

U,y)-(0,0) yj x 2 + y 2 


Exercice 17.6 IW I 


_ sin 4 x+(l-cosy) z 
4x 4 + y 4 


Montrer en utilisant un DL que /(x, y) - 


Solution : On a sin 4 x = x 4 + x 4 ei(x) avec limo £i - 0 et 1 -cosy = 1- o(y 2 ) soit (1 - cos y) 2 = t- y 4 £2(y) avec 

2 4 

limo £2 = 0- Donc /(x,y) = - + X El ^ + J/ C e avec limei(x) -0 et lime2(y) = 0. Donc pour |x| < r| et |y| < n, 

4 4X 4 + y 4 x— o y— o 

|ei (x) | < e et |ei (y) | < e et par la suite £ i( x ^+y £2(y) I, £ q. g UJ - veut 5 /en j/re que /(x, y) — . 


4x 4 + y 4 


Exercice 17.7 IW 13 

Soient f : R -* R une fonction de classe Sf 1 03/1 1/09 et 


IR 2 \ (0,0) — ► U 

(*.4 - 


Déterminer lim F(x,y). 
(x,y)-(0,0) 
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Solution : La fonction f est dérivable en zéro, donc Ve > 0, 3t] > 0, 0 < | h\ < p => | _ f’(Q) | < e . Donc en 

prenant h- x 1 2 + y 2 , dès que ||(x,y)|| < v /rf, on a |F(x,y) -/'(0)| < e. C’est bien dire que lim F(x,y) = /'(O). 

(*,xMo,o) 

On peut aussi résoudre l’exercice en appliquant le théorème des accroissements Unis à f sur le segment [0, x 2 + y 2 ] . 


Exercice 17.8 ■<?<? 

Soit f: IR 2 — IR définie par : 


Montrer que f est continue sur IR 2 . 


/M = 


J |x 2 + y 2 - 1 
l-ix 2 


si x 2 + y 2 > 1 


sinon 


Solution : La fonction f est la somme de deux fonctions : f\ (x, y) = - — qui est continue sur IR 2 par exemple parce 

- 1 si x 2 + y 2 > 1 


que c’est une fonction polynôme, et la fonction fz (x,y) = -< 


. fz est une fonction radiale, 


c’est-à-dire qu’elle ne dépend que du rayon r = \/x 2 + y 2 . C’est la composée des fonctions continues : 

• g (R) = sup(0, R - 1) est une fonction continue d’une variable comme sup de deux fonctions continues 

• et R(x,y) - x 2 + y 2 . 

Donc fz est une fonction continue comme composée de deux fonctions continues. Donc f est la somme de deux 
fonctions continues, elle est donc continue. 


17.7.2 Dérivées partielles 

Exercice 17.9 ■ V 

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes : 


1. f (x, y) = ln (ch(xy)) 

2. f (x, y) - x y avec y > 0 

3. f (x, y) = argsh (x + y) . 


4- / (x, y) = x/x^-Tÿ 2 6. /(x,y) = ycos(x + y) 

5. /(x,y) = arctan(xtany) avec 
ye IR\ ji/2Z. 



Soit f la fonction définie sur IR 2 par : 


/(*. y) = \ 


si x/0 
si x = 0 


1 . Prouver que f admet une dérivée au point (0, 0) suivant tout vecteur de IR 2 . 

2. Observer que néanmoins f n 'est pas continue en (0, 0) . 
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Solution : 


dérivée en (0, 0) suivant (0, k) existe et vaut 0. 

2. Pour x ± 0, on a f[x 2 ,x) — 1 et /(x,0) = 0 donc f n’est pas continue en (0,0). 


Exercice 17.11 IÇ> 

Soit f la fonction définie sur M 2 par : 




Jy 

x i +y 2 

0 


si (x,y) / 0 
si (x,y)=0 


1 . Prouver que f admet une dérivée au point (0, 0) suivant tout vecteur de IR 2 . 

2. Observer que néanmoins f n ’ est pas continue en (0, 0) . 


Solution : V 

0,0) th 2 k 

1 . Soit ( h,k ) / (0, 0) , = + ^2 • Donc si k^O la dérivée au point (0, 0) suivant le vecteur [h, k ) 

h 2 

existe et vaut — et si k-0, cette dérivée existe encore et vaut 0. 
k 

2. Pour x / 0, on a f (x, x 2 ) - i et f ( x , 0) = 0 donc f n ’est pas continue en (0, 0) . 


Exercice 17.12 I 

On considère l’application f : U 2 ^ R définie par f{x, y) = || (x,y) || (norme euclidienne). Étudier la continuité de f et 
étudier les dérivées partielles de f. 


Solution : /(x, y) = \j x 2 + y 2 , f est continue sur IR 2 car 

î/00 -/(Y)f IIIX|| - 1| Y|| | sS IIX-YI 


grâce à l’inégalité triangulaire. Ensuite, 


pour (x,y) ^ (0,0). En (0,0) 


x 



fit, W-/MJ a(gM 


qui n ’a pas de limite lorsque t — 0. Donc f n 'admet pas de dérivée partielle par rapport à x en (0, 0). Même calcul pour 
la dérivée partielle par rapport à y. 

Ce résultat est valable pour une norme quelconque comme le montre l’exercice suivant : 


Exercice 17.13 I 

On considère une norme || . || quelconque sur IR 2 et on définit f(x, y) = || (x, y) || . Soit h f- 0 un vecteur. Montrer que 
D^/(0,0) n’existe pas. 


Solution : Calculons 


qui tend vers \\h\\ lorsque t — 0 + et -\\h\\ lorsque î — 0 . Donc la dérivée selon le vecteur h en (0,0) n ’ existe pas. 


Exercice 17.14 IÇ> 

Soit 


f ix, y) = 


si y > x 2 
si y « x 2 


Etudier la continuité de f et l’existence de dérivées partielles. 
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Solution : Les problèmes de continuité ou de dérivées partielles ne peuvent se produire qu’en (x, x 2 ),x e IR. On a 
/(x, jc 2 ) — x 4 et f[x+ h,x 2 + k)-{x+ h ) 4 ou ( x 2 + k ) 2 suivant que x 2 + k> (x + h) 2 ou non. Lorsque ( h , k) — (0,0) ces 
deux expressions tendent vers x 4 , donc lim f(x+ h,x 2 + k) - f(x,x 2 ). Donc f est continue en (x,x 2 ),xe IR, donc 

(/!,«-«), or 

partout. 

Prenons x> 0. Â gauche de x, la première fonction partielle t ' — » fit, x 2 ) a pour dérivée 4f 3 et à droite, 0. Il n’y a donc 
pas de première dérivée partielle. Â gauche de x 2 , la deuxième fonction partielle t • — » /(x, t) a pour dérivée 2 1 et à 
droite, 0. Il n’y a donc pas de deuxième dérivée partielle. Idem pour (x, x 2 ) avec x < 0 .En (0, 0) les dérivées à droite et 
ô/ ô/ 

à gauche sont égales à zéro et donc — (0, 0) = — (0, 0) = 0. 

9x ôy 


Exercice 17.15 (Ç> 

La fonction /(x, y) = |xy|“ (a > 0) est-elle de classe 'to 1 sur IR 2 ? 
| Solution : Oui si a > 1, sinon, non. 

Exercice 17.16 IW H 

On considère la fonction f donnée par 


f (*> y) = arccos 


lv^+ 


1-xy 

c 2 + y 2 + x 2 y 2 


1 . Calculer les dérivées partielles de f. 

2. En déduire une expression simplifiée de f. 


Solution : 

1 . On remarque que 1 + x 2 + y 2 + x 2 y 2 = (1 + x 2 ) (1 + y 2 ) . 




x 2 )(l + y 2 ) 


V(l + * 2 )(l + y 2 ) (U + x 2 )(l + y 2 )) : 


— — jTz x -(2x + 2xy 2 )] 

2 )(i + y 2 )) 3/2 2 ) 


v / (l + x 2 )(l + y 2 ) 

( y( 1 + x 2 )(l + y 2 ) + (1 - xy)x(l + y 2 ) \ 

\/\ + x 2 + y 2 + x 2 y 2 - 1 - x 2 y 2 + 2xy 

l ((l + x 2 )(l + y 2 )) 3/2 J 


(1 + y 2 )(y + yx 2 + x-x 2 y) 


\/x 2 + 2xy + y 2 (l + x 2 )(l + y 2 ) 


àf ( , 1 


Où e désigne le signe de x + y. De même 

2. En intégrant (x,y) = ^ + 2 pour x + y > 0 on obtient que f{x,y) - arctany + (p(x). En dérivant par rapport 

à x, on obtient (p'(x) = 2 , d’où cpCx) = arctanx + C et /(x,y) = arctany + arctanx + C. En faisant tendre 

y vers -x par valeurs supérieures, on trouve C - arccos 1 = 0. Donc pour tout (x,y) g IR 2 tel que x + y > 0, 
= arctanx + arctany |. Si x + y < 0 alors comme précédemment, on trouve que /(x,y) = - arctany - 
arctanx + C' et en faisant tendre y vers -x par valeurs inférieures, il vient que C' = arccos(l) = 0 et on trouve que 
f ( x, y) = - arctanx - arctany. Si x + y = 0, alors il est clair que f (x, y) s 0. 


17.7.3 Fonctions de classe < ^ 1 

Exercice 17.17 IW H 

Étudier la continuité, l’existence et la continuité des dérivées partielles premières de f : 


L f[x,y) = 


2. f[x,y) = 


jx 2 y 2 ln(x 2 + y 2 ) si(x,y)^0 

jo si(x,y) = 0 

f (x 2 + y 2 ) sin —j== si(x,y)^0 

[o si (x,y) =0 


3. /(x,y) = 


e* 4 - e y4 
(x 2 + y 2 ) 2 


si (x,y) * (0,0) 
si (x,y) =0 
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1. En polaire, /(pcos0,psin0) = p 4 cos 2 0sin 2 01n(p 2 ). Donc |/(pcos0,psin0)| « -p 4 ln(p 2 ) (pour p < 1). Comme 

ontin 

En dehors de (0,0), / est de classe c € x . On a, pour (x,y) ^ (0,0), — (x,y) = 2xy 2 ln (x 2 + y 2 ) + x 2 y‘ 


Toujours en polaire, ^-(pcos0,psin0) = 2p 3 cos0sin 2 01n(p 2 ) + 


2p 5 cos 3 0 sin 2 0 


I ô/ I 

Donc — (pcos0,psin0) « 


l im p 3 in (p 2 ) = 0, on a lim ^ % ^ _ g autrement dit (0, 0) = 0. 

P-o r v ’ (x,y)->(0,0) x ôx 

a/ , , a / a / a / 

On a donc lim — (x, y) = — (0,0) = 0. C’est bien dire que — est continue en (0,0). De même — est 

(x,y}-( 0 , 0 ) 3x ^ ôx H ôx ôy 

continue en (0,0) et donc f est de classe "to 1 sur IR 2 . 

2. La fonction r • — + r 2 sin j est dérivable sur IR mais n ’est pas de classe Sf 1 car sa dérivée 2 r sin + cos |-j 
n ’a pas de limite en zéro. Pour la même raison, la première fonction partielle en (0, 0), x 1 — » x 2 sin [ — J admet 


3. Aïe ! En polaire, on a /(pcos0,psin0) = 


exp (p 4 cos 4 0) - exp (p 4 sin 4 0) 


cos 4 0 - sin 4 0 + o (1) et on se rend 


compte qu ’il y a un problème en zéro et que la limite dépend de la direction choisie : pour x ^ 0, on a f (x, x) = 0 


et f (2x, x) = - 


(5x 2 ) 2 


donc f n’admet pas de limite en (0,0). Il n’est donc pas question de classe c € 1 . 


Exercice 17.18 IW EU 

Soit la fonction de deux variables /' : IR 2 1 — ► IR définie par /(x, y) = xsm ^ — ysmx j org ^ ue ^ ^ ^ ^ gy ef y _ g. 

x + y 

Étudier la continuité de f, l’existence et la continuité des dérivéees partielles de f. La fonction f est-elle de classe Sé’ 1 
sur IR 2 ? 


Solution : Continuité de f en (0,0) : en faisant un DL de sin, on trouve 


, fr ,, |xy 3 (l + o(y))-yx 3 (l + o(x))| . ,C(x 2 + y 2 ) 

\ fix ‘A * | mv+fj 1 ‘ 1^1 


L{V*y L )KZ'Kx,y)t 


où C, C' e IR. On a utilisé le fait que o(x), o(y) sont des fonctions majorées sur un voisinage de 0, et que xy % (on 
aurait pu également passer en coordonnées polaires en examinant l’homogénéité du numérateur et du dénominateur). 
Donc f est continue en (0, 0) . D ’a près les théorèmes généraux, f est continue en (x, y) ^ (0, 0) . 

Pour (x,y) / (0,0), on calcule 


ô/ ( ^ _ siny-ycosx 

ÔX l X >y) — x 2 + y2 


2x(xsiny-ysinx) 
(x 2 + y 2 ) 2 


- U/ 

et de meme pour — . 

ôy 

Les dérivées partielles sont continues sur IR 2 \ {(0, 0)}, mais lorsque (x, y) — (0, 0) , en faisant un DL de sin et cos, 


a / _ -y 3 + 3x 2 y + y 3 e(y) + yx 2 c(x) x 2 y(x 2 (l + c(x)) -y 2 (l + e(y)) 

Ôx U,yJ 6(x 2 + y 2 ) 3(x 2 + y 2 ) 2 

et en passant en coordonnées polaires, cette quantité tend vers 0 lorsque (x, y) — ► 0. 

De plus, 

/(f,0)-/(0,0) o 

t 

a/ 

et donc — (0, 0) = 0, donc f admet une dérivée partielle par rapport à x qui est continue en (0, 0) . On traite de même la 
dérivée partielle par rapport à y et donc f est de classe c ié >1 sur IR 2 . 


Exercice 17.19 ■ 

Soit (p : IR — R continue et 

, j IR 2 — * M 
f: \[x,y) ~ f*vtodt 

Montrer que f est de classe f et calculer ses dérivées partielles premières. 

Solution : D’après le théorème fondamental de l’analyse, (p admet une primitive y/ sur IR. On a ^(x,y) = 

— (ip (y) - \p (x)) = -\p' (x) = -cp (x) et — (x, y) — — (ip(y) -ip(x)) - rp' (y) = (p(y). Ce sont bien entendu des 
fonctions continues des deux variables x et y. 

Exercice 17.20 mW I 

Soit ip : IR — ► IR une fonction continue. On définit f : IR 2 — > IR en posant /(x, y) = / 0 y (x - £)<p(f)d£. Montrer que f est de 
classe Sé’ 1 sur IR 2 et calculer les dérivées partielles de f. 

Solution : On écrit 

f(x,y) = x f ipit)dt- f tcpit)dt 
J o J o 

et puisque f >— • tp(f), £>— • £ip(£) sont des fonctions continues surtt, d’après le théorème fondamental, F(y) = / 0 y cp(£)d£ et 
G(y) = Jq tip[t)dt sont des fonctions de classe fi 1 sur IR avec 

F' (y) = (p (y) , G' (y) = yrp (y) 

Par application des théorèmes généraux, f admet des dérivées partielles sur IR 2 avec 

0/ ry 9/ 

— (x,y)=/ (p(f)d£, — (x,y) =xip(y)-y(p(y) 

ox J o 9y 

qui sont encore des fonctions continues sur IR 2 par application des théorèmes généraux. Donc f est de classe Sé” 1 sur IR 2 . 


Exercice 17.21 I9W I 

Soient f : IR —■ IR une fonction de classe Sf 1 et F : IR 2 — IR donnée par : 


f (x,y) 


six/ y 
sinon 


1 . Montrer que F est continue. 

2. On suppose de plus que f est de classe c é 2 . Démontrer que F est de classe f . 


Indication 17.19 : On pourra se placer en (a, a) et poser tp(f) = fit) - (f- a) fia) — fia). 


Solution : 

1 . La continuité de F en ix, y) avec x / y est évidente. Soit x e IR. F(x + h, x + k) - ^ x+ ^ ^ pour h / k. 
D’après le théorème des accroissements Unis, F ix+h, x+k) = /'© pour un certain i, compris entre x+h et x+k. De 
même pour h - k, F ix+h, x+k) = fiQ pour un certain £, compris entre x+h et x+k, dans ce cas i, = x+h = x+k. 
Donc lorsque (h, k) tend vers (0,0), d’après la continuité de x ^ f'ix), on a lim F ix+h,x+ k) — f'ix) = 

(£»,«-( o,o) 

F(x, x) . C’est bien dire que F est continue en (x, x) . 


2. tp est dérivable et tp'(£) = fit) - fia) - (£- a) fia) = it - 
fit) -fia) , 


\ fit) -fia) 


- fia) I pour t / a. Comme 


Ve, 3r|, VfeIR, |£ — a| <r| => ^ ^ ~/"(a)| < e 

et donc |(p'(£)| < e| t — a\. D’après l’inégalité des accroissements Unis, lorsqu’on prend \x- a\< ry 
|ip(x)-(p(a)| « |J |<p'(£)| df| «e|J \t-a\ di| $e (X ^ . 
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Donc si on prend \x- a\<r\et\y- a\<x\. 


|<p(y)-<p(x)| « |ip(y) -tp(a)| + |(p(a) -(p(x)| 


y-af + jx-a ) 2 


Autrement dit 


L, , ,, , , , y 2 -x 2 -2a(y-x) „ I (y - à) 2 + {x- a) 

/(y) -/(*)- (y -X)/ (a) / (a) <e 

On divise par \ y - x\ : 

- Si on prend a entre x et y, a lors \y- x\ - \y- a\ + \a- x\ > (x- à) 2 + [y -a) 2 , d’où 

|f(x, y) - F (a, a) - - U f" (a) | < - yj(x- à) 2 + (y- a) 2 . 

- Si x et y sont du même côté de a, il faut procéder différemment : 

|tpCy) — tp(x)| « |J |(p'(f)j dr| «e|J \t-a\ df| ge | ^ ^ ( * ^ | ge |- — ~ 
et en divisant par \y-x\ on obtient : 


-2 a(y-x) 
2 


F(x, y) -F(a,a) - 


-/"(a) | « ||y-a + x-a| « -^^(x- a) 2 + (y- a) 2 . 


Dans tous les cas |f(x, y) -F {a, à) - — — a + x — — <c LL ^( x - a) 2 + (y- a) 2 , ce qui signifie que F admet 
I 2 I y/2 

en [a, a ) des dérivées partielles et que — (a, al - — [a, a ) = LJ—L 
ôx ôy 2 

n ^ 9F r -, /' (x) (x - y) - (/(x) - / (y)) . . „ , J ^ s „ j 

Pour finir, soit xp y. On a — x, y = . Or en écrivant une formule de Taylor a 1 ordre 

ôx v (x-y) 2 

2, /(y) = /(x) + (y- x)/'(x) + /"(O avec Ç e [x,y]. Donc ^ (x,y) = ^ ^ et la continuité de f" en a 

assure que ^ lim ^ ^ (x, y) = ^ ^ ^ (a, a), c’est-à-dire que la première dérivée partielle est continue en 

(a, à). Il en est de même pour la deuxième dérivée partielle. On a bien établi que F est de classe c € x . 


17.7.4 Dérivées de fonctions composées 

Exercice 17.22 1 9 

Soit f: IR 2 — IR admettant des dérivées partielles en ses deux variables et en tout (x, y) e IR 2 . Soit 


I IR — * 

f — /(2f, 1 + f 2 ] 


Exprimer g' (f) en fonction des dérivées partielles et 


Solution : Ona^ = ^x^ + ^x soit g'{t) = 2^- (2 1, 1 + î 2 ) +2t|^ (2t, 1 + t 2 ). 

dt dx dt dy dt 6 ôx 1 ’ ôy 1 ’ 


Exercice 1 7 .23 I Ç 1 

Soient f :M 2 — M. une fonction de classe C ê 1 et 



K 

/(pcos0,psin0) 


1 . Prouver que g est de classe c € x . 

2. Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f. 

3. Exprimer les dérivées partielles de f en fonction de celles de g. inversé les deux dernières questions. 
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Exercice 17.24 ■ 

Soit f : IR 2 — IR une fonction de classe r To 1 telle que : 

Vf g IR, V (x,y) g IR 2 , /(x+ f,y+ t) =/(x,y) 

Prouver que V [x, y) g IR 2 , [x, y) + §£ (x, y) = 0. 

Solution : On pose g(t) = f[x+ t,y+ f). Par hypothèse, cette fonction ne dépend pas de t, donc sa dérivée est nulle 
pour tout t : g' {f) - (x + f, y + f) + (x + f, y + f) =0, d’où le résultat pour f = 0. 

Exercice 17.25 ■ 

Soit / : IR 2 — IR une fonction de classe r To 1 telle que : 

V f g IR, V (x,y) g M 2 , /(fx,fy)=/(x,y) 

Prouver que V (x, y) g IR 2 , x (x, y) + y (x, y) = 0. 

Solution : g(f) - f[x+ t, y + t). Par hypothèse, cette fonction ne dépend pas de t, donc sa dérivée est nulle pour tout 
t : g'(f) = x|| (fx, fy) + y|j (fx, fy) = 0, d’où le résultat pour t=l. 


17.7.5 Fonctions de classe c € 2 

Exercice 17.26 V 

Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 des fonctions suivantes : 

1. f (x,y) = sinxchy 2. f[x,y) = y 2 (x-y) 


I. %[x,y) = cosichy, 5f («,,) = sm*sh,, fL[x,y) , 


= cos -' s ")' M = 


sinxchy. 


Exercice 17.27 I <2 

Soit / : IR 2 — IR donnée par : 


t _*rL 

f(x,y) = 


si (x,y) / (0,0) 
si (x,y) = (0,0) 


1 . Montrer que f est de classe Sé’ 1 sur IR 2 . 

2. Montrer que : (0, 0) et (0, 0) existent et diffèrent. Qu ’en déduire ? 
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Solution : 


L Ona^- (x,y) = 


y 3 (x 2 + y 2 )-2x 2 y 3 
{x 2 + y 2 ) 2 


y 3 (y 2 -x 2 ) df . , _ 3y 2 x(x 2 + y 2 ) - 2xy 4 

_____ et — [x.yj - (jc 2 + y2) 2 


y 2 x(3x 2 - y 2 ) 
(x 2 + y 2 ) 2 


On en 


déduit que ^ (pcos0,psin0) = psin 3 0(sin 2 0-cos 2 0) et ^ (pcos0,psin0) = psin 2 0cos0(3cos 2 0-sin 2 0). Ce 

df df df df i9 

qui veut dire que — et — sont continues en (0, 0) et que — (0, 0) = — (0, 0)-0.f est bien de classe ( é‘ sur IR* 1 . 
ox oy ox oy 


2. 


lôf, , lv 5 ô \df 1 

— — fO,y) = j - 1. On en déduit, à la limite, que — — (0,0) = 1. 

y ox y y 4 oy [ ox J 

19/1 9 [9/1 

— — (x,0) = - x 0 = 0. Ou eu déduit, à la limite, que — — (0,0) = 0. 

x 9y x 9x L 9y J 

Comme les deux dérivées croisées sont différentes en (0,0), d’après le théorème de Schwarz, c’est le signe que f 
n 'est pas de classe c € 2 sur IR 2 . 


Exercice 17.28 1 9 

I ^ 

Soient / :IR->IRetcp:IR — IR de classe c é' 2 sur IR et F : j ^ ^ 

1 . Montrer que F est de classe tf 2 sur IR 2 . 

2. Vérifier l’égalité : 

a 2 f an a 2 F bf 

àx 2 3y d*9y 9 a: 




0 


Solution : On a — (x,y) = /'(x + (p(y)) et — (x,y) = <p'(y)/'(x + (p(y)), puis ^ (x,y) = /"(x + (p(y)) et 

d 2 F 

(x,y) = cp' (y)/" (x + cp(y)). D’où le résultat. 


17.7.6 Extremum de fonctions de deux variables 

Exercice 17.29 IW H 

Déterminer les extremums locaux des fonctions f : IR 2 — IR suivantes : ev 6/1 1/09 


1. f (x, y) = x 2 + xy + y 2 - 3x - 6y 

2. / (x, y) - x 2 + 2y 2 - 2xy - 2y + 5 

3. / (x, ÿ) = x 3 + y 3 

4. / (x, y) = (x - y) 2 + (x + y) 3 

5. / (x, y) - x 3 + xy 2 + x 2 - y 2 


6- / (x, y) - x 3 + y 3 - 3xy 

7. / (x, y) = x 4 + y 4 - 2x 2 - 2y 2 + 4xy 

8 . f[x,y)-xe y + ye x 

9. f (x, y) = V(x - l) 2 + y 2 + y/ x 2 + (y - 1) 2 


Solution : 

1 . La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : <! 


y - 3 = 0 
2y - 6 = 0 


qui donne (x,y) = (3,0). On se place alors au voisinage de (3,0) en regardant 
f(h,3+lc) = h 2 +h(3+k)+(3+k) 2 -3h-6(3+k) — h 2 +hk+k 2 - 9. Pourtous h etk, h 2 +hk+k 2 = {h+\k) 2 +jk 2 5* 


0, on en déduit que f présente un minimum en (3,0). 

2. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : < 


-2 y = 0 

F 4y - 2 = 0 

qui donne (x, y) = (1, 1) . On se place alors au voisinage de (1, 1) en regardant f [\ + h,\ + k) - [\ + h) 2 +2{\ + k) 2 - 
2(1 + h)(l + k)~ 2(1 + k) = h 2 - 2 hk + 2k 2 + 1. Pour tous h et k, h 2 - 2 hk + 2 k 2 = ( h - k) 2 + k 2 > 0, on en déduit 
que f présente un minimum en (1, 1). 

3. La recherche des points critiques conduit à (x, y) = (0, 0) . On a un point de selle car dans le premier quadrant f 
prend des valeurs positives et dans le troisième, des valeurs négatives. 

2x - 2y + 3x 2 + 6xy + 3y 2 = 0 

-2x + 2y + 3x 2 +6xy + 3y 2 = 0 

En soustrayant les deux lignes on obtient x - y. En reportant dans l’une des lignes, on a 12x 2 = 0. Donc le seul 
point critique est (0, 0) . Ou a un point de selle. En effet la fonction tp (x) = / (x, x) = 8x 3 admet un point d’inflexion 
en 0. 


4. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : 
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(3 + h)\h- 


5. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : j + ^ _ jj . On déduit de la 

deuxième égalité que x-1 ou y -0. x-1 ne donne pas de solution et y- 0 donne x = Ooux=-|. 

En (0,0) : /(x,0) - x 3 + x 2 - x 2 (l + x) présente en 0 un minimum, tandis que (0,y) - -y 2 présente en 0 un 
maximum. On a un point de selle. 

En (-§,0) : /(-§ + h,k) = -^-h 2 -^k 2 + hk 2 = -h 2 - - fcj. Or -h 2 - (| - h) < 0 pour \h\ < §. Donc f 
présente un minimum local. 

6. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : j ^ 2 3^ _ q 

Donc y 2 = x et x 2 = y donc x 4 = x donc les points critiques sont (1,1) et (0,0). En (0,0), la fonction ip (x) = 
/ ( x , 0) = x 3 admet un point d ’ inflexion en 0. On a un point de selle en (0, 0) . 

f(l + h,l + k) = -1 + 3h 2 + 3k 2 - 3hk + h 3 + k 3 . Or 3h 2 + 3k 2 - 3hk + h 3 + k 3 = (3+ h)h 2 -3hk+ (3 + k)k 2 = 

) 2 (4(3 + /î)(3+ fc) — 9) 

+ k 2 . Pour h et k assez petits, 4(3 + h ) (3 + k) - 9 & 0 ce qui veut dire 

l 4(3 + h) ) ^ H 

que f admet un minimum local en (1,1). Ce minimum n ’ est pas global. 

7. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : j ^* 2 + 4x + 4y - 0 

En additionnant on trouve 4(x 2 + y 3 ) = 0 d’où x ~ -y, avec x racine de 4x 3 - 8x = 0, soit x - 0 ou x = ±y/2. 

En (0,0), / (x, y) = -2(x - y) 2 + x 4 + y 4 . Or f (x, x) = 2x 4 présente un minimum en 0, et /(x,0) n -2x 2 + x 4 
présente un maximum en 0. On a donc un point de selle en (0, 0) . 

En (y/2, -y/2) : f[y/2+h,-y/2 + k) = -8+10(h 2 + k 2 ) + 4hk + 4y/2 (h 3 - k?) + h 4 + fc 4 = -8 + 2(h + k) 2 + h 2 (8 + 
4y/2h + h, 2 ) + k 2 (8 - 4y/2.k + k 2 ). Comme les deux derniers termes sont positifs au voisinage de h - 0 et k - 0 
respectivement, f présente en (y/2,-y/2) un minimum local. Il en est de même pour des raisons de symétrie en 
(-y/2, y/2). 

8. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : j ^ _ g 

On en déduit xy = 1 (par exemple en calculant un déterminant) puis +xe llx + e x - 0 et x + e x ~ llx = 0. Comme 
x+e x ~ 1/x est strictement croissante, on a au plus une solution. Donc -1 est l’unique solution et donc (-1,-1) 
est 1 ’ unique point critique pour f. Maintenant q>(h) — /(- 1 + h, - 1 + H) = 2 (- 1 + h) e~ 1+h = | (h - 1) e h admet un 
minimum en 0 (tp"(0) = 2 > 0), tandis que \| f(h) - f(- 1 + h,- 1) = (-1 + h)\ - e~ 1+h = \(h - 1 - e h ) admet un 
maximum en 0 (iy"(0) = < 0). Donc f admet un point de selle. 

9. 8/11/09) La méthode des dérivées partielles ne permet de détecter que des extremums stricts. Comme ce n’est 
pas le cas ici, cette méthode est désespérée ! Il s ’ agit de remarquer que f (x, y) = AM + MB avec A(l, 0), B(0, 1) et 
M(x,y). Les minimums de f forment le segment [AB], 


Exercice 17.30 IÇ> 

Soit 

| R 2 — » IR 

(x.y) — x 2 (1 + y) 3 + y 4 

Montrer que f est de classe sur IR 2 , qu ’ elle possède un unique point critique qui est un minimum local, mais que f 
n ’a pas de minimum global. 


Solution : Le point (0,0) est le seul point critique, et pour (x,y) g IR x [-l,+oo[, 

/(x, y) - /(0, 0) = x 2 (1 + y) 3 + y 4 0 pour |y| < i 

Mais f(x,x ) = x 2 (l + x) 3 + x 4 ~ x 5 — *• -00 lorsque x - 00 , et donc f n’admet pas de minimum global. 

Exercice 17.31 

Soit 

f IR 2 — * IR 

•'M ( x,y ) —► x 2 + (x + y- 1) 2 +y 2 

Déterminer les extremums locaux et globaux de f. 

Solution : Le seul point critique de f est (1 13, 1 13) et en notant h- x- 113, k- y -113, 
f(x, y) - f(H3, 1/3) = h 2 + k 2 + (h + kf > 0 
donc (1/3; 1/3) est un minimum global, f n’a pas de maximum global. 
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Exercice 17.32 ITO H 

Déterminer les extremums locaux de la fonction f(x,y) = x 3 + x 2 + y 2 . 

Indication 17.19 : Montrer que le second extrémum n’est ni un minimum ni un maximum local. Pour cela, faire un 
changement de variables f(u, v ) pour se ramener en (0,0) et étudier les fonctions f(t,0) et /(O, t) pour montrer que 
f(u, v)- 0,0) prend des valeurs positives et négatives sur un voisinage de (0,0). 


Solution : On vérifie que V/(M) = (0,0) <=> M = (0,0) ou M = Puisque /(x,y) = x 2 (l + x) + y 2 3= 0 lorsque 

xe |-i, ^], on en déduit que (0,0) est un minimum local de f (il n’est pas global, car /(x,0) — ► -oo lorsque x — *• -oo). 

I 2 \ 2 

Pour M = I - -, 0 1 , posons u- x+ - et v- y, 

_ 4 

En calculant cp(f) = fit, 0) = t 3 - t 2 - — , il vient que pour t-* 0, (p(t) « (p(0) et donc il y a des valeurs de lu, v ) aussi 

proches de (0,0) que l’on veut telles que flu, v) « /(0,0). 

~ 4 

D’autre part, \|/(t) — /(O, f ) = f 2 + — et il y a donc des valeurs de lu, v ) aussi proche de (0,0) que l’on veut pour lesquelles 
( 2 \ 

flu, v) 3s /(0,0). Donc I — — , Ol n’est ni un maximum local, ni un minimum local. 


Exercice 17.33 IW H 

On considère une boîte sans couvercle de forme parallélépipédique de volume 1. Trouver les dimensions de la boîte 
pour que la somme des aires des 5 faces soit minimale. 


Solution : Notons a, b les dimensions de la base et c la hauteur de la boite. Le volume vaut abc - 1. La somme des 
aires des 5 faces vaut2bc + 2ac+ ab. En remplaçant c par 1 Hab), on cherche à minimiser la fonction de deux variables 

f(a,b) - — + ^ + ab 


On calcule ses dérivées partielles : 


a 2 b- 2 

J^2 


b 2 


d’oùle seul point critique (a, b) = (2 1/3 ,2 1/3 ). On vérifie par un dessin que c’est un minimum global. 


Exercice 17.34 IW H 

Soit /(x, y) = (x 2 - y) (3x 2 - y) . 

1 . Démontrer que la restriction de f à toute droite passant par (0, 0) admet en ce point un minimum (local). 

2. f admet-elle un minimum en (0, 0) ? 


Solution : 

1. Soit 0 l’angle polaire d’une droite passant par (0,0) : x = fcos0, y = fsin0. On a ge(f) = /(f cos0, tsin0) = 
( t 2 cos 2 0 — fsin0).(3f 2 cos 2 0- fsin0) = t 2 (3cos 4 0f 4 -4cos 2 0sin0f + sin 2 0). 

- Si sin0 f 0, alors ge(f) 3= 0 au voisinage de (0,0). C’est bien dire que ge admet un minimum local en 0. 

- Sinon ge(t) = 3t 4 admet aussi un minimum local en 0. 

2. Non ! /(x,2x 2 ) = -x 4 admet un maximum local en 0. 


17.7.7 Equations aux dérivées partielles d’ordre 1 

Exercice 17.35 I 

{ u-x+y 
v = 2x+3 y 

l’équation aux dérivées partielles : 

a / a / 

3 a _2 a =0 


En utilisant le changement de variables •< 


déterminer les fonctions f : IR 2 ■ 


IR de classe c ~€ x solutions de 
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Solution : On écrit g(u, v ) = /(x, y), ce qui donne = gf x + §f x = 1 x gf + 2 §f . De même jH*£ + 3fî. 
Par combinaison de ces deux résultats : 0 = 3^ -2^ = Donc g est une fonction de v seul : g{uv) = ip(v), ce qui, 
traduit en (x, y), donne f{x,y) - <p(2x+3y). 


Exercice 17.36 l 's? 

En utilisant le changement de variables 
l’équation aux dérivées partielles : 


déterminer les fonctions f : IR 2 

= y-x 

*£ + £ = / 
dx a y 


IR de classe c é> 1 solutions de 


Solution : On écrit glu, v) = /(x, y), ce qui donne §7 - - gf • De même ^ . En additionnant ces deux résultats, 

on obtient glu, v ) = f{x,y) = §£ + ÿ = 

Pour résoudre 1 ’ équation ^ = g, on travaille à v constant. On obtient alors g = Ke u où K est une constante . . . qui dépend 
de v : C’est donc une fonction de v, g - K(v)e u , ce qui, traduiten (x, y) donne f(x, y) =K [y-x)e x . 

Réciproquement, si f{x,y ) -K[y-x)e x , = [-K'(y-x) +K(y-x)] e x et ^-K(y-x)e x , donc on a bien + = /. 


Exercice 17.37 IÇ> 

En utilisant un changement de coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : IR 2 \ (0,0) — IR de classe Sé’ 1 solutions 
de l’équation aux dérivées partielles : 


Solution : On pose g (p, 0) = / (p cos 0, p sin 0) . Par hypothèse on a : 


p sin 0 ^ (p cos 0, p sin 0) - p cos 0 ^ (p cos 0, p sin 0) = 0. 


Soit psin0(cos0^ (p,0) - -sin0^f (p,0)] - pcos0(sin0^ (p,0) + icos0^f (p,0)] = 0, ce qui donne après sim- 
V op p otj J v dp P 30 / 

1 9g 

plitications (p,0) = 0. Donc g(p,0) = /(pcos0,psin0) = cp (p) . Autrement dit f est une fonction radiale : 

P Ô0 

/ (x. y) = tp ( \J x 2 + y 2 ) . On vérifie réciproquement qu ’ une telle fonction est solution de 1 ’ équation . 


Exercice 17.38 IÇ> 

En utilisant un changement de coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : IR* x IR — IR de classe ’f?' solution de 
l’équation aux dérivées partielles : 



Solution : On pose g (p, 0) = / (p cos 0, p sin 0) . Par hypothèse on a : 

pcos0^— (pcos0,psin0) + psin0^- (pcos0,psin0) — p. 

0 g 

Cette fois cela se traduit par — (p, 0) = 1 soit g (p, 0) = p + (p (0) . Pour remonter jusqu ’à f, on remarque que tan 0 = 
ou cotan0 - — et on écritf[x,y ) = a/x 2 + y 2 + ip | — | . Vérifions : 

-Pour /„(*,?)= v(j), + = x — \p' |— | - y4rV J = 0. Autrement dit fo est un élément du noyau de 
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17.7.8 Équations aux dérivées partielles d’ordre 2 

Exercice 17.39 9? ■ 

\ U — x+ et f U 2 * IR 

Soit c>0. En utilisant le changement de variable : < ^ déterminer les fonctions f \ j ^ ^ ^ f{xt) 

de classe té 2 sur IR 2 solution de l’équation aux dérivées partielles : 
a 2 / _ i a 2 / 
a jc 2 c 2 at 2 


Solution : On pose g (u, v) = f (x, t) . On a — - + 


3x du du dt du du' 


dx 2 du 2 


üi_< 

dvdu 


a 2 g 

dudv 


et ^ =c 2^|_ c 2 


a 2 /, à 2 g , a 2 g 


-c 2 


&JL + c 2&JL 


—L — L_Z ~ 2(1 + 

dx 2 c 2 dt 2 dvdu 

d 2 g d 2 g 

On est donc amené à résoudre = 0. En intégrant par rapport à v on en déduit que ne dépend pas de v, c’est 

dvdu dvdu 

dg 

donc une fonction de u seul : —— = (pi(w). On intègre par rapport à u : g{u, v ) = cp(w) + vpO), où (p est une primitive 
O u 

de tpi et ip est une "constante d’intégration". En traduisant dans (x, t), on a alors f (x, f) = tp(x + et) + \p(x - et). On 
vérifie que ces fonctions conviennent. On connaît l’interprétation physique. L’équation s’appelle l’équation des ondes. 
La constante c est la célérité de l’onde dans le milieu, ip désigne l’onde incidente et (p l’onde réfléchie. Ces deux ondes 
dépendent des conditions aux hmites. 


Exercice 17.40 I ■ 

Soit c>0. En utilisant le changement de variable : j M % déterminer les fonctions f : j 
de classe ‘té 2 sur IR 2 solution de l’équation aux dérivées partielles : 


* l_ t tL 

a* 2 a*ay 


ày 2 


/M 


Solution : On pose g [u, v) = f [x, y) . On a ^ ^ et ^ . Donc 

dx du dv 3y dv 


3x 2 du 2 


2 a 2 g [ a 2 g^ 

dvdu dv 2 ’ 


a 2 / a 2 g t a 2 g 

3x3y dvdu dv 2 


3 y 2 dv 2 ' 


a 2 / a 2 f d 2 f 3 2 g 3 2 g dg 

Donc — — 7 -2*-*- + — — r- = — — t. Il vient que = 0, d’où —— - (p(u) et g [u, v) - (p(u)u + \p(u). En traduisant dans 
dx 2 oxoy 3 y 2 dv 2 du 2 du 

(x, t), on a alors f[x,y] — xtp(x+y) + \p(x + y). On vérifie réciproquement que de telles fonctions conviennent. 


Exercice 17.41 W : » 

Une fonction f : U c IR 2 >—• IR est dite harmonique ssi 




1 . Montrer que la fonction /(x, y) = ln || (x, y) || est harmonique sur IR 2 \ (0, 0) . 


2. 


Soitf-A R 2 — Dî 
harmoniques. 


, 3/ 3/ 3/ 

une fonction harmonique de classe 'té . Montrer que les fonctions — et (y x — ) sont aussi 

dx dx 3y 


3. Trouver toutes les fonctions tp : [R 1 — ► [R de classe ‘té 2 telles que l’apphcation /(x, y) = cp j soit harmonique sur 
l’ouvert x> 0. 

y 

Indication 17.19 : Pour la dernière question, poser z - — et trouver une équation différentielle vérifiée par (p(z). 
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Solution : Les deux premières questions se montrent par le calcul. Pour la dernière, 

Lit?, 


M3) 


en posant z - —, il suffit que ip vérifie l’équation différentielle 

( z 2 + 1 )(p"(z) + 2 z(p'(z) = 0 

pour que f soit harmonique. En posant ip(z) = tp'C z), \p vérifie l’équation du premier ordre : 
{z 2 + l)\p' + 2z\p = 0 

On résout et on trouve 
et donc 


> ip(t) = Carctanz + C' 


f(x, y) = Carctan^-j + C' 
sont des fonctions harmoniques sur [x > 0}. On vérifie 


17.7.9 Pour aller plus loin 

Exercice 17.42 I9W I 

Démontrer le théorème sur les DL d ’ ordre 1 pour les fonctions de deux variables réelles : 

Soitf : U cR 2 >-* R de classe c -ê x sur l’ouvert U etM 0 = (xp,yo) eU. Alors il existe une fonction t:Vcl 2 ^l définie 
sur un voisinage V de (0, 0) telle que : 

1 Pour tout accroissement H = ( h , k) e R 2 tel que Mq + H g U, on a : 


f(x o + h,y 0 + k) = f(xo,yo) + h-^-(x 0 , yo) + k-^- (xo, yo) + Il (h, k) Il e(fc, k) 


efh.k) 


[h,k)~ (0,0) 


0 


Solution : On utilise le procédé déjà vu lors de la Formule de Taylor intégrale à l’ordre 2 ; U 

est un ouvert, donc il existe une boule B centrée en Mo et incluse dans U. On considère ( h,k ) tel 

{ [g 

. , . , . tp est définie car le segment d’ex- 

t * — » /Uo + th,yo + tk) 

trémités (xo,yo) et (xq + h, yo + k ) est inclus dans B donc dans U. Par apphcation du théorème de compo- 
i , 3/ 

sition des fonctions de classe ¥? , cp est dérivable sur [0,1], et Vf e [0, l],cp (t) = h—(xo+th,yo+tk) + 

9 f f 1 . a f 

k—{x o + th,yo + tk). On écrit alors tp(l) = (p(0) + / tp (t) df, soit /(x 0 + h,y 0 + k) = /(x 0 ,yo) + h—{x 0 ,yo) + 
ôy J o 3x 

df f 1 (df a f \ (df df \ 

k-^(Xo,yo) + Jo ^[^ (x o+^.yo + ^)- g^U o ,y°)J + ky—(xo+th,yo+tk )- — (xo,yo)J dt. Reste à démon- 
trer que lî|^(xo + t/i,yo + tfc]-^(xo,yo)j + fc|^(x 0 + t/î,yo + tfc)-^(x 0 ,yo)j dt = \\{h,k)\\E(h,k), avec 

i 19/ 9/| 

lim e(h,k) - 0. Soit e>0, puisque f est de classe , 3n> 0, ||(m, y) Il < n=> — (xo+ th,yo + tk) - — (xp,yo) < 
0 , 0 ) 1 3x 3x | 

\df df | 

e et M- (xo + f h, yo + tk) - (xo, yo) < e. Donc si on prend \\(h,k)\\ < rç alors Vt e [0, l],||(f/z, ffc)|| < r] et donc 

|ü ft (fx ( * 0 + th,yo+ (*o-yo)j + fc (g“ (x ° + th >yo + tk)- ^“(^o-yo)] dr | < l^|e + |A:|e < 2e\/ + A: 2 , ce qu’il 

fallait démontrer. 


Exercice 17.43 I9TO I 

Soit f une application de classe 'to 1 définie sur un ouvert Ucl 2 , à valeurs dans R, et admettant en (a, b) e U des 
dérivées partielles d’ordre 2 continues. 

Soit (a, b) e U. Soient ( h,k ) e R 2 tels que ( a+ h,b+k),(a+h,b), ( a,b+k ) e U. On pose 
A = f(a +h,b+k)~ f(a+h,b)~ f(a,b+k) + f(a,b). 
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On introduit F et G données par : 


F (x) = f(x,b+k)-f(x,b) et G(y) = f(a+h,y)-ffa,y). 


1. En remarquant que A = Y [a + h)~ F {a) = G(a + k) - G(a), démontrer qu’il existe (0i, 9 2 , $3,94) e [0, l] 4 tels que 


3 2 f ô 2 f 

A = hk (a + %\h,b + b 2 k) = kh [a + b 3 h,b + %ik). 

3y3x 3x3y 


2. Après simplification par hk, on fait tendre {h, k) vers (0, 0) . Quel résultat obtient-on ? 


1. On a bien F (a+ h) -F fa) = f{a+h, b+k)-f{a+h, b)-f{a,b+k)+f{a,b) = A. D’après l’égalité des accroissements 
finis, 3Ç e [a, a + h\,F(a + h) - F[a) - hF'fQ. On peut écrire a + Q\h, avec 9i e [0, 1], D’autre part, F'(x) = 
ô f df df df 

— (x, b+k) (x,b). Donc on peut écrire A = — fa+dih, b+k) fa+%ih,b) - d\fb+k)-difb), en posant 

ôx ôx ôx ôx 

3/ 

d\ (y) = h—{a+k)\h,y). Là encore, d’après l’égalité des accroissements finis, 3£e [b,b+ k],d\ [b+ k) - d\ (b) — 

, X , a ta f \ 3 2 f 

kd\ (£). De nouveau on peut écrire l = b + d 2 k, avec 82 e [0, 1] et d, (y) = h — — (a + 9i h, y) = ( a + 

1 1 3y 1 3x ) 3y3x 


v&L, 




ô 2 f 3 2 f d 2 f 3 2 f 

2. On a donc ——fa + Qih,b + Q 2 k) = ——(a+d 3 h,b + %k). On sait que lim — — (x,y) = 

3y3x 3x3y (x,y)^(a,b) oyox Oyox 

I ^ ( a+h,b+k ) — ( a , b) I < e. Mais si on a V h 2 + k 2 < ni, a fortiori 
| 3y3x 3y3x 1 


donc Ve > 0,3r\i,Vh 2 + k 2 < r)i = 


on a \A9i h) 2 + (d 2 k) 2 < r|i et donc — 


a 2 / 


. . a 2 / 1 

(a,b) \ <e. De même — - „ J; (fl, b) < e pourvh 2 + k 2 < n 2 . 
1 | hk oxoy 1 


hk 3y3x 

Donc en prenant V h 2 + k 2 < inf(ni , n 2 ) on obtient I ^ { {a, b) - f { fa, b) I < 2e, et ce pour tous les e > 0. Donc 
| 3y3x 3x3y 1 

a 2 / a 2 / 

on a fa, b ) (a, b). On en déduit le théorème de Schwarz. 

oyox 3x3 y 
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Chapitre 


18 : 


Intégrales multiples 


18.1 Intégrales doubles 

Si une fonction / est constante et vaut a sur un petit pavé [a, b] x [c,d], on définit son intégrale double comme étant le 
volume de l’espace de base le rectangle [a, b] x [c, d] et de hauteur a. Ce volume vaut V=ax(b-a)x(d- c). On vérifie 
que 

v= f a (f c f [x < y ] H dx= / ; ( f a f [x ’ y ] dx ) d y 

Pour définir l’intégrale double d’une fonction bornée / : [a, b] x [c,d] IR, on commence par subdiviser le rectangle 
[a, b] x [c, d] en n x p petits rectangles, et on définit l’intégrale d’une fonction en escalier (constante sur chacun des 
rectangles) comme la somme des volumes des parallélépipèdes. On définit ensuite l’intégrale supérieure de la fonction / 



Figure 18.1 - Fonction en escalier 


comme étant la borne inférieure des intégrales des fonctions en escalier majorant /, et l’intégrale inférieure de la fonction 
/ comme étant la borne supérieure des intégrales de fonctions en escalier minorant /. Lorsque l’intégrale supérieure et 
l’intégrale inférieure sont égales, on dit que la fonction / est intégrable, et on note 

ff f(x,y) dxdy 

JJ[a,b]xlc,d] 

son intégrale qui est la valeur commune de ces deux bornes. On montre que toute fonction / : [a, b] x [c, d] >— ■ IR continue 
est intégrable. 

La construction devient beaucoup plus compliquée si l’on considère des domaines U c IR 2 qui ne sont plus des rectangles. 
Comment « subdiviser » un tel domaine U ? Quelle régularité imposer à U ? Ce procédé de construction est inadapté, et on 
utilise une autre définition de l’intégrale, l’intégrale de Lebesgue que vous étudierez en école d’ingénieurs. Heureusement, 
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les calculs avec l’intégrale de Lebesgue ressemblent aux calculs habituels avec l’intégrale de Riemann. Nous admettrons 
les résultats qui suivent. 

18.1.1 Le théorème de Fubini 

Nous allons considérer une région UcR * 1 2 3 « admissible » définie à l’aide de deux fonctions d’une variable 
U = {(x,y) e M 2 | a x « b et (p(x) « y « \|/(x)} 

ou alors 

U = {(x,y) e R 2 | c « y « d et a(y) « x « |3(y)} 



Le théorème suivant permet de calculer une intégrale double sur un tel domaine. 


Théorème 18.1 \? Théorème de Fubini 


Si / est une fonction continue sur un domaine U c R 2 admissible, alors on peut calculer l’intégrale double de / sur U 
en calculant deux intégrales simples : 

rr rb r ffU) 1 rd r /-p (y) ] 

JJ /(x,y)dxdy= I /(x,y)dy dx= /(x,y)dx dy 

JJ U Ja LJcpM J Je LJa(y) J 


Exemple 18.1 Calculons l’intégrale double I = ff D (x 2 + y) dxdy où D = {(x, y) e IR 2 | 0 « x« 1,0 « y « 1-x}. 

I = £ ^ X (x 2 + y) dyj dx = [x^ + y^j^dx^ x 2 (l-x) + (l-x) 2 /2dx= ^ 


Théorème 18.2 Propriétés de l’intégrale double 

1. Linéarité : 

ff (Xf+ngHx,y)dxdy = \[[ f{x,y)dxdy+ p ff f(x,y)dxdy 
JJ D JJ D JJ D 

2. Additivité : si D = Di u D 2 avec Di n D 2 = 0, 

ff f{x,y)dxdy= ff f{x,y)dxdy+ ff f{x,y)dxdy 
JJ D JjD| JJ d 2 

3. Positivité : si / ^ 0 sur D, alors 

JJ f(x,y)dxdy>0 
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Remarque 18.1 Souvent, on doit calculer une intégrale double sur un pavé D = [a, b] x [c, d] où la fonction à intégrer 
est un produit de deux fonctions d’une variable. Dans ce cas, l’intégrale double est le produit de deux intégrales simples. 


-/>[/; 


Nous avons utilisé le théorème de Fubini et remarqué que le réel J \|/(y) dy était indépendant de x. On peut donc le 
mettre en facteur de l’intégrale. 


18.1.2 Changement de variables 



Deux cas importants de changement de variable so 
- Changement de coordonnées affine. 


alors 

- Changement en coordonnées polairi 


Exemple 18.2 Calculons l’intégrale double I = Jjf D (x 2 + y 2 ) dxdy où le domaine d’intégration D est défini par D = 
{(x, y) el 2 | x ^ 0, x 2 + y 2 « 1}. Le domaine D est un demi-disque de rayon 1 de centre (0, 1) avec x> 0. Passons er 


coordonnées polaires. L’application cp : | (p 0) _ (pcose , psine) 

D = {(p,0) e R 2 | — ji/2 « 0 « ji/ 2,0 p « 1} et alors 


réalise un -difféomorphisme du domai 


I Exemple 18.3 Calculons l’intégrale double I = ff D (x 2 + y 2 ) dxdy c 
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vers D où A est le disque unité. Alors 

I -JJ (a 2 u 2 + b 2 v 2 )abdudv 

Effectuons ensuite le changement de variables polaires. L’application rp : j ^ (pcosG psinG) 

1 -difféomorphi sme entre le domaine U = [0, 1] x [0, 2 tt] et le domaine A. Par conséquent, 

I - ab JJ (p 2 a 2 cos 2 0 + p 2 b 2 sin 2 0)|p| dpd0 
Il ne reste plus qu’à utiliser le théorème de Fubini pour calculer cette dernière intégrale. 
l-abj j J a 2 p 3 cos 2 0 + b 2 p 3 sin 2 0 dpj d0 = ab | a 2 ^J p 3 dp) ^J cos 2 0 doj + b 2 ^J p 3 dpj ^J sin 2 


Exemple 18.4 Posons pour R > 0, 


F (R) = J e ~* 2 dx 

Dr = {(jc, y) e IR 2 | jc 2 + y 2 « R 2 } A R = [0, R] x [0,R] 

I(R) = f e~ (x2+y2) dxdy J(R) = ff e~^ +y2) dxdy 
J Ar JJdr 


1 . En utilisant Fubini, on trouve une relation simple entre F (RI et I(R) : 

I(R) = jje- y2 (JJ*'** dx) d y=(jje~ y2 dy) (jfV** dx) = F (R) 2 

2. Puisque la fonction à intégrer est positive et que DrcArc on obtient 


■>^rm 



JU 


J (R) = ff e ~ ix2+y2) dx dy « I(R) ^ ff e ~ (x2+y2) dx dy = J(^2R) 
jjdr JJa v ^ r 

3. En passant en coordonnées polaires, on calcule facilement 

4. Puisque J (R) » n/2 et que K\/2R) * Jt/2, le théorème des gendarmes permet de conclure que 


(a 2 +b 2 ) 
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18.1.3 Aire d’un domaine plan 


Définition 18.1 Aire d’un domaine plan 

On définit l’aire d’un domaine admissible DcR 2 par 

sé (D) = JJ ldxdy 


| Remarque 18.2 L’aire du domaine plan D est donc le volume de base D et de hauteur 1. 


Exemple 18.5 Calculons l’aire délimitée par une ellipse d’équation cartésienne 



Il suffit d’effectuer un premier changement de variables affine puis de passer en coordonnées polaires. Si nous notons A 
le disque unité, 


*= ab fL 


dwdF = absd{ A) 


= ab f f p 

J o J o 


Théorème 18.4 Aire d’un secteur délimité par une courbe polaire 

Soit une courbe polaire d’équation p = p(0) et le domaine O délimité par les deux demi-droites d’équation polaire 0 
02 et par la courbe polaire (voir figure 18.4). Alors l’aire de ce domaine se calcule par la formule 


1 r e 2 

» = - P 2 ( 

2 J0! 


Démonstration II suffit d’effectuer un changement de variables polaires. L’application (p : j ^ ^ ^ (pcos0 psinG) 

réalise un c é’ 1 -difféomorphisme du domaine A = {(p, 0) e R 2 | 0| s 0 s 02, 0 p < p(0)} vers le domaine Q. et en utilisant Fubini, 

rB 2 r p(6) 


Æ rB 2 r p(0) rB 2 

p dp d0 = p dp d0 = J e p 2 (0) /2 d0 


Exemple 18.6 Calculons l’aire délimitée par une cardioïde d’équation polaire p = a(l + cos0' 
l’aire est le double de l’aire du domaine avec y ^ 0. D’après la formule précédente. 


(a > 0). Par symétrie, 


a 2 f 11 

~L (1 


18.2 Champs de vecteurs dans le plan et dans l’espace 


Définition 18.2 Champ de vecteurs 

On appelle champ de vecteurs défini sur un ouvert U c IR 2 , une application 


R 2 

?(M) 


qui à tout point M = (x, y) de U associe un vecteur F (#,y)|p 1 |*’^ . On dit que ce champ de vecteur est de classe 
lorsque les deux fonctions Fi et F 2 sont de classe c £ k sur U. 
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Définition 18.3 Potentiel scalaire 

On dit qu’un champ de vecteur F : U • R" dérive d’un potentiel scalaire s’il existe une application 

v| U ^ R 

1 M — V(M) 

— — av av 

telle que V(x,y) e U, F ((x,y)) = VV((x,y)), c’est à dire Fi(x,y) = — (x,y) et F 2 (x,y) = — (x,y). 

' ôx ôy 


Proposition 18.5 Théorème de Poincaré 

Soit un ouvert UcR 2 convexe. Un champ de vecteurs F : U >-► R 2 de classe ^ 1 sur U dérive d’un potentiel scalaire V si 
et seulement si 

9Fi 9F 2 

V(x,y)eU, — (x, y) = (x, y) 

9y 9x 


Démonstration Si F dérive d’un potentiel scalaire, il existe une fonction V : U « IR de classe C 6 I sur U telle que V(x,y) e U, 
onctions Fi,F 2 som 
ît point (x,y) eU, 


F] (x,y) = — (x, y) et F 2 (x, y) = — (x, y) . Puisque les fonctions Fi , F 2 sont de classe ‘të , la fonction V est de classe c € l sur U et 
d’après le théorème de Schwarz (17.13 page 676), e 


5F| ô 2 V d 2 V ôF 2 

-r-^x.y) = — -(x,y) = t— r— (x, y) = -r-^x.y) 
ôy ôxôy ôyôx ôx 


Remarque 18.3 

1 . On peut définir formellement le rotationnel du champ de vecteurs comme étant le champ de vecteurs 


ÔF 2 9F, 

= — (x,y) 

ôx 9y 


Le théorème précédent s’énonce alors en disant que si un champ de vecteur dérive d’un potentiel scalaire, son 
rotationnel est nul. 

|Fi 

2. On peut également considérer des champs de vecteurs sur un ouvert convexe UcR 3 : F F 2 : U R 3 . Un tel 

|f 3 

champ de vecteurs dérive d’un potentiel scalaire V : U >—• R si et seulement si son rotationnel est nul où 


\ U — * [ 

R 


FiC*,y) 

| (x, y) — 

9x 


r- F 2 (x,y) 

9y 


■ u — 

R 3 



9 



ôx 

9 

Fi(x,y) 

(x,y) — 

A 

F 2 (x,y) = 


9 z 

|f 3 (x, y) 


^u.rJ-^rx.r) 
a,?, & 


3. Il faut une condition géométrique sur l’ouvert U pour que le théorème de Poincaré s’applique. Vous verrez en 
deuxième année une condition plus précise que la convexité et des contre-exemples dans le cas où l’ouvert ne 
vérifie pas cette condition. 


Exemple 18.7 Considérons le champ de vecteurs défini sur R 2 en entier par 

R 2 — R 2 

, , |3x 2 y + 2x + y 3 

(x, v) 1 ► o J O 

y | x 3 + 3xy 2 - 2y 


On calcule pour (x, y) e R 2 , 


ÔF! 


^-(x,y) = 3x 2 +3y 2 (x, y) = 3x 2 + 3y : 
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D’après le théorème de Poincaré, ce champ de vecteurs dérive d’un potentiel scalaire V : IR 2 IR. Déterminons ces 
potentiels scalaires. La fonction V est de classe 'ta 1 sur M 2 et vérifie V (x, y) e IR 2 , 

5V n o 

— (x,y) =3x y + 2x + y J 

Il existe donc une fonction C : IR IR de classe 1 sur IR telle que V (x, y) e IR 2 , 

V(x, y) = x 3 y + x 2 + y 3 x + C (y) 


Puisque — — = F 2 , on trouve que x 3 + 3y 2 x + C'(y) = x 3 + 3xy 2 - 2y, c’est à dire que Vy e M, C'(y) = -2y d’où C(y) = 
ôy 

-y 2 + K où K est une constante. Finalement, 

V(x, y) = x 3 y + +x 2 + y 3 x - y 2 + K 


_BlO 15 | George Green, né le 14 juillet à Sneinton (Angleterre), mort le 31 mai 1841 à Nottingham [ _ 


Mathématicien anglais. Il était physicien. Il n’a passé 
qu’un an de sa vie à l’école et était boulanger de métier. 
Il a appris la physique en autodidacte en Usant principale- 
ment les mémoires de Poisson. Il est le père de la théorie 
du potentiel et le théorème qui porte son nom fut publié 
dans un article qui passa quasiment inaperçu à l’époque : 
"An Essay on the Application of Mathematical Analysis to 
the Théories of Electricity and Magnetism". Il intégra l’u- 
niversité de Cambridge à 40 ans et ht, une fois son diplôme 
obtenu, une carrière brillante, même si son travail ne fut 
pas reconnu de son vivant. 



Théorème 18.6 Formule de Green-Riemann 


On considère un champ de vecteurs défini sur un ouvert U c IR 2 par 


U 

ix, y) 


K 2 

|P(*,y) 
| Q (x, y) 


Soit Q une partie de U fermée et bornée, délimitée par une courbe fermée paramétrée par une fonction 

- I la, b] — IR 2 

\ t — (xU),yU)) • 

Cette courbe paramétrée est parcourue dans le sens trigonométrique. Alors la formule de Green-Riemann ramène le 
calcul d’une intégrale double à celui d’une intégrale simple : 

J^rotF dxdy- de/ J^[^(x,y)-^(x,y)] dxdy = Ç [P(x(f),yU))x'(t) + Q(x(f),yU))y'(t)] d t 


Théorème 18.7 Calcul de l’aire d’un domaine plan 

Soit Q un domaine fermé du plan délimité par une courbe y (avec les mêmes notations que dans la formule de Green- 
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Riemann). L’aire du domaine O est donnée par 


!) = J x(t)/(t)dt = -J y(t)x?(t)dt=~J (xi 


Démonstration Considérons le champ de vecteurs défini par 


D’après la formule de Green-Riemann appliquée à ce champ de vecteurs. 


= JJ^ldxdy = jd(Q) = J [0 + x(f)y'(f)] d 


On montre la deuxième formule en considérant le champ de vecteurs défini par G(x, y) = | ^ et la troisième formule s’obtient en 
additionnant les deux premières. 

Exemple 18.8 Utilisons la formule de Green-Riemann pour calculer l’aire intérieure à l’astroïde, courbe paramétrée 
définie par 

Jx(f) = acos 3 t 
}y(t) = asin 3 t 


sd - | xit)y'(t) dt-3a" 


f 211 . 2 4 . 3a 2 f 2n 

/ sin tcos fdf = / 

J o 2 J o 
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18.3 Exercices 


18.3.1 Calculs élémentaires 

Exercice 18.1 ■ V 

Calculer JJ (x + y) e x+y dx dy avec D = {0 s; x « 2, Uy^2} 

Solution : 

ff [x+y)e x+y dxdy = f dx f (. x+y)e x+y dy 
JJ D J 0 Jl 

= I xe x dx / e y dy + e x dx ye y dy 
J o Ji J o Ji 

= [{x-l)e x ] 2 0 [e y ] 2 l + [e x ]l[iy-l)e y } 2 l 
= (e 2 + l)(e 2 -e) + le 2 - l)e 2 

- e(e 3 - e 2 + e-l + e 3 - e) 

- e(2e 3 -e 2 -!) 


Exercice 18.2 Ç? 

Calculer JJ x 2 ydxdy avec D = {y> 0,x + y « l,y- x « 1} 


Solution : 





Exercice 18.3 


Calculer JJ x 2 ydxdy avec D - {x 2 + y 2 ^ R 2 } 


| Solution : L’intégrale est nulle par symétrie par rapport à 1 ’axe Ox. 


Exercice 18.4 I 

Calculer 


'-w 


où @ = {[x,y) e IR 2 | x 3* 0, j/3=0 et x + y«l}. 
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Exercice 18.5 I I 

Calculer 


I = ff sin(x + y) dxdy 
où $ = {(x,y) e IR 2 | x ^ 0, y^O et x + y«7i}. 


1= / dx | sin(x + y)dy = I [-cos(x + y)]g *dx = / (l + cosx)dx = 7i. 
JO JO JO JO 


Exercice 18.6 

Calculer 


1 = J J yx 2 dxdy 


où ^ — {(x,y) g IR 2 | x ^ 1, y^O et y 2 <x}. 


'=f>f>'=L T-l 


Exercice 18.7 IW S 


Calculer les intégrales JJ 2 + 2 dxdy et ff D ^Tf dxdyoù 

1) T=(.x,y)eR 2 /0^y^x,^x^l 

2) D = (x,y) e IR 2 /i «x 2 + y 2 « l.x^O 


Solution : On rend l’ensemble d’intégration symétrique : T' = (x, y) e IR 2 /O sx«y, | y 1 

ff— * 

dyAff * ixdy C- ff ?dxdy= Wf ^dxdy 

2 JJt'ut x 2 + y 2 2 JJt’ut x 2 + y 2 4 JJt'ut x 2 + y 2 

JJi 1-+J' 2 


_t 3 3 

“ 4 X 4 “ 16 

De même pour la deuxième 


ff—dxdy-tl 

r _^ dxdv -i[[ _j^ dxdv -iff ^y^dxd V 

JJd x 2 + y 2 d y 2 J. 

l x 2 + y 2 y 2 JJi^+y^i x 2 + y 2 dXdy 4 JJi^ +y ^ x 2 + y 2 dXdy 

1 

3ji 3ji 

_ 4 X 

T _ 16 

en utilisant les symétries 



Exercice 18.8 W I 

Soit / et g deux applications continues, croissantes sur [0, 1]. Démontrer que 

f 1 f(x).g(x)dx> CfWdx. f 1 g(x)dx. 
JO JO JO 


Solution : Dans un premier temps, 

f /(x) dx. f g(x) dx - f /(x) dx. f g(y)dy- ff f(x)g(y)dxdy. 

JO JO JO JO JJD 

AvecD = [0,1] 2 . Eo écrivant D- Di uD 2 avec Di = {(x,y) eD,y =s x} et Di = {(x,y) e D,x=s y}. 

Comme f et g sont croissantes sur [0, 1], sur Di on a g(y ) =S g(x) et sur D 2 on a /(x) =S /(y). Donc on a 

[f(x)-f(y)]lgix)-g{y)]^0 

que ce soit sur Di ou sur D2, donc sur D tout entier : 

Jf D [/M - /(y)] ]>(*) - g(y)] dxdyz 0 
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Soit en développant, 

ff f{x).g{x)dxdy+ ff /(y).g(y ) dxdy s ff f(y).g(x)dxdy+ ff f(x).g(y)dxdy 
JJ D JJ D JJ D JJ D 

Comme // D /(x).g(x) dxdy - / 0 ' /(x).g(x) dx - / 0 ' /(y)-g(y) dy - ff D f(y).g(y) dxdy, on en déduit bien, en divisant par 
2, que 

J /(x).gMdx^ fMdx.J o gWdx. 


Exercice 18.9 W [Ai 

Soit f une application de classe sur [0, 1] x [0, 1], qui s’annule sur le bord du carré et telle que V(x, y) e [0, 1] x 

H h 


Démontrer que | / 0 ' /„' f(x,y) dxdy | =£ y^y • 

Indication 18.8 : On pourra commencer par considérer g{x, y) - x.(l - x).y.(l - y). 


Solution : Soit g(x, y) = x(l - x)y(l - y), et S = [0; 1] x [0; 1] . On a 
d 4 g r 1 r 1 14 

q q (x,y) = 4, et | | g(x, y) dxdy = — = . En intégrant quatre fois par parties , on a 

ox z oy z J o J o 36 144 

IC 

|/„7>'H * ïJCT f\ix,y)d,éy t A 


18.3.2 Changement de variables 

Exercice 18.10 H 

Calculer 

, =/j/ dxdy 

où est l’intérieur de l’ellipse d’équation ^ ^ - 1. 


Solution : On fait le changement x - ar cos(p, y = fersimp, dxdy = afor dr dq>, d’où 

t f 1 j f 2 " 2 2 2 .J. « 3 fcjt 

I -J dr J a r cos tpabr dr dg> - — y — . 


Exercice 18.11 I 

Calculer JJ ln(x + y + 1) dxdy avec D = {|x + y| « 1, |x-y| « 1} 

Solution : En posant u- x + y et v - x-y d’où x - u+v et y - — 
dx dx 

d (.u, v ) 


Æ ln(x + y+l)dxdy= ff ln(l+ u ) I I dudv- - f du f ln(l + u)du- f ln(l+u)du 

i JJ[o,i ] 2 | 9 (m, j/)| 2 J-i J- 1 J- 1 

= J ln tdt= [tint- A q = 2(ln2— X). 
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Exercice 18.12 IW H 

On considère le domaine 

D = {(x,y) e IR 2 1 1 « xy « 9; 0 « x =s y « 4x} 

1 . Dessiner le domaine D. 

2. Calculer 1 ’ intégrale double 



en effectuant le changement de variables 



Solution : Le domaine D est limité par deux hyperboles et deux droites. On résout et on tire 


u 

x- — y-uv 
v 

( A — * 

D , 

L’application cp : <j ^ ^ 

, , , est une biiection avec A = {(u, v) e R | 1 « u 2, 1 « v « 3}. Le Jacobien 

(ulv,uv) J 

de cp vaut 

V 

IJI = 2— 
u 

et 1 ’ intégrale devient 

1 — 2 J 2 J 3 (i/+-^-]dicdM= ^(6+131n2) 


Exercice 18.13 W 

*2 y 2 

Soit S l’ellipse d’équation — + = 1 (0 <b< a). On pose c -V a 2 - b 2 . E le domaine limité par S et F, F' les foyers 

de g. 


1. Calculer 1= ff (MF 2 + MF' 2 ) dxdy. 

JJmee 

2. Calculer ] = ff (MF + MF') dxdy. 

JJmee 

3. Calculer K = ff (MF.MF')dxdy. 

JJmee 


Solution : 

1. On a par exemple, MF 2 = [x + c) 2 + y 2 et MF' 2 = [x - c) 2 + y 2 . 

D’où I = 2 JJ (x 2 + y 2 + c 2 ) dxdy. En effectuant le changement de variable : x - arVu 2 + c 2 cos (p, y - fer sin cp, 

1=2 f’ •‘f [ l (« 2 r>cos* v + b‘r‘sln* v+ S, a l,rdr = 2ab[ 2 ’ «W.p + tW.p + 2.^ 

Jo Jo jo 4 

= 2abx2n x [ U + b + 4c ] - abx — x. (a 2 + b 2 +4(a 2 - b 2 )) = abx — x [5a 2 -3b 2 ) 

V 8 ) 2 2 

2. Pour M appartenant à l’elhpse S‘ u de mêmes foyers et de petit axe u, la quantité MF + MF' est constante et vaut 
deux fois le grand axe soit 2V u 2 + c 2 . On effectue le changement de variable : x — Vu 2 + c 2 cos v, y-u sin v. 
ue [0, b\ et ve [0,2tt]. 


9(x,y) 
d[u, v ) 


ôx 9x 


U cos v -V u 2 + c 2 sin v 

du dv 
oy oy 

- 

\Ti F+7 2 

du dv 


sinv ucosv 


J = r du d „ = 2 f * du r u 2 + c^in 2 ,d„ = 2 f*2, L 2 + £) du 

Jo Jo Vu 2 + c 2 Jo Jo Jo ( 2 J 

(b 3 c 2 b) 2nb 9 , , ( , b 2 ) 

" 47T (t + ~ J = ~1T i2b + 3(a " b)) = 2nb [ a ~ T J 


710 



Exercice 18.14 ! W U! 

Calculer JJ exp JJ' j dxdy avec D = {x 2 < 2 py, y 2 « 2px\ 


Solution : L’ensemble d’intégration a pour frontière des arcs de paraboles sécants en 0(0,0) etA{2p 2l3 q ll3 ,2p ll3 q 213 ). 

On a 



[[ exp [fî±Z) dxd y = [[ expf— lexpf— ] dxdv. 

JJD V 

xy j 

v y i \x ) 

(X 2 V 2 ) 

On considère le changement de variables O défini par O (x, y) = (m, v) = 1 — , — I. 

<t> est un est un difféomorphisme de D = {x 2 < 2 py,y 2 < 2 px] sur Â =]0,2p[x]0,2q[, avec <ï> _1 (m, v) = (x,v) = 

[u 2l3 v 113 , U 113 v 213 ). 



Le jacobien de O -1 est 




ôx ôx 


au, y) _ 

3m dv 

l2 U --U3 v m i m 2/3j,-2/3| ^ 

3 [u, v ) 

3y 3y 

1 1 m _2/3 v 213 |m 1/3 m- 1/3 | 3 


du dv 


Donc 



rr |^ + y 3 | i 


1 r 2 P „ . r 2< ? „ . (e 2p -l) 2 (e 2l? -l) 2 

Il exp dxdy - — 

// e dudv--\ e du e dv- . 

JJ d l xy ) 3 

A 

o Jo Jo 3 


18.3.3 Intégration en coordonnées polaires 


Exercice 18.15 I 

Calculer 

1 = J J cos(x 2 + y 2 ) dxdy 
où ^ est le disque de centre O et de rayon R > 0. 


r2n /»R /»R 2 ^ 

1= d0 / pcosp 2 dp = 27i / - 

J o jo Jo 2 


cos t dt = TisinR 2 . 
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Exercice 18.16 I 

Calculer 

1 = J J^ sin (x 2 + y 2 ) dxdy 
où 3 est le disque de centre O et de rayon </ri. 


Solution : 


p2n /»R nR 2 i 

I- d0 / psinp 2 dp = 2n / -si 
J o J o J o 2 


Exercice 18.17 

Calculer 


'-IL 


x 2 +y 2 


& x+\/x 2 +y 2 


où 3 est le quart de disque unité inclus dans IR+ 


Solution : 




1= f 

" /2 de r p 2 p d p-T /2 de H 1 r 

T/2 d0 1 r 1 

T/4 dtp 1 r ijt/4 1 

; — s - tanip L - 

cos 2 (p 3 0 3 

Jo 

Jo PCOS0 H 3 J 0 1 + COS0 3 J 0 

2 cos 2 (0/2) 3 J 0 


Exercice 18.18 I V 

Calculer / / (x + y) 2 dxdy avec D = {x 2 + y 2 « 1} 


Solution : En se servant de la symétrie par rapport à 1 ’axe Ox ; 

JJ (x+y) 2 dxdy = JJ (x 2 + 2xy + y 2 )dxdy = JJ (x 2 + y 2 )dxdy = ^ ddj° p 3 dp = 2jixi 

71 

“ 2' 


Exercice 18.19 I 

Calculer 

I = ff xy\/l- x 2 - y 2 

JJ d 2x 2 + y 2 

où D = {(x,y) e IR 2 | x^O, y &0, x 2 + y 2 « 1}. 


Solution : En passant en polaires, 


r 12 ! 1 

J o Jo 


p 2 cos 0 sin 0 v/l-p 2 
p 2 (2 cos 2 0 + sin 2 0) 


p dp d0 = JK 


où J - f 5— d0 se calculer par le changement de variables u = sin 2 0, J = et K = L J l-p 2 p dp 

Jo 2 cos 2 0 + sin 2 0 2 

1/3. Finalement, 


Exercice 18.20 


Calculer I = JJ (x + y) 2 dxdy où A = {(x, y) tels que y & 0 et x 2 + y 2 - x « 0 et x 2 + y 2 - y 3* 0}. 

| Solution ; 
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c| 

v 

n j pcosd rj 

I-J d x)J (pcos0 + psin0) 2 pdp -J (coi 

-i /"* (1 + sin26) (cos 2 9 - sin 2 0) d0 = - C 

4 Jo 4 Jo 

- - [sin29] J - — [cos49] J = i + — + — = - 
8 0 32 0 8 32 32 1 

0 

rCOSd i 

30 + sin0) 2 d dj p 3 dp -J (l + sin20)-(cos 4 0-sin 4 0)d0 

1 + sin 20) cos 20 dd = — f 7 cos20dd + - f 7 sin40d0 

4 Jo 8 Jo 

i 

6 


Exercice 18.21 1 W I ■ 

Calculer l’intégrale double 

I= /i \L? dxdy 

où D = {(x,y) e IR 2 | x 2 + y 2 « 2x, y 3* 0} 


Solution : Le domaine est un demi disque de rayon 1 centré en (1,0 ). En passant en polaires, A = {(p, 0) e IR 2 | 0 « p « 
2cos0, 0 « 0 « jt/2}. Alors 

Æ rTl/2 /»2cos0 o /»7t/2 

p 2 cos 3 0dpd0 = J J p 2 dpcos 3 0 d0 = - J cos 6 0d0 
5ti 

En utilisant les intégrales de Wallis, on trouve que I = — . 


Exercice 18.22 

xydxdy 


,r ILf 


+ x 2 + y 2 


W 

avecD = {0« x« 1,0 « y « l,x 2 + y 2 1} 


Solution : Par symétno, I = £ = z£ fggL. avec D' = (0 « * « 1,0 « j, « 1 + y*>l,y*xl 

Æ p 3 cos9sin0 f 7i 11 

r dpdQ avec A = 1O«0=S— , l=gps£ 1. Or A 

, 1 + p 2 l 4 cosdj 

{ jj 1 /*ti/4 ^ jï/4 2 0^ 

1 « p « \/2, arccos ± « 0 - K Comme I cos9sin0d0 = -- [cos 2 9l 1 = ^-.ooa 

P 4 J JarccosI 2 L J arccos p 4p 2 

V2 2o- D 3 fV®/ \ r n 2 , - î*® 


^f 2 W Lp! + 3 2 1 V = _i + 3 3 

Ji 2(1 + p 2 ) H il l H l + p 2 j H [ 2 2 H Ji 2 2 2 


Exercice 18.23 ■ W 1 


Calculer JJ y exp (x 2 + y 2 - 2 y) dx dy avec D = {x 2 + y 2 -2y =s 0} 


Solution : En prenant la translation u-x, v = y-l, on obtient 

JJ yexp(x 2 + y 2 -2y)dxdy = JJ ^ __ -^-^-exp [u 2 + v 2 )dudv 


X 


exp (u + v ) dudv, 
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ir l’intégrale JJ u exp ( u 2 + v 2 )dudv est nulle pour des raisons de symétrie. Donc en passant en polaire, 

ff yexpÇx 2 + y 2 -2y)dxdy= — [ pe p2 dp-—[ e t dt= — (e-1) = tt(1 — — ). 

JJ d e J o e J o e e 


Exerci ce 18.24 I W JB 

Calculer JJ \J x 2 + y 2 dxdy avec D = {(x; y) e IR 2 1 0 « x « 1, -x y =£ x} 



Calculer JJ x 2 + y 2 dxdy avec D= jo^ x=S 1- ^-J 


Solution : 

'b 

î 

S 

U 

-3 -2 -1 

-1 
-2 y 

-3 

En remarquant que 0 est le foyer de la parabole, une * 

1 2 3 4 

2 

équation en polaire est donc p = 

1 + coso 
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En utilisant la symétrie par rapport à V axe Ox : 


ff x 2 + y 2 dxdy = 2 C' 2 dd f 1+cosa p 3 dp = 2 [*' 
JJ® JO JO JO 


4(1 + cos fl) 4 


-r 


dtp 

cos 8 tp 


„ , dtp 1 , , 

En posant t = tantp, dt a r — , - — = 1 + tan tp = 1 + t . 

cos 2 tp cos 2 tp 


JJ x 2 + y 2 dxdy-J (t 2 + l) 3 dt=J t 6 +3t 4 +3t 2 + ldt = i + g + 1 + 1 = 


96 

35' 


18.3.4 Application du théorème de Fubini 

Exercice 18.26 I 

1. Montrer que : Vxe [0, 1] , ln(l + x) = y^dy. 

2. En déduire la valeur de l’intégrale I = /g 1 dx. 


r^d =i„a +Æ 

Jo 1+xy io 1 + M 

Jo 1 + x 2 Jo 1 + x 2 Jo 1 + xy JJ[0,1]2 (l + x z )(l + xy) 

ÇÇ y dx dy 

D’après la propriété de Fubini. Maintenant on a aussi bien sûr, par symétrie : I = 1 1 = , donc 

L/[o,i] 2 (1 + y 2 ) (1 + xy) 


-JL 


i] 2 v(l + y 2 )(l + xy) (1 


ïJk ^J dxdy ‘JL 


r i xdx f 1 

de nouveau grâce à la symétrie. Donc 1=1 \ + 2 J J 


(x + y) dx dy 

Wi 2 a + x 2 Ki + y 2 ) 

dy _ ln2 tt _ 7iln2 
Tÿ 2 __ 2~4 _ 8 


ff 


xdx dy 


il 2 (l + x 2 )(l + y 2 ) 


18.3.5 Green-Riemann 

Exercice 18.27 V 

Calculer JJ dxdy où A- |(x,y) e R 2 , ^ ^ 1 et ^2 + ^2 *= l|- 

Solution : On suppose a*z b. Par symétries, on ne calcule que l’aire de la figure dans le premier quadrant, sous la 

première bissectrice. C’est donc un huitième de A. Le bord est paramétré par x(t) = a cos t;y(t) = fosin t, t variant de 0 
à to. Attention, t n’est pas l’angle polaire, to est défini par x - y, c’est-à-dire a cos to = fosin to, soit to - arctan(|). 
Pour calculer l’aire, on fait circuler -(xdy- y dx). La circulation est nulle sur chacun des deux segments. Seul reste 

r to abto 

| (acostx bcost-bsint x (-asinf)dr = . 

Jo 2 

abto , . 

Donc l’aire de A égale 8 x — = 4afearctan (JJ. 

Exercice 18.28 IOT 

Calculer JJ x 2 -!- y 2 dxdy avec D = j ^ + ^ s: 1 j. 

Cet exemple a déjà été vu dans le cours. Ici on cherchera une solution à l’aide de la formule de Green-Riemann. 
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Ur 2 I ^ — CCCU b L 

ôy ' \ y = bsint 


' dx = 

, dy = 


D’après la formule de Green-Riemann, 


JJ x 2 + y 2 dxdy- JJ ^^-^jdxdy- J Pdx + Qdy-J abcostsint(a 2 costsint + b 2 costsint)dt 


= ab(a 2 + b 2 )J cos 2 tsm 2 tdt = 
_ abfa 2 + b 2 ) 


ab{a 2 + b 2 ) f 2li . ? , ab(a 2 + b 2 ) f‘ 

I sin 2 (2 t) dt = I 

4 Jo 4 Jo 


ab(a 2 + b 2 ) f 2lt 1 - cos(4£) 


- x2ti= — ab(a 2 + b 2 ) 


18.3.6 Centres de gravité 

Exercice 18.29 I W m 

Déterminez le centre de gravité d’une plaque homogène limitée par une cardioïde. 
(C’est le point G tel que MOG = ff s oOMdxdy avec M - ff s o dxdy.) 


Solution : Notons o la densité massique constante de la plaque. La cardioïde a pour équation polaire 
p= a(l + cos0) 

Déterminons la masse de la plaque : 

M = JJ ct dxdy. 

En passant en coordonnées polaires, on douve (en posant (p = 0/ 2): 

n fl(l+cos0) çn!2 

p dp d0 = 8a ct ! cos (p d(p = 8a ctI 4 
Jo 

en utilisant les intégrales de Wallis : 


I„ = / cos"cpdcp 
Jo 


qui vérifient la relation de récurrence 


Vrcïs 2, -?-= 

l n -2 n 

Par symétrie, le centre de gravité de la plaque se trouve sur l’axe (Ox), et son abscisse est donnée par 




En passant en coordonnées polaires : 


1 r2n 1+costJ) P /7 Te To 

W= Î5 ônjo 1 pcosedpde.-p--!) 


et on trouve finalement xq = ^ x 2 /J 1 / 0 a 
On a bien sûr yc = 0. 


4a ^ I 6 l I 8 1 _ 4a * 5 ^ 3 _ 5a 
' T X Ü rie ~ 1 j “ 3 * 6 * 4 “ I ' 
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Chapitre 


19 . 


Structures algébriques 


Pour bien aborder ce chapitre 

La notion de groupe est apparue dès la fin du 18 e de manière parallèle dans différents domaines des mathématiques. 

En 1798, Karl Friedrich Gauss, dans ses « Disquisitiones Arithmeticae », utilise implicitement la notion de groupe abélien. 
Plus tard, au milieu du 19 e , Ernst Kummer établie des résultats de factorisation sur les groupes dans une tentative de 
prouver le grand théorème de Fermât. 

Dans la première moitié du 19 e siècle, le jeune mathématicien prodige Évariste Galois cherche à prouver que les équations 
polynomiales de degré 3= 5 à coefficients complexes ne peuvent être résolues par radicaux, ce qui signifie que leurs racines 
ne peuvent être écrites au moyen des opérations usuelles. Pour ce faire, il s’intéresse à un groupe relié aux racines de 
l’équation considérée. Son génie consiste alors à comprendre que les difficultés pour résoudre l’équation ne proviennent 
pas de son degré mais des propriétés mathématiques de ce groupe. 

À la fin du 19 e , Félix Klein utilise les groupes pour classifier les nouvelles géométries tout juste découvertes. 

Les mathématiciens savent depuis que les groupes interviennent dans de très nombreux domaines. L’ ensemble des isométries 
de l’espace ou du plan est un groupe appelé groupe orthogonal, voir le chapitre 27. L’ensemble des isométries préservant 
un objet donné (un polygone régulier, un solide platonicien, etc...) a une structure de groupe. L’ensemble des permuta- 
tions & n d’un ensemble fini est un groupe qui fut étudié par Cauchy et Cayley à la fin du 19 e siècle. Le chapitre 26 lui 
est consacré. Le groupe découvert par Galois est d’ailleurs un sous-groupe de ce groupe. L’ensemble des transformations 
qui, en relativité restreinte, permettent de changer de référentiel galiléen tout en préservant les lois de la physique et la 
vitesse de la lumière, forment un groupe appelé groupe de Lorenz. En chimie, les symétries des molécules permettent 
de leur associer des groupes qui aident à comprendre mieux leurs propriétés. Plus concrètement encore, l’ensemble des 
manipulations qu’on peut effectuer sur un Rubik’s cube a lui aussi une structure de groupe. L’étude de ce groupe permet 
de mettre en place des stratégies gagnantes pour le reconstituer. 

L’objet de ce chapitre, peu ambitieux, est d’introduire la notion de groupe ainsi que le vocabulaire attenant. Nous le 
terminerons par l’étude de deux autres structures, celles d’anneaux et de corps, qui sont elles aussi omniprésentes en 
mathématiques. 


19.1 Groupe 

19.1.1 Loi de composition interne 


Définition 19.1 Loi de composition interne 

Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne une application de E x E dans E : 

I ExE — E 
^'\ (a, b) — ip(a,b) 


Exemple 19.1 

- Si E = N, la multiplication ou l’addition des entiers forme une loi de composition interne. 

- Si E est un ensemble, la composition des applications est une loi de composition interne sur l’ensemble des fonctions 
de E dans E : & (E,E) 

- Si E est un ensemble, l’intersection ou la réunion sont des lois de composition interne sur l’ensemble des parties de 
E : 5»(E) 
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Notation 19.2 

- Pour alléger les notations, on écrit plus simplement tp(a, b) - a v b ou ip(a, b) - a k b par exemple, ou encore ip [a, b) = 
a.b , et pour les moins courageux cp (a, b) - ab etc. 

- On note alors (E, ★) un ensemble E muni d’une loi de composition interne *. 

Remarque 19.1 

- Ce qui est important, bien entendu, c’est que tp [a, b) reste dans E. 

- Il n’y a aucune raison à priori pour que akb-bk a. 

- On peut itérer une loi de composition interne : si [a, b, c) G E 3 , on notera 

(a k b) k c - (p(tp(a, b), c) 
a* [b* c) - cp(a, (p(b, cl) 

Il n’y a aucune raison à priori pour que ces deux éléments soient égaux. 

^ Notation 19.3 Pour simplifier les notations, on utilisera, suivant le contexte, pour la loi de composition interne * : 

- une notation additive : a+b- ak b- tp(a,b). 

- ou une notation multiplicative : ab-akb- cp(a, b). 


Définition 19.2 Ç? Loi associative, commutative 
Soit * une loi de composition interne sur un ensemble E. On dit que ★ est : 

- commutative si et seulement si V (a, b) g E 2 , ak b — b* a, 

- associative si et seulement si V [a, b,c) g E 3 , a k (b k c) - (ak b) k c. 

On dit que plus que -k admet e g E comme élément neutre si et seulement si Vx g E, ek x- xk e- x 
Plan 19.1 : | Pour montrer que...] 

... k est commutative : 2. xk (y kz) = (xk y) kz 

1. Soit (x, y) g E 2 3. Donc k est associative 

2. xky-ykx ... e gE est neutre : 

3. Donc k est commutative 1. Soit x g E 

... k est associative : 2. ek x- x, xk e - x 

1 . soit ( x , y, z) g E 3 3. Donc e est neutre. 


Proposition 19.1 Unicité de l’élément neutre 
Si (E, ★) possède un élément neutre, il est unique. 

Démonstration Supposons que e' soit un autre élément neutre pour k. Alors e = e k d = e' et donc e - e' . 

Exemple 19.4 

- Pour le couple (N, +), + est commutative et associative, l’élément neutre est 0. 

- Pour le couple (N, x), x est commutative et associative, 1 est l’unique élément neutre . 

- Pour le couple (é^(G), u), la loi est commutative, associative, la partie 0 est neutre pour cette loi. 

- Soit E un ensemble. On considère l’ ensemble des applications de E dans E muni de la composition : (& (E, E) , o) . La 
loi de composition interne o est associative mais pas commutative. Idg est l’élément neutre de cette loi. 

Remarque 19.2 Si une loi de composition interne est commutative et associative, on définit les notations suivantes 
pour (xi,...,x n ) g E” : 

- Lorsque la loi est notée additivement, on définit 

Y d X i = X l + ‘-- + X n , 
î= î 

- et lorsque la loi est notée multiplicativement, 


\\xi -X\k ■■■kX n . 
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I Exemple 19.5 Soit E un ensemble. On considère l’ensemble des applications de E dans E muni de la composition : 
{■^P (E, E) , o) . La loi de composition interne o est associative mais pas commutative. ld% est l’ élément neutre de cette loi. 

Dans la suite, on suppose que * est associative et admet un élément neutre. 


Définition 19.3 9? Symétrique 

On suppose que (E, ★) possède un élément neutre e. Soit un élément x e E. On dit qu’un élément y e E est un symétrique 
(ou un inverse ) de l’élément x si et seulement si : 

x*y=y*x=e 

Si tel est le cas, y est unique et est appelé le symétrique de x. 

Démonstration Supposons que x possède deux symétriques yi e E et y2 e E, alors, par application de la définition et par 
associativité de *, il vient : 

y2 = (x*yi)*y 2 = (yi*x) *y 2 =yi * (x*y 2 ) = yi *e = y 2 . 

Plan 19.2 : | Pour montrer que y e E est le symétrique de x e E j 

1. On montre que x* y = e ; 

2. On montre que y-kx-e; 

3. Donc y est le symétrique de x. 

| Remarque 19.3 L’élément neutre est toujours son propre symétrique : e -1 = e. 

^ Notation 19.6 Si un élément x de (E, ★) admet un symétrique : 

• on l’appelle inverse de x et on le note x -1 lorsque la loi est notée multiplicativement 

• on l’appelle opposé de x et on le note de x et on le note -x lorsque la loi est notée additivement. 

Exemple 19.7 

- Le seul élément de (N, +) qui admet un opposé est 0. 

- Tout élément ne Z muni de l’addition admet un opposé. 

- Les deux seuls éléments de Z* muni de la multiplication qui admettent un inverse sont 1 et -1. 

- Tout élément plq de Q* admet un inverse donné par qlp. 

-Si / e ^(E,E) muni de la loi de composition, / est inversible si et seulement si elle est bijective. 


Proposition 19.2 Ç? Règles de calcul avec les inverses 

- Si x est symétrisable alors x 1 est aussi symétrisable et : | (x 

- 1 )- 1 H - 

- Si x et y sont symétrisables, x ★ y est aussi symétrisable et : 

(x*y) _1 = y _1 *x _1 |. 


Démonstration 

- Soit x un élément symétrisable de E etsoity=x~ 1 . Comme y*x = x*y=e, y est symétrisable etx= y -1 = (x -1 ) . 

- Supposons que x et y sont symétrisables, alors, par associativité de *, on a : 


On montre de même que [y 1 * x 1 ) * (x * y) = e, ce qui prouve bien que xk y est symétrisable et que [x ★ y) 1 = y 1 *x 1 . 

Remarque 19.4 La propriété (x * y) -1 = y -1 * x -1 dit simplement que l’on se déshabille dans l’ordre inverse de l’ha- 
billage. Si x désigne l’opération « je mets ma chaussette droite » et y l’opération « je mets ma chaussure droite », les 
opérations inverses sont x -1 , « j’ôte ma chaussette droite » et y -1 l’opération « j’ôte ma chaussure droite ». L’opéra- 
tion « je mets ma chaussette droite, puis ma chaussure droite » est désignée par x* y. Son opération inverse est bien 
(x* y) -1 = y -1 * x -1 c’est-à-dire « j’ôte ma chaussure droite, puis ma chaussette droite ». 

L’opération z « je mets ma chaussette gauche » commute avec x et y, (donc avec x -1 et y -1 ). De ce fait (x*z) _1 = 
z _1 ★ x -1 , ce qui peut être facilement vérifié expérimentalement. 

19.1.2 Groupe 


Définition 19.4 Groupe 

Soit G un ensemble. On dit que (G, ★) est un groupe si ★ est une loi de composition interne sur G vérifiant : 
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la loi ★ est associative ; 

G possède un élément neutre ; 
ifÜ tout élément x de G admet un symétrique. 

Si de plus la loi * est commutative, on dit que le groupe est abélien (ou commutatif). 


Exemple 19.8 

- Les couples (Z,+), (Q,+), (R,+) et (€,+) sont des groupes. 

- Les couples (Q*, x), (IR*, x), (€*, x) sont des groupes. 

- Rappelons que IU = {zeC | \z\ - 1} = (ze C | 30 e IR : z = e' e }. On a montré dans la proposition 1.16 page 25 que (U, x) 
est un groupe. 

- Les couples (N, +), (Z \ {0}, x) ne sont pas des groupes. Pourquoi ? 

Présentons maintenant un autre exemple essentiel. 

Proposition 19.3 V Groupes des bijections d’un ensemble 

Soit E un ensemble. On note & (E) l’ensemble des bijections de E dans E. Alors (6 (E) , o) est un groupe (en général non 
abélien). 

Démonstration 

- On a déjà prouvé que o est une loi de composition interne : si [f, g) e (6 (E)) 2 alors f°g et go f sont encore des bijections sur E. 

- On a aussi déjà prouvé que o est associative. 

- & (E) possède un élément neutre ld%. 

- Toute applicatio n f de E possède une application symétrique : son application réciproque f~ l . 

Bio 16 1 Évariste Galois né à Bourg-la-Reine le 25 octobre 1811, mort à Paris le 3 1 mai 1832?] I 

Malgré une scolarité en dents de scie, Galois montre des capacités extraordi- 
naires en mathématiques. Il a un tel goût pour cette matière qu’un de ses pro- 
fesseurs dira « C’est la fureur des mathématiques qui le domine ; aussi je pense 
qu’il vaudrait mieux pour lui que ses parents consentent à ce qu’il ne s’occupe 
que de cette étude ». En 1826, il obtient un prix en mathématiques au concours 
général. En 1828, il essaie d’intégrer l’école Polytechnique alors qu’il n’est pas 
élève, comme c’est normalement l’usage, en mathématiques spéciales. Il est re- 
calé. Il entre alors en mathématiques spéciales à Louis-le-Grand dans la classe 
de Louis-Paul-Émile Richard. Ce dernier prend vite conscience du génie de son 
élève. Il conservera d’ailleurs ses copies. Le père de Galois se suicide pour des 
raisons politiques quelques jours avant que Galois ne se présente à nouveau à 
Polytechnique. Il est une seconde fois recalé, à la stupéfaction de son maître. 

La légende veut qu’il ait jeté le chiffon servant à effacer le tableau à la tête 
de son examinateur devant la stupidité des questions posées ... Il intègre cepen- 
dant l’École préparatoire (appelée maintenant l’École Normale Supérieure, rue 
d’Ulm). Il publie cette même année son premier article de mathématiques dans 
les Annales de mathématiques pures et appliquées de Gergonne. 

Il soumet dans les mois qui suivent plusieurs autres articles sur la résolubilité 
des équations algébriques. La légende veut que Cauchy, qui en était le rapporteur, les aurait égarés. Il est plus prob- 
able en fait qu’il les ait conservés pour que Galois puisse concourir au grand prix de mathématiques de l’Académie 
des sciences en 1830. Galois candidate à ce concours et Fourier qui est chargé de rapporter son manuscrit meurt peu 
après ... Le grand prix échoit à Abel et Jacobi. 

Suite à la révolution de juillet 1830, Galois s’engage en politique au côté des républicains. Fin décembre 1830, il 
est expulsé de l’école préparatoire suite à la rédaction d’un texte critique à l’égard de son directeur. En 1831, lors 
d’un banquet, Galois porte maladroitement un toast à Louis-Philippe avec un couteau à la main ... Il est arrêté et 
passe un mois en prison. Quelques mois après, il est à nouveau arrêté et passe six mois en prison pour port illégal de 
l’uniforme de l’artillerie. Cette même année, il soumet un nouveau manuscrit à l’Académie des sciences, toujours 
sur la résolubilité des équations polynomiales. Poisson, qui le rapporte est rebuté par sa difficulté et le refuse. En 
prison, Galois poursuit ses recherches mathématiques et s’intéresse aux fonctions elliptiques. 

Le 30 mai 1832, Galois se bat en duel au pistolet suite, semble-t-il, à une bête querelle amoureuse. Il décède le lende- 
main de ses blessures. La nuit précédant le duel, il rédige une lettre" à son ami Auguste Chevalier lui enjoignant de 
faire connaître ses travaux à Jacobi et Gauss. Elle se termine par cette phrase très émouvante qui permet de mesurer 
l’optimisme de Galois quant à l’issue du duel : « Après cela, il y aura, j’espère, des gens qui trouveront leur profit à 
déchiffrer tout ce gâchis ». 

Liouville, dix ans plus tard, re-découvrira les travaux de Galois et qui les popularisera. 
a. On peut consulter cette lettre à l’adresse http ://www.imnc.univ-paris7.1t/oliver/galois/LettreGaloisA4.ps 
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Théorème 19.4 Wî> Règles de calcul dans un groupe 
Soit (G, *) un groupe. 

1 . L’élément neutre est unique . 

2. Tout élément possède un unique symétrique ; 

3. Pour tout élément x d’un groupe, on a (x -1 ) 1 = x. 

4. Règle de simplification : V(a,x,y) e G 3 ; 

I a*x= a*y => x-y 
| x* a - y* a => x-y 

5. Soit [a, b) £ G 2 . L’équation a* x - b possède une unique solution : 

X = a 1 *b. 


6. V(x,y) e G 2 , (x*y) * = y 3 *x *. 


Proposition 19.5 C? Groupe produit 

On considère deux groupes (G, *) et (H, •) et sur l’ensemble G x H, on définit la loi ★ par : 

V((x, y),(x',y')) e (GxH) 2 , (x,y)+(x',y') = (x*x',y.y') 

Alors (G x H, ★) est un groupe appelé groupe produit. 

Démonstration La preuve est laissée en exercice. Il suffit de vérifier chacun des axiomes définissant un groupe. 


Définition 19.5 ^ Sous-groupe 

Soit (G, ★) un groupe. On dit qu’une partie H c G est un sous-groupe de G si et seulement si : 

1. ee H. 

2. la partie H est stable par la loi : V(x,y)eH 2 , x*ye H. 

3. Vxe H, x -1 e H. 


Exemple 19.9 

- Z est un sous-groupe de 1 pour l’addition. 

- nT est un sous-groupe de Z pour l’addition. 

- L’ensemble des bijections croissantes est un sous-groupe du groupe des bijections de IR dans IR. 

- L’ensemble des isométries du plan est un sous-groupe du groupe des bijections du plan. (Rappelons qu’une isométrie 
est une bijection conservant les distances). 


Proposition 19.6 OW Caractérisation des sous-groupes 

Soient (G, *) un groupe et H une partie non vide de G. H est un sous-groupe de G si et seulement si 

1. ee H ; 

2. V (x, y) e H 2 , | x ★ y -1 e H |. 


Démonstration 

| => | Soit H un sous-groupe non vide de G et soit (x,y) e H 2 , y -1 est élément de H et il en est de même du produit x * y -1 . 

| <= | Soif H une partie non vide de G vérifiant : V (x,y) e H 2 , x*y -1 e H. Soit x e H. On a : e - x*x _1 e H donc l’élément 

neutre de G est élément de H. Pour tout (e,x) e H 2 , e*x _1 e H donc x -1 e H. Enfin, pour tout (x,y) e H 2 , on a (x,y _1 ) e H 2 et 
donc x* (y -1 ) -1 e H, soit x* y e H. 

Plan 19.3 : | Pour montrer que H c G est un sous-groupe du groupe (G, ★) | 

# ee H; 
n Soit (x, y) e H 2 ; 

H Vérifions que x * y -1 e H ... 

|| Donc H est un sous-groupe de G. 
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Théorème 19.7 WÇ? Un sous-groupe a une structure de groupe 

Si la partie H est un sous-groupe de (G, ★), alors puisque cette partie est stable pour la loi de composition interne, on 
peut définir la restriction de la loi * à H qui est une loi de composition interne sur H. Muni de cette loi restreinte, (H, ★) 
est un groupe. 


Ce théorème est d’une grande utilité pour prouver rapidement que des ensembles sont des groupes. 

Plan 19.4 : | Pour montrer qu’un ensemble a une structure de groupe... | 

...il suffit de montrer que c’est un sous-groupe d’un groupe connu. 

Exemple 19.10 

Montrons que (U, x) est un groupe avec : U = {xe C | \z\ = 1}. Il suffit de prouver que c’est un sous-groupe de (C*, x). 
ï Comme |1| = 1, il est clair que 1 e U. 

@ Soient x, y e U. 

H On a |xy _1 | = \x\ |y| _1 = 1 donc xy _1 e U. 

yt) Donc U est un sous-groupe de (C* , x ) et (U, x ) admet par conséquent une structure de groupe. 


Théorème 19.8 L’intersection de sous-groupes est un sous-groupe 

Si Hi et H 2 sont deux sous-groupes d’un groupe G, alors Hi n H 2 est un sous-groupe de G 


Démonstration Notons H = H 1 n H2 et montrons que H est un sous-groupe de G. Utilisons la caractérisation précédente. Soit 
{x, y) e H 2 . On a alors (x, y) e H| ce qui amène que x + y - 1 e Hj car Hj est un sous-groupe de G et (x, y) e H| ce qui amène aussi 
que x * y~ 1 e H2 . Donc x ★ y~ 1 e Hi n H2 = H et H est bien un sous-groupe de G. 

A\ Attention 19.11 Hi UH 2 n’est pas un sous-groupe de G, sauf si Gi CG 2 ou G 2 c Gi .Voir exercice 19.35 p. 735. 

19.1.3 Morphisme de groupes 


Définition 19.6 Morphisme 

Soient deux groupes (Gi, ★) et (G 2 , •). Une application / : Gi — ► G 2 est un morphisme de groupes ou homomorphisme 
si et seulement si : 

V(x,y) e G\, /(x*y) = /(x)./(y) 

On dit de plus que ip est un : 

- endomorphisme lorsque Gi = G 2 

- isomorphisme lorsque / est bijective 

- automorphisme lorsque / est un endomorphisme et un isomorphisme. 


Plan 19.5 : | Pour montrer que / : Gi — ► G 2 est un morphisme | 

(i Soit (x,y) e Gj ; 

2 On a bien /(x * y) = /(x) • /(y) . 

Remarque 19.5 

- Un morphisme entre un groupe (Gi, *i) et un groupe (G 2 , * 2 ) permet de transformer des produits pour la loi A 1 dans 
le groupe de départ en des produits pour la loi *2 dans le groupe d’arrivée. 

- La notion d’isomorphisme est fondamentale en mathématiques. Le mot isomorphisme provient du grec et peut se 
traduire en « même forme ». Deux groupes isomorphes ont non seulement le même nombre d’éléments mais aussi des 
tables de multiplication identiques. Du coup toute propriété algébrique vraie pour un des deux groupes est vraie pour 
l’autre. Si un de ces deux groupes est plus simple à étudier que l’autre, on préférera travailler avec celui-ci et on en 
tirera les propriétés de l’autre. Cette idée est à la base de la théorie des représentations. Par ailleurs, il est intéressant 
pour un groupe donné, de chercher s’il est isomorphe à un groupe connu. C’est ce qu’on appelle un problème de 
classification. La classification des groupes finis, terminée au 20 e siècle pour ceux qu’on dit simples, occupe à l’heure 
actuelle encore de nombreux mathématiciens. 


Proposition 19.9 Propriétés des morphismes de groupes 

Si (Gi,*) est un groupe d’élément neutre ei, si (G 2 , •) est un groupe d’élément neutre e 2 et si / : Gi — ► G 2 est un 
morphisme de groupes, alors 
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1. |/(ei) = e 2 | ; 

2 . Vx e Gi, | [/(x)]" 1 = /(x~*) | . I 

Démonstration 

1. Remarquons que f {e i) = f(e\ * e\) = fie i) • fief) = [fie i)) 2 . On a par ailleurs l’égalité fief • e 2 = (/(ei)) 2 . En multi- 
pliant cette égalité des deux côtés à gauche par (/(ci)) -1 , on obtient e2 = fie i). 

2. SoitxeG. Comme f est un morphisme de groupes, /(x*x _1 ) = /(x) • /(x _1 ). D’autre part, /(x*x _1 ) = fie i) = e-i- 
Donc /(x) »/(x _1 ) = e 2- On montrerait de même que /(x -1 ) »/(x) = e 2. Ce qui prouve que f (x -1 ) = [/(x)] -1 . 

Théorème 19.10 <2 Image directe et réciproque de sous-groupes par un morphisme 

Soient (Gi, ★) et (G2, •) deux groupes et soit / : G| G 2 un morphisme de groupes. 

1 . Si Hi est un sous-groupe de Gi, alors /(Hi) est un sous-groupe de G2 ; 

2 . Si H2 est un sous-groupe de G2, alors / -1 ( H2) est un sous-groupe de Gi. 

Démonstration 

1. Comme e2 = fie 1) et que e\ e H] alors £*2 e /(Hi). Soient y, y' e /(Hj). Montrons que y»,/ -1 e /(H| ). Il existe x,x' e H] 
tels que fix) = y et f[x') = y'. Comme f[x'~ l ) = (/(x'))” 1 = j/” 1 , il vient y y'- 1 = /(x) ./(x'- 1 ) = f(x*x'~ 1 ). Mais 
Hi est un sous-groupe de Gi donc x*x' 1 e Hi. On prouve ainsi que y y' 1 est l’image d’un élément de H| par f et donc 
que y y ,_1 e/(Hi). 

2. Comme e2= fief) et que e2 e H 2 , ei ef~ l (H 2 ). Soient x,x' e / _1 (H 2 ). Montrons que x*x ,_1 e / _1 (H2). Pour ce faire, 
il suffit de montrer que /(x*x ,_1 ) e H 2 . Mais /(x*x' _1 ) = / (x) • (/(x*)) -1 e H2 car H2 est un sous-groupe de G2. On 
montre ainsi que / _1 (H2) est un sous-groupe de Gi . 


[Définition 19.7 OOO Noyau, image d’un morphisme de groupes i 

On considère un morphisme de groupes / : Gi G2. On note ei l’élément neutre du groupe Gi et 62 l’élément neutre 

du groupe G2. On définit 
- le noyau du morphisme / : 

Ker / = {x e Gi | fix ) = e 2 } = f 1 ({e 2 }) 

- Y image du morphisme / : 


V 

Im/ = /( Gi) = {y e G 2 | 3x e Gi fix) = y] 


Proposition 19.11 OOO Le noyau et l’image d’un morphisme de groupes sont des sous-groupes 

On considère un morphisme de groupes / : Gi >-* G 2 . Alors 

- Ker/ est un sous-groupe de Gi 

- Im/ est un sous-groupe de G2. 

Démonstration 

- Comme fief) = e2, Ker / est un sous-ensemble non vide de Gi. De plus, {efi est un sous-groupe de G2 et Ker / = / _1 ({^2}) 
donc Ker / est un sous-groupe de Gi d’après la proposition précédente. 

- Comme Im/ = f)G\), on sait que Im/ est un sous-groupe de G2 d’après la proposition précédente. 


Théorème 19.12 WO Caractérisation des morphismes injectifs 

Un morphisme / de (Gi, ★) dans (G2, •) est injectif si et seulement si I Ker / = {ei} 


Démonstration 

| => | Supposons que f est injectif. Comme f est un morphisme, on a e\ e Ker/. Comme f est injectif, ei est le seul élément de 
/ -1 (e2) dans Gi, ce qui prouve que Ker/ = {ei }. 

| <= | Réciproquement, supposons que Ker / = {e\}. Soient (x,y) e (G1) 2 tel que fix) = /(y). Montrons que x = y. On multiplie à 
droite l’égalité fix) = fiy) par[fiyj)~ . On obtient fix)’ (/(y)) - = /(y)*(/(y))~ = e2. D’après les propriétés des morphismes 
de groupe / (x ★ y - 1 ) = e 2 • Donc x * y~ 1 e Ker / et nécéssairement x * y - 1 = ei . On multiplie à droite par y les deux membres 


te égalité et on obtient x = y, ce qui prouve que f est injectif. 

Plan 19.6 : | Pour montrer qu’un morphisme / : (Gi, *) — > (G2, ») est injectif | _ 


Soit x e Gi tel que fix) = e 2 
Alors x-e\ ; 

Donc Ker / = {ei }, et puisque f est un morphisme, f est injectif. 
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Théorème 19.13 OW Caractérisation des morphismes surjectifs 


Un morphisme / de (Gi, ★) dans (G 2 , *1 est surjectif si et seulement si 


| Im/ — G 2 | . 


Démonstration Par définition de la surjectivité ! 

Ajoutons, à titre indicatif, les deux propositions suivantes. Leur preuves forment un exercice instructif laissé au lecteur. 


Proposition 19.14 Composition de morphismes de groupes 

- La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes. 

- La bijection réciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de groupes. 


Proposition 19.15 L’ensemble des automorphismes d’un groupe est un groupe pour la composition 

Si (G,*) est un groupe, on note Aut(G) l’ensemble des automorphismes de G. (Aut(G),o) est un groupe. 


19.2 Anneau, corps 

19.2.1 Structure d’anneau 

'définition 19.8 W9 Anneau N 

Soit A un ensemble muni de deux loi de composition interne notées + et x. On dit que (A,+, x) est un anneau si et 
seulement si : 

1 . Le couple (A, +) est un groupe commutatif ; 

2. la loi x est associative ; 

3. la loi x est distributive par rapport à la loi + : 

V(xj,z)eA 3 , xx [y + z) — xxy + xxz 
(x+y)x z- xx z + yx z; 

4. il existe un élément neutre pour x, noté 1. 

^Si en plus la loi x est commutative, on dit que (A, +, x) est un anneau commutatif. / 


Exemple 19.12 

- Les triplets (Z, +, x), (<Q>, +, x),([R, +, x),(C, +, x) sont des anneaux commutatifs. Ce n’est pas le cas de (N, +, x). 

- Si E est un ensemble, l’ensemble S? (E, IR) des applications définies sur E et à valeurs dans IR muni de l’addition et du 
produit des fonctions est un anneau commutatif. 

- L’ensemble des fonctions polynômes de IR dans IR muni de l’addition et du produit des fonctions est un anneau com- 
mutatif. 

- L’ensemble des suites réelles (ou complexes) Sri (IR) (ou Sri (€)) muni de l’addition et de la multiplication des suites 
est un anneau commutatif. 

- On verra au chapitre 25 que l’ensemble des matrices carrées à coefficients réels (ou complexes) muni de l’addition et 
du produit des matrices est un anneau en général non commutatif. 

Notation 19.13 Dans un anneau (A, +, x), on note -x le symétrique de l’élément x pour la loi + et 0 l’élément neutre 
de la loi +. Attention, un élément x e A n’a pas forcément de symétrique pour la loi x, la notation x -1 n’a pas de sens en 
général. 


Théorème 19.16 O Règles de calcul dans un anneau 

On considère un anneau (A, + , x). On a les règles de calcul suivantes : 

1 VaeA, ax0 = 0xa = 0; 

2 Vae A, (-1) x a- -a; 

3 V(a,b) e A 2 , (-a) x b= -(ax b). 

Démonstration Soit (a, b) e A 2 

1 La distributivité de la loi x par rapport à la loi + permet d’écrire : 0 x a + 0 x a = (0 + 0) a = 0 x a. Par soustraction de 0 x a 
des deux côtés de cette égalité, on obtient : 0 x a = 0. On prouve de même que ax 0 = 0. 

2) Toujours par distributivité de la la loi x par rapport à la loi +, on a : a + (- 1) x a = 1 x a + (- 1) x a = (1 - 1) x a = 0 x a = 0. 
De même, on montrerait que (-1) x a+ a = 0. Donc (-1) x a est l’opposé de a et (-1) x a = -a. 
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3 La dernière relation se prouve de la même façon. 


| Remarque 19.6 Si (A, +, x) est un anneau, (A, x) n’est pas un groupe. Sauf dans le cas où 1 = 0 et A = {0}. 

/j\ Attention 19.14 En général, 

[âx ù=QAa = Qouù=o| . 

On dit que de tels éléments a et b sont des diviseurs de zéro. Par exemple, dans l’anneau ,^(R, IR), considérer les fonctions 
Ôa : IR — IR, x — > < 0 S ' a p 0ur « g [R. Il est clair que 82 ° Ôq = 0 et pourtant 82 et Ôq ne sont pas identiquement nulles. 


Définition 19.9 Anneau intègre 

Soit un anneau (A, +, x). On dit que cet anneau est intègre si et seulement si : 

1. A / {0} ; 

2 . la loi x est commutative ; 

3. V(x,y) £ A 2 , xx y = 0 => x = 0ouy = 0. 


I Remarque 19.7 Dans un anneau intègre, on peut « simplifier » à gauche et à droite : Si (a, y, z) g A 3 , avec ax = ay, et 
si a ^ 0, alors x- y, que a soit inversible ou non. Cette propriété est fausse dans un anneau général. 

'définition 19.10 Notations ^ 

On considère un anneau (A, +, x). Soit un élément a g A et un entier n £ l\l. On note 
(ai — + a sin /0 



[0 si n — 0 

• {-n)a-n(-à)-{-à)i — + (-a) 

n fois 

a x • • • x a si n ^ 0 

• a n -■ n fois 

[l si n — 0 

a~ n n’a de sens que si a est inversible pour x.Qna alors a~ n = (aT v ) n . 


Définition 19.11 Élément nilpotent 

Soit un anneau (A, +, x). On dit qu’un élément a £ A (a / 0) est nilpotent s’il existe un entier neN* tel que a n - 0. 
Le plus petit entier n vérifiant a n — 0 s’appelle l’indice de nilpotence de l’élément a. 


| Remarque 19.8 Si l’anneau A est intègre, il n’y a pas d’élément nilpotent dans cet anneau. 


Théorème 19.17 WO Formule du binôme de Newton et formule de factorisation 

Dans un anneau (A, +, x), si (a, b) £ A 2 vérifient 

Alors pour tout n £ l\l, on a la formule du binôme de Newton 




et pour tout 1 , la formule de factorisation suivante 


a n -b n - ( a-b)(a n 1 + a n 2 b+--- + ab n 2 + b n = (a- fi) £ a n 1 k b k 


Démonstration La démonstration de la formule du binôme dans le cas où a et b sont des éléments d’un anneau A tels que ab = fia 
se fait comme dans le cas où a et b sont des complexes. On consultera alors la démonstration 8.34 page 315 
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Prouvons la seconde formule : 


( a-b)[a n 1 +a n 2 b+--- + ab n 2 + b n 1 ) 

= |a" + a” -1 b + • • • + a 2 b n ~ 2 + ab n ~ l j - [a n ~ l b + a” _2 è 2 + • • • + ab n ~ l + b n j 

= a" + (a n ~ l b- a n ~ l b ) + ... + (a 2 b n ~ 2 - a 2 b n ~ 2 ) + (ab n ~ l - a b n ~ l ) - b n 


Théorème 19.18 Calcul d’une progression géométrique 

Soit un anneau (A, +, x) et un élément a £ A. On considère un entier n e N, n> 1. De la formule de factorisation, on 
tire : 

En particulier, si l’élément a est nilpotent d’indice n : a n - 0, alors l’élément (1 - a) est inversible pour la loi x et on 
sait calculer son inverse : 

(1-a) -1 = \ + a+ a 2 + ■■■ + a n ~ l 


Définition 19.12 Sous-anneau 

On considère un anneau (A, +, x ) et une partie A'cAde cet anneau. On dit que la partie A' est un sous-anneau de A si 
et seulement si : 

1 . (A', +) est un sous-groupe du groupe (A, +) ; 

2. la partie A' est stable pour la loi x : V {a, b) e A' 2 , a x b e A' ; 

3. l’élément neutre de l’anneau A est dans A' : 1 e A'. 


19.2.2 Structure de corps 


Définition 19.13 Corps 

On considère un ensemble K muni de deux lois de composition interne, notées + et x . On dit que (K, + , x) est un corps 
si et seulement si : 

1 . (K, + , x ) est un anneau intègre ; 

2. (K \ {0}, x ) est un groupe commutatif. 


I Remarque 19.9 Comme (K, +, x) est intègre, la loi x (ou plutôt sa restriction à K\ {0} x K\ {0}) est interne, ce qui permet 
d’envisager que (K\ {0}, x) soit un groupe (commutatif). 

I Exemple 19.15 (Q, +, x), (M, +, x), (C,+,x) sont des corps, mais (Z,+,x) n’en est pas un car ses seuls éléments in- 

versibles sont 1 et -1. 


Définition 19.14 Sous-corps 

Soit K' \ K un sous-ensemble d’un corps (K, +, x). On dit que la partie K' est un sous-corps du corps K si et seulement 
si : 

1 . K' est un sous-anneau de l’anneau (K, + , x) ; 

2. l’inverse de tout élément non-nul de K' est dans K'. 


Théorème 19.19 Calcul d’une somme géométrique dans un corps 

Soit un élément k e K du corps (K, +, x). Alors la formule suivante permet de calculer une progression géométrique de 
raison k : 


i = 0 


1 + k + âj 2 + • • • + k n 


(î-fcr^i-fc"- 1 - 1 ) sifc^i 
(u+1)1k sifc=l 


Démonstration Laissée en exercice. 
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19.3 Exercices 


19.3.1 Loi de composition interne 

Exercice 19.1 ■ Q 

On définit une loi de composition interne * sur IR par : V [a, b) g IR 2 , a k b - In ( e a + e b ) . Quelles en sont les pro- 
priétés ? Possède-t-elle un élément neutre ? Y a-t-il des éléments réguliers ? (On dit qu’un élément a est régulier si 
pour tout (b,c) eR, ak b - ak c => b = c. 


Solution : On a bien une loi de composition interne : en effet V [a, b) g IR 2 , e a + e b > 0 donc a* b est bien défini. 
On a facilement (a * b) * c — ln [[e a + e b ) + e c ) et a * [b ★ c) — ln [e a + [e b + e c )) et donc k est associative. Elle est aussi 
clairement commutative. Elle ne peut pas avoir d’élément neutre car a* b > b. Tous les éléments sont réguliers car si 
ak b- ak c alors ln ( e a + e b ) = ln ( e a + e c ) donc e a + e h — e a + e c donc e b = e c donc b = c. 


Exercice 19.2 ■ V 

Sur l’ensemble Z, étudier les propriétés de la loi définie par : 

pkq=p+q+pq 

1. Montrer que * est une loi de composition interne commutative et associative. 

2. Montrer que * possède un élément neutre. 

3. Quels sont les éléments symétrisables ? réguliers ? 

4. Est-ce que (Z, ★) est un groupe ? 

5. L’ensemble IR \ {-1} muni de la loi ★ définie par \/a,bER,akb-a+b+ab est-il un groupe ? 


Solution : 

1. La loi k est clairement commutative. Soient (p, q, r) El? . Calculons 

(pk q) k r = (p + q + pq) k r = p + q + pq + r + pr + qr + pqr 
et 

pk(qkr)- pk(q+r+qr) = p+q+r+qr+pq + pr+ pqr. 

La loi est donc associative. 

2. Cherchons un élément neutre. On cherche un élément e e Z tel que V p e Z , 

pke-ekp- p e(l + p) = 0 
On trouve donc un élément neutre : e - 0. 

3. Soit un entier p e Z. Est-ce que l’élément p possède un symétrique? On cherche un élément q e Z tel que 
pk q - qk p-0, c’est-à- dire : 

p + <7 + pg = 0<^=><7(l + p) = -p<^=>(l + p)(l + <7)= 1 

Les seuls éléments inversibles sont 0 et -2 qui sont leurs propres inverses. 

On suppose pk q - pkr soit (1 + p) (1 + q) = (1 + p) (1 + r) . On voit ainsi que tous les éléments sont réguhers, sauf 
P = - 1- 

4. (Z, k) n’est donc pas un groupe. 

5. La stabilité vient de 1 + a k b - (1 + a)(l + b) / O. L’ associativité se vérifie comme plus haut, e - 0 est élément 

neutre, et 1 + b- fournit un inverse à a soit b 1 = — . 

1 + a 1 + a 1 + a 

Bref, (IR \ {- 1} , ★) est un groupe. 


Exercice 19.3 ■ Z> 

Sur N, étudier les lois définies par V (x, y) g N 2 , 


xk y — min(x, y) 
xA y = max(x, y) 
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Solution : Les deux lois sont commutatives et associatives. La loi * ne possède pas d’élément neutre, car Ve £ N, 
e ★ (e + 1) = e / e + 1. L’élément 0 est neutre pour A car Vx e N, xAO = OAx = x. Excepté O, aucun élément n’a de 
symétrique pour la loi A. 


Exercice 19.4 W î 

Soit * une loi de composition interne sur un ensemble E vérifiant : 

V(x,y)e E 2 , x*(x*y) = (y*x)*x = y. 


Montrer que la loi * est commutative 
Solution : Soit ( x , y) e E 2 , on pose X - x * y. On a 

y = X*QL*ÿ)=X*((x*y)*y}m%*x = (x*y)*x. 
Donc en multipliant cette égalité à droite par x, on a 

y*x=((x*y)*x)*x=(X*x)*x = X=x*y. 

Ce qu’il fallait démontrer. 


Exercice 19.5 IWÇ ■ 

Soit (E, *) un ensemble fini muni d’une loi interne * associative. 
Démontrer qu ’il existe un élément x de E tel que x * x = x. 


Solution : On propose deux solutions 

1. Soit y e E. On considère y„ = y 2 . Tous les y n appartiennent à l’ensemble Uni E. D’après le principe des tiroirs 
(proposition 8.18 p. 310), il existe deux entiers n> p tels que y n - y p . En posant z = y p on a z 2 - z. En 
multipliant par z k on obtient z 2 " P+k - z k+1 . L’entier k convenable est obtenu en résolvant 2 n ~ p + k- 2{k+ 1) soit 
k = 2 n ~ p - 2s0. On pose x = z k+1 = z 2 " P ~ 1 . On a bien x 2 - x. Où l’hypothèse d’associativité intervient-elle ? 
On en a besoin pour définir z k . Par exemple z 3 = z(zz) = (zz)z. 

2. On considère F c E non vide, stable pour * et qui a le plus petit nombre d’éléments parmi les parties non vides et 
stables pour * . On va démontrer que pour tout élément x de F on a x * x - x, et par suite que F est réduit à {x}. 
Soit x e F et soit F x = {y e F | 3y' e F, y = x * y'}. F x est stable par * . En effet, soit (y, z) e F| . 3(y', z') e F 2 , y * z = 
x* y' * x* z' . Or y' * x* z' £ E puisque F est stable par * . Donc on a bien y* z£F x . 

De plus, F x ^ 0 puisque x * x£ F x . F x cF et F x est stable par * . Donc F x = F puisque F ale plus petit nombre 
d”éléments. On en déduit que x£F x . 

Maintenant l’ensemble G x des y tel que x* y - x est non vide d’après ce qui vient d’être démontré et est stable 
par *. En effet, soit (y, z) e F 2 , x * (y * z) = (x * y) * z = x * z - x. Donc G x — F,x£G x etx*x — x. 


19.3.2 Groupes 

Exercice 19.6 

Soient G = IR* x IR et * la loi de composition interne définie sur G par 

(x,y)*(x',y') = (xx',xy' + y) 


1 . Montrer que (G, *) est un groupe. 

2. Montrer que IR* x IR est un sous-groupe de (G, *) . 


Solution : 

1 . • C’est une loi interne : le produit de deux réels non nuis est non nul. 

• Pour tout (x, y) , (x', y') , px", y" e G, ((x, y) * (x'.y')) * (x",y") = (xx'.xy' + y) * (x",y") = 

(xx'x", xx'y" + xÿ + y) - et [x, y) * ((x 7 , y') * (x", y")) = (x, y) * (x'x", x'y" + y') = (xx'x", x (x'y" + y') + y) = 
(xx' x", xx'y + xy' + y) . Donc * est associative. 

• La loi * n ’est pas commutative : (2, 0) * (1, 1) = (2, 2) et (1,1)* (2, 0) = (2, 1) . 

• Le couple (1, 0) est élément neutre pour * : (1, 0) ★ (x, y) = (x, y) ★ (X, 0) = (x, y) . 
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• Soit (x, y) € G. On pose (x',y') = On vérifie que (x, y) ★ (x', y') = (1,0) et [x\ y') * (x, y) = (1,0). Donc 

tout élément (x, y) g G admet un inverse pour * : (x', y') . 

2. La stabilité est assurée par le fait que le produit de deux nombres positifs est positif. 

Remarque 19.10 Les vérifications sont très rapides si on considère les matrices ^ j qui forment un sous-groupe 
du groupe des matrices 2x2 inversibles. Encore faut-il le voir.. .et connaître les matrices ce qui ne va pas tarder... 


Exercice 19.7 Ç? I Groupe des vitesses en relativité restreinte 
Soit G = ] - 1, 1 [. On définit sur G une loi * par 

V(x,y)E G 2 , x*y=f^. 

1 +xy 

Montrer que (G, ★) est un groupe abélien. 


Solution : On a th(w+ v ) = 


th u + th v 
1 + thwthi/ 


Donc on pose x - thu, y = th v, et on a x*y = th(«+ u) = th(argthx+argthy). 


On en déduit : 

• la loi * est interne, puisqu ’ une tangente hyperbolique appartient à ] - 1, 1 [. 

• (x ★ y) ★ z = th(argth x + argth y + argth z) - x-k (y* z). 

• 0 est élément neutre. 

• L’opposé de x est aussi son inverse pour ★. 


Exercice 19.8 <2 Groupe de Klein 

Soient les quatre fonctions de IR* dans IR* 

/x(x) = x / 2 (x) = ~ / 3 (x) = -x / 4 (x) = -- 

Montrer que G = {/b/ 2 ,/ 3 ,/ 4 } est un groupe pour la loi o. 


Solution : Il suffit de démontrer que G est un sous-groupe du groupe des bijections de IR* dans IR* . / 2 0 / 2 = /1 ; fi ° / 3 = 
h’> fz° h - h) h° h = fi> fi° U - fi- On a donc la stabilité, et tous les éléments sont leur propre inverse. 


Exercice 19.9 

Les ensembles suivants, pour les lois considérées, sont-ils des groupes ? 

1. C = {z e C : \z\ = 2} pour la multiplication usuelle ; 

2. IR+ pour la multiplication usuelle ; 

3. {x € IR i — • ax + b : a e IR \ {0} , b e IR} pour la loi de composition des applications. 


Solution : 

1. Non. Le seul élément qui peut être l’élément neutre est 1 qui n’appartient pas à l’ensemble. On peut aussi voir 
que C n’est pas stable par produit. Le produit de deux complexes de module 2 n’est pas de module 2. 

2. Non. 0 n’a pas d’inverse. 

3. Oui. Il s ’agit du groupe affine de IR. Voir chapitre 28 page 1 098 ou 1 ’ exercice 19.18 page 73 1 . 


Exercice 19.10 I 

L’ensemble E = {-1, 1, i,-i] Ç C muni de la loi usuelle de multiplication dans € est-il un groupe ? 


Solution : Oui. C’est un sous-groupe des nombres complexes de module 1, lui-même sous-groupe de (C*, x). Il est 
noté U 4 dans le chapitre sur les complexes p. 33. 


Exercice 19.11 I 

Soient (G,*) et (H, A) deux groupes. On définit sur G x H la loi V par ix,y)V{x' ,y') = (x*x',yAy'). 

1 . Montrer que (G x H, <?) est un groupe. 

2. Si G est de cardinal 2, dresser la table de G* G et la reconnaître parmi les exemples des exercices précédents. 
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Solution : 

1. C’est un groupe produit, c’est du cours ! Voir proposition 19.5 p. 721. 

2. 

Soit G = {1,-1} le groupe a deux éléments (pour la multiphcation). On pose 
e= (1,1); a= (1,-1); b - (-1,1); c= (-1,-1). L’élément neutre pour V est 
e puisqu’il est composé deux fois de l’élément neutre de (G, x). On a x 2 = e 
pour tout x, ce qui rempht la diagonale. La deuxième ligne (celle de e) est 
identique à la première (celle de V) puisque e est l’élément neutre. Il s’agit du 
groupe de l’exercice 19.8. On a ab - c, puis ac - a{ab) - ( aà)b - b et enfin 
bc - ( ac)c - a. On complète par symétrie puisque la loi 7? est commutative. 

dUHIIIL 

e 

e 

a 

b 

c 

a 

a 

e 

c 

b 

b 

b 

c 

e 

a 

c 

c 

b 

a 

e 

Ces deux groupes sont isomorphes. 



Exercice 19.12 I 

Montrer qu ’un groupe (G, .) tel que V x e G, x 2 = e est commutatif. 


Solution : L’hypothèse de 1 ’ énoncé dit que tout élément est son propre symétrique : 

VxeG, x _1 = x. 

Soit alors ( x , y) e G 2 . Comme (xy) -1 = (xy), on en déduit que y -1 x -1 = xy. Mais puisque x -1 - x et y -1 = y, on trouve 
que yx = xy. 

Autre rédaction : Soit (x, y) e G 2 . Puisque (xy) 2 = e, il vient que 

xyxy-e => x(xyxy)y = xy => (x 2 )(yx)(y 2 ) = xy => yx = xy. 


Exercice 19.13 ■ 'v 1 

Soit 

G={fE&mM) I VrceN,/(n) = 0} 

Montrer que (G, +) est un groupe. 

Solution : Il suffit de montrer que G est un sous-groupe du groupe (& (IR, IR), +) . 

1. On a Gc^([R,[R). 

2. La fonction nulle est dans G et c’est l’élément neutre de ,^(IR,[R). 

3. Soient (/, g) e G 2 . Montrons que f - g e G. Soit ne N. On a bien (/ - g) («) = 0 car f, g e G. 

On prouve ainsi que G est un sous-groupe de (,S 2r (IR , IR), +). 

Exercice 19.14 ■ 

Soit E = {/ g ,^(IR, IR) | Mn e Z ,f(n) - 0}. On munit E de la loi + d’addition des fonctions d’une variable réelle. Mon- 
trer que (E, +) est un groupe. 


Solution : Soit G = &(Z, IR), et F = ^(IR, IR) On munit F et G de la loi + d’addition des fonctions de IR dans U et Z dans 
IR respectivement. Pour démontrer que E est un sous-groupe de F, on considère O : F — * G qui à f associe la restriction 
de f à Z. <ï> est un morphisme de groupes (a béliens) et E est son noyau. Comme tel c’est un sous-groupe de F donc un 
groupe. Bien entendu une vérification directe est simple à rédiger. 

Exercice 19.15 ■ Ç? 

Soit (G, .) un groupe. On suppose que 

\/ [a, b) e G 2 | ( ab ) 2 = a 2 b 2 

Montrer que G est un groupe commutatif. 


Solution : Soit a, b e G, on a {ab) 2 = a 2 b 2 soit abab = aabb donc a 1 abab - a 1 aabb donc bab = abb donc 

babb~ l = abbb~ l donc ba - ab ce qu’il fallait vérifier. 

Exercice 19.16 S 

Soit (G, .) un groupe commutatif d’élément neutre e. Soit ne. N. On pose 
B = {a e G | a n = e} 


Montrer que B est un sous-groupe de G. 
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Solution : On a e g B donc B n’est pas vide. Si a et b appartiennent à B, ci n - b n - e. Or G est commutatif, donc 

( ab) n - a n b n - e et abz B. Enfin (a -1 )” = (a”) _1 = e -1 = e, donc a -1 e B. 


Exercice 19.17 IÇ> 

Soit (G, .) un groupe commutatif d’élément neutre e. On pose 

B = {a g G | 3n e N*, a n - e} 


Montrer que B est un sous-groupe de G. 


Solution : 

- e g B : posons n - 1, on a bien e n = e. 

- Soit (x,y) e B 2 . Montrons que xy g B. Comme x g B, il existe ni g N tel que x” 1 = e. De même, il existe n2 g N tel 
que y" 2 = e. Posons n-n\n2. Alors 

(xy)” = (x” 1 )" 2 (y” 2 )” 1 = e.e=e 

(car xy = yx). Donc xy g B. 

- Soit x g B. Vérifions que x -1 g B. Comme x g B, il existe neN tel que x” = e. Alors on vérifie que (x -1 )" = (x”) -1 = 

e -1 - e. Donc x -1 g B. 

Exercice 19.18 

Si (a, f?) g IR* x M, on note 

Soit 

G = {t a: b | (a,fo) gR*xR1 

1 . Montrer que (G, o) est un groupe. 

2. Soit 

H ={t hb | beU} 

Montrer que H est un sous-groupe de G, isomorphe au groupe (K, +). 


— * IR 
1 — * ax+b 


Solution : 

1. Comme id = tyo, id g G. La composée de deux fonctions affines bijective est affine et bijective. Plus précisément, 
ta, b ° t a ', b 1 - t a a',ab'+b ■ Bref, la loi est interne. La bijection réciproque d’une fonction affine est affine. On a donc 
un sous-groupe du groupe des bijections de IR dans IR. 

2. On vérifie que b •-* t\ p b est un isomorphisme de (IR, +) sur (H, o) . 


Exercice 19.19 I 

Soit (G, .) un groupe et E un ensemble. Soit / : E G une bijection. On définit sur E la loi de composition interne 
suivante : 

V(x,y) gE 2 , x ★ y = / -1 (/(x) ./ (y)) 

Montrer que (E, *) est un groupe, puis que f est un isomorphisme de groupes. 


Solution: La loi * est interne. Elle est associative : (x* y)* z = f '(/(x)./(y))*z = / *■(/(/ 1 (/(x)./(y»)./(z)) = 
f- 1 [{f{x).f{y)).f{z)) = f~ l [f(x).(f(y).f{z))) = ... = x* (y* z). Si on appeüe e l’élément neutre de (G, .), e = / _1 (e) 
est élément neutre de E. Soit x g E, ou pose y - / _1 (/(x) _1 ). Ou a /(y) = /(x) -1 donc /(x)./(y) = /(y)./(x) - e et 
donc x* y = / -1 (/(x)./(y)) = / -1 (e) -e et de même /(y)./(x) - e. Donc y est l’inverse de x pour*. 

Par ailleurs, /(x* y) = /(/ -1 (/(x)./(y))) = /(x)./(y). C’est bien dire que f est un morphisme de groupes. Comme f 
est une biection, c’est un isomorphisme. 

Cet exercice a déjà été vu dans des cas particuliers. Voir les exercices 19.1, 19.2 et 19.7, pp. 727, 727 et 729 pour 
/(x) = e*,x+l etth(x). 


Exercice 19.20 I W t- 

Soit un ensemble E non-vide muni d’une loi de composition interne * associative telle que : 
\/(a,b)eE 2 , 3(x,y)GE 2 : b- a* x- y* a 


Montrer que (E, *) est un groupe. 

Indication 19.15 : Pour trouver un élément neutre, considérer a - b - a\, ce qui donne l’existence de (e,/) g E 2 
vérifiant la propriété de l’énoncé. Considérer ensuite beE, et montrer que b* e- b, f * b - b. Montrer ensuite que 

e~f- 
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Solution : 

1 . On sait déjà que la loi de composition interne est associative ; 

2. Élément neutre : Soit un élément ai g E. En prenant b - ai, on sait qu’il existe (e,/) g E 2 tels que a\ - a\ ke = 
f -k a\. Montrons que e est neutre. Soit beE.Il existe (x, y) g E 2 tel que b-a\ -k x - y * a\ . Alors 

bke=(.y-kai)ke = y*{ai*e) = ykai = b 

f k b- f ★ (ai ★ x) = if k a\) k x - a\k x= b 

On a donc montré que V6gE, bke-b et fkb-b. En particulier, si b- f, f* e- f et si b - e, f* e- e. On en 
déduit que e- f et donc que VxgE , ek x- xk e- x : e est l’élément neutre pour k. 

3. Soit un élément X g E. Montrons que cet élément admet un symétrique : En prenant b - e et a -X, il existe 
(x, y) g E 2 tels que e-Xkx-ykX.il suffit de montrer que x- y. Écrivons 

y = y k e = y k (Xk x) = (y kX) k x = e k x = x 

Donc x- y est le symétrique de X. 


Exercice 19.21 IW H 

Soit (G, .) un groupe abélien et ScG une partie de G non-vide et stable. On définit 
S* = {x.y -1 | (x,y) g S 2 }. 


Montrer que S* est un sous-groupe de G. 


Solution : 

- Comme S / 0, il existe a g S. Alors a.a~ l - e g A*. 

- Soit (a, b) g (S*) 2 . Alors il existe (x, y) g S 2 tels que a- x. y -1 et il existe (x 1 , y') e S 2 tels que b - xf .y' -1 . Alors 

a.b~ l = x.y - 1 .y'.x ' -1 = (x.y').(x'.y ) -1 

car la loi est commutative. Comme S est stable, x.y' g S et x' .y g S, donc a.b -1 g S*. 


Exercice 19.22 i W H 

Soit E un ensemble. On munit fA{L) de la loi de composition interne AAB (différence symétrique). Montrer que 
(£5*(E), A) est un groupe. 


Solution : On va faire travailler les groupes : On considère G l’ensemble des fonctions de E vers le groupe ({-1, 1}, .) . 
Muni de la multiplication des fonctions G est un groupe abélien. Maintenant, on considère 

f *. g f E — { " 1 - 1} 

. avec \ -1 six gA , sjAg3»(E). 

1 A “ Xa l X ~ 1 1 sixtA 

On vérifie que / -1 (/(A)./(B)) = AAB. D’après l’exercice précédent, (5*(E), A) est un groupe. 


Exercice 19.23 I W L-B 

Soit (E, *) et e g E tels que : 

(i) V (x, y, z, f) g E 4 , (xy)(zt) = (xz)(ty) 

(iï) VxgE, ex = x 

(iii) Vx G E, 3x' G E ; xx' = e. 

Montrer que * est commutative, associative, puis que (E, *) est un groupe. 


Solution : On prend x-z-e. D’après (i), on a ( ey)(et ) = (ee)(ty). D’après (ii) ey = y, et - t et ee = e. Donc 
yt = e{ty) = ty. La loi est donc commutative. 

On prend z - e. D’après (i), on a ( xy)(et ) = (xe)(ty). Oret-t d’après (ii) et comme * est commutative, xe — ex = x. 
Donc on a (xy) t = x(ty ) = x(y£) puisque * est commutative. La loi est donc associative. 

D’après (ii), e est élément neutre à gauche, donc à droite puisque * est commutative. D’après (iii), tout élément admet 
un inverse à gauche, donc à droite puisque * est commutative. On a bien démontré que (E, *) est un groupe (abélien). 
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Exercice 19.24 IW H 

Soit (G, *) un groupe de cardinal fini et H c G une partie non-vide de G stable pour la loi *. Montrer que H est un 
sous-groupe de G. 


Solution : Comme H est non-vide, il existe a g H. Considérons alors la translation à gauche suivante : 


H 


H 

a.x 


La fonction y a est à valeurs dans H car H est stable. On vérifie facilement que y a est injective (on peut simplifier à 
gauche dans un groupe). Or y fl : H — H va d’un ensemble fini vers lui-même. On sait alors qu’une telle apphcation 
injective est également surjective. 

Par conséquent, a g H possède un antécédent par y a ; il existe b g H tel que y a (b)~ a : 

a.b- a 


et alors on obtient que b - e et donc e g H. 

Soit ensuite x g H. Comme y* : H • H est surjective, et que e g H, e possède un antécédent par y x ; 

3y g H : y *(y) = e donc x.y = e. 

En multipliant à gauche par x -1 (symétrique de x dans G), on obtient que y - x~ l . Comme y g H, x -1 g H. 


Exercice 19.25 [ W ■ 

On considère le groupe (M, +) et A = j — | n g l\l * j . Trouver le plus petit (au sens de 1 ’ inclusion ) sous-groupe contenant 
la partie A. 


Solution : Un tel groupe contient tous les inverses d’entiers (non nuis) mais aussi toutes les sommes — + ... H — ainsi 

n n 

que leurs opposés. Donc un tel groupe contient Q . Comme (Q , +) est un groupe, c ’est le plus petit d ’ entre eux. 


Exercice 19.26 IW ■ 

On considère un groupe commutatif (G, .). On dit qu’un sous-groupe H est distingué lorsque^ g g G, V/igH, g. h. g -1 G 
H. Soient deux sous-groupes Gi et G2 distingués de G. Montrer que l’ensemble G1G2 = {gi .g2 I (gi , g2) g Gi x G2} est 
un sous-groupe distingué. 


Solution: SoitgeG, heGiG 2 . 3(gi,g 2 ) e Gi xG 2 ,/î = gig 2 donc g.h.g 1 = g.gig 2 .g ^(g.gig 1 )(gg2-g x ). Or Gi 
est distingués dans G, donc g] = g.gig -1 g Gi. De même, comme G 2 est distingués dans G, donc g' 2 = g.g 2 g _1 e G 2 . 
Donc g.h.g -1 = g[g ' 2 g GiG 2 , ce qu’il fallait vérifier. 


Exercice 19.27 H 

Soit un groupe (G, .) et deux sous-groupes H, K du groupe G. 

On note 

HK = {xgG|3/zgH: 3keK: x=hk] 


1 . Soit x G G. Montrer que 

x g HK <=> x -1 g KH 

2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) HK est un sous-groupe de G. 

(ii) KH est un sous-groupe de G. 

(ni) HK = KH. 


Indication 19.15 : Il faut bien comprendre la signification des notations. Par exemple, HK = KH ne revient pas à dire 
que \f (h, k) g H x K, hk = kh ! 


Solution : 

1. Soit un élément x g HK, il existe deux éléments (h,k) g H x K tels que x = hk. Alors x -1 = k -1 h -1 g KH. Si 
x -1 g KH, alors il existe {k, h) g K x H tels que x -1 = kh et donc x = (x -1 ) -1 = h -1 k -1 g HK (car H et K sont des 
sous-groupes et donc si h £ H, on a aussi h -1 g H). 
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2. (a) il) => (i i) ; Montrons que KH est un sous-groupe. Si e désigne l’élément neutre de G, alors puisque e g K 

et e g H (sous-groupes), par définition, e — ee g KH. Soit (x,y) e (KH) 2 . Montrons que xy -1 g KH. D’après 
1), il suffit de montrer que (xy -1 ) -1 g HK. Or (xy -1 ) -1 = yx -1 et puisque y g KH, y -1 g HK et x -1 g HK. 
Mais puisque HK est un groupe, y = (y -1 ) -1 g HK et aussi yx -1 g HK. 

(b) (zi) => (i) se démontre de même. (A faire!). 

(c) Montrons que ( ii ) => (izi). Montrons que HK c KH : Soit x g HK. 3(h, k) g H x K tel que x - hk. Mais 
puisque KH est un sous-groupe et qu’on a ( ii ) => (i), on sait aussi que HK est un sous-groupe. Par 
conséquent, x -1 g HK : 3(Zz', A?) g H x K tels que x -1 = h'k 1 . Alors x = (fc') _1 (Zz') _1 e KH. On démontre de 
la même façon que KH c HK. 

(d) (i i i ) => (i) : On a bien e-eee HK. Soit x g HK. D’après 1 ), x -1 g KH et puisque KH = HK, il vient que 
x -1 g HK. Soient (x,y) g (HK) 2 . Montrons que xy g HK. Comme x g HK, il existe (h,k) g H x K tels que 
x — hk. De même, il existe [h', k!) g H x K tels que y = h'k' . Alors xy — h(kh')k' . Mais comme kh' g KH et 
que KH = HK, il vient que kh' g HK. Donc il existe [h", k") g H x K tels que kh' = h''k" . Alors xy = hh"k"k. 
Mais puisque H et K sont des sous-groupes, h h" g H et k"k g K et donc xy = hh"k"k g HK. 


Exercice 19.28 Théorème de Lagrange 

Soit (G, .) un groupe de cardinal n et H c G un sous-groupe de G de cardinal p. Pour a g G, on note 

aH = {ah-, he H} 


1. Lorsque a g H, déterminer aH. 

2. Pour [a, b) g G 2 , montrer que 

aH nbH^ 0 => aH=Z?H 

3. En déduire que p divise n. 


Solution : 


1 . Lorsque a G H, on montre que aH = H. 

2. Supposons qu ’il existe 0 g aHnfoH. Alors 3 (h, k ) g H 2 tels que 0 = ah - hk. Montrons que aH c bH. Soit x g aH. 
Donc 31 g H tel que x = al. Mais puisque a = bkh~ l , il vient que x - bkh~ 1 1 et puisque H est un sous-groupe de 
G, et que ( k , h, l) g H 3 , kh -1 Z g H. Par conséquent, x g bH. On montre de la même façon que bH c aH. 


3. Considérons tous les ensembles aH lorsque a parcourt G. Deux tels ensembles sont disjoints ou confondus. On 
a donc un nombre fini de tels ensembles disjoints tels que l’union de ces ensembles soit égale à G : en effet, si 
a g G, alors a - ae g aH. 


Puisque 1 ’ application (p : 
P- 


H 

x 


aH 

ax 


est bijective, |aH| = |H| et donc toutes les classes ont le même cardinal 


En notant q le nombre de aH distincts, d’après le lemme des bergers (corollaire 8.22 p. 31 1 ), il vient que 


n-pq 


p divise n 


Exercice 19.29 1WP H 

Soit un groupe (G,.) non commutatif d’élément neutre e. On suppose qu’il existe deux éléments (s, Z) g G 2 vérifiant 
s 2 = Z 2 = e. On note 

r = {(sZ)"; Z.(sZ)" ; (sZ)".s; Z.(sZ)".s | n g N} 

Montrer que T est un sous-groupe du groupe G. 


Solution : T est non vide. Démontrons qu’il est stable. Il y a 16 cas à vérifier. Par exemple il s’agit de démon- 
trer - par récurrence sur m - que (sZ)".Z(sZ) m = (sZ)” _m s pour n < m et t(sf) m ~ n pour n ^ m. On en déduit que 
(sZ)”.Z(sZ)" î s = (sZ)" _m s.s = ( st) n ~ m pour n<m et t(sf) m ~ n s pour n^m, puis que Z(sZ)".Z(sZ) m s = Z(sZ)” _m pour 
n<met t.t(sf) m ~ n s= (st) m ~ n s pour m. 

De même, (st) n s.(st) m = t(st) n ~ m pour n< m et ( st) m ~ n s pour n> m. On en déduit que (sZ)”s.(sZ) m s = t(sf) n ~ m s 
pour n< m et ( st) m ~ n pour n> m, puis t(sf) n s.(sf) m = ( st) n ~ m pour n< m et t(st) m ~ n s pour n~» m. Les autres cas 
sont rapidement vérifiés. 

Pour les inverses, (sZ)".s et Z.(sZ)" sont leurs propres inverses. D’autre part (sZ)”(z.(st)” _1 .s) pour «J 1 montre que 
l’inverse de ( st) n est t.(st) n ~ 1 .s. On en déduit que l’inverse de t.(st) n .s est (st)” +1 . T est donc un sous-groupe du groupe 
G. 
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19.3.3 Sous-groupe 

Exercice 19.30 I Réseau de C ES 

Soient weCetH = {fl + u>b \ {a, b) e Z}. Montrer que H est un sous-groupe de (C, +) . 


Solution : CommeOe H, H est non vide. Soitz= a+wbetz' - a'+u>b' appartenant à H. Onaz-z' — {a-a')+tù[h-b') e 
H. H est donc bien un sous-groupe de (C, +). 

H est le sous-groupe de (C, +) engendré par 1 et w. 


Exercice 19.31 I Ç 1 

Soient aeC* et H = {a n \ ne Z}. Montrer que H est un sous-groupe de (C*, x). 


Solution : Comme 1 e H, H est non vide. Soit z= a n etz' — a m appartenant à H. On a zz' = a n+m e H et z _1 = a~ n e H. 
H est donc un sous-groupe de (C*, x). 

H est le sous-groupe de (C* , x) engendré par a. 


Exercice 19.32 I C? 

Soit un ensemble E non-vide et un élément a e E. On note 

G = {/ eâS(E,E) \ f{a) = a} 

(c’est l’ensemble des bijections de G laissant invariant l’élément a). Montrer que (G,o) est un groupe. 


Solution : Le sous-ensemble G est un sous-groupe du groupe des permutations de E : ldi- e G, la composée de deux 
bijections est une bijection. Si de plus elles admettent a comme point fixe, la composée admet aussi a comme point 
fixe, la réciproque aussi. 


Exercice 19.33 I Centre d’un groupe 

Soit (G, .) un groupe. On note 

C = {x e G | y g e G, g.x = x.g} 

C’est 1 ’ ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G. Montrer que (C, .) est un sous-groupe 
de G (appelé centre du groupe G). 


Solution : L’élément neutre de G appartient àC. Soient x,y e C, g e G, g.(xy) = (g.x). y = (x.g). y = x.(g.y) = x.(y.g) = 
(x.y).g. Doncxye C. Soient x e C, g € G, gx -1 = (xg _1 ) 1 = (g _ 1 x) 1 = x - 1 g. Doncx -1 e C. C est bien un sous-groupe 
de G. 


Exercice 19.34 W ■ 

2ln 

Les questions sont indépendantes. Soit j le nombre complexe e~^~ . 

1 . Déterminer le sous-groupe du groupe additif C engendré par i et j. 

2 . Déterminer le sous-groupe du groupe multiplicatif C* engendré par i et j. 


1 . C’est le groupe {ni + mj \ (n, m) e Z 2 }. En effet, si un sous-goupe de (C,+) contient i, alors il contient tous 
les ni - Î + ... + i , n e N ainsi que leurs opposés (symétriques pour +.) Il contient donc tous les ni, n e Z. 

n fois. 

De même, il contient les mj, me Z. Il contient aussi toutes les sommes de ces éléments, c’est-à-dire tous les 
{ni + mj\ ( n , m ) e Z 2 }. Comme cet ensemble est lui-même un sous-groupe de (C, +), c’est le plus petit sous- 
groupe de (C, +) contenant i et j, à savoir le groupe engendré par i et j. 

2 . C’est le groupe Vu des racines douzièmes de l’unité. En effet, comme précédemment, c’est le groupe G = 
{i n j m I (n, m ) e Z 2 }. En posant Ç12 = on a i = Ç 2 2 et j = (\ 2 . Donc Ç12 = ji~ x e G. Donc U12, le sous- 
groupe engendré par (u est inclus dans G. Inversement, comme i e U12 et j e U12, le sous-groupe engendré par i 
et j est inclus dans Çi2- 


Exercice 19.35 I W 

Soit (G, x) un groupe, Fi et F2 deux sous-groupes de G. 

On suppose que F = Fi u F2 est aussi un sous-groupe de G. Démontrer que 

Fi c F2 ou F2 c Fi. 
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Solution : Supposons Fi ç£ F 2 . Cela se traduit par : 3x e Fi : x t F 2 . Maintenant, soit y e F 2 . On a z = x x y e Fj u F 2 . 
Supposons l’espace d’un instant que z e F 2 . On aurait alors z x y -1 e F 2 comme produit de deux éléments de F 2 . Donc 
on a zt F 2 . Donc ze Fi. Donc x -1 x z = y e Fi. 

On a donc démontré que si F] ç£ F 2 , alors F 2 c Fi. 


19.3.4 Morphisme de groupe 

Exercice 19.36 Ç 1 

Soient nE N* etf : j ^ ^ ^ . Montrer que f est un endomorphisme du groupe (R*, x). Déterminer son image 

et son noyau. 

Solution : Endo : Il s ’agit de démontrer que Vx e R*, /(x) e IR* . 

Morphisme : Il s’agit de démontrer que Vx,y e K*, /(x)/(y) = /(xy) soitx n y n - (xy)”. 

Si n est impair, l’image est R* et le noyau est réduit à {1}. Si n est pair, l’image est IR* et le noyau est {-1,1}. 

Exercice 19.37 V 

Soit (G, x) un groupe (noté multiplicativement). Pour a e G, soit x fl : j ^ ^ axa -1 ' 

1. Montrer que T a est un endomorphisme du groupe (G, x). 

2. Vérifier que V (a, b ) e G 2 , x a ° x b = x ab . 

3. Montrer que T a est bijective et déterminer son application réciproque. 

4. En déduire que ?? = {r a I a e G} muni du produit de composition est un groupe. 

Solution : 

1. Soient a,x,y e G, on a T fl (xy) = ci{xy)cT } = axa~ l aya~ l - x a (x)T a (y) ce qu’il fallait vérifier. 

2. Soient a,x,y e G, on a t«ot *,(x) = ai>xfc _1 a _1 = abx{ab}~ 1 - T a ^(x) puisque ( ab)~ l = b~ l a~ l . 

3. On en déduit que j a o x a -i - T a -i o j a = j e = Idc- Donc r a est bijective et son apphcation réciproque est T a -i . 

4. On en déduit que 1 : a ' — ► i a est un morphisme de G dans le groupe des automorphismes de G. Son image, à 
savoir T est un sous-groupe du groupe des automorphismes de G. 

Exercice 19.38 I 

Montrer que la composition de deux morphismes de groupe est un morphisme de groupe. 


Solution : Soient f et g deux morphismes d’un groupe (G,.). Soient x,y e G, on a /°g(x.y) = f(gix.y)) = 
/(g(x).g(y)) - /(g(x))./(g(y)) = /°g(x)./og(y) ce qu’il fallait vériûer. 

Exercice 19.39 Wl Ç? 

Soit f : IR — C* V apphcation qui à tout x e IR associe e ix e C* . Montrer que f est un morphisme de groupes. Calculer 
son noyau et son image. L’application f est-elle injective ? 


Solution: On a / : j i > ^ . Vérifions que f est un morphisme de groupe. Soit x, y eR, alors 

/(x + y) = e i[x+y) = e ix e iy = /(x) x /(y), 
et 

/Cxie^eir/d)- 1 . 

Donc f est un morphisme de groupe. 

Montrons que f n’est pas injective en prouvant que le noyau n’est pas réduit à 0 : 

Ker/ = {xelR|/(x) = l} = {xelR| e ix = l} = {2kn \ Ice Z} = 2jiZ. 

E nfin 

Im/={e“ | xen} = U 

est l’ensemble des complexes de module 1, c’est-à-dire le cercle de centre 0 et de rayon 1. 

Exercice 19.40 ■ I Quelques morphismes bien connus 

Traduire en termes de morphisme de groupes les propriétés traditionnelles suivantes : 
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1. ln(xy) = lnx + lny ; 

2. \zz'\ — \z\\z'\ ; 

1 î î 

3. (xy)2=x2y2; 


4 gZ+z' _ gZgZ' . 

5. z+z' = z + z'. 

6. zz’ = zz'. 


Solution : 

1 . Le logarithme est un morphisme du groupe (IR* , x ) sur (R, +) . 

2. Le module est un morphisme du groupe (C*, x) sur (IR* , x). 

3. La racine carrée est un morphisme du groupe (R* , x). 

4. L’exponentielle est un morphisme du groupe (C, +) sur (€*, x). 

5. La conjugaison complexe est un morphisme du groupe (C, +) . 

6. La conjugaison complexe est un morphisme du groupe (C* , x ) . 

Exercice 19.41 ■ ^M 

On considère un groupe (G,.). Montrer que V application f : j ^ ^ est un isomorphisme de groupes si et 

seulement si le groupe G est commutatif. 

Solution : L’application f est bijective (vérification immédiate). 

1 . Montrons que si G est commutatif, alors f est un morphisme. Soient deux éléments (x, y) e G 2 . Alors 

f(xy) = (xy)- 1 = y-V 1 = x^y -1 = /(x)/(y) 

2. Montrons que si l’apphcation f est un morphisme de groupes, alors le groupe G est commutatif. Soient deux 
éléments (x, y) e G 2 . Puisque 

/(x _1 y _1 ) = /(x _1 )/(y _1 ) (x _1 y _1 r 1 = xy =*> {y~ l r l {x~ l r l = xy => yx = xy 

et donc la loi est commutative. 

Exercice 19.42 H3 W I 

On considère deux groupes G et G' et une application ip : G ^ G' . On définit l’ensemble 
H = {(x,«p(x)) IxeG} 

Montrer 1 ’ équivalence 

((p morphisme ) (H sous-groupe de G x G') 

« m 


m 


{if 


Exercice 19.43 ■ WÇ) WM 

Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q, +) vers (Z, +). 
Solution : Soit f un tel morphisme. Soit ne N*. On a 

/Cl) = /(i + -- + i) = n/(i) 

or p- /( 1) e Z et q n = /(^) e Z. Donc 

P = nq n \p\ = n\q n \ 


Solution : 

(i i) Puisque (p est un morphisme, on sait que cp(e) = e'. Donc {e, e') = (e, (p(e)) e H. Soient deux éléments X, Y de H. Il 
existe (x,y) e G 2 tels queX= (x,(p(x)) etY= (y,(p(y)). Comme l’inverse de (y,(p(y)) est (y _1 ,ip(y)) _1 , 

XY -1 = (x,(p(x))(y,(p(y)) -1 = (xy _1 ,(p(x)(p(y) _1 ) = (xy _1 ,(p(xy _1 )) e H 
On a utilisé la propriété d’un morphisme, (p(y -1 ) = ip(y) -1 . 

=> (i) Soit (x,y) e G 2 , montrons que tp(xy) = (p(x)(p(y). Puisque (x,(p(x)) g H et que (y, q)(yj) g H, comme H est un 
sous-groupe de Gx G', (x,(p(x))(y,(p(y)) = (xy,(p(x)(p(y)) gH. Mais alors, par définition de H, il existe z g G tel 
que xy- zet tp(z) = (p(x)(p(y). Cela donne tp(xy) = cp(z) = cp(x)ip(y). 
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Cette relation étant vraie V ne N, en particulier pour n>\p\,on obtient que p = f(l) = 0 et que V ne N*, f(") - 0. 

Alors, si x - —€( Q> + , avec a e N et b e N*, 
b 

/Cx)=/(a^-) = a/(±)=0. 

On en déduit que f est nulle sur Q+, et puisque f est un morphisme, /(-x) — -/(x) ce qui montre que f est également 
nulle sur Q_. 


19.3.5 Anneaux 

Exercice 19.44 V 

On définit sur T 2 deux lois de composition internes notées + et * et définies, pour tout (a, b) , (c, d) e Z 2 , par : 

{a, b) + (c, d) = (a + c,b+ d) et (a, b ) * (c, d ) = ( ac , ad + bc ) 

1 . Montrer que [Z 2 , +, *) est un anneau commutatif. 

2. Montrer que A - {(a, 0) | a e Z} est un sous anneau de (Z 2 , +, ★) 

Solution : 

1. • Les deux lois sont internes. 

• L’addition est commutative, associative, admet (0,0) comme élément neutre et [a, b) admet [-a, -b) comme 
opposé. 

• Associativité de la loi * : ((a, b) * (c, d)) ★ (/, g) = (ac, ad + bc) ★ (/, g) = (acf, acg + (ad + bc)f) = (acf, acg + 
adf+bcf) et(a,b)*((c,d)*(f,g)) = ( a,b)*(cf,cg+df ) = (acf, a(cg+df) + bcf) = (acf, acg+adf+bcf), 
ce qu’il fallait vérifier. 

• La loi * est commutative, et admet (1, 0) comme élément neutre. 

• Distributivité : (a, b) ★ ((c, d) + (/, g)) = (a, b) * (c + f, d + g) = (a(c + /), a(d + g) + fo(c + /)) = (ac + a/, (ad + 
bc) + (ag+bf )) = (a,fe) ★ (c,d) + (a, b) * (g, /) , ce qu ’il fallait vérifier. 

Donc (Z 2 , +, ★) est un anneau commutatif. 

2. On vérifie facilement que A est un sous-groupe de (Z 2 , +) , que A est stable pour * et que (1, 0) e A. 


Exercice 19.45 I C? Anneau de Boole 

On considère une anneau de Boole (A, +, x ), c ’est-à-dire un anneau non réduit à {0} tel que tout élément est idempotent, 
c ’est-à-dire vérifie : V x e A, x 2 = x. 

1 . Montrer que : V (x, y) e A 2 , xy + yx- 0a et en déduire que Vx e A, x + x = Oa- En déduire que 1 ’ anneau A est 
commutatif. 

2. Montrer que la relation binaire définie sur A par xAy <=> yx-x est une relation d 'ordre. 

3. Montrer que V (x, y) e A 2 , xy (x + y) = Oa- En déduire qu ’un anneau de Boole intègre ne peut avoir que deux 
éléments. 


Solution : 

1. Pour tout x, y e A, on a x + y - (x + y) 2 = x 2 + xy + yx + y 2 - x + xy + yx + y. En soustrayant x+y aux deux 
membres, on a bien xy + yx- 0. 

On prend y- x, on obtient x 2 + x 2 = 0 soit x + x = 0, ceci quel que soit x e A. 

On a xy + yx - 0, d’où en ajoutant xy à chaque membre, xy+ xy + yx = xy d’où 0 + yx = xy ce qu’il fallait 
vérifier. 

2. Réflexive : On a x 2 - x donc x x. 

Antisymétrique : On suppose xA y et y A x. On a donc yx- x et xy - y. Comme la multiplication est commu- 
tative on en déduit x - y. 

Transitive : On suppose x=% y et y =%z. On a donc yx = x et zy = y. On en déduit zx = z(yx) = ( zy)x -yx-x, 
soit x^tz. 

Donc A est une relation d’ordre. 

3. Soit x, y e A. On a xy(x + y) -x 2 y + xy 2 -xy+xy- Oa- 

Supposons A intègre. Soit x et y deux éléments non nuis. On a, d’après la question précédente, x+y- 0, donc en 
additionnant x à chaque membre, x + x + y = x, et comme x+ x = Oa, y = x. Il n’y a donc qu ’un seul élément non 
nul au plus. Ce qu’il fallait démontrer. 
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C = {a g A | Vxe A,xa- ax} 


Exercice 19.46 I 

Soit (A, +, x) un anneau et 


Montrer que C est un sous-anneau de A. 


Solution : Soient a,beC, soit x g A, on a ax - xa et bx - xb. On en déduit : [a + b)x - ax+ bx - xa + xb - x(a+ b) 
et ce pour tout x € A. Donc a+beC.De même, [ ab)x= a[bx) - a[xb) = ( ax)b - ( xà)b = x(ab) et ce pour tout x e A. 
Donc ab g C. Comme de plus 1 g C, C est bien un sous-anneau de A. 


Exercice 19.47 IW H 

Soit un anneau (A, +, x). Rappelons qu’un élément a g A est nilpotent s’il existe un entier ne N* tel que a n = 0. 

1 . Montrer que si a est nilpotent, alors 1 - a est inversible et calculer son inverse. 

2. Montrer que si a et b sont nilpotents et commutent, alors ab et a+ b sont nilpotents. 

{ A —*■ A 

x u[x)~ax xa • Calculer l’application u p = 

UO. . .QU . 

p fois 

4. Montrer que si a est nilpotent , il existe p g N* tel que u p soit l’application nulle. 

Indication 19.15 : Pour 3., commencer par déterminer u 2 , u 3 , puis deviner la formule générale que l’on démontrera 
par récurrence. 


1. Si a n = 0, alors (1 - a) (l + a+ ... + a n l ) - [\ + a + ... + a n 1 ) (1 - a) - 1 - a n - 1. Donc 1 + a+ ... + a n 1 est 
l’inverse de 1 - a. 

2. Puisque a et b commutent, on a (ab) n - a n b n . Si a n - 0, alors on a [ab) n - 0, ce qu’il fallait vérifier. 

Puisque a et b commutent, on peut appliquer la formule du binôme : (a+ b) p = ^ K a k b p ~ k . Si a 11 — 0 et 

fc= o\ k ) 

b m = 0, alors en prenant p — n+ m, pour tout entier k variant de 0 à p, on a k 5* n - auquel cas a k — 0 - ou 
p - k> m - et dans ce cas b p ~ k = 0. Tous les termes sont donc nuis et (a + b) p - 0, ce qu’il fallait 

vérifier. 

3. Montrer par récurrence que 

Vxg A, u p fx) - £ K |(-1 ) k a p ~ k xa k . 

k=o\ k ) 

4. Si l’on choisit alors p^2n-\, pour k^ n, a p ~ k xa k — 0, et si k « n - 1, alors p-k^p-n+l^n et alors on 
a également a p ~ k xa k - 0. Finalement, tous les termes de la somme sont nuis, et ceci quel que soit x g A. Donc 
u p = 0. 


Exercice 19.48 i W I 

Soit un anneau (A, +, x) et deux éléments a, b de A. 

1. Si [ab) est un élément nilpotent, montrer que 1 - ab est inversible et déterminer (1 - ab) -1 . 

2. Si [ab) et [ba) sont nilpotents, exprimer (1 - ba)~ l en fonction de (1 - ab) -1 . 

3. On ne suppose plus [ab) ni [ba) nilpotents. Montrer que si 1- ab est inversible, alors 1- ba est également 
inversible. 


Solution : 

1. On a (1- aby 1 = l + ab+abab -\ — + abab...ab si ab est nilpotent d’indice n; 

n- 1 facteurs ab 

2. Ona aussi [l-bay 1 = l + ba+baba+---+ baba ...ba si b a est nilpotent d’indice p. Donc, si ab est nilpotent 

p— i facteurs ba 

d’indice n et si ba est nilpotent d’indice p, on peut écrire les formules précédentes pour q - ma x[n, p) : 

(1 -ba)~ 1 = \ + b[\ + ab+ abab-\ 1 - abab...ab)a- \ + b[l- ab)~ l a 
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3. Posons c = (1 - aby 1 . Montrons que (1 - b a) est inversible et que | (1 - ba ) -1 = 1 + bca | . Pour cela, calculons 
(1- bd)(l + bca) = 1 -ba+bca-babca- l + fo[-l + (l- ab)c\a- l+foxOxa=l 
(1 + bcà)(l- ba) = 1 -ba+bca-bcaba- 1 + b[-l + c(l- ab)]a- 1 

Exercice 19.49 ■ W Algorithme d’exponentiation rapide 

Soit un anneau A, un élément de cet anneau a e A et un entier ne N. On rappelle que 

a 1 — a, et a n -aa n ~ l . 

1 . Combien de multiplications faut-il pour calculer a n avec cette méthode ? 

2. Si l’on écrit 

b - a 2 , c=b 2 , d- c 2 

combien de multiplications sont-elles nécessaires pour calculer a 8 ? 

3. Plus généralement, si l’on écrit : 

n _l ( a k ) x (a fc ) si n = 2k 

jax(a fc )x(a fc ) sirc = 2fc+l 

et si on note T{n) le nombre de multiplications nécessaires pour calculer a n , trouver une relation entre T(n) et 

T (LSJ)- 

4. Lorsque l’exposant n est une puissance de 2 : n-2 p , calculer T {n). 

5. Si un ordinateur met 10 -6 seconde pour effectuer une multiplication, comparer les temps de calcul de a 100000 
en utilisant a) et c). 

Solution : 

1. Il faut en calculer n-\. 

2. Il faut en calculer 3 : une pour b, une pour c une pour d. 

3. On a T (ri) - T([f J) + 1 si n est pair etT[n) =T([f J) +2 si n est impair. 

4. On vérifie que T (2 p ) = p. 

5. Un peu moins de 0, 1 seconde avec 1. Avec 3. on écrit en binaire ÎOOOOO = (11000011010100000)2 autrement dit 
10 5 = 2 5 + 2 7 + 2 9 + 2 10 + 2 15 + 2 16 . On a donc 16 + 6-1=21 opérations donc 2, 1 x 10 -5 seconde avec 3. 

Exercice 19.50 ■ W Sous-anneaux et morphismes de (Z, +, x) 

1. Trouver tous les sous-anneaux de (Z,+, x). 

2. Trouver tous les morphismes d’anneaux de Z vers Z. 

Solution : 

1. Soit A' un sous-anneau de Z. Si 1 e A', montrer par récurrence que V n e N, ne A'. Ensuite que A' - Z. 

2. De même, soit f un morphisme de Z . Si /(l) = 1, montrer par récurrence que VneN, f{n) = n puis que f - id. 

Exercice 19.51 ■ W Anneau Z [1/2] 

On désigne par Z [\/2] l’ensemble Z x Z muni des deux lois : 

(1 a,a') + {b,b ') = [a+b,a! + b') (.a, a!) x {b, b') = {ab + 2a! b' , ab' + a' b) 

1. Montrer que Z[\/2] est un anneau commutatif. Quel est l’élément neutre pour x ? 

2. Soit Z' l’ensemble des éléments delà forme [a, 0). Montrer que Z' est un sous-anneau de Z[v / 2]. 

3. On note pour a e. Z, (a,0) = a. Montrer que tout élément de Z[\/2] s’écrit de manière unique sous la forme 
a+ d x (0, 1) avec (a, a!) e Z 2 . 

4. Montrer qu ’il existe X e Z [\/2] vérifiant X 2 = 2 (2 admet une racine carrée ). 

Voir aussi exercice 19.58p. 743. 
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Solution : La clé de la solution réside dans la notation Z[y/2], Soit A- {x g IR, 3 [a, b) e Z 2 , x - a + by/ 2}. On a l’unicité 
de la notation x - a + bs/2 pour x g A et (a, b) e Z 2 puisque y/2 1 Q. Donc O :x-a + by/2 g A • — > [a, b)eZ [y/2] est une 
bijection qui vérifie O(zz') = O(z) x 4>(z'). Donnons une démonstration indépendante de cette remarque : 

1. Vérifions que la loi x est associative. Elle est interne, c’est évident, et commutative. On a {{a, a') x (b, b')) x (c, c') = 
[ab+2a'b' , ab' +a'b)x[c,d) = {[ab+2a! b')c+[ab' + a! b)c' , [ab+2a'b')d +(ab' +a'b)c) = {abc+2a! b' c+2a! bc' + 
2ab' c' ,abc' + ab' c + a'bc + 2a'b' c'). Sous cette forme on voit bien que la loi x est associative. (1,0) estélément 
neutre pour x . Distributivité : ((a, a') + (b, b')) x (c,c') = [a + b,a' + b') x (c,c') = {{a+b)c + 2(a! + b')d, [a+b) c' + 
{a! + b')c) = [[ac + 2a! d) + [bc + 2b'd),[ad + de) + [bd + bd)) = [a, a!) x ( c,d ) + [b, b') x [c,d). 

2. Z' est stable pour l’addition, la multiplication et contient l’élément neutre (1,0). 

3. On a [a, a') = (a,0) + (0, a') - a+ (0, a') = a+ a! [ 0, 1). 

4. La remarque prélimininaire nous incite à considérer X\ = (0, 1) et X2 - (0, - 1) . Ce sont deux racines de X 2 = 2. 


Exercice 19.52 Hî W I 

Soit (A,+, x) un anneau commutatif et f : A — IR+ une application vérifiant : V(x, y) e A 2 , 
f[x + y)^sup[f[x),f[y)) 
f(x x y) = f[x)f[y) 
f[x) = 0 <=> x = 0 A 

Montrer que B = / -1 ([0, 1]) est un sous-anneau de A. 

Solution : 

1. B est non-vide puisque 0a e B. 

2. Puisque f[lf) = /(1a) 2 et que f est à valeurs dans IR+, on en déduit que /(1a) = 

3. Puisque 1 = /((— 1 A ) x (—1 a)) = /(-1a) 2 , on en déduit que /(— 1 A ) - 1. 

4. Soient (x,y) g B 2 . Puisque f[x,y) « sup(/(x),/(y)) < 1, [x + y) g B. Donc B est stable pour +. 

5. Soit x g B. Puisque /(-x) = /(-1a x x) = /(x), on en déduit que x g B => -x g B . Ona donc montré que (B, +) 
était un sous-groupe de (A, +). 

6. Soit (x, y) g B 2 . Alors /(x xy) = /(x)/(y) « 1 et donc x x y e B. Donc B est stable pour x . 

Donc B est un sous-anneau de A. 


Exercice 19.53 I W H 

Soit (A, +, x) un anneau. Soient [a, b) g A 2 tels que 

ab + ba- 1 et cdb+ba 2 - a 

1. Montrer que a 2 b - ba 2 et que aba + aba - a. 

2. Montrer que a est inversible et que son inverse est b+b. 


Solution : 

1. En multipliant ab+ba = 1 à gauche par a : aab+aba -a - aab+baa d’où aba- baa. De même en multipliant 
à droite cette fois : aba+baa -a - aab+ baa d’où aba - aab. On en déduit baa - aba - aab et donc l’égalité 
a 2 b+ ba 2 = a peut s ’ écrire aba + aba = a. 

2. En multipliant a 2 b+ba 2 = aàgaucheparb : ab- aabb+baab- ( baa)b+baab - b[aab) + b[aab) - b[aba) + 
b[aba) - b[aba + aba) = ba. On déduit de ab+ba-1 que ab + ab- a[b + b) - 1 et que ba+ ba - [b+ b)a- 1 
ce qu’il fallait vérifier. 


Exercice 19.54 I W ■ 

Soit (A, +, x) un anneau. On pose 



Montrer que si (p est un morphisme d’anneaux surjectif, alors A est commutatif. 
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Solution : L’application cp est un morphisme d’anneaux donc cp(a + b) = cp(a) + cp(fr) ou encore ( a+b ) 2 = a 2 + b 2 soit 
ab+ba- 0 et ce pour tous a, b £ A. On a aussi cp(xy) = cp(x)<p(y) soit (xy) 2 = x 2 y 2 autrement dit x 2 y z = xyxy = 
x{-xy)y = -x 2 y 2 = y 2 x 2 . Soit a, b £ A. Comme cp est surjectif, 3x,y £ A,a- cp(x) et b - cp(y). La dernière égalité 
s’écrit ab - b a ce qu’il fallait vérifier. 

Exercice 19.55 ' i WÇ 1 

Soit un anneau (A, +, x). On dit qu ’il est régulier lorsque 

Va £ A, 3x e A :u - uxu. 

1. SU ’ anneau A est intègre, montrer que A est régulier si et seulement si A est un corps. 

2. Si A est un anneau, on définit son centre Z(A) par; 

Z(A) = {x e A | Va € A, ax = xa} 

(a) Montrer que Z(A) est un sous-anneau de A. 

(b) On suppose désormais que A est un anneau régulier. Soit u e Z(A) et x e A tel que u = uxu. On pose 
y- xux. 

i. Calculer pour a e A, uxa(\ - ux ) et (1 - ux)aux et en déduire que ux £ Z(A). 
jj. Montrer que y - xux £ Z (A). 

in. Montrer que si A est un anneau régulier, son centre Z(A) est également un anneau régulier. 


Solution : 

1. 

| <= | : soit a e A. Si u - 0, il suffit de prendre x = 0. Si u / 0, u est inversible. Posons alors x = a -1 . On a bien 
u - uxu. 


2. 

3. 


5. 


| => | : soit ue A, tel que u/0. Comme A est régulier, il existe x £ A tel que u = uxu, c’est-à-dire u{\ - xu) = 0. 
L’anneau étant intègre, il vient que xu - 1. De même, on a (1 - ux) u = 0 et donc ux = 1. Par conséquent, u 
est inversible avec a -1 = x. 

On vérifie facilement que Z(A) est stable pour +, x et qu’il contient 0 et 1. 

On a uxa( 1 - ax) = xaa(l - ax) = xau- xauxu = xaa - xaa = 0. De même, (1 - ax)aax = (1 - ux)uax = 
aax-(axa)x = uax-uax = 0. Donc axa(l-ax) = (l-ax)aax et en développant, axa-axaax = aax-axaax 
ce qui donne [ux)ci - a{ux). On a donc montré que ( ax ) e Z(A). 

Soit a £ A. Calculons {xux) a — (ax)(xa) = (xa)(ax) = (xa)(ax) = (ax)(ax) = {ax){ux) - 
ueZ(A) uxe Z(A) meZCA) ueZ(A) ux eZ(A) 

a(xax). 

Soit a e Z (A). Posons y — xux. On a vu que y e Z (A) et alors uyu- u(xax)a= (axa)xa = axa = a. 


Exercice 19.56 i (?W I 

Soit (A, + , x) un anneau tel que 

V (x, y) e A 2 , (xy) 2 = x 2 y 2 

1. Montrer que V(x,y) e A 2 , xyx = x 2 y = yx 2 . 

2. En déduire que A est un anneau commutatif. 


Solution : 

1 . Soit (x, y) e A 2 . En utilisant la propriété de 1 ’ énoncé avec x et {1 + y), on trouve que 
[x(l + y)] 2 = x 2 (l + y) 2 

=> x 2 + x 2 y + xyx + (xy) 2 = x 2 + 2 x 2 y + x 2 }/ 2 
=> xyx = x 2 y 

(car (xy) 2 = x 2 y 2 ). De même, en utilisant la propriété avec x et (1 + y) on démontre que xyx - x 2 y. 
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2. Soit (x, y) e A 2 . En utilisant la propriété du 1 . avec (1 + x) et y, on trouve que 

(l + x) 2 y = y(l + x) 2 
=> y + 2xy + x 2 y = y + 2yx + yx 2 
=> 2xy = 2yx 

Ce qui ne suffit pas à conclure que xy = yx / 

Mais avec la même idée, développons (1 + x) 3 y. Comme x 3 y = x(x 2 y) = x(yx 2 ) = (xyx)x = (yx 2 )x = yx 3 , 
(l + x) 3 y = y(l + x) 3 

=> y + 3xy + 3x 2 y + x 3 y = y + 3yx + 3yx 2 + yx 3 
=> 3xy = 3yx 

Donc 3 xy - 2xy = 3yx - 2yx et par conséquent, xy = yx. 


Exercice 19.57 I9W I 

Soit / : IR — - IR un morphisme de l’anneau IR vers lui-même. 

1. Montrer que l’apphcation f est croissante ; 

2. Calculer f(r) lorsque r e Q ; 

3. Soit un réel x e IR. Montrer qu’il existe une suite de rationnels (/'„) croissante et une suite de rationnels ( q n ) 
décroissante qui convergent vers x ; 

4. En déduire tous les morphismes d’anneaux de IR vers lui-même. 


Solution : 

1. Soit z 5* 0. Écrivons f{z) = f(\fz\fz) = f{\fz) 2 & 0. Soit alors (x,y) e IR 2 tels que x « y. Calculons f{y - x) = 
/(y) - /(x) & 0. Donc l’application f est croissante sur R. 

2. En utihsant que f est un morphisme de groupe (classique) et que /( 1) = 1, on montre que Vr e IR, /(r) = r. 

3. Utilisons la densité de Q dans IR : 

Ve > 0, 3(r, g) e Q 2 : x-e< r < x< q < x + e 

Poure-1, il existe (ri ,<ji)eQ 2 tels que x— 1 rj < x< q\ s; x+ 1 . Supposons construits les rationnels r\ , . . . , r n et 
q\,...,q n . Posons e = min(— — , q n - r n ) > 0. Il existe alors (r„+i, q n +\) e Q 2 tels que r n < r n+ \ <x< q n+ \ < q n 
avec en plus x - « r n+ \ < q n+ \ sx+^. On construit ainsi par récurrence deux suites de rationnels, avec la 

suite (r n ) qui est croissante et la suite (q n ) décroissante. D’après le théorème des gendarmes, puisque V«^l, 

x--*£r„**x^q n ^x+- 

ces deux suites convergent vers x. 

4. Soit x e IR et n e N*. Puisque la fonction f est croissante, on a 

f(r n ) « /(x) « f(q„ ) 

or comme Vn> 1, f(r n ) - r n et f(q n ) = qn, et que les deux suites convergent vers x, il vient que f(r n ) » x 

et f(q n ) ► x, et par passage à la limite dans les inégalités, on trouve que /(x) = x. Par conséquent, f-idet 

réciproquement, id est bien un morphisme d’anneau. 


Exercice 19.58 I9W Anneau Z [s/ï] 

1 . On rappelle (exercice ?? p. ?? ) que tout sous-groupe de (IR, +3 non réduit à {0} est soit de la forme aZ où a e IR* , 
soit dense dans IR. 

Soit H un sous-groupe de (IR*, x). 

Démontrer que 

• soit : 3a ^ 1 : H = {a n , n e Z}, 

. soit : V(oc,P) € IR 2 , (a < |3) => (]cx,|3[nH ? 0). 

(On pourra utiliser le logarithme.) 
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2. Dans toute cette partie, si - {a + bs/1 \ [a, b) e Z 2 }. On admet que s/1 t Q. (voir l’exercice ?? p. ??.) 

(a) Démontrer que pour tout x e si, il existe un unique couple ( a , b) e Z 2 tel que x-a+ bs/1. 

(b) Démontrer que si est un sous-anneau de (M,+, x). 

(c) Démontrer que l’ensemble U {si) des éléments inversibles de si est un sous-groupe de (K*, x). 

3. Pourx- a+ bs/1 e si, on note x le réel a- bs/1 et on note N(x) = xx - a 2 -7b 2 . 

(a) Expliquer rapidement pourquoi x etN(x) sont bien définis. 

(b) Démontrer que V(x, y) e si 2 , N(xy) = N(x)N(y). 

On admet que l’équation N(x) = -1 n’admet pas de solution dans si. Voir à ce sujet l’exercice ?? p. ??. 

(c) Démontrer que Vx € si, (x e U (si) <=> (N(x) = 1)). Le cas échéant, que vaut l’inverse de x? 

4. (a) Soit a+ bs/1 e. U(si). Démontrer que (a s* 0 et b^ 0)<=> (a + bs/l~» 1). 

(b) Démontrer que U (si) n’est pas réduit à {-1, 1}. 

(c) Démontrer que l’intervalle ] \,3s/l[ ne contient pas d’éléments de U (si) . 

(d) Démontrer qu’il existe un élément de u de U(.s^)n] 1, +oo[ tel que 

U [si) = {eu n ;e- +1 et ne Z}. 

Le nombre u évidemment ( 1) unique est appelé unité principale de si. 

5. On pose pour tout ne N, u n - a n + b n s/ 7. 

(a) Démontrer que les suites (a«)«eN et (b n ) n£ m sont positives et strictement croissantes. 

(b) En déduire la valeur de u. 

(c) Donner dans l’ordre croissant des valeurs de x, les quatre plus petites solutions dans N* x N* de l’équation 
dite de Pell-Fermat : 

x 2 -7y 2 = 1. 

6. On pose a„ = «2" et = fon • 

(a) Établir des relations de récurrence entre les a n+ \ et P„+i d’une part et les a n et (3,, d’autre part. 

U n 

(b) Démontrer que — converge vers une limite Unie À que l’on déterminera. 

(c) Démontrer que VneN, 

_|a„ I i 

e "“k Tzv/ÿp 2- 

(d) Donner une majoration explicite de l’erreur e n en fonction de n. 

(On pourra, faute de mieux, démontrer que V ne. N* , a n >3 2 et (i„ ^ 3 2 .) 

(e) En déduire une approximation rationnelle de \fï à 10 -20 près. 

Voir aussi exercice 19.51 p. 740. 

Solution : 

1 . On considère 1 ’ image G de H par le logarithme. On vérifie que G est un sous-groupe de (IR, +) . 

• Supposons que G soit de la forme mJ., m e K+. En posant a - e m , on a bien H = { a n , n e Z}. 

• Sinon G est dense dans IR. Soit O < a < (3, on peut donc trouver un élément x de G dans ]lna,lnfo[ ete x appartient 
àlafoisàHetà]a,fi[. 

2. 1) Supposons a + b s/7 - a! + b’ s/7 soit a- a! - (b' - b) s/l. On a b' - b - 0 sinon on aurait s/1 - e Q ce qui 

est impossible. On en déduit a - a' - O ce qu’il fallait démontrer. 

2) ► si est stable pour la soustraction : a + bs/1 - [a! + b' s/1) - [a - a') + {b- b') s/1 e si . 

► si est stable pour la multiphcation : (a + bs/1) x (a' + b' s/1) = {ad + 7 bb') + {ab' + bd) s/1. 

► l’élément unité 1 de (IR, +, x) appartient bien à si : 1 = 1 + Os/l. 

Donc si est un sous-anneau de (IR, +, x). 

3) On a 1 e U (si). Si x,yeU(si), on a y~ l e U (si) et par suite xy -1 € U (si). 

3. 1) Lorsqu ’on écrit x-a+ bs/1, les entiers a et b sont uniques. Par suite x et N (x) sont définis. 

2) Soit (x,y) e si 2 . On pose x = a + bs/1, y - d - b' s/1, on a xy = (ad + 7 bb') + ( ab ' + ba')s/l, ~xÿ - (ad + 

7 bb 1 ) - (ab 1 + bd)s/l. Ensuite xÿ - (aa' + 7(-b)(-b')) + (a(-b')-bd)\/l- xÿ. PuisN(xy) = xyxÿ-xyxÿ- 
N(x)N (y). 
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3) Si N(x) = 1 , alors xx = 1 et donc x e U (si est bien 1 ’ inverse de x dans sé . 

Réciproquement, si x est inversible dans sé , il existe y dans si tel que xy - 1. Donc N(x)N(y) = N(l) = 1. 
Donc N(x) et N (y) sont des entiers dont le produit vaut 1, ils sont donc égaux à 1 ou -1. Comme l’équation 
N(x) = -1 n ’ admet pas de solution, c ’ est que N(x) = 1 . Ce qu ’il fallait démontrer. 

4. (a) En effet, en posant x-a+ b\fï, on a — - a - b\fi, -x - -a- b\fï et - -a + b\/ 7. Parmi ces quatre 

nombre, le plus grand appartient à [l,+oo[, son inverse à ]0, 1], son opposé, à ] - oo,-l] et l’inverse de son 
opposé à [- 1, 0[. Comme le plus grand des quatre a ses deux coefficients positifs, la proposition en résulte. 

(b) On a 8 2 - 7 x 3 2 = 1, donc 8 + 3\/7 eU(vi). 

(c) Tous les éléments de U {si) plus grands que 1 ont des coefficients a et b positifs. On regarde donc les valeurs 
de b £ N* pour lesquelles a 2 -7 b 2 - 1 . Les solutions b - \ ou b - 2 ne conviennent pas, donc on a b^3. 
Comme a & 0, on en déduit que a+ bV 7 3= 3\/7. C’est bien dire qu’il n’y a pas d’élément de U {si) dans 
]l,3v/7[. 

(d) La question précédente montre que U (si) n R* n’est pas dense, puisqu’il évite ] l,3\/7[. Donc il est de la 
forme {u n \ n e Z}. En rajoutant les opposés, on obtient le résultat. 

5. 1) Comme u > 1, on a a\ & 1 et b\ & 1. Comme u n+1 = (a\ + biVf)(a n + b n \/ 7) on en déduit 

a n+ \ = a n a\ +7b n b\ > a n , et b n+ \ = a n b\ + b n a\ > b n . 


D’où le résultat. 

2) L’image delà suite u n est U (si) n [l,+oo[ tout entier, donc u\ - u est la plus petite valeur de U(,s/)n]l,+oo[, 
à savoir 8 + 3\/7. 

3) D’après ce qui précède ce sont les (a^, bC fournis par les u k pourk- 1,2 et 3. Soit (8,3), (127,48), (2034,765), 
(32257,12192). 

6. (a) On a a„+i + (3 n +i Vï - (a„ + PnVÏ) 2 ■ On en déduit a„+i = a 2 + 70 2 et p n+ \ = 2a„(V 

(b) Comme on a in e N, a 2 - 7 (3 2 = 1, en divisant par P 2 on a 


a 2 

Wn 


La suite (Pn)neN est une suite d’entiers strictement croissante, qui tend donc vers +oo. Donc tend vers 7 
et par suite X- y/7. 


(c) Démontrer que VneN, 


E„ = — -À « 


2V7& 


(d) On a V ne N, a 2 = 7p\ + 1 > 7f) 2 . Donc ^ + \/7 > 2\/7. 


2y/7 p 2 „ ' 

Pour n= 1, on a (il = b2 = V48 2 et cxi = «2 = 127 & y/48 Z . On montre par récurrence que pour n>\,o. n > 
\/48 2 et p n 3* \/48 2 . On a alors a„+i = a 2 + 7|3 2 & \/48 2 + 7\/48 2 3* \/48 2 et p n+ \ - 2o. n p n 3* 

21/48 2 \/48 2 > V48 2 , ce qu’il fallait vérifier. 

Finalement, pour n^l, 

I a " \/~\ < 1 1 

I Pn 7 \ 2s/7 48 2 " +1 

(e) On cherche à avoir 2\/748 2 S 10 20 . En prenant les logarithmes décimaux, cela revient à log 10 (2\/7) 
2Q-log 10 (2y/7) 


2"log l0 (48) 3* 20. On calcule - 


logi 0 (48) 


<11,5, donc il suffit d’avoir 2" >11,5, par exemple n - 4. 


8661355881006882817 


3273684811110137472 


327368481111013747 
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19.3.6 Corps 

Exercice 19.59 Ç 1 

On définit sur IR les deux lois æ et ® par x®y=x+y-l etx®y = x + y- xy. Montrer que (IR, æ, ®) est un corps. 


Solution : On pose f(u) = 1- u. On a /U® y) = f{x) + f{y) et f{x® y) - /(x) + /(y). De ce fait (IR,®,®) est un corps 
et f réalise un isomorphisme de corps entre (IR, ®, ®) et (IR, +, x). 


Exercice 19.60 I 

Pour (a, b) e IR 2 , on pose : 


al b- a+b-1 et a+b-ab-a-b+2 


Montrer que (IR, T, ★) est un corps. 


Solution : On pose g(x ) = x-1 donc g l [y) - y+ 1. On a al b - a+b-1 - (a- 1) + (fo- 1) + 1 = g 1 (g(à) + g(b)) et 
a + b- (a- l)[b- 1) + 1 = g _1 (g(a).g(fc)). 


Exercice 19.61 

Soit IK et L deux corps et f: IK <-*• L un morphisme de corps. Démontrer que f est injectif. 


Solution : Soit x ^ Ok- On a f(x).f{x 1 ) = /(1k) = 11- L’élément f{x) est inversible dans L, donc il est différent de 
0i_. Par contraposée, si /(x) = 0i_ alors x = Ok- Le noyau de f est réduit à Ou- Donc f est injectif. 


Exercice 19.62 I I Corps à 4 éléments 

On se propose de construire un corps (F4, +, x) sur un ensemble à quatre éléments :{0, 1, x, y}. 

1. En calculant lxxx y de deux façons différentes, démontrer que x 3 = 1. 

2. Démontrer que nécessairement x 2 = y et que y 2 = x. 

3. En déduire la table du groupe (F*, x). 

4. Démontrer que nécessairement 1 + 1 + 1 + 1=0. 

5. En déduire que l + l = x + x = y + y = 0. 

6. En déduire la table du groupe (F4, +). 

7. Démontrer que l’on a bien construit un corps à quatre éléments. 


Solution : 

1. Comme l’apphcation t x de F£ dans lui-même, définie par T x {t) - xxt est une bijection, de bijection réciproque 
t x -i on a 

1 x xx y = Tx (l) x T ,(X) x t, (y) = (xxl)x(xxx)x(xxy) = x 3 x(lxxxy), 
on en déduit, en simplifiant par 1 x x x y, que x 3 = 1 . 

2. Comme x /O, on a x f = 0 puisqu ’un corps est intègre. On a aussi x 2 ± x. En effet, sinon on aurait (x-1) xx = 0 d’où 
x-1 ou x - 0, absurde. Supposons x 2 - 1. On aurait alors x 3 = x en contradiction avec la question précédente. 
Donc x 2 = y. Pour les mêmes raisons, y 2 = x. 



Remarque : Un argument plus savant aurait été : il n ’ existe qu ’ une seule loi de groupe possible sur un ensemble à 
trois éléments. 

4. Cette fois on calcule 

S = 0 + l + x + y = (0+l) + (l + l) + (l + x) + (l + y) = l + l + l + l + S, 

d’où 1 + 1 + 1 + 1=0. 

5. On a 1 + 1 ^ 1. Supposons 1 + 1 - x, en élevant au carré, on aurait l + l+ l + l = x 2 = y soit y = 0, absurde. De 
même 1 + 1 - y n ’ est pas possible. Il ne reste qu ’ une seule possibihté : 1 + 1 - 0. En multipliant cette égalité par x 
puis par y, on obtient x + x-0 et y + y - 0. 
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On a 1 + 0 = 1 donc 1 + x / 1, on a 1+1 = 0 donc 1 + x/ Ooual/O donc 
1 + x / x. Il reste une seule possibilité pour 1 + x, donc on a nécessairement 
1 + x- y et en ajoutant 1 aux deux membres, x-l + y. On a donc la table du 
groupe (F 4 ,+). 


7. Il reste à vérifier la distributivité, (a + fo) x c = a x c+ b x c, ce qui donne a priori 4 3 = 64 vérifications. Les cas où 
c - 0 ou c - 1 sont évidents, même chose si a- 0 ou b - 0 ou a - b. Il reste donc trois possibilités pour a, deux 

pour b donc six pour [a, b). La commutativité de + divise le nombre de cas par deux. Comme il y a deux choix 

pour c, il y a au total six vérifications à effectuer. 

► (l + x)xx = yxx=letlxx + xxx = x + y=l. 

► (l + x)xy = yxy = xetlxy + xxy = y + l = x. 

► (1 + y) x x = xx x = y et 1 x x + y x x = x+ 1 = y. 

► (l + y)xy = xxy = l etlxy + yxy = y + x = l. 

► (x + y)xx=lxx = xetxxx + yxx = y + l = x. 

► (x + y)xy = lxy = yetxxy + yxy=l + x = y. 


I II 0 1 1 M '' 

0 II 0 I 1 I x I y 

1 l 0 y x 

x ' x y 0 1 

y ' y x îo 
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Chapitre 


20 


Arithmétique 


Le père Rouault vint apporter à Charles le paiement de sa jambe remise, 
soixante-quinze francs en pièces de quarante sous. 
Gustave FLAUBERT, Madame Bovary, 1857. 


Pour bien aborder ce chapitre 

Un très beau chapitre. Tellement beau que nous allons le traiter deux fois ! En effet, il a beaucoup de points communs avec 
le suivant. On peut expliquer ces points communs à l’aide de la théorie des idéaux d’un anneau, mais ce n’est pas l’objet 
ici. 

Par ailleurs l’arithmétique a toujours fasciné les hommes, les mathématiciens comme les profanes. Avec un peu de cu- 
riosité et d’observation, n’importe qui peut conjecturer des propriétés qui peuvent s’avérer ardues à démontrer. On peut 
par exemple contempler le tableau des derniers chiffres de V pour 0 =£ z =S 9 et 1 =S j < 5. Une expbcation viendra plus 

|,U||1|2|3|4|5|6|7|8|9| 

1 ||1|2|3|4|5|6|7|8|9 

2' 149656941 
3187456329 
4 1 6 1 6 5 6 1 6 1 

5123456789 


Par ailleurs, on peut s’émerveiller devant les nombres premiers, le mystère de leur répartition et la beauté gratuite de 
leur étude. Gratuite ? Rien n’est moins sûr ! La découverte d’un algorithme rapide de décomposition en facteurs premiers 
mettrait à mal bien des codes secrets et l’arithmétique est devenu un secteur d’étude stratégique. 

Parmi les nombreux mathématiciens qui se sont intéressés à l’arithmétique, le nom de Gauss se détache. Toute sa vie 
durant il est revenu sur des problèmes d’arithmétique. Mais on peut citer Euclide, Diophante, Fermât, Legendre, Euler et 
Ramanujan. 

L’arithmétique est une école de rigueur. Mais une fois les mécanismes acquis, ce chapitre devient une récréation. 


20.1 Relation de divisibilité, division euclidienne 

20.1.1 Relation de divisibilité 


Définition 20.1 Divisibilité 

Soient deux entiers relatifs (a, b) e Z 2 . On dit que l’entier a divise l’entier b si et seulement si 3k e Z tq b - ka. 


^ Notation 20.1 On notera a \ b (se ht « a divise b ») le fait que l’entier a divise l’entier b. 

Remarque 20.1 

- \/n e N, n | 0 ; 

- V n e N, 0 1 n => n - 0 ; 

- V(a,b,c,d) e Z 4 , [a \ b et c \ d] => ac \ bd. 
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Proposition 20. 1 Propriétés de la divisibilité 

- La relation « divise » est réflexive : Va g Z, a | a. 

- La relation « divise » est transitive : V (a, b, c) e Z 3 , [a\b et b\c\ => a|c. 

- La relation « divise » n’est ni symétrique, ni antisymétrique. Donc ce n’est ni une relation d”équivalence, ni une 
relation d’ordre sur Z ). Par contre : [a \ b et b \ a] <=> a = ±b. 


Démonstration 

1. Soit a e Z. Comme a = 1 x a il est clair que a\ a. 

2 . 

\a\b jskeZ;, b = ka 

\b\c ^ [Bk'eZ, c=kb 


=> c=kk! a => a|c 


3. On a:\a\b et b\a] => [3[k,k')el 2 : b=ka et a = k'b] => a = kk! a. Il vient alors : 

- si a = 0 alors b= ka = 0 et donc a - b. 

- si a f 0, kk! = 1, comme k et k' sont des entiers, cette égalité n ’est possible que sik=k! = 1 ou 
a finalement bien a = ±b. 

Réciproquement si a - ± b, on a nécessairement [ a\b et b\ a] . 


si k= k! = — 1. On 


Proposition 20.2 

Soit a, b, c e Z et k\ , &2 g Z. Alors : 

[a\b et a|c] => a\(k\b+k2c) 

Démonstration En effet : 

[a| b et a|c] => J 3 ^ eZ ’ ^ k\b+ kzc= kika+ k2k! a= [k\k+ k2k!) a => a\(kib+k2C) 

[3 U c=ka 

20.1.2 Congruences 

Définition 20.2 Congruence 

Considérons un entier strictement positif a g N* et deux entiers (a, b) e Z 2 . On dit que l’entier a est congru à l’entier b 
modulo n, et l’on note a = b [n] lorsque l’entier n divise l’entier (b— a) : 

a=b[n] <=> n/{b-à). 


Proposition 20.3 Compatibilité des lois avec les congruences 

Soient quatre entiers (a, b, c, d) g Z 4 et un entier n g N* . On suppose que 


1. a= b [n] ; 


2. c=d[n]. 


Alors 


1. a + c=b+ d[n]\ 


2. axc=bxd[n\-. 


3. VfcGN, a k =b k [n]. 

j 


Pour démontrer que a \ b il peut être intéressant de démontrer que b = 0\a]. 

Exemple 20.2 

On veut démontrer que 641 divise 2 32 + 1. 

On remarque que n - 641 = 1 + 640 = 1 + 5 x 2 7 = 625 + 16 = 5 4 + 2 4 . 

On en déduit 5 x 2 7 s -1 [n]. En élevant à la puissance 4, on a 5 4 x 2 28 = 1 [n]. Comme 5 4 = -2 4 [n], on obtient 
-2 4 x 2 28 = 1 [n] soit en ajoutant 2 32 aux deux membres, 0 = 2 32 + 1 [n], ce qu’il fallait vérifier. 

Cet exemple historique est dû à Euler et fournit un contre-exemple à une conjecture de Fermât : 

V«eN,2 2 " + l est premier. 
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I Exemple 20.3 Pour un nombre entier n (écrit en base 10) on a n = a [10] où a désigne le chiffre des unités de n. Ainsi 
la dernière ligne du tableau des V p. 748 peut se lire i 5 = i [10] pour tous entiers i. 

Exemple 20.4 On a 10 = 1 [9] et donc Vfc e N, 10 fc = 1 [9], En particulier Y. P k={) «fclO fc = JL k=0 «fc [9]. Autrement dit, un 
nombre entier n - a^\b k (écrit en base 10) est congru modulo 9 à la somme de ses chiffres, et donc aussi à la 
somme des chiffres de la somme de ses chiffres, etc. C’est le principe de la preuve par neuf enseignée autrefois à l’école 
élémentaire. Elle peut s’énoncer de la façon suivante : « Le produit des restes des deux facteurs modulo 9 est congru au 
reste du produit modulo 9 ». 

L’exemple suivant est dû à Eugène Ionesco (La Leçon 1951). 

Le Professeur 

...combien font, par exemple, trois milliards sept cent cinquante-cinq millions neuf cent quatre-vingt-dix-huit mille deux 
cent cinquante et un, multiplié par cinq milliards cent soixante-deux millions trois cent trois mille cinq cent huit ? 
L’Élève, très vite. 

Ça fait dix-neuf quintillions trois cent quatre-vingt dix quadrillions deux billions huit cent quarante quatre milliards deux 
cent dix-neuf millions cent soixante-quatre mille cinq cent huit... 

On prend a = 3755998251, b - 5162303508. La somme des chiffres de a vaut 54 donc a = 0 [9], De même la somme des 
chiffres de b vaut 33 donc b = 6 [9]. Donc le produit ab est congru à 0 modulo 9. 

La somme des chiffres du produit c = 19390002844219164508 annoncé par l’élève vaut 76 donc c = 4 [9], 

Moralité, le résultat donné par l’élève est faux. 

Exemple 20.5 On peut de demander quelle est valeur exacte du produit. Laute d’un logiciel de calcul formel qui 
donnerait la solution, on travaille avec une calculatrice qui donne quatorze chiffres significatif (en l’occurence il s’agit 
d’un tableur). 

Il donne 3755998251 x 5162303508 = 19389602947179200000. Il est clair que les derniers chiffres sont faux. Pour les 
trouver, on travaille modulo 10 7 , ce qui va donner les sept derniers chiffres : Soit a' = 5998251 et b' = 2303508. On a 
a = a! [10 7 ] et b = b' [10 7 ]. On a donc ab = a! b' [10 7 ]. Le tableur donne a! b' - 13817019164508 = 19164508 (mod 10 7 ). 
On peut donc reconstituer ab - 19389602947179164508. 

Bien entendu, on vérifie avec la preuve par neuf que ab = 0 [9] . 


Définition 20.3 Système complet de restes modulo m 

Soit m un entier 2. On appelle système complet de restes modulo m un système d’entiers contenant un et un seul 
représentant de chaque classe. 


Exemples : [0, m - 1], système de m entiers consécutifs, m entiers non congrus modulo m deux à deux. 


Proposition 20.4 

Soit x • — » f(x) = £" =0 «/■*' une fonction polynôme où les a,- e Z. 

On suppose que l’on a f{r) non congru à 0 modulo m pour r décrivant un système complet de restes modulo m. On a 
alors VreZ, /(x) non congru à 0 modulo m. 


Démonstration En effet, soit x e Z, il existe un r appartenant au système complet de restes modulo m, tel que x=r [m] . Comme 
par ailleurs, L”_ 0 a i x ‘ = L”_ 0 a; r' [m], le résultat en découle. 

20.1.3 Division euclidienne 


b (q + \)a 

Ligure 20. 1 - Division euclidienne dans Z 


Théorème 20.5 Division Euclidienne 

Soient deux entiers (a, h) £ Z x N avec bf 0. Alors il existe un | unique couple | ( q , r) e Z 2 tel que : 

1 a-bq+r 

2 0 tir<b 

On dit que l’entier q est le quotient et l’entier r le reste de la division euclidienne de a par b. 
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Démonstra tion 

| Unicité :] Soient ( q , r) e Z 2 et ( q ' , r') e Z 2 tels que a = qb+ r, 0^r<b eta = q'b+ r' , 0 < r' < b. Comme 0 « r < b etO ^ r' < b, 
on a : b\q' - q\ = \r' - r\ < b ce qui n’est possible que si \q' - q\ =0, c’est a dire que si q = q 1 . Ceci entraîne r = r' et donc 
[q,r) = (q' r'). 

| Existence : \ - Supposons que a e N et considérons l’ensemble .Æ ~ {ne N | nb S a] des multiples de b inférieurs à a. .Æ est 
une partie de N. De plus, est : 

- non vide car 0 e -Æ . 

- majorée par a. En effet, si n e .Æ alors, comme b>l, n*Z nb*Z a donc nü a. 

On en déduit que ./M admet un plus grand élément (voir page 304), noté q qui vérifie : 

® qb^a car q e J( . 

2 [q + l) b > a car q + 1 > q et q est le plus grand élément de .Æ , donc q + 1 £ .Æ. 

Posons r = a- bq. On a bien a = bq+r. Par ailleurs 0 « r car a> bq et r < b car b= [q+l)b- qb> a- qb= r. 

- Supposons maintenant que a e Z. Si a est positif, on se ramène au cas précédent. Sinon -a est positif et il existe ( q 1 , r ') e Z 2 
tel que :-a= q'b+r' et 0 « r' < b. On a donc a = b[-q')~ r' . Si r' = 0 alors on pose q = -q' et r = 0. On obtient ainsi le 
couple recherché. Sinon, si r' 0, alors r' e 11, b- 1] et a = b(-q' - 1) + (b- r'). On pose alors q = -q' - 1 etr-b-r'eton 
obtient, ici encore, le couple recherché. 


20.2 PGCD, théorèmes d’Euclide et de Bézout 


définition 20.4 PGCD, PPCM 
Soient deux entiers non tous deux nuis (a, b) e Z* 2 . 

1. L’ensemble des diviseurs de N* communs à a et b admet un plus grand élément noté a a b. C’est le plus grand 
commun diviseur (PGCD) des entiers a et b. 

2. L’ensemble des entiers de l\l* multiples communs de a et b admet un plus petit élément noté : a v b. C’est le plus 
petit commun multiple (PPCM) des entiers a et b. 

Si a - b - 0, on pose a/\b= av b=0. 


Théorème 20.6 Théorème d’Euclide 

Soient deux entiers [a, b) e Z* 2 . Effectuons la division euclidienne de l’entier a par l’entier b : 
3!(<7, r)eN 2 : a=bq+r et 0 «r<b 


Alors : 


a/\b= b/\r 


Démonstration Comme r = a- bq, tout entier divisant à la fois a et b divise aussi r. L’ensemble des diviseurs communs à a et 
b est égal à l’ensemble des diviseurs communs à b et r. En particulier, ces deux ensembles ont le même plus grand élément, ce qui 
s’écrit aussi : a /\b = b/\r. ,, 


b b r-a-2b 


Figure 20.2 - Euclide : si d \ b et d \ a, alors d \ r 


Le théorème précédent justifie l’algorithme d’Euclide pour trouver le pgcd de deux entiers non nuis (a, b) g N* 2 . On pose 
ro- a,r\-b et on définit ensuite Vfc ^ 1, les couples [qk, Lt) en utilisant une division euclidienne : 

si r k ï 0, 3l(q k , r k+1 ) g Z 2 tq r k - X = q k r k + r k+1 et 0 « r k+1 < r k 

Comme la suite d’entiers (r k ) est strictement décroissante, il existe un rang n > 1 tel que r n / 0 et r n+ \ = 0. D’après le 
théorème d’Euclide, on a VfcG [0, n- 1], a/\b- r k /\ r k +\. Comme r n divise r n -\, onar„A r n -\ = r n . Par conséquent, le 
dernier reste non-nul r n est le pgcd des entiers (a, b). 
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Exemple 20.6 Déterminons le pgcd des entiers 366 et 43 en utilisant l’algorithme d’Euclide : 


donc 366 A 43 = 1. 


366 = |~43~| x 8 + [~22~| 
|~43~| pfj]xl+[2T] 
[22] = |[2Ï]| x l+[T| 
[2Ï~| s |T|x21 + 0 


Paramètres : a, b (entiers). 
Variables locales : A, B, r. 
Initialisation : 

- A— a, 

- B^b, 

Corps : Tant que b ^ 0 faire : 

- r — A mod B, 

- A<— B, 

- B^r, 

Fin tant que 

Renvoyer A (A = pgcd(a, b)). 


pgcd := proc(a, b) 
local A, B, r; 

A := a; 

B := b; 

while (b > 0) do 
r := irem (A, B 
A := B; 

B := r; 

od; 

A; 

end; 


ou sous une forme récursive : 


pgcd := proc (a, b) 
If b = 0 then a 
else 

pgcd (b, irem (a, b 

fi; 



Le pgcd de 17 et 24 égale 1. 


Définition 20.5 Nombres premiers entre eux 

On dit que deux nombres a et b sont premiers entre eux si et seulement si leur plus grand diviseur commun est 1, 
autrement dit si et seulement si a a b = 1. 
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.BiO 17 1 Étienne Bézout, , né le 31 mars 1730 à Nemours, mort le 27 septembre 1783 à Basses-Loges)~| - 


Mathématicien français. Auteur de différents livres d’enseignement 
qu’il rédigea à l’attention des gardes de la marine ou des élèves du 
corps de l’artillerie. Il est surtout connu pour le théorème ci dessous 
mais il a travaillé également sur les déterminants et les équations 
algébriques. Son nom est attaché à d’autres théorèmes en géométrie 
algébrique et intersections de courbes. 



Théorème 20.7 W9 Coefficients de Bézout 

Soient deux entiers non nuis (a, b ) g Z* 2 . Il existe ( u , v) g Z 2 tels que 

au+bv - a/\b. 

Un tel couple (u, v) est appelé couple de coefficients de Bézout de a et b. 

Démonstration Quitte à considérer \a\ et \b\ à la place de a et b, on peut supposer a et b positifs. La preuve se fait par récurrence 
sur b. Si h = 0, alors a/\b= a et l.a+O.b = a donc un couple de coefficient de Bézout est (1,0). On fixe b e N* et on suppose que la 
propriété est vraie pour tout a g N et tout nombre n de l’intervalle d’entiers [0, b-\\. Par division euclidienne, il existe [q, r) g N 2 
tels que a = bq+r et 0s rsi-1. D’après le théorème d’Euclide, on sait que ar\b= b/\r. On applique l’hypothèse de récurrence 
àbetr, il existe (U,V) e Z 2 tels que Ub+Vr = b h r. Donc Ufc+ V(« - bq) - a/\b etVa+(U -Vq) b= a a b. Lu propriété est alors 
prouvée par récurrence. 

| Remarque 20.2 II n’y a pas unicité du couple de coefficients de Bézout de deux entiers. Voir exercice ?? p. ??. 


Théorème 20.8 OW Théorème de Bézout 
Soient deux entiers non nuis (a, b) g (Z*) 2 . On a 


aAfc=l^.[3(w,i/)GZ 2 : 

1 = au+bv] 


Démonstration 

| => | C’est une conséquence directe du théorème précédent. 

| <= | Supposons qu’il existe tu, v) e Z 2 tel que au + bv = 1. Si d est un diviseur commun à a et b alors d est un diviseur de 1. Il est 
alors clair que a a b = 1 . 

Remarque 20.3 Soient deux entiers [a, b) G Z x N* premiers entre eux. L’algorithme d’Euclide permet de trouver un 
couple de Bézout (u, v) g Z 2 tel que au + bv - 1. On définit les suites (/>) et {q k ) des restes dans l’algorithme d’Euclide. 
Notons r n = a a b - 1 le dernier reste non-nul. On pose /q - a, r\ - b et par récurrence, on définit 

Vk>l, r k - 1 = q k r k + r k+l avec 0 < r k+l « r k 
On définit simultanément deux suites tu k ) et (v k ) telles que 

VfcG[0,n], r k - u k a+ v k b 

Pour que cette propriété soit vraie pour tout k g [0, ni , on doit poser : 


(u 0 , i/o) = (1,0), («i, i/i) = (0,1) et Vfc g [2, n], 


Mfc+l = K*-l - OkUk 
Vk + 1 = v k ~i - q k v k 


On a alors 1 = au n + bv n . 


1 ° 

"Ô T 


b_ rj_ 

c/2 

u z 


IL 

dk 

u k 


v 2 


v k 


d n 

U n -U 
V n =V 
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Voici une procédure Maple qui prend comme paramètres a et b et qui retourne a a b, ainsi qu’un couple de Bézout (U, V) 


bezout := proc (a, b) 

local R, RR, Q, U, DU, V, W, temp; 

R := a; 

RR := b; 

U := 1; 

UU := 

V := 0; 

W := If 

#Cond entrée : R = rO, RR = rl, D = uO, V = vO, UU « «1,; W = vl 

while (RR >0) do 
Q := iquo (R, RR); 
temp := UU; 

UU := U - Q * UU; 

U : =temp; 
temp := W; 

W := V - Q * W; 

V : = t emp ; 
temp := RR; 

RR : = irem (R, RR) ; 

R := temp; 

#INV : R = rk, RR = r_{k+l}, U = uk, UU = u_{k+l}, V = vk, W = v_{k+ 
# Q = qk, k : nombre de passages dans la boucle while 
od; 

#Cond sortie : RR = u_{n+l}=0, R = r_n = pgcd(a, b) , U = u_n, V = v_n 
R, U, V; 
end; 


Exemple 20.7 Déterminons grâce à l’algorithme d’Euclide un couple de Bézout pour a — 22 et b - 17. 



r 0 = 22 
Mo = 1 

D = 17 

r 2 = 5 

r 3 = 2 

r 4 = 1 


<7i = l 

<72 =3 

<73 = 2 

<74 =2 

Ml = 0 

M2 = l 

m 3 = -3 

m 4 = 7 

M 0 — 0 

Ml = 1 

m 2 = — 1 

m 3 =4 

V4 = -9 

et 1 1 = 7 x 22 

- 9 x 17 |. 




BlO 18 

Cari Friedrich Gauss, né le 30 avril 1777 à Brunswick (Saint-Empire romain germanique), mort le 
23 février 1855 à Gôttingen (Royaume de Hanovre) 





Mathématicien allemand. C’est un des plus grands mathématiciens de tous les 
temps. Certains l’ont même surnommé le « prince des mathématiques ». Alors âgé 
de trois ans, on raconte qu’il sut corriger son père dans un calcul de salaire. Il est re- 
marqué par ses instituteurs qui le poussent à poursuivre ses études. A dix-neuf ans, 
il résout un problème qui date d’Euclide, celui de la construction à la règle et au 
compas du polygone régulier à dix-sept côtés. Cette découverte fut à l’origine de sa 
décision de consacrer sa vie aux mathématiques. Il effectue sa thèse sous la direc- 
tion de Johann Pfaff à l’université de Brunswick. Celle-ci porte sur une démonstra- 
tion du théorème fondamental de l’algèbre 21.24 page 778. Gauss s’intéressa à de 
nombreuses branches des mathématiques : l’arithmétique, la géométrie, les proba- 
bilités, etc. Il a permis des avancées énormes en théorie des nombres, en géométrie 
non-euclidienne, . . .Mais il s’est aussi intéressé, entre autres, à l’astronomie ou à la 
cartographie à chaque fois avec génie. Même si la portée de ses travaux ne fut pas 
complètement comprise par ses contemporains - Gauss ne publiant que très peu - 
ce fut la postérité qui comprit la profondeur et l’étendue de son travail à la lecture 
de son journal intime qui fut publié après sa mort. Il eut comme élèves Richard 
Dedekind et Bernhard Riemann. 
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Démonstration Si a a b= 1 alors, d’après le théorème de Bézout 20.8, il existe (u, v) e Z 2 tel que ciu + bv = 1 . On a donc aussi 
auc+bvc = c. Mais comme a divise bc et que a divise auc, a divise auc+bvc = c. 


Proposition 20. 10 Caractérisation des diviseurs et des multiples | 

Soient deux entiers {a, b) £ 

Z 2 . 

1 . Soit un entier de Z . 

\d\a 



\d\b 

2. soit un entier me J.. 

\a\m ( fl vb) | m. 


[b\m 


Démonstration 

1. Supposons que que d divise a et b et notons S = a a b. D’après le théorème 20.7, il existe (u, v) e Z 2 tels que au+bv = Ô. 
Comme d \ a et que d\b, on sait que d | ô. La réciproque est facile. 

2. Supposons que a et b divisent m et notons \i = as/b.Il existe fc, fc 7 e M tels que \i ~ ka et \i = k' b. Il existe aussi 1,1' € N tels 
que m= la et m= l'b. De plus, par application du théorème 20.5, il existe un unique couple (q, r) e N 2 tel que m= pp+r 
etO*Z r < p. On peut alors écrire la = pka + r et l'b = pk'b+ r et donc a \ r et b \ r. Si r fO alors r est un multiple commun 
à a et b. Par définition de p, il vient rs*pce qui est impossible. Donc r = 0 et p divise m. La réciproque est évidente. 



Démonstration 

- Posons 8 ~ a a b et & = ka a kb. Il est clair que fcô | A. Montrons que A | fcô, ce qui prouvera la première égalité. Comme k | A il 
existe meZtel que A = km. Mais alors km \ ka et m\ a. De même, km \ kb et donc m \ b. L’entier m est donc un diviseur de ô 
et A = km | fcô. 

- Posons maintenant d = a v b et D = fca v kb. L’entier kd est un multiple de ka et kb donc D | kd. Si on montre de plus que kd | D 
alors la seconde égalité sera prouvée. Comme ka | D et que kb | D, il existe des entiers m\ et m2 tels que D = kam\ = kbm2 ■ 
L’entier k est donc un diviseur de D et il existe un entier D' tel que D = fcD'. Par suite, on a D' = am\ = brriz et D' est donc un 
multiple commun à a et b ce qui amène d | D' ainsi que kd | D. 



Démonstration 

1 C’est une conséquence directe de la proposition 20.10. 

• SS Si a a b = 1 et a a c - 1, alors par application du théorème de Bézout 20.8, il existe des entiers s, t, u, v tels que 

sa+ tb = 1 et ua+ vc = 1. Si on multiplie membre à membre ces deux égalités, on obtient l’égalité de Bézout : 
( sua+ vsc+ tub) a+ ( tvc ) b = 1 et en conclusion a a ( bc ) = 1. 

| <= | Réciproquement, si a a [bc) = 1 alors il : est clair que a est premier à la fois avec b et c. 

3 Comme a \ c, il existe k e Z tel que c - ka. Mais comme b \ c = ka et que a a b = 1 alors par le théorème de Gauss 20.9, il 
vient que b \ k. En conclusion ab \ c. 

4 Considérons A, B e N* tels que A a B = 1 et m e N* . Si on applique la deuxième règle avec a = A, b = B et c = B, on obtient : 
A a B 2 = 1 . En 1 ’ appliquant une nouvelle fois avec a ~ A, b = B et c = B 2 , il vient que A a B 3 = 1 . Si on 1 ’ applique encore 
m- 3 fois, il vient que : A a B m = 1. En résumé, on a prouvé que si AaB = 1 alors A a B m = 1. Considérons a, b e N* tels 
que a Ab ~ 1 et p, q e N* . On applique ce résultat à A = a, B = b et m = q. Il vient a a b^ = 1. On l’applique alors une 
nouvelle fois mais à A = bl , B = a et m = p et on trouve : a p a bd = 1 . 
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Soit ke N* . Posons ô = a a fo. Grâce à la première règle, on a : ^ a ^ = 1 et grâce à la quatrième •' (f ] A (f ) 
appliquant à nouveau la première règle, il vient que : a k a fo fc = 8 k = (a a fo) k . 


1. En 


Théorème 20. 13 Z> Relation entre PGCD et PPCM 
Soient deux entiers non nuis [a, b) e Z* 2 . 

1. Si a a b- 1 alors av b - \ab\ ; 

2. (a a fo)(av fo) = |afo|. 


Démonstration 

1. Supposons que a et b sont positifs et premiers entre eux. Soit d un multiple commun à a et b. Alors il existe keN tels que 
d = ka. Comme b \ d et que a a b - 1, on en déduit, grâce au théorème de Gauss 20.9, que b\k et qu’il existe donc k' e N 
tel que d = kfab. Comme d est le plus petit commun multiple de a et b, il vient forcément que k! - 1 et que d = ab. Si a et 
b ne sont pas tous deux positifs, on applique ce résultat a \a\ et\b\. 

2. Notons 8= a Ab et a= 8a' , b - 8b' avec a', b' e Z. Montrons que 1 ’ ensemble des multiples communs à a et b est 1 ’ ensemble 
des multiples de 8a' If . Il est clair que tout multiple de 8a! b' est un multiple commun à a et b. Réciproquement, si m est un 
multiple commun à a et b alors il existe k, k 1 g Z tels que m = ka~k!b. On a aussi : m = k8a' = k'8b' . Comme a' et b ' sont 
premiers entre eux, cette égalité implique, par application du théorème de Ga uss 20.9 que b' \ k. Donc m est un multiple 
de 8a' b'. Il s’ensuit que leppcm de a et b est le plus petit multiple de 8a' b', c’est à dire que av b~ |ôa'fo'|. Il vient alors 
8(«v b) = S |ôa'fo'| = |a fol d’où l’égalité. 

20.3 Nombres premiers 

20.3.1 Nombres premiers 


Définition 20.6 O Nombre premier, nombre composé 

Un entier n e N est dit premier si n ^ 2 et si ses seuls diviseurs dans N, sont 1 ou lui-même : 

VlteN*, kln =* ke{I,n] 

On note P l’ensemble des nombres premiers. 

Si un entier n e l\l n’est pas premier, on dit qu’il est composé. 


| Remarque 20.4 Un entier positif est premier si et seulement si le cardinal de l’ensemble de ses diviseurs est égal à 2. 


Proposition 20.14 O Propriétés des nombres premiers 

1 . Soit un entier p e N premier, et a g Z un entier. Alors, p \ a ou bien p a a - 1. 

2. Si n et m sont deux nombres premiers distincts, ils sont premiers entre eux : n^m => ni\m-\. 

3. Si n est un nombre premier et si (ai, ... , ak) g I k , 

n\a\...aic => pie[l,n]]: n \ a,-] 


Démonstration 

1. Si n et a ne sont pas premiers entre eux alors 8 - n a a > 1. Mais comme ô | n et que n est premier, 8 = 1 ce qui n ’ est pas 
possible ou 8= n. En conclusion, n \ a. 

2. n est premier et peut diviser m donc d’après le point précédent n a m = 1. 

3. D’après le théorème de Gauss et une petite récurrence. 


Proposition 20.15 O 

Tout entier supérieur à 2 admet un diviseur premier. 


Démonstration Effectuons une récurrence forte. Sip-2 alors p possède un diviseur premier : lui même. Supposons la propriété 
vérifiée pour tout entier p e [2, nj et montrons là pour p = n+ 1. Soit srf l’ensemble des diviseurs de n+ 1. On a \s/\ > 2. Si |.(</| = 2 
alors n + 1 est premier et cela démontre la propriété sinon .<// contient un entier q e [2, nj qui divise n + 1. On applique l’hypothèse 
de récurrence à q : q possède un diviseur premier. Ce diviseur premier divise nécessairement aussi n + 1 et donc n+1 possède un 
diviseur premier. La propriété est donc démontrée par récurrence. 
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Proposition 20.16 V 

L’ensemble P des nombres premiers est infini. 

Démonstration Supposons que ce ne soit pas le cas. P forme alors une partie finie de N. P possède donc un plus grand élément 
n. Considérons le nombre entier N = ni + 1. On a : N > n. D’après la proposition précédente, N possède un diviseur premier p 
différent de 1. Ce dernier est nece œ er t e/e nent de l’ensemble [2, n] . p divise donc aussi n\. Mais alors p divise 1 ce qui est 
impossible. L’ensemble P des nombres premiers est donc infini. 


20.3.2 Décomposition en facteurs premiers 


Lemme 20.17 

Soit me N*. On considère m nombre premiers pi,...,p m e P distincts deux à deux et des entiers naturels non nuis 
cxi,...,a m . On forme le nombre entier p” 1 . . . p""‘ . Alors tout diviseur premier de n est l’un des p t où i e [l,m]. 

Démonstration Considérons 1 ’ ensemble s/ des entiers de la forme n - p” 1 . . . p°"' avec meN* , p\,..., p m e P distincts deux à 
deux et ai , ... , a m e N* qui admettent un diviseur premier différent de chacun des pi-La propriété sera prouvée si on montre que 
s/ est vide. Supposons que ce n’est pas le cas. Alors comme s/ est une partie de N, s/ admet un plus petit élément no = p” 1 . . . 
et d’après la proposition 20.15, no admet un diviseur premier p qui n’est, par définition des/, aucun des pj. L’entier p divise donc 
le produit pi.p“ 1_1 ...p^ m . Les entiers p et pi sont premiers entre eux car premiers. On en déduit, par application du lemme de 
Gauss, que p \ p “ 1 ~~ 1 . . . Pnî . Mais comme no est le plus petit élément de s/, 1 ’ entier p” 1 _ 1 . . . p“j" n’est pas élément des/ et p est 
l’un des p,- pour i e [1, m] ce qui rentre en contradiction avec l’hypothèse faite sur p. Le lemme est alors prouvé par l’absurde. 


Théorème 20. 1 8 Décomposition en facteurs premiers 

Soit un entier neN\{0, 1}. Cet entier n s’écrit de façon unique de la manière suivante : 

n = Pi 1 ■■■V a m 

où m e N* , pi < . . . < p m sont m nombres premiers et où ai, . . . , a m e N* . Ce résultat se formule aussi sous la forme 
suivante : n s’écrit de manière unique, à l’ordre des facteurs près, comme 

n = [] p v P (n) 

peP 

où v p (n) e N est appelé la p-valuation de l’entier n. 


Démonstrati on 

| Existence] La preuve se fait par récurrence sur n. Si n = 2 alors comme 2 € P, la proposition est vraie. Soit n e N \ {0, 1}. 
Supposons que tout entier < n se décompose comme indiqué dans le théorème. Si n est premier alors le théorème est vrai pour 
n. Sinon n admet un diviseur premier p e P et il existe 0 < m < n tel que n = pm. Mais par application de l’hypothèse de 
récurrence, m se décompose comme indiqué dans le théorème et il en est alors de même de n. L’existence de la décomposition 
est alors prouvée par récurrence. 

| Unicité] La preuve se fait à nouveau par récurrence. Supposons que 2 = p“ 1 . . . p°„ m avec pour tout i e [1, m\ , pi e P, a,- e N* et 
Pi < ... < p m . Comme 2 est le plus petit des nombres premiers, il vient : 2 = p” 1 . . . s 2 ai x . . . x 2“ m ce qui n ’ est possible 
que si m = 1, pi = 2, ai = 1. L’unicité de la décomposition de 2 en facteurs premiers est alors prouvée. Soit ne N. Supposons 
que tout entier < n admet une unique décomposition en facteurs premiers et supposons que que ce ne soit pas le cas pour n, 
c’est à dire que n admet au moins deux décompositions en facteurs premiers : n = p” 1 . . . p°“ = p* 1 ■■■P n J 1 ' ■ Par application du 
lemme précédent, il vient pi = p'. pour un certain i e [l, m!\ et Pj = pj pour un certain j e [1, m] . Mais pi S pj = p\ ^ p' l = pi 
et forcément p i = p\ . On peut alors écrire : 

= p“ 1-1 . .. pS" = p'i 1-1 ■ ■ ■ pj 1 ' 

L’hypothèse de récurrence nous permet d’affirmer que la décomposition de ni pi en facteurs premiers est unique donc : m - m! , 
pi = Pp P2 = p' 2 , ■■■, Pm — Pm> a l = a i> •••> «m = c t' m . Les deux décompositions de n en facteurs premiers sont donc égales. 
L’unicité est ainsi prouvée par récurrence. 

Remarque 20.5 Tout entier relatif ne Z non nul s’écrit de façon unique sous la forme : 

«,tnp ,fii “ 11 . 


Pour des entiers a, b e N*, et p e P, 


Vp(ax b) = v p (a) + v p (b) a\b => v p (a)«v p (b) 
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Théorème 20. 19 Expression du PGCD et du PPCM à l’aide des facteurs premiers 

Soient deux entiers non-nuls {a, b) e N* 2 . Leur décomposition en facteurs premiers s’écrit : 

a=riP VpM b=l\p VpM 

peP peP 

Alors la décomposition de a a b et de a v b en facteurs premiers s’écrit : 

a/\b=Y[ p min|v P (al ' v P (Wî avb=Y[ p maxfv p (a) 'V fe)l 

peP peP 


Démonstration Posons 8 = Yl peP p mmlv P^' v P^ et montrons que 8 = a a b. Considérons a', b' e N tels que a= 8a' et b = 8b' . 
D’après la proposition 20.12, on aura montré que 8 = a Ab si et seulement si a! a 1/ = 1. Supposons que ce ne soit pas le cas alors 
il existe un diviseur d /I commun à a et b qu ’on peut supposer premier. On a donc : 

d\— = Y\ p v pM _mi n)Vp(a),Vp(b)} e( d\—=\\ pV fc )-min( v p (a),v p (fc)} 
d p d peP 

Il vient alors que d est un facteur de chacun des deux produits ci dessus et que v^(a) - min jv^(a), v^(fo)} s 1 ainsi que v^(fo) - 
min{v^(a),v^(fo)} s 1 ce qui constitue une contradiction et prouve par l’absurde que a' a y - 1. La formule pour le pgcd est ainsi 
démontrée. On procède de même pour le ppcm. 

Exemple 20.8 

Soit u g N non nul, n- n p£ p p Vp(|,,|) . Les diviseurs positifs d de n s’écrivent cl = üpep.pin p Vp(|d|) , avec VpG P,v p (|d|) « 
v p (|w|). Pour chaque p g P qui divise n, on a v p (\n\) + 1 choix pour Vp(|d|), à savoir 0, 1,... ,v p (\n\). On obtient ainsi 

J] (vp(|u|) + l) 

peP,p|rc 

diviseurs positifs de n. Ces diviseurs de n sont distincts deux à deux à cause du théorème de décomposition en facteurs 
premiers. 
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20.4 Exercices 


20.4.1 Divisibilité 

Exercice 20.1 

Déterminer le nombre de diviseurs de 10! 


Solution : On sait que 10! = Ix2x3x ...x 10 donc 10! =2 8 .3 4 .5 2 .7 et un diviseur de 10! est donc de la forme 2°. 3 b . 5 e . 7 d 
avec a g [0, 8] , b g [ 0, 4] , c g [0, 2] et d e HO, 1] . Réciproquement, tout nombre de cette forme divise 10!. On compte alors 
9x5x3x2 = | 270 | diviseurs de 10!. 


Exercice 20.2 ■ 

Résoudre dans Z l’équation x - 1 1 x + 3. 


Solution : On remarque que 1 n’est pas une solution de l’équation. On suppose donc que x / 1 et on écrit : 

x+3 4 

x- 1 | x + 3 ^>- = 1 + G Z. 

x — 1 x — 1 

Mais les diviseurs de 4 sont ±1, ±2, ±4. Donc x est solution de l’équa tion si et seulement si x- 1 est égal à un de ces 6 
nombres. On trouve alors pour l’ensemble solution | {-3, -1,0, 2, 3, 5} | . 


Exercice 20.3 ■ 

Sachant que 3285 = 25 x 123+210 trouver, sans effectuer cette division, le reste et le quotient de la division euclidienne 
de 3285 par 123. 


Solution : On sait que le reste doit être plus petit que le quotient. Alors 3285 = 25 x 123 + 123 + 87 = 26 x 123 + 87 et 
par unicité du couple quotient-reste on trouve que le quotient est 26 et le reste 87. 


Exercice 20.4 ■ 

Prouver que pour tout n g N, n{n+l) (n + 2) (n + 3) est divisible par 24. 


Solution : On remarque que dans 4 nombres successifs, il y a toujours un diviseur de 2, un de 3 et un de 4. Donc il est 
clair que le produit de ces 4 nombres est divisible par 24. 


Exercice 20.5 Ç? 

Montrer que ^ 0,6 | 5 n 3 + n. 


Solution : Par récurrence. La propriété est vraie au rang 0. Soit n g N. Supposons que 6 | 5 n 3 + n et montrons que 
6 | 5 (n + 1) 3 + n + 1. On calcule : 5 {n + 1) 3 + n + 1 = 5 n 3 + n+ 15n 2 + 15 n + 6. Mais 6 1 5 n 3 + n d’après l’hypothèse de 
récurrence. Comme 3 1 15 que et 2 \ n 2 + n - n (n + 1) (n ou n + 1 est pair), 6 1 15n 2 + I5n et la propriété reste vraie au 
rang n + 1. On termine en appliquant le théorème de récurrence. 


20.4.2 Bezout, PGCD, PPCM 

Exercice 20.6 ■ V 

Calculer le pgcd des couples 

1. (120,230) 2. (210,135) 


3. (211,112) 


Solution : On apphque l’algorithme d’Euclide et on trouve : 

1. 120 A 230 = 10 

2. 210 A 135 = 15 

3. 211 A 112 = 1 

Exercice 20.7 ■ V I 

Soient a, b des nombres premiers entre eux. Montrer que : 

1. ar\{a+b) = br\{a+b) = l. 

2. ia+b) /\ab- 1 . 
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1 . On suppose que a et a + b ne sont pas premiers entre eux. Alors soit k un diviseur commun à a et a + b différent 
de 1. Comme k \ a et que k\ a + b, k\b et donc k\ a a b = 1 ce qui n ’ est pas possible. Donc a a (a + b) = 1. La 
seconde relation se prouve en échangeant les lettres a et b dans la première. 

2. Comme avant, on suppose que ab et a+b ne sont pas premiers entre eux. Alors soit k un diviseur premier 
commun à ab et a + b différent de 1. Comme k | ab, k \ a ou k \ b. On suppose que k | a, alors comme avant, 
comme k\ a+b, k \ b et donc k \ a a b = 1 ce qui n’est pas possible. 


Exercice 20.8 

Trouver tous les couples d’entiers naturels (a, b) e N 2 (a ?S b) tels que a /\ b = 18 et a+b = 360. 


Solution : Soient (a, b) e N 2 un couple solution du problème. Alors il existe [a', b') e N 2 tel que a = 18 a', b - 18 b' 
et a' a b' = 1. De plus comme a + b- 360, on sait que a! + b' = 360/ 18 = 20. En résumé, [a', b') est un couple de deux 
entiers premiers entre eux et de somme 20. Les seuls couples à vérifier cette propriété sont 

(1, 19) , (3, 17) (7, 13), (9, 11). 

On multiplie ces couples par 18 pour retrouver le couple [a, b) : 

(18,342) , (54,306) , (126,234) , (162, 198) . 

Réciproquement, chacun de ces couples vérifie les deux conditions. 


Exercice 20.9 I 

Trouver tous les couples d’entiers naturels ( a , b) e N 2 (as: b) tels que a a b - 18 et ab - 126. 


Solution : Soient (a, b ) e N 2 un couple solution du problème. Alors il existe (a', b 1 ) e l\l 2 tel que a - 18a', b = 18b' et 
ci Ab' = 1 . Comme ab - 126, on sait que a' b' = 7. Les seuls couples à vérifier cette propriété sont (1, 6) , (2, 5) , (3,4) . On 
multiplie par 18 pour retrouver les couples (a, b) : (18, 108), (36, 90), (54, 72). Réciproquement, chacun de ces couples 
vérifie les deux conditions. 


Exercice 20.10 IW H 

Résoudre dans Z l’équation 1665x + 1035y = 45. 


Solution : Comme 1665 a 1035 = 45 cette équation est équivalente à 37 x + 23y = 1. Comme 37 et 23 sont premiers 
entre eux cette équation admet des solutions par le théorème de Bezout. Une d’entre elles est par exemple donnée par 
x - 5 et y - -8. Les autres s’en déduisent, elles sont de la forme (5 -23fc, -8 + 37/c). En effet, elles sont de la forme 
(5 + a, -8+ b) avec [a, b) e Z 2 . On injecte dans 37x + 23y - 1 et il vient que 37a + 23b = 0. Comme 23 et 37 sont 
premiers, on en déduit que 23 | a et 37 | b. Donc il existe k, k' e Z tels que a = 23 k et b- 37 k'. On injecte dans l’égalité 
37 a + 23b = 0 et on trouve que k - -k' d’où la forme des solutions. Réciproquement, toute couple de cette forme est 
solution de l’équation. 


Exercice 20.11 IW H 

On se donne trois entiers non nuis (A,B,C) e Z* 3 , et on considère l’équation diophantienne : 

(E) : Ax + By = C (x,y)eZ 2 

Résoudre cette équation consiste à déterminer l’ensemble des solutions SP = {(x,y) e Z 2 | Ax + By = C}. 

1 . Notons Ô = A a B. Montrez que si Ô ne divise pas C, alors SP — 0 ; 

2. On suppose désormais que Ô/C. Il existe trois entiers non nuis (A',B',C') e Z* 3 tels que A = ôA', B = ÔB' avec 
A' a B' — 1, et C = ÔC'. Montrez que l’équation (E) a même ensemble de solutions que l’équation 

(E') : A'x + B'y — C' 

3. Comment trouver une solution particulière de l’équation (E') ? 

4. En déduire l’ensemble SP de toutes les solutions ; 

5. Résoudre dans Z l’équation 

(E) : 24x + 20y = 36 
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1 . Par contraposée, si .S'V 0 alors il existe ( x , y) e Z 2 tel que Ax + By = C. Comme 5 1 A et ô | B, Ô | C. 

2. Soit [x, y) une solution de (E). Alors Ax+By - C. Comme A, B, C sont divisibles par Ô, on peut écrire A' x+B' y - C' 
et (x, y) est solution de (E'). Réciproquement, si (x, y) est solution de (E') alors A'x + B'y = C' et en multipliant 
par 8, on obtient Ax+By -C et (x, y) est solution de (E) . 

3. Comme A' et B' sont premiers entre eux, on peut déterminer un couple (u, v ) de coefficients de Bezout tels que 
A'u + B'u — 1. Alors (C'u,C'v) est une solution de (E') . 

4. On considère une solution particulière (u, v) de (E'). On cherche une autre solution de (E'). On peut l’écrire 
[u+ a, v + b) où a,be Z. On doit alors avoir A' [u + a) + B' [u + v) = C' soit A ’a + B' b - 0. Comme A' a B' = 1, on 
en déduit que grâce au théorème de Gauss que a est un multiple de B' et que b est un multiple de A' : a - kB' 
et b - IA'. On injecte dans A'a+B'b - 0 et on trouve que l - -k. Donc une solution de (E') est de la forme 
(u + kB', v - kA') où ke Z. Réciproquement, on vérifie facilement que tout couple de cette forme est solution de 
(E') . On en déduit que | Sf = {[u+ kB' ,v- kA') |fce Z}~[ . 

5. On applique les questions précédentes. Les solutions de (E) sont celles de (E') : 6x + 5y = 9. Un couple de 
coefficients de Bezout pour 6 et 5 est (1,-1). Donc une solution particulière de (E') est (9,-9) Les solutions de 
(E) sont les couples | (9 + 5fc,-9- 6fc) | où ( k , Z) e Z 2 . 


Exercice 20.12 IW ■ 

Soient Hi et H 2 deux sous-groupes du groupe (Z, +). On définit l’ensemble 

îh + H 2 = {h 1 + h 2 ; (Zzi,/î 2 ) e Hi x H 2 } 

1. Montrer que H] +H 2 est le plus petit (au sens de l’inclusion) sous-groupe de (Z,+) qui contient la partie HiuH 2 ; 

2. Déterminer le sous-groupe 4Z + 6Z ; 

3. Comment interpréter l’inclusion «Z u W c cZ en termes de divisibilité ? 


1. On vérifie facilement que Hi + H 2 est un sous-groupe de (Z, +). Il contient de plus clairement Hi et H 2 et donc 
Hi u H 2 . Montrons que c’est le plus petit sous-groupe de (Z, +) à vérifier cette propriété. Soit H' un sous-groupe 
de (Z, +) qui contient Hi u H 2 . Alors H' doit contenir toutes les sommes h\ + h 2 avec h\ e Hi et Zz 2 e H 2 . Donc 
Etc H'. 

2. Déterminons le sous-groupe H = 4Z + 6Z . Ces éléments sont de la forme 4 a + 6 b avec a,be Z. Comme 4 a 6 = 2, 
d’après le théorème de Bezout, il existe u,ve Z tels que 4m + 6v = 2 donc pour tout fce Z, 4 uk + 6vk - 2k et H 
contient tous les entiers pairs. Réciproquement, tout élément de H est pair donc 1 4Z + 6Z - 2Z | . 

3. En suivant le même raisonnement que précédemment, on pourrait montrer que aZ+bZ = (a A b) Z donc aZubZ c 
cZ si et seulement si c \ a a b. 


Exercice 20.13 [ OT '' 9 

Soient deux entiers non nuis (n,m)£ l\l* 2 . Onsupposeque (fmeQ. Montrez qu’ alors (fin e N* . 


Solution : Comme (fin e Q, il existe deux entiers ( p , q) e N* 2 tels que (fin = plq avec p a q = 1. Alors, p n - mq n . 
Mais puisque p et q sont premiers entre eux, on sait que p n et q n sont également premiers entre eux. Puisque p n lmq n 
avec p n a <7" = 1, d’après le théorème de Gauss, il vient que p' 1 divise m. Donc il existe k e IM* tel que m = kp n . Mais 

alors on a k — — et donc q' 1 - 1. Par conséquent, m - p n et donc (ffn - p. 
a n 


Exercice 20.14 IW 

Soient deux entiers non nuis (a, b) e Z 22 . On note 8- a/\b leurpbcd etp-avb leurppcm. Montrez que 
(a + b) a (a = 8 


Solution : On sait qu’il existe [a', b 1 ) e Z* 2 tels que a = 8a', b - 8b' et a! a b' — 1. On a de plus ô|_i = ab donc 

|i = 8a' b'. Par conséquent, 

( a+ Z?) a |i = (ô(a' + b')) a (8a' b') =8x [(a! + b') a a! b' 

Mais puisque a' et b' sont premiers entre eux, on a également a! a (a! + b')~ 1 et b' a (a' + b') - 1 (il suffit d’écrire une 
relation de Bezout. Donc puisque a' Ab' - 1, a' b' a (a' + b') = 1. Finalement, (a+b) a |a = Ô. 
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Exercice 20.15 I 

Trouver les couples d’entiers (x,y) e N* 2 vérifiant 

llx-5y = 10 et xAy = 10 


Solution : Supposons que (x, y) soit un couple d’entier satisfaisant les hypothèses. Comme x a y - 10, on peut écrire 
x = 10x' et y = 10y' avec x' a y' = 1. Alors le couple d’entiers (x',y') vérifie 

llx'-5y' = l 


Un couple de Bezout évident est (x',y') = (1,2). On trouve alors (voir l’exercice 20.11) qu’il existe un entier k e Z tel 
que 

x! - 1 + 5 A; et y' = 2 + llfc 


d’où nécessairement 


x = 10 + 50fc et y = 20 + lOOfc 


On vérifie réciproquement que tout couple de cette forme convient. 


Exercice 20.16 I V 

Considérons deux entiers (a, b) e Z* 2 premiers entre eux : a a b - 1 et un couple de Bezout [uq, vq) e Z 2 tel que 
aua + bv o = 1. Déterminer l’ensemble de tous les couples de Bezout (m, v) e Z 2 vérifiant au+bv= 1. 


Solution : Par soustraction on a a(u- Mo) - b(v o - m). Donc b divise a{u - Mo). Puisque (a, b sont premiers entre eux, 
d’après le lemme de Gauss, b divise nécessairement u - Mo, donc 3 k e Z, u - uq - kb ou u - Mo + kb. En remplaçant 
u - Mo par kb, on obtient alors akb - b(vo - v), d’où v - Mo - ka. 

Réciproquement, les couples (Mo + kb, Mo - ka), keZ sont bien solutions. 

Exercice 20.17 ■ V 

Soient deux entiers non nuis (a, b)eZ* 2 premiers entre eux. Montrez qu’il existe deux entiers (u, v ) e Z 2 tels que 


au+bv- 1 et \u\ < \b\, |m|«|m| 


Solution : Le résultat est faux dans le cas (sans intérêt) où a et b sont égaux à ±1. Dans les autres cas : 

Quitte à changer a et/ou b en leurs opposés, on peut toujours supposer a et b positifs. Il suffit pour cela de changer 
le/les signe/s de u ou v selon les cas. 

On écrit une relation de Bezout auo + bv o = 1. Reste à avoir -b < u < b et -a < v < a en posant u - Mo + kb et 
v = Mo - ka (voir exercice précédent). On a bien au+bv = 1. Pour avoir \u\ < b, il suffit de prendre -b< v < b soit 

— 1 — K k <i \ . On choisit k entier dans un intervalle ouvert de longueur 2. On a deux possibilités, sauf lorsque 

— est entier (pour b - ±1), auquel cas on peut (et on doit) choisir k = —— et donc u - 0 et par suite bv - 1 entraîne 
bien v — ±1 et donc |m| ^ \a\ puisque dans ce cas on n’a pas \a\- 1 . 

Lorsque ^ n’est pas entier, on a donc deux possibilités pour (u\. Mi) et {u\ + b,v\ - b) qui vérifient \u\ < b. 

Comme au+bv =1, on aO^ au+bv =1< ab. Donc ab <-au*i bv < ab- au< ab+ ab. 

Donc -a < v < 2a. Deux cas se présentent : Si -a< u< a, alors c’est gagné. Sinon c’est qu’on s’est trompé dans le 
choix de a\ et on considère cette fois v- a qui vérifie 0 =£ v- a < a et c’est encore gagné. 


Exercice 20.18 IW H 

Soit un entier n e N*. Montrer qu’il existe [a n , b n ) e Z 2 tels que (1 + y/2) n = a n + \/2b n . Montrer ensuite que les 
entiers a„ et b n sont premiers entre eux. 


Solution : Par le binôme : 


n (n\ u E(b/2) 

(1^ = 1 L 




ECCn-D/2) ( „ 

\ 2 P + V2 £ ' ” 


^2p + lj 


E(n/2) / 

««= Z 


\ E((n-l)/2) ( 

r *>- i L 


De la même façon, on montre l’existence de ( c n ,d n ) e Z 2 tels que [y/2—\) n - c n + \fd~ n . En effectuant le produit, 
1 = (vS - T) n (V2 + 1)" = a n c n +2b n d n + \f2{b n c n + d n a„) 
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Mais puisque dans le Q -espace vectoriel IR, le système (l,\/2) est libre, il vient que b n c n + a n d n = 0 et donc on obtient 
une relation de Bezout entre les entiers a n et b n : 

c n a n +2d n b n - 1 

ce qui montre que les entiers a„ et b n sont premiers entre eux. 

Exercice 20.19 W 

Le but de cet exercice est de déterminer l’ensemble E des triplets {x, y, z) e N* 3 vérifiant l’équation de Pythagore : 
x 2 + y 2 = z 2 

1. Montrer que pour tout couple [a, b) e l\l* 2 , le triplet ( a 2 - b 2 ,2ab,a 2 + b 2 ) appartient à l’ensemble E. Donner 3 
éléments distincts de l’ensemble E. 

2. On considère un triplet ( x , y, z) e E vérifiant x a y = 1. 

a. Montrer qu’ alors x a z - 1 etyAz- 1. 

b. Montrer que les entiers x et y ne sont pas de même parité. 

c. On suppose par exemple que x est impair et que y est pair. Montrer qu’il existe deux entiers non nuis 
( p , q ) e N* 2 premiers entre eux tels que 

x - p - q, y = P + q, y 2 = 4pq 
Montrer que p et q sont des carrés parfaits. 

3. En déduire 1 ’ ensemble E. 


a. Par un calcul simple. 

b. Si x et y étaient pairs, 21 x a y, impossible. Si on suppose x impair, et y impair, alors x 2 + y 2 = 2 mod (4), ce qui 
est impossible car z 2 = 0 mod (4) (regarder la décomposition de z en facteurs premiers, et la puissance de 2). 

c. Posons p = (z+x)/2 et q = (z-x)/2. Ce sont des entiers car zetx sont impairs. Ils sont positifs car z > x. Comme 
xaz- 1, d’après Bezout, il existe (u, v) e Z 2 tels que ux+vz- 1, mais alors (u + v) p + [v - u) q = 1 ce qui montre 
que p a q - 1. Alors 4pq = z 2 - x 2 = y 2 . 

d. Comme p a q — 1 , ils n’ont pas de facteurs premiers en commun dans leur décomposition. Comme pq - y 2 est 
un carré, tous les exposants dans la décomposition de p et q sont pairs, ce qui montre que p et q sont des carrés. 

3. Soit (x, y, z) e E. si x A y / 1, en posant 8 - x a y, onaô 2 (x' 2 + y' 2 ) = z 2 et donc 8 2 lz 2 , par conséquent, il existe 
z' e N tel que z 2 - 8 2 z' 2 (comme z 2 est un carré, z 2 I8 2 en est encore un comme on le voit en examinant la 
décomposition en facteurs premiers). Alors x' 2 + y 12 - z 12 avec x' a y' - 1 . D’après la question précédente, il 
existe (a, b) e N* 2 tels que (x,y,z) = 8 2 {a 2 - b 2 ,2ab, a 2 + b 2 ). On a donc montré (avec la première question) que 

E = {Ô 2 (a 2 - b 2 ,2ab, a 2 + b 2 ) ; (a,b)eN* 2 , ÔeN} 


Exercice 20.20 W I 

On appelle nombres de Fermât, les entiers de la forme 

F„ = 2 2 ” + 1, n e N 

a. Montrer que pour tout entier xeN, I ’ entier x 2 ’’ - 1 est divisible par x + 1 . 

b. Montrer que deux nombres de Fermât distincts sont premiers entre eux. 

Solution : Soient deux entiers n<m. Posons p-m-n et écrivons 

F m - 2 = 2 2 ™ - 1 = 2 2 " +P - 1 = 2 2 " 2P - 1 = (2 2 "] 2P - 1 
Mais pour tout entier x, l’entier x 2 '' - 1 est divisible par x + 1 .11 existe donc un entier q e N tel que 
F m - 2 = (2 2<? + 1) <7 

c’est à dire 

F ot -E„<7 = 2 

Il en résulte que F m a F n est un diviseur de 2. Mais puisque les nombres de Fermât sont impairs, le seul diviseur possible 
est 1. 
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Exercice 20.21 IW ■ 

On considère la suite de Fibonacci définie par 


Mo = O, Mi = 1, et Vm e N, u n +2 = u n +\ + u n 

a. Montrer que Vn ^ 1, u n +\u n -\ — u„ = (-1)". 

b. Montrer que deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci sont premiers entre eux. 

c. Montrer que V ne N, V p e N* , 

U n +p = U n Up-i + Un+lUp 

et en déduire que 

Un A U p — U n A U n +p 

d. Montrer que V(m, m) e N 1 2 , 

U n A U m — U n r\m 

e. Montrer que pour tout entier 5, si u n est un nombre premier, alors n est un nombre premier. La réciproque 
est-elle vraie ? 


Solution : 

a. Par récurrence, en écrivant 

u n+2 u n - ul +1 = (m„+i + u„)u„ - u 2 n+l = m„+i(m„ - u n + 1 ) + u 2 n = (-l) n+1 

b. L’identité précédente fournit une identité de Bezout entre u„ et u n +\. 

c. Par récurrence sur p, en écrivant u n +p+i - u n +i+ p et en remarquant que 

u n+p+ 1 — Un+lUp -1 + U n +2 Up 

= U n +1 U p _i + (M„+i + Uni U p 
= U„+\(Up-i + Up) + U n Up 
= U n +1 U p +\ + U n Up 

d. De la relation précédente, tout entier qui divise u n et u p divise u n +p et tout entier qui divise u„ et u n +p divise le 
produit u n + 1 Up, mais comme il est premier avec u n +i, il divise u p . Donc 

U n A Up — U n A Un+p 

e. Appliquer le résultat précédent en faisant tourner 1 ’ algorithme d ’Euclide. 

f. Soit n un entier supérieur à 5, tel que u n soit premier. Si n n 'était pas premier, on aurait un diviseur propre d> 3. 
Mais alors u n serait divisible par u j avec 2 « Ud < u n , ce qui est impossible. La réciproque est fausse avec n - 19, 
et Fig — 5181 = 37 x 113. 


20.4.3 Nombres premiers 

Exercice 20.22 ■ I 

Soit p un nombre premier. 

1. Montrer que Vfce [l,p- l] , 

2. En déduire le petit théorème de Fermât : 


1. Soitke [l,p— lj. On sait que A* = Mais p\A^-p[p-\)...[p-n+\) donc comme p est premier p \ k\ 

ou p | ^ . Si p | k\ alors p divise un des entiers 1 , 2 ,..., k < p ce qui n ’ est pas possible et prouve la propriété. 
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2. On effectue un raisonnement par récurrence. Si n - 0 alors la propriété est vérifiée. Soit beN. On la suppose 
vraie au rang n : p\n p -n et on montre que p\{n+ l) p — (n + 1). On utilise la formule du binôme : 

(n+\) p - [n+ 1) = £ “ ( n+ l) = nP ~ n+ £ 

Comme p \ n p - net que p | pourke [l,p- 1], on sait que p | {n + \) p -{n+ 1) et le petit théorème de Fermât 

est prouvée par récurrence pour n & 0. Si n < 0 et si p = 2 alors n 2 - n - n{n- 1) est clairement divisible par 2. 
Si p > 2, comme p est premier il est impair et en notant m - - n, on a n p -n - - m p + m = - ( m p - m) qui est 
divisible par p. 


Exercice 20.23 I 

Soit ne N. Montrer que 


2 n - 1 premier => n premier 


Solution : Soit p et q deux entiers naturels. On a 2 pq -1 = (2 p ) q - l q = (2 P - 1) + 2 p{q ~ 2] + . . . + 2 P + 1) . Si on 

prend p et q plus grands que 1, alors 2 P - 1 ^ 3 et la somme + 2 pt<?-2) + ... + 2 p + 1 comporte q termes tous plus 

grands que 1. Donc 2 pq - 1 est composé. En résumé, si pq est composé, alors 2 pq - 1 est composé. Par contraposée, si 
2" - 1 est premier, alors n est premier. 


Exercice 20.24 I 

Montrer que le nombre n A -n 2 + 16 avec ne Z est composé. 


Solution : On factorise : n A - n 2 + 16 = (n 2 + 4) 2 - 9n 2 = [n 2 - 3n + 4) [n 2 + 3n + 4) . Les deux trinômes x 2 - 3x + 4 et 
x 2 + 3x + 4 ne s’annulent pas sur IR et donc pas sur Z. On vérifie qu’il en est de même des trinômes x 2 - 3x + 4 ± 1 et 
x 2 + 3x + 4 ± 1. Le nombre n 4 - n 2 + 16 est donc bien composé. 


Exercice 20.25 I W H 

1 . Prouver que pour tout xeC et peN, 

x p + l = (x+l)(l-x+x 2 + ... + x p ~ 1 ) 

2. Soit a e N et n e N tels que a n + 1 est premier. 

(a) Montrer qu’il existe ke IM tel que n - 2 k . 

(b) Que penser de 1 ’ affirmation :\/neN, 2 2 +1 est premier ? 


Solution : 

1 . On développe la seconde partie de 1 ’ égalité et on simplifie par télescopage. 

2. ( a ) On va effectuer un raisonnement par contraposée. On suppose que n n’est de la forme n -2 k pour aucun 

ke N. Alors n est de la forme pq avec p> 2 premier et qeN. On écrit alors 

a n + 1 = a pq + 1 = [a q ) p + 1 = [a q + 1 ) a q + [a q ) 2 - ... + {a q ) p ~ 1 ^ 

et on remarque que les deux facteurs de ce produit sont strictement plus grand que 1. Donc a n + 1 n’est pas 
premier. 

(b) Avec un logiciel de calcul formel, on montre que 2 2 +1- 641 x 6700417. 


Exercice 20.26 IW H 

A la suite d’un hold-up, on interroge quatre témoins qui ont vu les malfaiteurs s’enfuir en voiture : Antonin dit que le 
numéro d’immatriculation comporte quatre chiffres. Bébert, que les deux premiers chiffres sont identiques. Corentin 
que les deux derniers chiffres sont identiques. Dudule le matheux a remarqué que le nombre en question est un carré 
parfait. Quel est ce numéro d’immatriculation ? 
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Solution : Le numéro d’immatriculation s’écrit N = aabb- 11 x 100a + 116 = ll(100a + b). Donc 11 1 N. Comme N 
est un carré parfait, l’exposant de 11 dans la décomposition de N en facteurs premiers est pair. Donc 11 2 = 121 divise 
N : soit N = 121fc. Comme N est un carré parfait, k l’est aussi (regarder sa décomposition en facteurs premiers). Donc 
N = 121M 2 avec M e N. Les essais pour M variant de 1 à 9 montrent que seul M = 8 convient, et alors N = 7744 = 88 2 . 
Remarque : On pourrait aller plus vite en remarquant qu’un nombre dont les deux derniers chiffres sont impairs n’est 
jamais un carré parfait. Mais c’est un autre exercice... 


Exercice 20.27 IVVV m 

Au cours d’un congrès de mathématiques, des mathématiciens (en nombre n) sont logés dans les n chambres d’un 
hôtel. Ils décident (dans des circonstances qui restent a déterminer), de s’attribuer le numéro de leur chambre. Avant 
que la horde ne se mette a envahir 1 ’hôtel toutes leurs chambres sont fermées. Le mathématicien numéro k doit changer 
l’état (ouvert/fermé) des chambres qui portent un numéro multiple du sien. 

1 . Quel est le nombre de portes qui seront ouvertes après le passage des mathématiciens ? 

2. Démontrer que Y \ ~j(\ _ Lv^J est un entier pair. [x\ désigne la partie entière de x. 


Solution : V . Plaçons nous du point de vue d’une porte. Elle sera ouverte après le passage des mathématiciens si son 
état (ouvert/fermé) a été modifié par un nombre impair de mathématiciens (et fermée sinon). Autrement dit elle sera 
ouverte in fine si son numéro m admet un nombre impair de diviseurs (positifs). On décompose m en facteurs premiers : 
m - P[ p Vp(m) . Les diviseurs d de m s’écrivent donc d - P[ p Vp(rf) avec VpeP, v p {d) \ p (m). Pour chaque choix 

peP peP 

de nombre premier p divisant m on a v p (m) + 1 puissances de p qui divisent m, à savoir 1, p,p 2 p Vp(m) il y a donc 

un total de (v p (m) + 1) diviseurs de m. Maintenant un produit de facteurs est impair si et seulement si chacun des 
peP 

facteurs est impairs, donc dans notre cas on doit avoir tous les v p (m) + 1 impairs c’est-à-dire tous les v p (m) pairs ce 
qui signifie que m est un carré parfait. 

Une autre façon de voir : Si d est un diviseur de m alors ^ est aussi un diviseur de m. On peut ainsi regrouper les 
diviseurs de m deux par deux, sauf si, par extraordinaire, m et ^ sont égaux, c’est à dire lorsque m- d 2 donc lorsque 
m est un carré parfait. 

Notre problème devient donc : Combien y a-t-il de carrés parfaits entre 1 et n? Il y en a \.y/n \ . 

2. Plaçons nous du point de vue du mathématicien numéro k. Il change l’état (ouvert/fermé) des portes k,2k De 

combien de portes change-t-il l’état ? En n combien de fois k? Il va |^J .11 y a donc eu au total Y \ ~j(\ changement 
d’état. Si on enlève les L\/âJ portes exceptionnelles, toutes les portes ont changé un nombre pair de fois. C’est bien dire 
que Y |^J - Vy r n\ est un entier pair. 


20.4.4 Divers 

Exercice 20.28 I W H 

On considère un polynôme P (X) = aX 2 + bX+ ce Z [X] . Montrer que s ’il admet une racine rationnelle, alors au moins 
un des coefficients est pair. 


Solution : Soit — une racine rationnelle où on a pris p et q premiers entre eux En particuher p et q ne peuvent pas être 
tous les deux pairs. On a alors ap 2 + bqr + cq 2 -0 en chassant les dénominateurs. 

• Si p est pair, alors ap 2 + bqr est pair, q et q 2 sont impairs. Comme cq 2 est pair, nécéssairement, c est pair. 

• Si q est pair, alors, de façon symétrique, a est pair. 

• Si p et q sont impairs, alors si on suppose de plus que les trois coefficients a, b etc sont impairs, alors ap 2 + bqr+cq 2 
serait la somme de trois nombres impairs et donc serait impair. Contradiction (zéro serait impair). 
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Chapitre 


21 


Polynômes 


. . . polynomials are notoriously untrustworthy when extrapolated. 

WG Cochran, GM Cox Experimental designs. 


Dans tout ce chapitre : 

• K désigne un corps (IR ou C). 

• IK n ou S? (K) représente l’ensemble des suites à coefficients dans K. 

• m, n, p, q, r e N sont des entiers. 

Pour bien aborder ce chapitre 

Les polynômes remontent à la plus haute antiquité. Le premier usage du mot semble remonter à François Viète (1540- 
1603). Cependant les babyloniens savaient résoudre les équations du second degré. Plus généralement, la résolution des 
équations polynomiales a été un moteur de l’étude des polynômes. Nous avons déjà évoqué Tartaglia et Cardano éprou- 
vant le besoin d’introduire les nombres complexes pour résoudre les équations du troisième et quatrième degré, ainsi que 
Galois aux prises avec les équations du cinquième degré. Par ailleurs, le mot polynôme lui-même semble d’une origine 
discutable. 

Pour autant, qu’est-ce qu’un polynôme ? Prenons un exemple. Soit 
/ : IR — ► IR 

x — ► /(x) = 3x 4 -2x 2 + x+l ' 

On peut résumer toute l’information contenue dans /(x) à l’aide de la liste de ses coefficients : 

1 ; 1 ; -2 ; 0 et 3. Un autre polynôme g(x) = x 2 - x - 2 se verra attribuer -2 ; -1 et 2 comme liste des coefficients. On voit 
par là que la liste est à longueur variable ce qui n’est pas confortable. 

Pour que tous les polynômes soient logés à la même enseigne, on considère une suite (donc infinie) de coefficients pour 
chaque polynôme en rajoutant des zéros. Autrement dit, un polynôme est assimilé à une suite de coefficients tous nuis 
sauf (peut-être) un nombre fini d’entre eux. 

C’est cette définition purement algébrique qui va être suivie dans ce chapitre. Faudra- 1- il pour autant oublier nos bonnes 
vieilles fonctions polynomiales ? Certes non ! D’abord elles sont à la base de cette nouvelle définition et elles permettent 
d’établir, via le TVI, que tout polynôme réel de degré impair admet au moins une racine. 

Ce chapitre a beaucoup de points communs avec le précédent. Cependant il faudra une fois de plus attendre les espaces 
vectoriels pour bien comprendre les tenants et les aboutissants de celui-ci. 


21.1 Polynômes à une indéterminée 

21.1.1 Définitions 


Définition 21.1 Z> Polynômes 

On appelle polynôme à coefficients dans K une suite [a n ) d’éléments de K nulle à partir d’un certain rang : 
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(.a n ) = (ao,ai,...,a k ,0,...) 


On note K [X] l’ensemble des polynômes à coefficients dans K. 



Remarque 21.1 

- A partir d’un certain rang (exercice !), la suite (c^) est nulle. La multiplication est donc bien définie dans K [X], 

- L’addition et la multiplication par un scalaire précédemment définies coincident avec l’addition et la multiplication 
définie sur l’espace des suites à coefficients dans IK : IK N . Ce n’est par contre pas le cas de la multiplication entre 
polynômes, qui ne coincide pas avec celle définie entre les suites. 

- Pour une suite de nombres (a*) qui sont tous nuis sauf un nombre fini, le nombre 

L «fc 

k = 0 

est la somme de tous les nombres non nuis de cette suite. 

Proposition 21.1 
Structure de IK [X] 

- (K [X] , +, •) est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel K N . Le vecteur nul est le polynôme (0, . . .) 

- (K [X] , +, x) est un anneau commutatif unitaire. L’élément neutre de la loi x est le polynôme (1,0,...). 

I Remarque 21.2 

- Attention, en raison de la remarque précédente, (IK, +, x) n’est pas un sous-anneau de (K n , +, x). 

- Comme (IK [X] , +, x) est un anneau commutatif, la formule du binôme est vraie dans IK [X] . 

Notations définitives : 

On note : 

• 1 le polynôme (1,0,...). 

• X le polynôme (0,1,0,...). 

En multipliant le polynôme X par lui-même, on obtient pour X”, le polynôme : 

(0,...,0,... ,1, 0,...) 
î 

place d’indice n 

Avec ces notations, si P e IK [X] est donné par P = (oo, «î » • • • , 0, . . .), on a : 

P = a 0 (1, 0, . . .) + ai (0, 1, . . .) + . . . + a„ (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) 

= ao-l + ai -X+... + a n -X n 
= ao + ajX+ . . . + a n X n 

Démonstration Du fait que la multiplication des polynômes est abstraite, il est nécessaire d’effectuer un certain nombre de 
vérifications qui n’auraient pas lieu d’être avec des fonctions polynomiales. La plupart de ces vérifications sont immédiates. 

La multiplication est commutative : Soit P = «o + . . . + a p XP e IK [X] et Q = bq + . . . + b p X^ e K [X] , on a : PQ = Cq + . . . + Cp+qXP + 1 
avec, pour k ~ ,p + q, cj. = ZjLg a (b n -e = ao^fc + «i bfc-i + ... + aj c _\ b\ + a^bq. En effectuant la somme de droite à gauche, 
c’est-à-dire en effectuant le changement d’indice p ~ k- Cf. ~ a^bq + a P _- i b] + ... + a\ bf c _\ + a^hf. ce qui est le coefficient 
d’indice k du polynôme QP. Donc PQ = QP. 
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où g n = X i>qC n -q désigne le n-ième coefficient de QR. Autrement dit f m est aussi le m-ième coefficient de P(QR). 


Le principal intérêt de l’algèbre linéaire (qui ne va plus tarder maintenant) est d’éviter ce genre de démonstration particulièrement 
indigeste. Voici comment nous pourrons rédiger une démonstration très bientôt. 

Soit Q et R deux polynômes. On cherche à démontrer que est l'application nulle. Or On r 

P ' — > (PQjR-P(CjR) 

est une application linéaire. Pour démontrer que son image est réduite au vecteur nul, il suffit de démontrer que toutes les images 
d’une famille génératrice sont nulle s. Par exemple que V « e N,®Q R (X n ) = (X"Q)R-X"(QR) = O. 

Pour cela, soit n e N et R e K [X] On cherche donc à démontrer que '^"' R ’ ^ vfl rnri . est l’application 

Q • — ► (X Q) R — X (QK) 

nulle. Or y V n fi est une application linéaire. Pour démontrer que son image est réduite au vecteur nul, il suffit de démontrer que 
toutes les images d’une famille génératrice sont nulles. Par exemple que Vme N,'ï'n,R(X m ) = (X n X m )R - X n (X m R) = O. 

Pour cela, soit neN et me N On cherche donc à démontrer que ®” ,m ’ ^ est l’application 

Q 1 — ► (A A JK — A (A KJ 

nulle. Or Q n ,m est une application linéaire. Pour démontrer que son image est réduite au vecteur nul, il suffit de démontrer que 
toutes les images d’une famille génératrice sont nulles. Par exemple que V p e N, 'P Wi r{XP) = (X"X m )XP -X" (X m X p ) = O. Or cette 
dernière égalité est vérifiée immédiatement. Ce qui établit le résultat. 


21.1.2 Degré d’un polynôme 


Définition 21.3 Degré d’un polynôme, terme dominant 

Soit un polynôme P = a 0 + . . . + a p X p e K [X] avec a p / 0. 

• On appelle degré de P et on note deg(P) l’entier p. 

• Par convention, le degré du polynôme nul est -oo. 

• On appelle terme dominant de P le monôme a p X p . 


Définition 21.4 Polynôme normalisé 

On appelle polynôme normalisé un polynôme dont le terme dominant est égal à 1. 
Théorème 21.2 V Degré d’un produit, degré d’une somme 
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Soient P, Q e K [X], on a : 

1 | deg (P + Q) g max (deg (P) , deg (Q))~ 

2 [^ëg(^^^^ëg(P^^ëg(Q^ 


Démonstration 


Si P = Q = 0 alors degP = degQ = -oo et deg (P + Q) = -oo et la formule est prouvée dans ce cas. 

Si P ou Q est non nul alors, supposant, quitte à interchanger P et Q, que P / 0, on a : P = L£_ 0 a^X^, 
Q = Zj^_Q où n = max (deg P, degQ) et où les pour k e [1, n] ne sont pas tous nuis (en l’occurence, 
les peuvent être tous nuis). On a donc : P + Q = («fc + bfc)X fc - Si a n + b n f 0 aiors deg(P + Q) = 
max (degP, deg Q) et sinon deg (P + Q) S max (deg (P) , deg (Q)) 


Si P = 0 ou Q = 0 alors PQ = 0 et deg(PQ) = -oo = degP + degQ d’après les lois d’addition dans R. 

Sinon, on suppose que : P = LJL 0 «fcX fc , Q = L^!_ 0 b^X k où a n / 0 et où fc m / 0. Par conséquent, n = degP 
et m = degQ. Quitte à échanger le rôle de P et de Q, on peut supposer que n> m. Soit l e N. Notons ci le 
coefficient d’indice l dans PQ. D’après la définition du produit de deux polynômes 21.2 et utilisant la remarque 
suivant cette définition, on a : 

14=0 a kbl-k si l<m + n 


si / S m + n 


Nécessairement, deg(PQ) *s.m+n. Mais le coefficient d’indice m+n dans PQ est a n b m -f 0 donc deg (P x Q) = 
deg (P) + deg (Q). 


| Remarque 21.3 Si deg (P) ^ deg(Q) alors deg (P + Q) = max (deg (P) , deg (Q)). 


Proposition 21.3 

Intégrité de l’anneau des polynômes IK [X] 

Soient P, Q e K [X] . 

| P x Q _ Q ==> P = 0 ou Q = 0 


Démonstration Si P x Q = 0 alors deg (P x Q) = -oo = degP + degQ ce qui n’est possible que si degP = -oo ou degQ = -oo et 
donc que si P = 0 ou Q = 0. 


Proposition 21.4 

Éléments inversibles de l’anneau IK [X] 

Les seuls éléments inversibles de l’anneau IK [X] sont les polynômes de degré 0, c’est à dire les polynômes constants non 
nuis. 

Autrement dit, si P, Q e K [X] et si P x Q = 1 alors il existe a e IK* tel que P = a et Q = a -1 . 


Démonstration SoitPelK[X] un polynôme inversible. Il existe alors un polynôme Q e K [X] tel que ; P x Q = 1. On a donc: deg P + 
degQ = 0. Cette égalité n’est possible que si degP = degQ = 0 et donc que si P est un polynôme constant non nul. Réciproquement, 
si P est un polynôme constant non nul alors il est clair que P est inversible. 

21.1.3 Valuation d’un polynôme 


Définition 21.5 Valuation d’un polynôme 

Soit un polynôme P = aq + . . . + a p X p e K [X] non nul. On appelle valuation de P le plus petit entier k tel que ^ 0. On 
le note val (P). 

Par définition, la valuation du polynôme nul est val( 0) = +oo 


Théorème 21.5 O Valuation d’un produit, valuation d’une somme 

Soient P, Q e IK [X], on a : 

1 l^aU^^Q^^nirUva^P^aUQlJ 

2 
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21.1.4 Composition de polynômes 


Définition 21.6 Q Composition de deux polynômes 

Soient deux polynômes P, Q g K [X] . On suppose que P = «o + «iX + . . . + a n X n . On définit le polynôme composé de Q 
par P, noté P o Q, par : 

P°Q=X>fcQ fc 

fc= o 


Proposition 21.6 

Soient deux polynômes non nuis P, Q g IK [X] . Alors : 

[^ëg(PÔQ^^^(P^dëg(Q^. 


Démonstration Supposons que P= ap + d\X+ ... + a n X n . Comme P f 0, on a a n ^ 0. Alors P°Q = £fc =0 a itQ fc et deg(P°Q) = 
degQ” = rcdegQ = degP x degQ carQ/0. 

21.1.5 Division euclidienne 


Définition 21.7 Q Divisibilité 

Soient deux polynômes A, B g K [X], On dit que A divise B si et seulement si il existe Q g K [X] tel que B = QA. On le 
note A|B . 


Exemple 21.1 

- (X - 1) divise X 2 - 2X + 1 . En effet : X 2 -2X+ 1 = (X- l) 2 

- (X- 1) divise X 2 - -1. En effet : X 2 - 1 = (X- 1) (X+ 1). 

- (1 — X) divise 1-X" +1 . En effet: 1-X n+1 = (l+X + X 2 + ...+X")(l-X). 


Proposition 21.7 

Polynômes associés Soient A, B g K [X] deux polynômes non nuis. On a équivalence entre : 

1 A|B et B|A. 

2 3A g K* : B = ÀA 

Deux tels polynômes sont dits associés. 


Démonstration 

| => | Supposons que A|B et B|A. Alors il existe des polynômes Q i , Q2 g K [X] tels que : A = Q] B et B - Q2A. On a alors : A = 
(QiQ 2)A ou encore : A(1 -Q1Q2) = 0. Par intégrité de [K [X] 21.3, comme A /O, ceci n’est possible que si 1 - Q1Q2 = 0 c’est à 
dire si : Q1Q2 — 1. Par conséquent, Qi et Q2 sont des polynômes inversibles inverses l’un de l’autre. Appliquant la proposition 
21.4, il existe a e K* tel que Qi = a et Q2 = a -1 . On a alors B = aA. A et B snt donc bien associés. 

| <= | La réciproque est triviale. 


I Théorème 21.8 Ç> Division euclidienne 


1 Soient A, B g K [X] deux polynômes. On suppose que B ^ 0. Alors il | existe | un 1 unique 1 couple (Q,R) de polynômes 1 

de K [X] vérifiant : 


Jf| A = BQ + R 


% deg (R) < deg (B) 



Démonst ration 

| Unicité | Soient (Qi,Ri) e (K [X]) 2 et (Q 2 ,R 2 ) e (IK [X]) 2 tels que : 


fA^BQi+Rj ^ |a = BQ 2 +R2 

| deg (Ri ) < deg (B) 6 j deg (R 2 ) < deg (B) 

alors : B (Qi — Q 2 ) = Ri -R2 et donc, si Q1-Q2 ? 0 : deg (B CQi -Q 2 )) = deg (Ri -R 2 ) < degB et par ailleurs .deg (B CQi — Q 2 )) = 
degB + deg (Qi - Q2) S degB ce qui constitue une contradiction. Si Qi = Q2 alors Ri - R2 = 0 et Ri = R2 . 
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Existence \ La démonstrations s< 
b m 0 et pour tout n e N, noto 


fait par récurrence sur n = degA. Fixons pour toute la suite B - bg + b\ X + ... + b m X m a 
; P n la propriété : 


P n : pour tout A e K [X] de degré n , il existe (Q,R) e (IK [X]) 2 tels que s 

2 degl 

•| 1ère étape | Po, Pi, . . ., P m -1 sont vraies. Si A est un polynôme de degré n e [1, m- 1] , il sut 
a bien : A = BQ + R et degR = degA =n<m. 

• 2ème étape Soit n S m. 

• 3ème étape Supposons que la propriété P n est vraie. C’est notre hypothèse de récurrence 
SoitA = ag + a\X + ... + a n+ ]X n+1 un polynôme de degré n+ 1. Posons Ai = A- £^±Ix” _w 

n. On lui applique alors l’hypothèse de récurrence : il existe (Qi,Ri) e (K [X]) 2 tels que s 


i s que P n +i est vraie, 
m polynôme de degré 


1 B + Ri =BQ!+R+— X"“ m B=Ai + — X"“ m B = A 


• 4ème étape Le théorème est alors prouvé par application du théorème de n 


| On a donc : X 3 +X+ 1 = (X+ 1) (X 2 -X + 2) - 1 et deg(-l) = 0 < deg(X+ 1) = 1. 

21.1.6 Division selon les puissances croissantes 

La division des polynômes suivant les puissances croissantes est hors programme. 


Théorème 21.9 Division selon les puissances croissantes 

Soient A et B deux polynômes à coefficients dans K. On suppose que le terme constant de B n’est pas nul et on note p 
un entier supérieur ou égal au degré de B. Il existe un unique couple de polynômes (Q,R) tels que A = BQ + X P+1 R et 
degQ « p. 


I Exemple 21. 3 A- 1 +3X + 2X 2 -7X 3 , B = 1+X-2X 2 p = 3. La présentation est celle de la division des nombres 
décimaux lorsqu’on veut un quotient à 10 _p . Le rôle de X étant joué par 10 -1 . 


+ 3X + 2X 2 - 7X d = (1 + X - 2X 2 ) (1 + 2X + 2X 2 - 5X 3 ) +X 4 (9 - 10X) . 


Interprétation en termes de développements limités e 
l+3x + 2x 2 -7x 3 2 , , o 

= 1 + 2x + 2x 2 - 5xr + o(x 3 ). 

l + x-2x 2 


Unicité. On suppose l’existence de deux couples (Qi,Ri),(Q 2.R2) résultat de la division selon les puissi 
A par B à l’ordre p, on va montrer qu’ils sont égaux. On dispose des égalités : 

A= BQi +X p+1 Rj, A= BQ 2 +X p+ 1 R 2 donc (1) B(Qj -Q 2 ) = X P+1 (R 2 -Ri) 
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On regarde les valuations des deux membres. Par hypothèse val B = 0. Donc val B(Qi -Q2) = val B+ val (Qi -Q2) = val (Qi - 
Q2). D’autre part val X p+ 1 (R2 - Ri) > p+1. Conclusion : Qj -Q2 est un polynôme dont la valuation est supérieure au degré, 
c’est donc le polynôme nul. Donc Qi = Q2 et par suite Ri = R2. 

• Existence. Comme dans 1 ’ exemple , on va poser notre division, supposer qu’on a réussi à 1 ’ ordre p et passer à 1 ’ ordre p+ 1 . 


A= a 0 +- + a n -iX n ~ 1 + a n X n et B = b 0 + ■■■ + fo„_iX" _1 + b n X n avec b o /0 


On raisonne donc par récurrence sur ; 

A= — B+X.R 0 

bo 


, I a 0 bi] f aob 2 ) 

l0S r-^r) + r 2 -^r) x+ - 


~b^r 


bien degQ 0 « p. 


On suppose maintenant le résultat vrai pour l’ordre p et montrons le à l’ordre p+ 1. L’hypothèse de récurrence montre 
l’existence d’un couple (Q p , R p ) tel que : 

A= QpB+X p+1 Rp avec degQ P *zp. 


On applique la division selon les puissances croissantes à l’ordre 0 pour R p et B ; 


3\p e IK, 3R p+ i e K[X] R p = À p B+XR p+ i 
En remplaçant la valeur de R p dans l’égalité au-dessus on obtient : 

A = Q p B+X p+1 (À p B+XR p+1 ) et si Q p+ i = Q p + A p xP +1 alors A= Q p+ iB+xP +2 R p+ i avec degQ p+ iSp + l 
Ce qu’il fallait vérifier. 


21.2 Fonctions polynomiales 

On cherche à démontrer que tout polynôme qui admet une infinité de racines est le polynôme nul. On peut le démontrer 
par récurrence grâce au théorème de Rolle dans le cas où K — R ou Q. Dans le cas de C, il n’y a plus de théorème de 
Rolle... 


21.2.1 Fonctions polynomiales 


Définition 21.8 O Fonctions polynomiales 

Soit P = ctq + a{X + . . . + a n X n e K [X] un polynôme. On appelle fonction polynomiale associée à P la fonction donnée 
par : 

p.|K ^ K 

'( x ■ — ► oq + a\x + ... + a n x n 

Nous noterons & le sous-espace vectoriel de & (IK, K) des fonctions polynomiales. 


| Re?narque 21.4 & est à la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de & (IK, K) 


^Proposition 21.10 
L’application 

_ f K[X] & (K, IK) 

0: i P > — ► P 

est un morphisme de K-espaces vectoriels et d’anneau. En particulier, si P, Q £ K [X] et si À, p e K, on a : 
AP + pQ = AP + pQ 
p!Tq = PxQ 
P?Q = PoQ 

^De plus Im0 = 0 (IK [X]) = 


Démonstration Laissée en exercice. 


21.2.2 Racines d’un polynôme 
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Définition 21.9 Ç> Racine d’un polynôme 

Soit P e K [X] un polynôme. Soit a e K. On dit que a est une racine de P si et seulement si P (a) = 0. 
Théorème 21.1 1 V 

Soient P e IK [X] un polynôme et a e K un scalaire. On a équivalence entre : 

1 a est une racine de P. 

2 On peut factoriser P par X- a, c’est à dire : (X- a) |P. 


Démonstration 

I => I Soit a une racine de P. Alors P (a) = 0. Par division euclidienne, il existe (O, R) e (K [X]) 2 tels que : J * ^ 

1 1 }deg(R)<deg(X-a) = l 

On a alors deux possibilités, soit degR = 0, soit degR = -oo, c’est à dire R = 0. Montrons que la première n’est pas possible : 
si on avait degR = 0 alors il existerait y e K* tel que R = y et on aurait : A = (X- a) Q + y, mais alors : P = (X- a) Q + y et 
0 = P (a) = R (a) = y / 0 ce qui est une contradiction. On a donc bien R=0etP=(X-a)Q. 

| <= | Supposons que (X-a) |P. Alors il existe Q e K [X] tel que P = (X-a)Q. Par conséquent : P = (X-a)Q et P (a) = 0 ce qui 
prouve que a est une racine de P. 


Corollaire 21.12 

Si cti , . . . , a p sont p racines distinctes d’un polynôme P e K [X] alors le polynôme 


(X-oci)...(X-ct p ) = [] (X-cxfc) 


Démonstration La démonstration se fait par récurrence sur le nombre p de racines distinctes de P considérées. 

1 La propriété vient d’être prouvée au rang 1 dans le théorème précédent. 

(H> Soitp> 1. 

3 On suppose que la propriété est vraie au rang p- 1 et prouvons-la au rang p. Soient ai,..., a p p racines de P. Par application 
de l’hypothèse de récurrence, il existe B e IK [X] tel que : P = (X-ai)... (X-a p _i)B. Comme a p est une racine de P, on a : 

0 = P (a) = (a p -ai)...(a p -a p _i)B(a). 

Comme : Vie [l,p- l] , a,- / a p , le nombre (a p - ai)... (a p -a p _i) est non nul et donc nécessairement B (a) = 0, 

c’est-à-dire a p est une racine de B. Appliquant le théorème précédent, il existe C e K [X] tel que : B = (X- a p ) C et donc 
P = CX-ai)... (X-a p )C. On a alors prouvé que (X-ai)...(X-a p ) divise P. 

4 Le théorème est alors prouvé par application du principe de récurrence. 


Théorème 21.13 Un polynôme non nul de degré « n admet au plus n racines 

Soit P e K [X] un polynôme non nul de degré « n. Si P admet au moins n + 1 racines distinctes alors P est nul. 


Démonstration Supposons qu’il existe ai a n+ i n + 1 racines distinctes du polynôme P non nul de degré s n. Appli- 

quant le théorème précédent, le polynôme de degré n + 1 : (X - ai ) ... (X - a n+ \) divise P. Il existe donc B e IK [X] tel que : 
P = B(X-ai) ... (X-a„+i). On a alors n = degP = degB + n+1. Comme degP 5 0, cette égalité n’est pas possible et donc notre 
hypothèse de départ est absurde. 

On en déduit : 


Théorème 21.14 

Tout polynôme qui admet une infinité de racines est le polynôme nul. 


Théorème 21.15 Identification polynômes et fonctions polynomiales 

L’application 

. | X[X] -=* & (K, IK) 

0: 1 P ' — * P 

qui envoie un polynôme sur sa fonction polynomiale associée est injective. 
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Démonstration Soit P etQ deux polynômes vérifiant 0 (P) = 0(Q) soitP-Q = 0. P-Q possède donc une infinité déracinés (tous 
les éléments de KJ, ce qui n’est possible, d’après la proposition précédente, que si P - Q = 0. 

Ce théorème permet de confondre polynômes et applications polynomiales. Attention, ceci est vrai à condition que K 
contienne une infinité d’éléments, ce qui est bien notre cas car K = IR ou C. 


| On convient désormais de confondre les notations P et P. | 

21.2.3 Schéma de Horner 

C’est une façon de calculer les valeurs d’un polynôme en minimisant le nombre d’opérations, en particulier les multi- 
plications. Soit P = a 0 + «iX+ a 2 X 2 + a 3 X 3 + . . . + a n _ 2 X ” -2 + iX ” -1 + a n X n . On a P = aq + X(a\ + X(a 2 + X(a 3 + . . . + 

X(a n _ 2 +X(a„_ i + a n X)) . . .))) Donc pour calculer P(a) on initiabse avec a n ensuite on effectue une boucle : multiplier par 
a puis ajouter le coefficient a fc. Cet algorithme utilise n additions et n multiplications pour un polynôme de degré n. 

On peut aussi obtenir le quotient de la division euclidienne de P par X-a: P = (X-a)Q + P(a) avec Q-bo + b]X+...+ 
b„_iX" -1 . En effet, on a 


PCX) - P (a) = (X-cxXforc-iX"- 1 +... + b 1 X+b 0 ) 
a n X n + ... + a{X+ a 0 -P(a) = (X-a)(b„_iX” _1 + ... + b{X + bq) 
a n X n + ... + a{X+ aq - P (a) = b n - iX" + (b„_ 2 -ab„_i)X” _1 + ... + {bq-abi)X-abq 

Par identification, on obtient le système ( d’inconnues bq,bi,...,b n -i,P(a) ) : 


b n - 1 

— Un 

f K - 1 

— a n 


b n -2-ub n - 1 

— a n - 1 

b n - 2 

- an - ] 

+ a b, 


soit < 




bq - a bi 

= ai 

1 bq 

= «1 + 

abi 

-abq 

= ao-P(a) 

( P (a) 

= «0 + 

abq 


Autrement dit, les différents coefficients du polynôme quotient Q sont les nombres obtenus à chaque étape de la boucle. 

21.2.4 Racines multiples 


Définition 21.10 Ç? Racine d’ordre p, racine multiple 

Soient P e IK [X] un polynôme, exe (K, p e N*. 

• On dit que a est une racine d’ordre p (ou de multiplicité p) de P si et seulement si (X- a) p divise P et (X- a) p+1 
ne divise pas P. 

• Si a est une racine d’ordre 1 de P, on dit que a est une racine simple de P. 

• Si a est une racine d’ordre ^ 2 de P, on dit que a est une racine multiple de P. 


Proposition 21.16 
Caractérisation de l’ordre d’une racine 

Soient a e K un scalaire et P e K [X] un polynôme. On a équivalence entre : 

1 a est une racine multiple de P d’ordre p. 

2 II existe Q e K [X] tel que P = (X-cx) p Q et Q(a) # 0. 


Démonstration 

| => | Supposons que a est une racine multiple de P d’ordre p. Comme (X-a) p divise P, il existe Q e K [X] tel que P = (X-a) p Q. 
Montrons que Q (a) / 0. Si c ’ était le cas, alors a serait une racine de Q et il existerait Q' e K [X] tel que : Q = (X - a) Q' . Par suite, 
on aurait : P = (X - a) p+ 1 Q' et (X - a) p+ 1 diviserait P, ce qui n’est, par hypothèse, pas possible. Donc Q(a) f 0. 

| <= | Supposons qu’il existe Q e K [X] tel que P = (X- a) p Q et Q (a) / 0. Pour montrer que a est une racine multiple de P d’ordre 
p, il faut montrer que (X-a ) p+1 ne divise pas P. Par division Euclidienne de Q par X-a, il existe A, B e K[X] tels que : 
Q = (X-a)A + B et degB < deg(X-a) = 1. Par conséquent degB s 0 et comme a n’est pas une racine de Q, B est un polynôme 
constant non nul. On a alors : 

P= (X-a) p ((X-a)A+B) = (X-a) p+1 A+(X-a) p B 

Par unicité du couple quotient-reste dans la division Euclidienne de P par (X-a) p , (X-a) p B est le reste de cette division et 
comme B / 0, ce reste est non nul. Par conséquent, (X-a) p+1 ne divise pasP. 
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21.3 Polynômes dérivés 

21.3.1 Définitions et propriétés de base 

Définition 21.11 O Polynôme dérivé 

Soit P = ao + «iXh — + a n X n e K [X] un polynôme. On définit le polynôme dérivé de P par : 
P' = «i+2a 2 XH — + na„X n ~ 1 
= 


Remarque 21.5 

• Cette définition est purement algébrique. 

• Elle coïncide avec la dérivée des fonctions polynomiales sur le corps K- 


Proposition 21.17 

Soit P e K [X] un polynôme. On a : 

1 Si deg (P) > 0 alors deg (P') = deg (P) - 1. 

2 P est constant si et seulement si P' = 0. 

Démonstration 

0^ Si deg (P) = p > 0 alors P = Z^_ 0 «fcX fc avec a p / 0 et P' = ka^X^ . Le coefficient de terme dominant de P' est pa f) 
qui est non nul. Par conséquent degP' = p - 1. 

2 Si P est constant, il est clair que P' = 0. Réciproquement, si P n ’est pas constant, alors degP > 0 et degP' S 0 ce qui prouve 
que P' est non nul. 


Proposition 21.18 
Linéarité de la dérivation 

Soient P, Q e K [X] deux polynômes et a, P e K deux scalaires. On a : 

[~(aP + ftQ)' - aP' + PQ' j 


Démonstration Laissée en exercice. 


Proposition 21.19 


Dérivée d’un produit 


Soient P, Q e K [X] deux polynômes. On a : 



(PQ)' = P'Q + PQ'| 


Démonstration Supposons que P = Y.keN a£X k et Q = btX k . On a donc : PQ = E^ =0 aibjX i+ i et : 


(PQ)' = £ (/ + j)ajbjX i+ J 1 par linéarité de la dérivation 

i+ 7=0 

= + f ia i b j X i - 1 XÎ+ + f ja/bjX'xi 1 
i+ y=0 i+ 7=0 

= p'q+pq' 


21.3.2 Dérivées successives 


Définition 21.12 Polynôme dérivé d’ordre n 

Soit P e K [X] un polynôme. On définit par récurrence la dérivée n-ième (ou d’ordre n) de P par : 

• p(°) = p 

. V«eN, P t " +1 |É|P t " ) f 


ne 






Remarque 21.6 L’application 

„ ( K[X] — K [X] 

P — P'«> 

est linéaire comme composée de n applications linéaires. 


Théorème 21.20 V Formule de Leibniz pour les polynômes 

Soient P, Q e IK [X] deux polynômes. On a : 


(PQ) (n) = L p( " 


Démonstration 

Remarque 21.7 


C’est la même démonstration que celle écrite pour les fonctions n fois dérivables. 


{XP) M = 


[° 

—Pl—XP~ n = A^X P_ ' 

l [p-n)\ « 


si n > p 
sinon 


Théorème 21.21 V Formule de Taylor pour les polynômes 

Soit P un polynôme de degré inférieur ou égal à n et a e K. Alors : 


P= (X-a)* 


Démonstration Soit P = £” =0 a p XP = a p Q p . 

• Soit p « n. La formule est vraie pour le polynôme Q p =XP : en effet, Q p = pXP _1 ,...,Qj^ = p(p -\)...(p-k + 1 )XP~ k . 

• Maintenant, utilisant la formule du binôme de Newton : 


Q p =xP = «X-a) + a)P= £ 


k (X-a) k =Z- 


• En rajoutant des termes nuis, Q p = E%_ 0 pP ( fl )- 

• Par linéarité, 


P = È «pQp 

p= o 

= Q P ha) 

P = o k= o 

= £ (a) 


Lemme 21.22 

Soient r e N* et P e K [X] . Soit a e IK. Si a est une racine d’ordre r de P alors a est une racine d’ordre r - 1 de P'. 


Démonstration Comme a est une racine d’ordre r de P, il existe Q e K [X] tel que : P ~ (X- a) r Q et Q(a) / 0. Par conséquent : 
P' (a) = r(X-q) r ~ 1 Q+(X-a) r Q , = ÇX- a) r-1 (rQ + (X- a) Q') 

-B 


et on a clairement B (a) 7 0 ce qui prouve le lemme. 
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Théorème 21.23 Caractérisation des racines multiples 

Soient un polynôme P e K [X], un scalaire a e K et un entier r > 0. On a équivalence entre : 

1 a est une racine d’ordre r de P. 

2 |p(g) = P'(g) = ...=P tr ~ * 1) (a) - 0 | et | P (r) (g) / 0 | . 


Démonstration 

| => | Par application du femme, si a est une racine d’ordre r de P alors a est une racine d’ordre 1 de pP - P et d’ordre 0 de 
donc P (g) = P' (g) = . . . = P Cr_1) (g) = 0 et P (n (al ± 0. 

| <= | Réciproquement, si P (g) = P' (g) = . . . = pP - P (a) = 0 alors, par application de la formule de Talor : 

P= £ ^^(X-fl) fc =(X-g) r B 


ave B e K [X] tel que B (g) ^ 0. 


21.4 Polynômes scindés 
21.4.1 Définition 

Définition 21 . 13 Polynôme scindé sur K 

Soit P e IK [X] de degré p. On dit que P est scindé sur K si et seulement si il s’écrit : 

P = g p (X-ai)...(X-a p )= [] (X-a*;) 

fc=o 

où les scalaires e IK sont les racines de P comptées avec leur multiplicité et a p est le coefficient du terme dominant 
.de P. , 


21.4.2 Factorisation dans C [X] 

Bio 19 1 Jean le Rond D’Alembert, né à Paris le 16 novembre 1717 et mort à Paris le 29 octobre 1783 | _ 


Mathématicien Français. Il fut avec Diderot à l’origine de l’Encyclopédie qui 
se voulait une synthèse et une vulgarisation des connaissances de l’époque. 
Tous deux durent jouer à cache-cache avec la censure pour faire paraître cette 
œuvre monumentale. D’Alembert abandonna le projet, fatigué des controver- 
ses et se consacra à la partie mathématique. Son œuvre fut considérable en 
mécanique, astronomie et mathématiques. Il énonce le théorème fondamen- 
tal de l’algèbre dans son Traité de dynamique en 1743. Musicien, il établit 
l’équation des cordes vibrantes. Enfant trouvé sur les marches d’une église, il 
n 'eut pas droit aux obsèques religieuses, car considéré comme athée. 


« 


Théorème 21.24 théorème fondamental de l’algèbre 

Soit P un polynôme de C [X] de degré & 1 (c’est à dire non constant) alors P possède au moins une racine dans C. 


Démonstration Admise. Il existe de nombreuses démonstrations. Aucune n’est assez élémentaire pour être exposée ici. La 
première démonstration rigoureuse est due à Gauss (1799). Ce théorème est aussi appelé théorème de d’Alembert-Gauss. 


I Remarque 21.8 Attention ce théorème est faux dans IR. Par exemple P = X 2 + 1 est non constant mais ne possède aucune 
racine dans IR. 
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Corollaire 21.25 
Factorisation dans C [X] 

Tout polynôme de C [X] est scindé sur C, c’est à dire tout polynôme P e C [X] s’écrit sous la forme : 

[p = gp.(X-gi)...(X-g > ,)J 

où les scalaires a*; sont les racines de P comptées avec leur multiplicité et a p est le coefficient du terme dominant de P. 

Démonstration Supposons que P est non constant, sinon la propriété est évidente. Soient ai , . . . , a p e C la liste des racines de P. 
Par application du théorème fondamental de l’algèbre cette liste est non vide. Il existe Q e C [X] tel que : P = üf-j (X-a,) Q. Si 
Q est non constant alors il possède une racine a et a est nécessairement aussi une racine de P. Donc la liste <x\,...,a p n ’ était pas 
celle de toutes les racines de P, ce qui constitue une contradiction. Par conséquent, Q est un polynôme constant et la proposition est 
démontrée. 

Une formulation équivalente du théorème fondamental de l’algèbre est la suivante : 


Théorème 21.26 O 

Un polynôme P e C [X] de degré p possède p racines (comptées avec leur multiplicité) dans C. 


Démonstration C’est un corollaire immédiat de la proposition précédente. 

Exemple 21.4 Soit P = X" - 1. V k e [0, n - 1], ^ — exp est une racine de P. Donc P est divisible par chacun 

n - 1 

des X - éfc- Comme les sont distincts deux à deux, P est aussi divisible par leur produit : X" - 1 = KnCX-Ç*).En 

k = 0 

regardant les degrés des deux memebres, on a degK = 0 c’est-à-dire que K est constant. En regardant les coefficients 


dominants on en déduit que K = 1 et donc 


X"-l= IlCX-Çfc) 


21.4.3 Interlude : polynômes conjugués 

Définition 21.14 Polynômes conjugués 

Soit P = ctp + «iX+ • • • + « p X p e C [X] un polynôme. On appelle conjugué de P le polynôme, noté P et donné par : 
P = â^ + ôTX+---+ôpf p 


'Proposition 21.27 
Soient P, Q £ C [X] et r e l\l. On a : 

1 P + Q = P + Q 

2 pTq=pxq 

3 VcxeC, P (ex) = P (ex) 

4 p (ri = p (r) 

5 P e IR [X] <=> P — P. 

s 

Démonstration Démontrons par exemple le troisième point : Soient a e C et P = «o + «iX + . . . + a p XP e C [X] . On 
P (a) = «ô+âïâ+... + a p a p et P(â) =â^ + âIâ+... + a p a p 

d’où l’égalité. 

Lemme 21.28 

Soient P e C [X] et r e N* . Soit a £ C. On a équivalence entre : 

1 a est une racine de P d’ordre r. 

2 et est une racine de P d’ordre r. 
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Démonstration On a la série d’équivalences : 


a est une racine d’ordre r de P 
o P (a) = P' (a) = . . . = P (r_1) (a) = 0 et P (r) (a)/0 
o P (â) = F (â) = . . . = P^-D (â) = 0 et pW(â)/0 
o â est une racine d’ordre r de P 


Corollaire 21.29 

Soit P e IR [X] un polynôme à coefficients réels. Si a est une racine d’ordre r de P alors ex est aussi une racine d’ordre r 
de P. 

Démonstration Exercice laissé au lecteur. 

| Retnarque 21.9 On en déduit que les racines de PeB [X] sont ou réelles ou complexes conjuguées. 

21.4.4 Factorisation dans IR [X] 


Proposition 21.30 
Factorisation dans IR [X] 

Soit P e IR[X] un polynôme non nul. Alors, il existe cxi,...,a r e IR non nécessairement deux à deux distincts, 
(bi,ci),...,(b s ,c s ) e IR 2 non nécessairement deux à deux distincts tels que A; - bj - 4c[ < 0 pour tout £ e [l,s], et 
À e IR* tels que : 

P = a n (X-a*) rï (X 2 + b(X+ c t ) I 
*=i f=1 


Démonstration Appliquant la proposition 21.25, P est scindé sur C et ses racines sont, d’après la dernière remarque, ou réelles 
ou complexes conjuguées : 

P = a (X - a j ) . . . (X - a p ) (X - a) ! ) (X - üü) . . . (X - a) r ) (X - ÜJ7) 

où a | , . . . , o<p e R sont les racines réelles de P et où (i>i,<37, • • • , w r , <ïï7 sont les racines complexes conjuguées de P. On a, pour tout 
kell, ri : 

(X— ü) fc ) (X- üï) = X 2 - (a>* + SÏ) + (OfcCÔ^X 2 - 2Re (u fc )X+ eu 2 = X 2 - p k X+ q k 
avec p k , q k e IR. Le résultat annoncé s ’en suit. 


21.4.5 Polynômes irréductibles 


Définition 21.15 O Polynôme irréductible 

Soit P e K [X] un polynôme | non constant | . On dit que P est irréductible si et seulement si : 

P = QH => Q g K ou HeK 

Autrement dit : un polynôme P non constant est irréductible si et seulement si ses seuls diviseurs sont les polynômes 
constants et les polynômes proportionnels à P. 


Proposition 21.31 

Les polynômes de degré 1 sont irréductibles 

Soient a e K un scalaire et P = (X- a) un polynôme de degré 1. Alors P est irréductible. 


Démonstration Soit P un polynôme de degré 1. P est clairement non constant et si Qe K [X] est un diviseurs de P alors il existe 
H e K [X] tel que : P = QH. Par conséquent : 1 = degP = degQ + degH. Une des deux possibilités suivantes est alors vraie : 

- degQ — 1 et degH = 0 donc Q est un polynôme proportionnel à P 

- degQ = 0 (et degH = 1) et Q est un polynôme constant. 

Par conséquent P est irréductible. 


Théorème 21.32 O Polynômes irréductibles de C [X] 

Les polynômes irréductibles de C [X] sont les polynômes de degré 1. 

Démonstration On vient de prouver que les polynômes de degré 1 sont irréductibles dans C [X] . Réciproquement, si P e C [X] est 
un polynôme irréducible de C [X] , montrons qu ’il est de degré 1 . Si ce n 'était pas le cas, alors comme P est non nul : 
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- soit degP > 1 et par application du théorème fondamental de l’algèbre P possède au moins une racine a dans C. Par conséquent 
le polynôme X - a divise P et donc P n ’ est pas irréductible. 

- soit degP = 0 et dans ce cas P est un polynôme constant non nul et ne peut être irréductible. 

Dans les deux cas, on aboutit à une contradiction et la proposition est alors prouvée par 1 ’ absurde. 


Théorème 21.33 O Polynômes irréductibles de IR [X] 

Les polynômes irréductibles de IR [X] sont : 

• les polynômes de degré 1. 

• les polynômes de degré 2 dont le disciminant est négatif. 


Démonstration 

- Les polynômes de degré 1 sont irréductibles dans R [X] . 

- Soit P e R[X] un polynôme de degré 2. Il est irréducible si et seulement si il n’est pas divisible par un polynôme de degré 1, c’est 
à dire si et seulement si il n ’a pas de racine réelle, ce qui est équivalent à dire que son discriminant est strictement négatif. 

- Tout polynôme de degré s 3 se décompose, d’après le théorème de factorisation dans R [X] 21.30, comme le produit de polynômes 
de degré 1 et de degré 2. Un tel polynôme ne peut être irréductible. 

21.4.6 Relations coefficients-racines 


^Définition 21.16 C? Polynômes symétriques élémentaires 

Soit ai,...,a p e K. On définit les polynômes symétriques élémentaires en les variables ai,...,a p par : 

ai = ai + "- + ap 
H 2 = £ OC;, 0C; 2 


Plus précisément, pour tout k e [l, p] 


a p = ai-'-ap 

CT fc= L «n •■■«fi 

fi<-< h 


Théorème 21.34 Relations entre les coefficients et les racines d’un polynôme 

Soit P = «o + fliX + • • • + a p X p e K [X] un polynôme scindé de degré p. Soient ai , . . . , a p e K les p racines de p. On a 
Vfce[l,p], |(Jfc = (-!)] 


k a r~ k 


Démonstration On démontre ces égalités en identifiant les coefficients des monômes de même degré dans l’égalité : 
P = fl p (X- ai) . .. (X — a p ) = a p (xP - uiXP- 1 + o 2 X p ~ 2 + . . . + (— l) p a p ) 

Remarque 21.10 
- En particulier, si p = 2, on a : 


P = a 2 (X - a 2 ) (X - ai ) = a 2 (X 2 - (ai + a 2 ) X + ai a 2 ) 


et donc : 
- Si p = 3, 


ai = ai+a2 = et 

az 


O 2 = aia 2 = — 


P = a 3 (X - ai ) (X - a 2 )(X - a 3 ) = a 3 (X 3 - (ai + a 2 + a 3 ) X 2 + (ai a 2 + a 2 a 3 + ai a 3 ) X - ai a 2 a 3 ) 


et : 


ai = ai + a 2 + a 3 = — -, o 2 = aia 2 + a 2 a 3 +aia 3 = — et (j 3 =aia 2 a 3 = 
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21.5 Arithmétique dans K [X] 

Nous allons définir le PGCD, comme pour les entiers relatifs. Ici il y a une difficulté : que veut dire "plus grand" ? Cela 
veut dire avec le plus grand degré. Mais que se passe-t-il lorsqu’il y a deux polynômes de même degré en concurrence ? 
Cela ne se produit pas (ou alors ils sont associés) et c’est ce qu’il faut établir. 

21.5.1 Diviseurs communs 


Proposition 21.35 Propriétés de la divisibilité 

- La relation « divise » est transitive : V(P,Q,R) e K [X] 3 , [P|Q et Q|R] => P|R. 

- SoitP,Q,ReK[X] et U, Ve IK [X]. Alors : [P | Q et P | R] => P | (UQ + VR) 


On note pour la suite d[ P,Q) = d( P) n d(Q) l’ensemble des diviseurs communs à P et à Q. 
Remarque : Si D e d(P,Q), alors tout polynôme associé à D est aussi dans d( P,Q). 


Proposition 21.36 

Soit P un polynôme non nul. d(P,0) - d{ P). 


Proposition 21.37 

Si P = BQ + R alors d( P, Q) = d{ Q, R) . 


Démonstration En effet, si D e d (P, Q) , alors D | Q et D | P - BQ donc D | Q et D | R donc D e d(Q,R) : d (P, Q) c d(Q,R). 
Inversement, si De d(Q,R), alors D | Q et D | BQ + R donc D | Q et D | P donc D e d(P,Q) : d(Q,R) c d(P,Q). 


Théorème 21.38 

Soient P, Q e K [X],non tous les deux nuis, il existe un unique polynôme D e K [X] unitaire, tel que d(P, Q) = d(D). 


Démonstration Unicité : Si Di et D2 sont solutions alors d{U\) = d(D 2 ) donc D] | D2 et D 2 | Di donc ils sont associés. Ils sont 
unitaires et associés donc égaux. 


Existence : Quitte à échanger P et Q on peut supposer Q/0. Posons Po = P et Pi = Q. On réalise ensuite les divisions euclidiennes 
suivantes tant que les restes obtenus sont non nuis (c’est l’algorithme d’Euclide) : 

P 0 - P1B1+P2 avec degP 2 <degPi, 


Pm-2 

P m _l 


P m _iB m _i + P m avec degP m < degP m _i, 
P m B m + 0. 


Ce processus s’arrête puisqu’on 


strictement décroissante 


d’entiers naturels degPi > degP2 > .... On a alors d (P, Q) = d(Po,Pi) = ... = d(P m ,0) = d(P m ) Le polynôme D unitaire associé à 
P m convient. 


21.5.2 PGCD, théorèmes d’Euclide et de Bezout 


Définition 21.17 Q PGCD 

Soient P et Q deux polynômes de IK [X] non tous les deux nuis. 

L’ensemble des diviseurs communs à admet un polynôme unitaire de plus grand degré A noté ô = P a Q. C’est le plus 
grand commun diviseur des polynômes P et Q. 


Démonstration On choisit A unitaire pour que d( P,Q) = d(A) avec les notations du paragraphe précédent. C’est dire que tout 
diviseur commun à P et à Q divise A. Donc son degré est inférieur ou égal à celui de D. 

Par ailleurs l’algorithme d’euclide fournit un moyen de calculer le PGCD : on normalise le dernier reste non nul. 


Proposition 21.39 

P a Q = Q a P. Si un polynôme divise deux polynômes, alors il divise leur PGCD. 


Théorème 21.40 Bezout 

Soient P et Q deux polynômes de IK [X] non tous les deux nuis, soit A = P a Q. 
Il existe deux polynômes U et V tels que 

PU + QV = A. 
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Exemple 21.5 P = X 5 - 2X 3 - 2X 2 - 3X- 2, Q =X 5 -3X 4 + 2X 3 -3X 2 +X. On descend avec l’algorithme d’Euclide : 


X h - 2X 3 - 2X 2 - 3X - 2 ~~ 

X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X = 


(X h - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X) + (3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2) 

(3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2) + (--X 3 -— X 2 --X-— ) 




3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2 m ( X+18) 

* ili-x-i-ï 


1() 


10 


(_ 9 X 9 X 9 X “T ) + (18X 2 + 18) 

(18X 2 + 18) + 0 

Le dernier reste non nul est 18X 2 + 18, qui normalisé, donne X 2 + 1 comme PGCD de P et Q. 

Maintenant on remonte en partant de l’avant-dernière ligne : 

n a q o 27 5 , 10 o 5 10 

18X 2 + 18 = 3X 4 - 4X 3 +X 2 -4X-2- ( X+ 18) x ( — X 3 X 2 - -X ) d’où 

5 9 9 9 9 

18X 2 + 18 = 3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2 - (- y X + 18) x |x 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 +X - (^X - ^) x (3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2) j 
d’où 

18X 2 + 18 = (1 + (-yX + 18) x (^X- ^)) x (3X 4 - 4X 3 +X 2 -4X-2) - (-yX + 18) x (X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 +X) soit 
18X 2 + 18 = (- -X 2 + 9X - 9) x (3X 4 - 4X 3 + X 2 - 4X - 2) - — X + 18) x (X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X) d’ où 


18X 2 + 18 = (-gX 2 + 9X-9) x [(X 5 -2X 3 -2X 2 -3X-2) - (X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 +X)] - (-yX+ 18) x (X 5 - 

3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X) soit 

18X 2 + 18 = (-^X 2 + 9X-9)x (X 5 -2X 3 -2X 2 -3X-2) + |(-^X 2 + 9X-9) - (-yX+ 18)J x (X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X) 

18X 2 + 18 = (- ^X 2 + 9X - 9) x (X 5 - 2X 3 - 2X 2 - 3X - 2) + (- ^X 2 + y X - 27) x (X 5 - 3X 4 + 2X 3 - 3X 2 + X) 

En divisant par 18 : 

(-^X 2 + ^X- ^)(X 5 - 2X 3 - 2X 2 - 3X- 2) + (^X 2 -gX- ^)(X 5 -3X 4 + 2X 3 - 3X 2 +X) =X 2 + 1. 


Démonstration L’exemple montre comment conduire la démonstration. Par récurrence sur n = min(degP,degQ). 

Si n = -oo ou n - 0 la propriété est claire. Pour fixer les idées degP S degQ = n + 1. On écrit la division euclidienne de P par Q, 
P = BQ+R av'ec degR s n. En utilisant la propriété de récurrence, il existe deux polynômes Ui etV] de IK [X] tels que A = U1Q+V1R 
avec A = QaR. Or A = P a Q d’une part, et d’autre part A = UiQ + V| (P- BQ) = V] P + (U| - BVQQ. D’où le résultat en penant 
U = Vi etV = Ui-BVi. 


Remarque 21.11 Soient P et Q deux polynômes de IK [X] non tous les deux nuis. S’il existe trois polynômes U,V et D 
vérifiant PU + QV = D, alors D est un multiple de A = P A Q. 

En effet on écrit P = Pi A et Q = Qi A. On obtient alors D = (PiU + QiV) A donc A | D. 


Proposition 21.41 

Si C est unitaire alors AC A BC = C(A A B). 


Démonstration Posons A = AC a BC et D = A a B. On a DC | AC et DC | BC donc DC | A. 
Dans l’autre sens D = AU + BV donc DC = ACU + BCV d’où A | DC. 


21.5.3 Polynômes premiers entre eux 


Définition 21.18 Q 1 Polynômes premiers entre eux 
Soient P et Q deux polynômes de K [X], 

On dit que P et Q sont premiers entre eux si leur PGCD est égal à 1. 


Proposition 21.42 Bezout 
Soient P et Q deux polynômes de K [X], 

P et Q sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux polynômes U et V de K [X] tels que 
PU + QV = 1. 


Démonstration Dans un sens c ’ est le théorème de Bezout déjà vu. Dans 1 ’ autre sens, comme PU + QV = 1 on en déduit que P a Q 
divise 1. Il n’y a qu’un seul polynôme unitaire qui divise 1, c’est 1 lui-même. 
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Proposition 21.43 Lemme de Gauss 

Si P, O et R sont trois polynômes vérifiant < alors P 1 R. 

F J 2 P A Q = 1 

Démonstration La condition P a Q = 1 permet d’écrire une relation de Bezout : PU + QV = 1 qui multipliée par R donne PUR+ 
QRV = R. Mainteant la condition P | QR assure 1 ’ existence d ’un polynôme A tel que AP = QR et donc PUR + APV = P (UR + AV) = R 
et donc P divise R. 

Proposition 21.44 

P Q 

Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuis et soit D = P a Q. — et — sont des polynômes et ils sont 
premiers entre eux. 

P 0 

Démonstration On écrit P = PiD et Q = QiD. On a — = Pi et — = Qi . De plus 
D = PaQ = P 1 DaQ 1 D = D(P 1 aQ 1 ) 
puisque D est unitaire. Ceci établit le résultat (K [X] est intègre). 

Proposition 21.45 

Si un polynôme P est premier avec Qi et avec Q2 alors il est premier avec Q1Q2. 

Démonstration On écrit une relation de Bezout pour (P,Qi) : PUi + QiVj = 1 puis une autre pour (P, Q2) : PU2 + Q2V2 = 1. On 
effectue le produit de ces deux égalités : P 2 UiU2 + PU1Q2V2 + PU2Q1V1 + Q1Q2U1U2 = 1 soit P(PUiU2 + U1Q2V2 + U2Q1V1) + 
QiQ2(UiU2) = 1, ce qui donne le résultat. 

Autre démonstration : Soit D un diviseur commun à P et à Q1Q2. D est premier avec Qj, En effet, soit d diviseur commun à Qi et 
D. Comme d | D et D | P, on a d | P et donc d diviseur commun à P et Q donc deg d = 0. Maintenant d’après le lemme de Gauss, 
D | Q1Q2 et D A Qi = 1 donc D | Q2, donc D | P A Q2, ce qu’il fallait démontrer. 

Proposition 21.46 

Si un polynôme P est premier avec Qi, Q2, • • • , Q m alors il est premier avec leur produit. 

Démonstration Par une récurrence sans malice. 

Corollaire 21.47 

Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuis et premiers entre eux. Alors 

• Pour tout entier m, P est premier avec Q m . 

• Pour tous entiers m et n, P” est premier avec Q m . 

21.5.4 PPCM 

Proposition 21.48 

PQ 

Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuis et soit D = P a Q. — est un polynôme, multiple commun 
à P et à Q. 

PO 

Démonstration On écrit P = PiD et Q = QiD. On a — = P 1 Q = PQ; ce qui établit le résultat. 

Proposition 21.49 

Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuis et soit D = P a Q. 

PQ 

Tout multiple commun à P et à Q est multiple de — . 

Démonstration Soit M un multiple commun à P et à Q. On écrit M = AP = APiD = BQ = BQiD. Après simplification par D on 
a APi = BQj avec Pi et Qi premiers entre eux. Maintenant Pi divise BQi et Pi a Qi. Donc d’après le lemme de Gauss, Pi | B. 

PO 

Autrement dit, on peut écrire B = B1P1. Donc M = BQiD = B1P1Q1D = B] — . Ce qu’il fallait démontrer. 

Cette propriété permet d’énoncer la 

Définition 21.19 Q PPCM 

Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuis. 

L’ensemble des polynômes de K [X] multiples communs de P et Q admet un polynôme unitaire de plus petit degré p 
noté : p = P v Q. C’est le plus petit commun multiple des polynômes P et Q. 
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ainsi que la 


Proposition 21.50 

Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuis. 

(P a Q) x (P v Q) est associé à PQ. 


ce qui fournit un procédé de calcul au PPCM de deux polynômes. 


21.5.5 Polynômes irréductibles 

Où l’on revient vers les polynômes irréductibles. Nous avions vu quels étaient les polynômes irréductibles de € [X] ou 
ceux de IR [X] . Le théorème fondamental de l’ algèbre permet de décomposer tout polynôme de C [X] ou IR [X] en produit de 
facteurs irréductibles. Mais qu’en est-il des polynômes irréductibles de Q [X] ? Nous ne répondrons pas à cette (difficile) 
question, mais nous allons établir un résultat à la fois plus général et plus élémentaire (il se passe du théorème fondamental 
de l’algèbre que nous avons dû admettre). C’est le pendant pour les polynômes de la décomposition en facteurs premiers. 


Proposition 21.51 

Soient P et Q deux polynômes irréductibles de K [X] . P et Q sont soit associés, soit premiers enre eux. 


Démonstration Soit D = P a Q. Comme D | P et que P est irréductible, edors D = 1 ou D est associé à P. Dans le deuxième cas, 
comme D | Q et que Q est irréductible, alors D = 1 (impossible) ou D est associé à Q. Donc P est associé à Q. 


Théorème 21.52 Décomposition en produit de facteurs irréductibles. 

Soit P un polynômes de IK [X] non nul. 

Il existe a e K*, il existe me N, m polynômes Pi,...,P m unitaires et irréductibles tels que 

P = aflP*. 

k=l 

a, m sont uniques et les Pfc sont uniques à l’ordre près. 


Démonstration 

• Unicité : On suppose P = a fl P/c = P El Q(- 

jfc=l «=1 

Déjà, a est égal au coefficient dominant de P, ainsi que p. Donc a = p. 

Pour établir que m - n et que la liste des P^ égale celle des Qp nous allons raisonner par récurrence sur min (m, ri). Pour fixer 

les idées, m s n. Si m~0 alors E[ Qp. Comme degQ^ >0, on a bien n - 0. 

1=1 

Supposons donc que n p k= n Ql avec n> m + 1. Prenons P m+ \ . P m +i divise JJ Qp. D’après la proposition précédente, 
k= i e=i e = i 

il n’y a que deux possibilités : soit P m +\ est premier avec chacun des Qp soit il est associé à l’un d’entre eux. Le prmier cas 
ne se présente pas, car si P m +i était premier avec chacun des Qp il serait premier avec leur produit ce qui n’est pas possible 
(degpi Si). Reste donc le second cas. Il existe £q e [l,n] tel que P m +1 soit associé à Q{ 0 auquel cas ces deux polynômes - 

unitaires - sont égaux. On en déduit que fl Pfc = 0 Qf • Maintenant, en utilisant la propriété de récurrence u rang m, on en 
k= 1 l<t<n 
Wo 

déduit que m = n - 1 et que les (Pk)]<tk<sm sont les (Qp)pyp 0 ■ Ce qu’il fallait démontrer. 

• Existence : Elle se démontre par récurrence sur le degré. Tout polynôme non nul de degré S 1 est soit constant, soit irréductible. 
On considère donc un polynôme non nul. Soit il est irréductible et il n’y a rien à faire, soit il peut s 'écrire comme produit de deux 
polynômes de degré strictement inférieur et alors on applique la propriété de récurrence à chacun de ces deux polynômes. 

Le chapitre fut copieux. Pour s’en convaincre, il convient de jeter un coup d’œil au diagramme : 
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21.6 Exercices 


21.6.1 L’anneau des polynômes 

Exercice 21.1 

Calculer P = (1 + X)(l + X 2 ) (1 + X 4 ) . . . (l + X 2 " ] . 


Solution : Le produit (1 - X)P se téléscope en (1 -X)P = 1 - X 2 " +1 . On en déduit que P = Y X k . 

k=0 


Exercice 21.2 i 

Soit P le polynôme P(X) = (1 + X)(1 + qX){ 1 + q 2 X ) . . . (1 + ^'X), ( q ï 1). 

Etablir une relation entre P [qX) et P(X). En déduire la valeur des coefficients de P. 


Solution : On a (1 +X)P(gX) = (1 + q n X) P(X). En posant P(X) = Y a^X k , on en déduit que pour k ^ 1, a* ( 1 - q k ) = 

k = 0 

d/c-i ( q k_1 - q n ) . On en déduit, puisque ao - 1, a^- — * — — — x . . . x — ^ — . 

1-q l-q n 1 -q k 


Exercice 21.3 ■ Ç* 

Déterminer les coefficients de 

1. (l+X+X 2 + ...+X") 2 . 

2. (l-X+X 2 + ... + (-l)"X n ) 2 . 

3. (l+X+X 2 + ...+X").(l-X+X 2 -... + (-l) n X ,î ) 


Solution : 

2 n 

1 . En développant (1 + X + X 2 + . . . + X”) x (1 + X + X 2 + . . . + X") = Y a k X k , on trouve - k + 1 pour 0 « k n et 

k = 0 

aie - 2n + 1 - k pour n^k^ 2 n. 

2. D’après le résultat précédent, en composant par le polynôme -X, on trouve : 

(l-X + X 2 + ... + (-l)"X") 2 = £(-l) fc (fc+l)X fc + Y i-l) k (2n+l-k)X k . 

k—0 k=n + 1 

3. Si k^n, le coefficient de X k est (-l) fc (1 - 1 + 1 - . . .) sachant qu’il y a k + 1 termes dans la parenthèse. Donc 
aic=l lorsque k est pair et - 0 lorsque k est impair. Maintenant, lorsque k^2n, on écrit k-n + i et le 
coefficient de X k est (-l) { + (-l) f+l +. . .+(-l) ,! soit n-(+l. Là encore si n-i+l est pair tous les termes s’annulent 
et le coefficient est nul. Cela se produit lorsque n-(k- n) + \ est pair c ’est-à-dire lorsque k est impair. Sinon, 
lorsque k est pair a k est égal au premier (ou au dernier) terme de la somme, à savoir (-1) { = {-l) k ~ n = (-1)” 
puisque k est pair. 

Exemples :n = 4.n est pair, (1 +X + X 2 + X 3 +X 4 )(1 -X + X 2 -X 3 -X 4 ) = 1 +X 2 +X 4 +X 6 * +X 8 . 
n = 5. n est impair, (1 +X + X 2 +X 3 + X 4 +X 5 )(1-X + X 2 -X 3 -X 4 +X 5 ) = 1+X 2 +X 4 -X 6 -X 8 -X 10 . 


Exercice 21.4 I 

Calculer S = (n- 1) + (n-2) x 2 + ... +2(n-2) + (n-l). 


Solution : 


1. Tout d’abord un calcul sans malice ; S = Y k(n — k) - nY k ~ Y ^ ~ 
k= 0 fc= 0 fc=0 


n[n+mn-ï) 

6 


Mais où sont les polynômes ? 


n(n+ 1) nin+l){2n+l) 
n 2 6 


2. Soit P = Y onaP' - Y kX k 1 et P" = Y k{k - l)X fc 2 . S est le coefficient de degré n- 1 dans le polynôme 

k= 0 Jt=0 fc=0 

(P') 2 . 

Par ailleurs (P 2 )' = 2PP' et (P 2 )" = 2P' 2 +2PP". 

Le coefficient de X n+1 dans (P 2 ) c’est n+l.En dérivant deux fois, 

Le coefficient de X” -1 dans (P 2 )" c’est ( n + 1 ){n+ 1) n. 

D’autre part le coefficient de X” -1 dans (P 2 )" c’est ( n+l)n+ nfn -l) + „. + 2xl= £ (fc + 1) fc = Y k 2 + 
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n{n + \) (h+D-1 


2/ï+ll n(n+ !)(// — 1) 


On retrouve bien le même résultat. 


Exercice 21.5 

Trouver tous les polynômes P, Q e C [X] vérifiant : 

1. Q 2 (X)=XP 2 (X). 

2. PoP = P. 


3. P(X 2 ) = P(X) 

4. PCX+1)=XP(X) 


1. Soient P et Q deux polynômes vérifiant l’égalité. On a alors : 2degQ = 2degP + 1 ce qui est impossible à moins 
que P - Q - 0. On vérifie réciproquement que si P - Q - 0 alors P et Q vérifient 1 ’ égalité. 

2. Le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P un polynôme non nul vérifiant l’égalité. On a : (degP) = degP 
ce qui amène degP = 1 ou degP = 0. Si degP = 1 alors il existe a,be C tels que P = aX + b. On a alors P o P = P 
si et seulement si a - 1 et b - 0 donc si et seulement si P-X. Si degP = 0, P est alors un polynôme constant et on 
vérifie facilement que P est solution de 1 ’ équation . L’ensemble des solutions de 1 ’ équation est donc | {X, a | a e €} | . 

3. Le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P un polynôme non nul vérifiant l’égalité. On a : 2degP = degP 
ce qui n’est possible que si degP = 0 c’est à dire que si P est un polynôme constant. On vérifie que tout polynôme 
constant est solution de l’équation et l’ensemble des solutions de l’équation est l’ensemble des polynômes con- 
stants. 

4. On vérifie que le polynôme nul est solution de l’équation. Supposons qu’il existe un polynôme P e IR [X] non nul 
solution de l’équation. Alors degP = degP(X+ 1) = 1 + degP ce qui n’a pas de sens. Donc la seule solution de 
l’équation est le polynôme nul. 

Exercice 21.6 ■ V 

Trouver tous les polynômes P, Q e C [X] vérifiant : 

1. P(X 2 )=XP(X) 3. PCX) -P(X- 1) =X 2 

2. P(X) 2 =XP(X+1) 4. (X + 3)P(X) =XP(X+ 1) 


Solution : 


1. Le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P un polynôme non nul vérifiant l’égalité. On a : 2 degP = 
degP + 1 ce qui n ’est possible que si degP = 1. P est donc de la forme P - aX+ b avec a, b e C. Mais P doit 
vérifier : aX 2 + b - X[aX+ b) et donc on a : b - 0. Réciproquement, on vérifie que les polynômes de la forme aX 
avec a e C sont solutions de l’équation. 

2. Le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P un polynôme non nul vérifiant l’égalité. On a : 2 degP = 
degP + 1 ce qui n’est possible que si degP = 1. P est donc de la forme P - aX+ b avec a, b e C. Mais P doit 
vérifier : (aX+ b) 2 = X(a(X+ 1) + b) ce qui n’est possible que si a - b -b. Seul le polynôme nul est solution de 
l’équation. 


3. 


4. 


Soit P un polynôme solution de l’équation. Comme deg(P(X) -P(X- 1)) = degP - 1, on a : degP - 1 = 2 et donc 
degP - 3. On pose Pi = P - P(0). Pi est aussi une solution et est de la forme Pi = aX 3 + bX 2 + cX avec a, b , ce €. 
Injectant dans 1 ’ égalité on trouve alors Pi = ^X 3 + |x 2 + gX qui est Tunique solution de l’équation dont la valuation 


égale 1. On obtient toutes les solutions de l’équation en ajoutant les termes constants 


P = -X 3 + -X 2 + -X 


On vérifie que le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P = a n X n + ... + üq e IR[X] un polynôme non 
nul de degré n e N solution de l’équation. On identifie les coefficients des termes de degré n dans l’égalité 
(X+3)P(X) = XP(X+ 1) et on obtient : na n = 3 a n 1 . Comme a n ^ 0, nécessairement n = 3 et degP = 3. Cherchons 
alors les polynômes de la forme P = aX 3 + bX 2 + cX + d e IR [X] solutions de 1 ’ équation . On obtient le système 


1 b-3a=0 
2c- a- b - 0 
d = 0 


qui admet comme ensemble solution {(a, 3a, 2a, 0) | ae IR}. Les polynômes solutions de l’équation sont alors les 
a (X 3 + 3X 2 + 2X) , a G IR. 
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Exercice 21.7 ■ <? 

Soit f(z) - ao+ a\z+ ... + a n z n une fonction polynôme déûnie sur C. ciQ,a\,...,a n sont n+1 nombres complexes tels 
que VzeC,/(z) =0. On se propose de redémontrer que les «fc sont tous nuis. 

/»2jt f • \ 

Pour cela on calculera pour tout fce [0, n] l’intégrale = J f ^e‘ a J e~ lka dd de deux façons différentes. 

Solution : On a f{z) = 0 pour tout z complexe, c’est donc vrai a fortiori pour tous les complexes de module 1. Donc 
V9e [0,2 tt], f[e lÿ ) =0 et donc h = 0. 

D’autre part lk- J a m e im9 j e~ lka dd = £ a m J e‘ (m ~ k}a dQ. Orpourpe Z*,J p = J e ipÿ dô- 

0 et Jo = 2ji. Donc 1^ = 2nak. 

On en déduit - 0 et ce pour tout k e [0, n\ . 



Exercice 21.8 ■ W I 

On considère un polynôme V - oq + aiX+ • • • + a n X n e C [X] à coefficients complexes et l’on note 

M = sup |P(z)| 

zeC, |z|=l 

1. On note pour tout k e [0, «], lo^ les n+1 racines (n + 1 ) ième de l’unité. Pour pe [[0, n]], calculer la somme 
S P = f w- p P(w fc ) 


2. En déduire que V p e [0, n] , | a p | M. 


Solution : 


1 . En notant co la racine nième primitive de 1 ’ unité, 


n n 

n n 

s, = I --‘'E-j' 

fc=0 7= 0 

» }k =Z“j(Z<» ku - p) ) 

7=0 ifc=0 

Mais 



|(n + l) si j - p 

k= 0 V 

[ 0 sinon 

Par conséquent, VpG [[0,n]], S p = {n+l)a p . 
2. Soit p g [[0, n] . Avec 1 ’ inégalité triangulaire. 


|n + l)fl»| = T « L l p ( w fc)l « (»+ DM 

fc=0 

k= 0 

d’où le résultat. 



21.6.2 Dérivation, formule de Taylor 

Exercice 21.9 

Trouver tous les polynômes P e IR [X] vérifiant : 

1. P-XP'=X 2. P' 2 = 9P 3. (X 2 +4)P" = 6P. 


Solution : 

1. Soit P g M [X] . Supposons que P-XP' = X. Alors P f 0. Notons n = degP. Comme deg(P -XP') « n, il faut 
que n^l. Mais si l’on cherche le coefficient de X” dans P - XP', on trouve ( n - 1 )a n . Par conséquent, si n = l, 
deg(P-XP') s; 0 et ce n’est pas possible, et si n>2, deg(P-XP') = n, ce qui n’est pas possible non plus. Il n’existe 
donc aucun polynôme vérifiant la propriété. 

2. Le polynôme nul est solution de l’équation. Supposons que P g IR[X] soit solution de l’équation. Alors : 
2(degP-l) = degP et donc degP = 1. On a alors P - aX+ b avec a, b g IR. Mais a et b doivent vérifier : 
a 2 = 9 p aX+b ce qui n’est possible que si a - b - 0. La seule solution de l’équation est donc le polynôme 
nul. 
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3. Le polynôme nul est solution de l’équation, c’est même le seul polynôme de degré 1 solution de l’équation. 
Supposons que P e R [X] soit solution et de degré n> 2. Raisonnant sur le monôme de degré n dans P, on obtient : 
n [n - 1) = 6 ce qui donne n - 3. On vérifie par ailleurs que les seuls polynômes de la forme aX 3 + bX 2 + cX+ de 
(K.3 [X] solutions de l’ équations sont ceux de la forme : aX 3 + 4 aX avec a e IR. 


Exercice 21.10 IW H 

Déterminer les polynômes non-constants P e K! [X] tels que P' divise P 
Indication 21.5 : Etudier le degré du quotient, et utiliser la formule de Leibniz 


Solution : Soit P e IR [X] une solution de l’équation. Il existe Q e IR [X] tel que P = QP'. On a forcément degQ -1 et 
donc Q = À(X - d) où a, X e IR. En identifiant les coefficients de X n , on trouve À = ^ et donc : 

riP = (X- a) P' 

On utilise alors la formule de Leibniz. Pour tout k e N, il vient : nP® = (X- a)P tfc+1) + fcP®. D’où in - fc)P® = 
(X- à) P (fc+1) . On a a lors P® (a) = 0 pour k e [0, n]] et donc (X - a) n | P . Alors P = À (X - a) n . On vérifie réciproquemen t 
que tout polynôme de cette forme convient. 

Exercice 21.11 W H 

Déterminer tous les polynômes P e IR [X] vérifiant : 

PCX+ 1) -2P(X) + P(X- 1) = 0 

Indication 21.5 : Utiliser une formule de Taylor. 

Solution : Ecrivons les deux formules de Taylor : 

P(X+ 1) = P(X) + P'(X) + -P"(X) + • • • + — P® (X) 

2! n\ 

PCX - U = PCX) - P'(X) + ^-P "(X) + • • • + ^-P® QQ 
2! n\ 

Alors la condition de l’énoncé dit que : 

P"(X) + -P C4) (X) + ■•■ = () 

4! 

Mais alors P"(X) — 0. En effet, si P"(X) ^ 0, P"(X) = a n X n + ... avec a n ^ 0. Mais en cherchant le terme en X n dans 
l’égalité précédente, on trouve qu’il vaut a n X n (tous les polynômes P (4) , . . .sont de degré strictement in férieur à n. Donc 
P est un polynôme de degré « 1 : 

P(X) = aX+ b 

Et on vérifie réciproquement que tout polynôme de cette forme convient. 

Une autre solution : On résout P (X + 1) -P (X) = 0. L’ensemble des solutions c’est l’ensemble des polynômes constants. 
On résout ensuite P(X+ 1) -P(X) = c. L’ensemble des solutions c’est l’ensemble des polynômes cX+ d. Maintenant 
P(X + 2) -2P(X+ 1) +P(X) = D(D(P)) avecD(P) = P(X+ 1) -P(X). On en déduit que les polynômes de degré « 1 sont les 
solutions de P (X + 2) -2P(X+ 1) + P (X) =0 puis que les polynômes de degré ^ 1 sontles solutions de P (X+ 1) -2P(X) + 
PÇX- 1) - 0, 

Exercice 21.12 

1 . Quels sont les polynômes de C [X] tels que leur fonction polynôme associée soit une surjection de C sur € ? 

2. Quels sont les polynômes de IR[X] tels que leur fonction polynôme associée soit une surjection de IR sur IR ? 

Solution : 

1. Ce sont tous les polynômes P de degré >1 .En effet, soit z e C, le polynôme P - z admet au moins une racine a 
d’après le théorème fondamental de l’algèbre. Cela signifie que P(a) = z et donc que la valeur z est atteinte par P. 
Donc P est une surjection de C sur C. 

2. Ce sont les polynômes de degré impair. 


21.6.3 Arithmétique des polynômes 

Exercice 21.13 IÇ> 

Prouver que le polynôme A divise le polynôme B et déterminer le quotient correspondant : 
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1. A = X-1 etB = X 3 +X 2 -X-l 

2. A = X + 2etB = 2X 3 + 5X 2 +X-2 


3. A-X-i et B = X 3 — 2ïX 2 - i 

4. A = X+ 1 et B =X 3 +X 2 -X- 1 



Exercice 21.14 I Ç 1 

Trouver tous les polynômes de IR 3 [X] divisibles par (X - 1) ayant même reste dans les divisions euclidiennes par 
(X — 2),(X — 3),(X — 4). 


Solution : Soit P e [R 3 [X] unpolynôme vérifiant ces propriétés. Onpose |i = P(2) P(X) -P(2) est par hypothèse divisible 
parX-2, X 3 etX-4. Il est donc divisible par leur produit. Comme degP « 3, on peut écrire P (X) - |i = À(X-2)(X-3)(X-4). 
La condition P(l) = 0 se traduit par - 6 À+ |i = 0. Donc P(X) = À(X 3 -9X 2 + 26X- 18). Par division euclidienne : 

P = À(X - 1) (X 2 - 8 X + 18) 


Exercice 21.15 

Soit A = X 100 - X 4 + X - 1 et B = X 3 + X 2 + X + 1 . Trouver le reste de la division de A par B. 
Indication 21.5 : Considérer X 100 -X 4 . 


Solution : On a B = (X+ 1)(X- ï)(X+ i). -1, i et -i sont aussi racines de X 100 -X 4 , donc X 100 -X 4 est divisible par 
(X+ 1) (X — t)(X+ i). On en déduit que le reste delà division de A par B est X - 1 . 
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Exercice 21.16 IW H 

Soit nsi. Trouver une CNS pour que (X- l) 2 | aX n+1 + bX n + 1 dans IR [X], Trouver le quotient. 


Solution : Notons P = aX n+1 + bX n + 1. Le polynôme (X- 1) 2 divise P ssi 1 est racine double au moins de P, c’est à 
dire P(l) = P'(l) = 0. On trouve donc que a - net b - -( n +1). On a alors 

P = nX n+1 - (n+VjX n + 1 = riX n ÇX- 1) - (X" - 1) = (X- 1 )[riX n -X"” 1 -X”“ 2 X- 1] 

Mais en factorisant, 

riX n -X" -1 X- 1 = (X- 1) [nX n ~ l + (n- 1)X”“ 2 + • • • + 3X 2 + 2X+ 1] 

Donc 

Q = Ÿ(k+l)X k 


Exercice 21.17 

1 . Montrer que X 5 - 1 et X 2 + X + 1 sont premiers entre eux. 

2. Déterminer explicitement une relation de Bezout entre X 5 - 1 et X 2 + X + 1 


Solution : 

1. j est racine deX 2 +X+ 1. Mais il n’est pas racine de X 5 - 1. Par conjugaison, j n’est pas non plus racine de X 5 - 1. 
Aucune racine dans C deX 2 +X+ 1 n’est racine deX 5 - 1. Par conséquentX 5 - 1 etX 2 +X+ 1 sont premiers entre 
eux. 

2. On descend : 

dividende quotient diviseur reste 

X 5 -l = (X 3 -X 2 + l) x CX 2 +X+1) - (X + 2) 

X 2 +X+l = (X-1) x (X + 2) + 3 

ce qui redémontre que X 5 - 1 etX 2 + X+ 1 sont premiers entre eux. Maintenant, on remonte : 

3 = X 2 + X + 1 - (X - 1) x (X + 2) = X 2 + X + 1 - (X - 1) x [(X 3 -X 2 + 1) x (X 2 +X+ 1) - (X 5 - l)] = 
(X 2 +X+ 1) [1 - (X- 1)(X 3 -X 2 + 1)] + (X- 1) (X 5 - 1) = (X 2 +X+ 1) (-X 4 + 2X 3 -X 2 -X + 2) + (X- 1) (X 5 - l). 


Exercice 21.18 

Soit P g IK [X] et a g IK . Montrer que a est racine double de P ssi a est une racine de P a P'. 


Solution : 

Si a est racine double de P, alors (X - a) divise P et P' et donc divise P a P', ce qui montre que a est racine de P a P' . 
Réciproquement, si a est racine de P a P', comme (X - a) divise P a P', (X - a) divise à la fois P et P', et donc est racine 
de P et P'. Donc a est racine double de P. 


Exercice 21.19 

Trouver une CNS pour que (X h - X a ) \ {X d - X e ) dans € [X] . 


| Solution : En utilisant les congruences, il faut que (b- a) \ (d- c). 


Exercice 21.20 

Soit P, Q G IR [X] . Montrer que 


(P - Q) | PoP - QoQ => (P - Q) | (PoQ - QoP) 


Solution : Soit z g C une racine de P - Q, autrement dit P(z) = Q(z). Dire que (P - Q) | PoP - QoQ, c’est dire que 

toute racine complexe de P - Q, est aussi une racine de PoP - QoQ. Donc on a P(P(z)) = Q(Q(z)). Mais alors on a aussi 
P(Q(<z)) = Q(P(z)). Mais on démontre ici que PoQ - QoP a toutes les racines de P - Q. C’est insuffisant. Il faut encore 
démontrer que les ordres de multiplicités pour PoQ - QoP sont supérieurs à à ceux pour P - Q .On pourrait dériver, mais 
les formules (de Faà di Bruno) deviennent vite compliquées. Il vaut mieux chercher une autre voie : 

On pose P(X) = £ a, ^X k . On a donc PoQ -PoP = £ «jt (q^ -P fc ] = £ ük (Q fc -P fc l. Or pour k> 1, P-Q | Q fc -P fc = 
fc= 0 k = 0 V 1 k= 1 V ; 

(Q-P) (Q fc_1 + Q* -2 P + ... + QP fc_2 + P* -1 ). Donc P- Q | PoQ -PoP. De même P-Q I QoQ -QoP. Donc P-Q divise 
la somme PoQ - PoP + QoQ - QoP. Comme par hypothèse P — Q | PoP - QoQ, on en déduit que (P - Q) | PoP - QoQ. 
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Exercice 21.21 

Soit un entier nè* 2. Montrer que le polynôme 


P = (X - 3) 2 ” + (X - 2) ” - 1 


est divisible par (X - 2) (X - 3) et calculer le quotient. 


Solution : On calcule P (3) = P [2) -0 et donc (X - 2) /P, (X - 3) /P et comme (X - 2) A CX - 3) = 1 , il vient que (X - 2) (X - 
3) /P. Pour le quotient par (X-2)(X-3), développer avec le binôme. 


Exercice 21.22 

Soient deux entiers {n, p) g IM* 2 et un polynôme A g IK [X] . Montrer que 
A 2 + A|A 2 " + (A+1) p -1 


Solution : Soit T = X 2 ” + (X+ l) p - 1. 0 et -1 sont racines de T, doncX(X+ 1) | T. Autrement dit T = X(X + 1)Q pour un 
certain polynôme Q. Donc ToA = A 2 " + (A + l) p - 1 = A(A+ l).QoA. Donc A(A+ 1) | P. 


Exercice 21.23 

Soit un entier nè* 2 et un complexe non-nul À g <C* . Déterminer les couples de polynômes (A, B) g C [X] 2 vérifiant : 
A” + B" = À 


Solution : Soient deux polynômes A, B g C [X] vérifiant A n + B n - X. En dérivant, on trouve ( n S* 2) : A" -1 A' = -B” -1 B'. 
Mais A a B = 1 (si D est un diviseur commun à A et B, il doit diviser X) et donc A” -1 a B" -1 = 1 également. Donc 
puisque A" -1 /B'B” -1 , d’après le théorème de Gauss, on doit avoir A" -1 IB'. Il existe donc un polynôme Q £ € [X] tel que 
B = A" -1 Q. Mais en notant p = degA et q - degB, d’après l’équation on trouve que p- q et alors puisque B' = QA" -1 , 
en examinant les degrés, on a degQ + {n-\)p — p-1, ce qui donne degQ = (2- n)p - 1 < 0. Par conséquent, B' -0 et 
donc B - b est constant. On a également A - a constant, avec les complexes (a, b ) vérifiant a n + b n - X. 


Exercice 21.24 

Soit P„ la suite de polynômes définie par Pi = 1;P 2 = X et V n ^ 2,P„ = X.P„_i - P„_ 2 . Démontrer que V n ^ 2P 2 - 
P„_i.P„ + i = 1. En déduire que P„ et P /I+ 1 sont premiers entre eux. 


Solution : On a P 3 = XP 2 - Pi = X 2 - 1 et donc P 2 - PiP 3 = X 2 - (X 2 - 1) x 1 = 1. 

P 2 +1 -P«-P «+2 = Pn+i (XP„ - P„_i) -P„ (XP„+i - P„) = XP„ + iP„ - P„+iP„_i -XP„P„ + i +P 2 = P 2 -P„ + iP„_i . La récur- 
rence tourne toute seule. 


Exercice 21.25 

Soit ne N*. 

1. Démontrer qu’il existe un unique couple (P,Q) G Q n _i[X], tel que (1 -X)"P(X) +X"Q(X) = 1. 

2. Démontrer que P(X) = Q(1 -X). 

3. Démontrer que 3 a g Q), (1 -X).P'(X) - n. P(X) = aX"” 1 . 

4. Calculer P (0). 

5. Déterminer les coefficients de P . 


1. Unicité : Soit (Pi,Qi) un autre couple. On a (1 -X)"(P-Pi) + X" (Q - Q i ) = 0. Donc X” divise (1 -X)"(P - Pi). 
Comme X" et (1 - X) ” sont premiers entre eux, d ’ après le lemme de Gauss, X” divise P - Pi . Comme ce dernier 
est de degé < n, P - Pi = 0. Par suite, Q-Qi- 

Existence : Les polynômes X et 1 - X sont premiers entre eux. Il en est donc de même pour (1 -X)” et X”. 
D’après la propriété de Bezout, il existe deux polynômes Po et Qo tels que (1 -X)”Po(X) +X"Qo(X) = 1. Reste à 
régler le problème des degrés. Or pour tout polynôme A de Q>[X], le couple (Po - AX",Qo + A(1 -X)") est aussi 
solution. A partir de là, on effectue la division euclidienne de Po par X” : Po = AX" + P avec degP < n. En posant 
Q = Qo + A(l-X)" on a X ,! Q(X) = 1 - (1 -X)”P(X). En regardant les degrés, on a n + degQ = ra + degP et donc 
degQ < n. 

2. En substituant 1-X à X on a X”P(1-X) + (1-X)"Q(1-X) = 1. Comme degQ(l-X) = degQ < n, d’après l’unicité 
pécédente, on en déduit que Q(1 - x), qui joue le rôle de P est égal à P. 
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3. En dérivant (1 -X) n P(X) +X"Q(X) = 1, on trouve -n{ 1 -X)"” 1 ? + «X B-1 QQO + (1 -X)"P' + X"Q'(X) = 0, soit 
(1 -X)" _1 ((l -X)P' - nP) + X n ~ 1 (XQ' + nQ) = 0. On applique à nouveau le lemme de Gauss car X" -1 divise 
(l-X)" _1 ((l-X)P'-rcP) et est premier avec (1-X) ,,_1 doncX” -1 divise (l-X)P'-wP. Comme deg((l-X)P'- nP) s 
n-\, on en déduit l’existence d’un a e Q (éventuellement nul) tel que (1 -X)P'- nP = aX n ~ l . 

4. On a (1 - 0)"P(0) + 0”Q(0) = 1 donc P(0) = 1. 

5. On écrit P = 1 + £ a k X k , P' = £ ka k X k ~\ XP' = £ ka k X k . D’où 

k= 1 k=l km i 


(1 -X)P' - nP = £ (fc+ l)fli; + iX fc - £ fca fc X fc - £ «a^X* -n= aX n ~ l . 


On regarde, suivant les valeurs de k, le coefficient de X k . 

► k-n-1 : -(n-l)a n -i - na n -\ -n= [\-2ri)a n -i -n- a. 

► k-l,...,n-2 : {k+l)a k+ i - ka k -na k - 0 soit (fc+ l)a k +\ = ( n+k)a k ou a k+ \ = U + a k . 

k + 1 

► k - n - 1 : a\ - n. 


On trouve 


n-2+n 2n-3 n + 1 



" _1 (n-l)Kn-l)! 

„ „ n + k-1 

De meme air = x 

k 



(n+k-iy. _ , n+k -u 
k\(n - 1)! 1 k 


21.6.4 Division euclidienne 

Exercice 21.26 

Effectuer la division euclidienne de A par B dans les cas suivants : 


1. A = X 3 +X 2 -2X + 3etB=X 2 +2X-l 

2. A = X 4 + 2X 2 - 3X 3 - 2X + 4 et B = X 2 + 1 

3. A = X 2 + IX + 3 et B = X + 2i 


4. A = XetB=X 2 + l 

5. A = 2X 2 +4X-1 etB=X 2 + 3X-l 

6. A = X 2 -1 etB=X 3 +2X-l 


Solution : 

1. X 3 + X 2 -2X + 3 = (X- 1) (X 2 +2X- 1) + (X + 2) 

2. X 4 + 2X 2 - 3X 3 - 2X + 4 = (X 2 -3X+ l) (X 2 + 1) + (X + 3) 

3. X 2 + IX + 3 = (X - j) (X + 2/) + 3 

4. X = 0(X 2 + l)+X. 

5. 2X 2 + 4X — 1 =2 (X 2 + 3X — l) — 2X + 1 

6. X 2 - 1 = 0 (X 3 + 2X-l)+X 2 -l 


Exercice 21.27 I V 

Soit P g IK [X] et r et s les restes de la division de P par (X - a) et par C X- b). Quel est le reste de la division de P par 
(X - a) (X - b) ? (on déterminera ce reste en fonction de r, s lorsque a / b et si a - b, en fonction de P(a) et P' [a). 
Indication 21.5 : Lorsque a - b, utiliser la formule de Taylor. 


Solution : Par division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) g (K [X]) 2 tel que P = (X - a) (X - fo) Q + R et 

degR« 1. DoncR = aX + P où cx,Pg[K. 

- Si a / b, alors l’égalité précédente amène P [a) - aa + P et P (b) - ab + p. On résout le système formé par 
P(a) -P(fe) bP(à)-aP(b) 

ces deux équations et on trouve R = Xh . Comme r - P {a) et s = P {b), il vient 

a-b b-a 


R = 


r-s„ br-as 

— r x+ t — 

a-b b-a 
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- Si a- b, on écrit la formule de Taylor : 

PCX) = P (a) + CX- a)P'(a) + (X- a) 2 Q(X) 
et le reste vaut alors | R = P(a) + (X- a)P'(a) | . 


Exercice 21.28 I Ç 1 

Trouver le reste de la division euclidienne de X” par (X- 1) 3 . 


Solution : En utilisant la formule de Taylor, on trouve 

X” = l + rc(X-l) + (X-1) 2 + (X-1) 3 Q 

où Q £ IR [X] . Par unicité du couple quotient-reste dans la division euclidienne de deux polynômes, on trouve pour le 
reste 



Exercice 21.29 I Ç 1 

Soient a £ K et P £ K [X] . Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X - à) 2 en fonction de P (a) et P' (a) . 


Solution : Par division euclidienne, on a : 

P = Q(X- a) 2 + ctX + (3 

où Q £ K [X] et a, P g K et il vient P' = (Q' (X - a) + 2Q) (X - a) + a. On remplace X par a dans ces deux égalités et on 
obtient le système : 

J P (a) = aa + P 

jp'(a) = a 

Le reste est donc : | P' (a)X+ (P (a) - aP' (a)) | . 

Exercice 21.30 ■ V 

Soient a £ IR et n £ N* . Déterminer le reste de la division euclidienne dans IR [X] de (Xsina + cosa)” parX 2 + 1. 


Solution : Par division euclidienne, on a : 

(Xsina + cosa)" = Q(X 2 + 1) +aX+p 

avec Q g IR [X] et a, P £ IR. On remplace X par les racines i et-i de X 2 + 1, on obtient : 

= ai + P 

-at + p 

On résout ce système, il vient : a = sin a et P = cos a. Donc le reste recherché est : |Xsina + cosa | . 

Exercice 21.31 

Pour m £ N* et 9 £ IR, on considère F m _g = X 2m -2X m cos md+ 1 £ C[X], Vérifier que F m ,g est divisible par F^g. 
Calculer le quotient. 


Solution : D’abord, il est bon de remarquer que F m g = [x m - [x m - (e !0 ) m | . On en déduit que le quotient 

égale [X m_1 + e lÿ X m ~ 2 + . . . + e itm ~ 1)S ] [X m_1 + e ~ lÿ X m ~ 2 + . . . + . Les coefficients se calculent plutôt bien. 1 

pourX 2m ~ 2 , e i0 + e - ' 0 = 2cos{) pour X 2m ~ 3 , e 21 ® + 1 + e~ 2ld = l + 2cos2d etc. Pour la suite on prendraQ ^ 0 (mod tt). 
Pour 0 « jfc « /«-I, le coefficient deX k égale e «m-fc-i)9_ e -iCm-U0 +e iCm-fc-2)6 e -ttm-2)« + e -m-k-W e m-i)Q Qn a la 

e 2i(fc+l)0 _ x 

somme d’une suite géométrique de k + 1 termes de raison e 2 ' 9 soit e~ lkÿ — s 

e lw - 1 


„ikt) p iOc+ 1)9 _ p -Wc+ 1)9 


Une dernière vérification, car il en faut pour tous les goûts : Il s’agit de calculer les coefficients de 
(X 2 - 2Xcos9 + 1) (sin9X 2m ~ 2 + sin20X 2m-3 + . . . + sin(m - l)0X m + sinm9X m_1 + sin(m - l)9X m 


. . + sin 9) . 
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Le coefficient constant vaut sin I), pour 2 s; fc =£ m-l, le coefficient de X k vaut sin (fc + 1) 9 - 2 cos 9 sin kQ + sin (fc - 1)9 = 
sin kQ cos 9 + cos kQ sin 9 - 2 cos 9 sin fc9 + sin fc9 cos 9 - sin 9 cos fc9 = 0. 

le coefficient de X m vaut sin(m + 1)9 - 2cos9sinm9 + sin(m - 1)9 = sinm9cos9 - cosm9sin9 - 
2cos9sinm9 + sinm9cos9 - sin9cosm9 = -2cosm9sin9. En utilisant les symétries des co- 
efficients (on dit que ces polynômes sont réciproques. Voir aussi l’exercice 21.47 p.801 ), 
le coefficient de X fc pour m + 1 « k < 2m - 1 est nul et celui de X Zn vaut sin9. D’où 
(X 2 - 2Xcos9 + 1) (sin9X 2m_2 + sin29X 2m_3 + . . . + sin(m - l)9X m + sinm9X m_1 + sin(m - l)9X m_2 + . . . + sin 9) 

= sin 9 (X 2m - 2X m cos mQ + 1) . 


Exercice 21.32 I 

Vérifier que X n sin9 - X. sin nd + sin(n - 1)9 est divisible dans C [X] par X 2 - 2X. cos 9 + 1 et calculer le quotient. 


Solution : Les racines de X 2 - 2X cos 9 + 1 sont e' fl et e 10 . Vérifions qu ’ elles sont aussi racines du dividende. Pour e' fl 
/9 _ -if) in% _ -in% i(n- 1)6 _ -((«-1)9 i 

I e e c iQ e e e r e ((n+l)0 _ g((n-l)9 _ g i(n+ 1)0 + g -i(n- 1)0 + g ((n- 1)0 _ e ~i(n-l){ 

9i 9i 9i 9i L 


0. Comme le dividende est un polynôme réel, le conjugué de e 
On pose la division sans se dégonfler : 


est aussi racine. 


X n sin 9 


X” _2 sin9 
2X" -2 sin 29 cos 9 
X n ~ 2 sin9(4cos 2 9- 1) 
X" -2 sin 39 


-X. sin nQ 
-X. sin nQ 
-X. sin nQ 
-X. sin nQ 
-X. sin nd 


sin(n - 1) 9 1 X 2 
sin(n - 1)9 X n ~ z sin 9 
sin(n- 1)9 
sin(/î- 1)9 
sin(n- 1)9 


-2Xcos9 
+X" -3 sin 29 
+X" -4 sin 39+ ... 


On peut donc supposer que le quotient est X n 2 sin9 + X" 3 sin29 + ... + sin(« - 1)9. En remar- 
quant que sinx - I m(e lx ) on est amené à calculer (X' I_2 e i9 +X' î_3 e 2i0 + ... + e !(,1_1)f, )(X-e !0 ) = 
e' 9 (X"- 2 + X”- 3 e 1 ' 9 + . . . + e 1 '^- 2 ) 0 ) (X - e ,a ) = e iÿ (X"” 1 - e «"-9 0 ) = e^X"” 1 - e /n0 . En multipliant le résultat 
précédent par X- e m , (X"-V 9 +X”- 3 e 2( ' 0 + . . . + e l(n ~ m ) (X 2 - 2Xcos9 + 1) = e i0 X" - e'^X-X”” 1 + e Hn ~ 1)d . 

En prenant les parties imaginaires des deux membres, on a bien le résultat annoncé. 

La partie imaginaire d’un polynôme P c ’ est bien sûr le polynôme jj |p - pj . 

Remarque : On a aussi démontré que X n cos9 -X” -1 - cos n9X + cos(u- 1)9 est divisible par X 2 -2Xcos9+ 1 et que le 
quotient est X n ~ 2 cos 9 + X” -3 cos 29 + . . . + cos(« - 1)9. 


Exercice 21.33 I 

Soit net m deux entiers naturels. 

1 . Démontrer que si d\n alors X d - 1 1 X" - 1 . 

2. On pose n - mq + r à la faveur d’une division euclidienne. 

Démontrer que X n — 1 A X m — 1 = X m — 1 A X r — 1 . 

3. Démontrer que X n - 1 AX m - 1 = X" Am - 1. 

4. Soit a un entier naturel. Démontrer que a n - 1 A a m — 1 = ci nAm - 1. 

5. Montrer que si a et b sont deux entiers premiers entre eux alors V P e K [X] , (P a - 1) . (P fo - 1) divise (P - 1) . (P ab - 1) 


Solution : 

1. On écrit n-dketona immédiatement X n - 1 = {X d ) k - 1 = [X d - 1) (l +X d +X 2d + . . . +X d(k - ]) ) ce qui permet 
de conclure. 

Sinon on écrit X d - 1 = |x - exp | 2lnkm j j . Ce /a veut dire que toutes les racines deX d - 1 sont aussi racines de 

X n - 1. Cela veut dire queX n - 1 est divisible par chacun des X- exp Q 2inkrn donc par leur produit puisque toutes 
ces racines sont notoirement distinctes. 

2. On écrit X n - 1 =X m 4 +r -X r +X r - 1 =X r [X m q - 1) +X r - 1 = X r (X m - 1) (l +X m +X 2m + . . . +X mt ‘?-P) +X r - 1. 
Comme degX r - 1 = r < m = degX m - 1 on en déduit que X r - 1 est le reste et X r [\+X m +X 2m + ... +X m(( ?- |) ) 
est le quotient. Par application de l’algorithme d’Euchde, on en déduit X n - 1 AX m - 1 = X m - 1 AX r - 1. 

3. On effectue en parallèle l’algorithme d’Euclide pour netm d’une part, etpourX n - 1 etX m - 1 d’autre part. Dans 
le premier cas on appelle ro,ri,...,r p ,0 la suite des restes. D’après le résultat précédent, la suite des restes pour 
X” - 1 etX m - 1 estX r ° - l,X ri - 1,...,X'> - 1,0. Dans les deux cas le PGCD est le dernier reste non nul. On en 
déduit bien que X n - 1 a X m - 1 = X r p - 1 avec r p -nr\ m. Ce qu ’il fallait démontrer. 
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4. On peut parfaitement appliquer la méthode précédente. 

5. On va commencer par démontrer le résultat pour P = X. On sait que X fl -1 divise X ah - 1 soitX ab - 1 — Qi (X a - 1). 
De même X ab -1-Q 2 (X b -l). Or on sait aussi que le PGCD de X a - 1 et X b - 1 égale X - 1 . Donc on peut écrire 
X a - 1 = (X-1)Q 3 etX b - 1 = (X-1)Q 4 avec Q 3 a Q 4 = 1. Donc on a QiQ 3 = Q 2 Q 4 . Q 3 divise Q 2 Q 4 et Q 3 aQ 4 = 1, 
donc d’apès le lemme de Gauss, Q 3 divise Q 2 . Autrement dit Q 2 = Q 3 D. Résumons-nous : [X ab - 1) (X- 1) = 
Q 3 (X - 1)DQ 4 (X - 1) = D(X) (X fl - 1) (X fe - 1) . 

En toute généralité, on a [P ab — l) (P — 1) = D(PCX)) (P fl - 1) (P h - 1). Ce qu’il fallait démontrer. 


Exercice 21.34 

Soit (p : Z — IK[X] un morphisme de d’anneaux. Alors V [a, b ) e Z 2 , tp(a) a ip(b) - ip(a a b). 


Solution : Soit d-af\b. On écrit a - da', b - db' , avec a' a b' = 1. 

Soient u,v£ Z tels que ua! + vb' = 1. On a alors ip(w)(p(a') + (p(y)cp(fo') — cp(l) — 1» et donc cp(a') et cp(i/) sont premiers 
entre eux. 

Comme cp(«) = (p(d)cp(a') et cp(fo) = (p(d)cp(fo'), on a Je résultat. 


21.6.5 Racines d’un polynômes 

Exercice 21.35 I 

On considère le polynôme : P = -6X 3 + 4X 2 + X 4 + X 3 + 3X + 9. 

1 . Montrer que 3 est une racine double de P. 

2. Factoriser P dans R. 

3. En déduire toutes les racines de P dans C. 


Solution : 

1 . Comme P (3) = P' (3) -0 et que P" (3) / 0 , 3 est une racine double de P. 

2. P est donc de la forme : P = (X - 3) 2 (aX + bX + c) . Par identification, on trouve : 

|~P~^ (X - 3) 2 (X 2 + X + 1) | . 

„ 2in _2in 

3. Les racines de X* +X+1 sont les racines troisièmes de l’unité : e~3~ et e donc: 

P = (X - 3) 2 |x- ^X-e-^ j 


et P comporte une racine double : 3 et deux racines simples complexes conjuguées : e~5~ et e . 


Exercice 21.36 I 

Montrer qu ’il existe un unique polynôme unitaire PeK 3 [X] vérifiant : 

P(0) = P(l) = P'(l) = 0 et P'(0) = 2 


Solution : 0 est une racine simple de P et 1 est une racine au moins double de P. Donc P est de la forme 

P - X(X- 1) 2 (aX+ b ) avec , b e IR. Comme P' (0) = 2, on obtient b - 2 et comme P est unitaire, on a : a = 1. Donc 
I P = X(X- 1) 2 (X+2) |. 


Exercice 21.37 I 

Soient a, b, c trois éléments non nuis et distincts de IK. Démontrer que le polynôme 

X[X-b) (X- c) | X(X- c) (X- a) | X(X-a)ÇX-b) 
a [a- b) [a- c) + b(b-c)(b- à) + c (c - a)(c - b) 

peut s’écrire sous la forme P = À (X- à) (X- b) (X- c) + 1 où À est une constante que l’on déterminera. 
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Solution : Par division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) e K [K] tel que P = Q(X-a)(X-fo)(X-c)+Roù 
R = aX 2 + px + y e (K [X] . Remarquons que P (a) = P (b) - P (c) s 1 donc a, b, c sont trois racines disctinctes du polynômes 
R- 1 . Ce polynôme étant de degré s* 2, ceci n 'est possible que siR-l-O.Ona donc R=letP = Q(X-a)(X-f?)(X-c) + 
1. En raisonnant sur les degrés, il est clair que degQ = 0 donc Q-X est une constante. Le coefficient du terme dominant 
de P est 

1 1 i _ i 

a [a - b) [a - c) b [b- c) [b -à) c (c - à) (c - b) abc 

donc | À= \/{abd)\ 


Exercice 21.38 I 

Quel est 1 ’ ordre de multiplicité de la racine 1 dans le polynôme X 2n - nX n+1 + nX n ~ 1 - 1 ? 


Solution : On calcule P(l) = 1 - n + n - 1 - 0, P'(l) = 2n - n{n + 1) + n[n - 1) = 0, P"(l) y» -n 2 {2n - 1) ^ 0, et donc 1 
est une racine d’ordre 2 , 


Exercice 21.39 I V 

On considère le polynôme 

X 2 

P„(X) = 1+X+ — + ••■ 
” 2! 

Montrer qu ’il n ’a pas de racine multiple. 


x n 

~n\ 


Solution : Supposons que P„ admet une racine a e C d’ordre au moins deux. Alors P„(a) = P' (! (a) = 0. Mais 
a 2 

- l P' frvï — 1 _l_ rv J U , 

(n-l)f 


P„(a) = l + a+ — + ■■■ + — - et P^(a) = l + a 


Donc par soustraction de ces deux égalités, on a — - O et forcément a = 0. Mais P n (0) - 1 et on aboutit à une contra- 
diction. 


Exercice 21.40 I V 

Trouver P e R 5 [X] tel que -1 soit racine triple de P + 1 et que 1 soit racine triple de P - 1. 


Solution : Soit P un polynôme répondant 

T = dX 2 + eX 2 + / g U 2 [X] tels que 

P 

aux hypothèses de l’énoncé. Alors il existe S = aX 2 + bX 2 + c e R^IX] et 
= (X+1) 3 S-1 = (X-1) 3 T + 1. 

On développe ces expressions et on identifie les termes de même degré. On obtient le système : 


a 

= d 


3 a + b 

= e -3 d 


3a+3b+c 

= f-3e + 3d 


a + 3b + 3c 

= -3f + 3e-d 


b + 3c 

= 3 f-e 


c-1 

= -/ + ! 

dont l’unique solution est a -3/8, b - -9/8, c - 1 ,d- 3/8, 

e-9/8,f - 1. On en déduit que P - (x+ l) 3 (3/8x 2 -9/8x + 

1) - 1 = | 3/8x 5 - 5/4x 3 + 15/8x |. Réciproquement, on vérifie que ce polynôme est solution de notre problème. 


Exercice 21.41 I V 

Soit 

P„ = CX+ l ) 2n+1 -x 2 ” +1 - 1 e M [X] 

Montrer que CX 2 +X) divise P„. Est-ce que (-1) est racine double de P ? 


Solution : Comme X 2 +X = X(X+ 1) et que P„ (-1) = P„ (0) = 0, le polynôme X 2 +X divise P. Par ailleurs, P' n = 

[2n+ 1) (X+ l) 2n - (2n+ l)X 2n et P' n (-1) = ~{2n+ 1) ^ 0 donc -1 est une racine simple de P. 


Exercice 21.42 I Ç 1 

Soit ne. N*, on considère P„ e M[X] déûni par P„ (X) = (2 n - 1)X ” +2 - (2 n + 1)X " +1 +X 2 +X. 
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1. Calculer le quotient euclidien Q„ de P„ par {X- 1) 2 . 

2. Démontrer qu’il existe un unique réel x n 5>0 tel que Q„(x„) = 1. 

3. Etablir que la suite (x„) est convergente et préciser sa limite. 


1. On a P n (l) = 2n - 1 - (2n + 1) + 1 + 1 mê. P'„ = (2 n- 1 ){n + 2)X n+1 - (n + l)(2rc + 1)X" + 2X + 1. D’où 
P'„(l) = (2u- \){n + 2) - (n + l)(2u+ 1) +2+1=0. Donc 1 est racine de P d’ordre au moins 2 et donc (X- l) 2 
divise P„. On pose la division : 


(2n — l)X n+z —{2n + 1)X” +1 +.. 

-(2n-l)X n+2 +(4rc — 2)X n+1 -(2n-l)X” +.. 

[2n — 3)X n+1 -{2n-l)X n +.. 

U semblerait donc que P n = (2u-l)X”(X 2 -2x+l)+P n _i en posant s’il le faut Po = -X 2 -X+X 2 +X = 0. Vérifions- 
le: 

P„_i + (2n - 1)X" (X 2 - 2x + 1) = (2 n- 3)X n+1 - (2 n- 1)X" +X 2 +X+ (2 n- 1)X" +2 -2(2 n- 1)X" +1 + (2 n- 1)X" = 

(2 n - l)X n+2 + [(2 n - 3) -An + 2] +X 2 +X = P„. On en déduit que P n = (X 2 - 2x + 1) £ {2k- l)X fc . 

fc= 1 

2. On a Qn(x) - x + 3x 2 + ... + {2n-l)x n . Q n est une fonction strictement croissante sur [0,+oo[, avec Q„(0) -0 et 
lim Q - n{x) - +oo. Donc l’équation Q„(x) — 1 admet une unique solution positive. Comme Q„(l) = n 2 , on a 
0« x„ « 1. 


X 2 — 2X + 1 
[2n— 1)X" + ... 


3. On a Qn+i{x n ) = Q n {x n ) + {2n+ l)x" +1 = l + +(2« + l)xJJ +1 > 1 = Q n+ i(x ra+ i). Donc, comme Q n +i est croissante, 
la suite (x n ) est strictement décroissante. Comme elle est minorée par zéro, elle converge. Soit P. = lim x n . Pour 

10.11, on » lim an- 1)*““ = 0 « lim (2„ + 1),»*' = 0. Donc lim (2n- l)*" 2 - I2n+ 1)X»- + c 
n-oo n-oo n-oo (x-1) 2 

X 2 + X X 2 + X 

r. On pose Q(x) = 

(x-1) 2 F v (x-1) 2 

On a 1 -Q(£) = Qn(x„) -Q(x„) + Q(x„) -Q(£). Pour n & 2 on a 0 « x n < X 2 = — - « -.D’après la continuité 


(2n-l)xj 


-(2«+l)x£ 4 


de la fonction Q sur [0, 1 [ on a lim Q(x„) - Q(£) = 0. Par ailleurs Q„(x„) - Q(x„) = 

donc IQ«(x w ) -Q(x„)| ^ [-] — — ^ + 2W + 1 et comme — « l-x„ ^ 1, ou a — — « 4 (toujours pourrie 2). 

[2 J (Xn-IY 2 (x n — lr 

On en déduit que Um Q n (x n ) - Q(x„) = 0. 

Finalement, 1 - Q(£) = 0, donc f 2 + £ = £ 2 - 2£ + 1 d’où £ = -. 


Exercice 21.43 I <2 

Ou considère deux polynômes (P, Q) g C [X] 2 vérifiant 

VzeC, |P(z)| = |Q(z)| 

Montrer qu’il existe u G C, \u\ - 1 tel que P = uQ. 


Solution : Pour tout a g C, ou a P(cx) = 0 <=> Q(a) = 0. Donc P et Q ont les mêmes racines. Comme tout polynôme de 
€ [X] est scindé, le résultat est immédiat.Du moins tant que les racines sont simples. Sinon on écrit P = À n *-«*)» 

*:= i 

et Q = |a P[ (X-otfc)^- Soit ko g [1 ,m\ Pour fixer les idées, on peut supposer « q ka . En divisant par (z-a / t 0 ) Pt ° 


on obtient, pour z / a fc 0 , 


À [] {z- a k ) Pk 
k=l 
Icïko 


|i [z - afco)^ Pk ° n^ =1 - o.j c ) qk . Supposons l’espace d’un instant que 

k?ko 


q ko > p ko , on obtiendrait, en faisant tendre z vers a ko . 


à fi K„-a fc r 


= 0 contradiction. Donc q kn - p ko , et ce 


kjtko 

y ko g [1, m\. Ce qu’il fallait démontrer. Finalement, c’était bien immédiat. 


Exercice 21.44 IW : : 

Soit P g IR [X] un polynôme de degré n> 0. 
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1 . On suppose que P admet n racines réelles distinctes. Montrer que P' admet n- 1 racines réelles disctinctes. 

2. En déduire que pour tout a e R*, le polynôme Q-P 1 2 + a 2 n’a pas de racines complexes multiples. 


Solution : 

1. Notons ai,...,a n les racines de P dans l’ordre croissant. Soit i e 11, n- 1]. P est continue et dérivable sur le 
segment [a,-,a i+ i] et P (ai) = P (a i+ i) = 0. D’après le théorème deRolle, il existe Ci e ]a/,a;+i [ tel que P' (c,0 = 0. 
On démontre ainsi que P' admet une racine c\ e ]a,,a i+ i [ pour tout i e {\,n~ 1]. Donc P' admet donc n-\ racines 
et ces racines sont toutes distinctes. 

2. Par l’absurde, s’il existe a e C tel que Q(a) = Q'(a) = 0, on aurait 

J P 2 (a) + a 2 =0 
[2P(a)P'(a) = 0 

et donc an’ est pas réel car P 2 (a) + a 2 > 0. On ne peut pas avoir P(a) = 0 (car P est scindé), et donc P' (a) = 0. Mais 
comme P' est scindé, on aurait a e IR ce qui est absurde. 


Exercice 21.45 IW H 

Trouver les racines de 

P (X) = £ ( i!)x” -fc cos fca 
k= 0 yk 


Solution : Introduisons le polynôme Q = Lfc =0 ( ”)x” k e ika , Il es t clair que P = + q| 12. Mais d’après la formule 

du binôme, Q = (X+ e m ) et Q - (X+ e~ ia ) . L’ensemble des racines de P est exactement l’ensemble des racines de 
Q + Q. Soit a une racine de P. Comme Q (a) + Q (a) = 0, (a + e m ) - - (a + e ~ ia ) et il existe ke. 10, n - 1] tel que 
a+e m = [a+ e~ m ) et 





On obtient ainsi n valeurs possibles pour a. Comme P est de degré n, il a exactement n racines dans C et les n nombres 
complexes de la forme précédente forme l’ensemble de toutes les racines de P. 


Exercice 21.46 I W E9 

On définit par récurrence la suite de polynômes (P„) : 


jP 0 = 2, Pi=X 
1 VneN, P„ +2 =XP„ +1 -P„ 

1. Calculer P 2 etP 3 . 

2. Déterminer le degré et le coefficient du terme dominant de P n pour tout n e N. 

3. Montrer que pour tout n e N et pour tout zeC* : 


4. En déduire une expression simple de P n (2cos0) pour tout 0 e IR. 

5. Déterminer les racines de P n et en déduire une factorisation de P. 


1. P 2 = X 2 - 2, P 3 = X 2 - 3X. 

2. Par récurrence, montrons que pour tout n 3* 1, le coefficient du terme dominant de P n est l et degP„ = n. La 
propriété est clairement vraie aux rangs 1 et 2 . Soit n ÿ 2 . Supposons que le coefficient du terme dominant de 
P n et de P„_i est 1 et que degP„ = n, degP„_i = n - 1. Comme P„+i = XP„ - P„_i, il est clair que degP n+ i = 
degP„ + \-n+ \ et que le coefficient du terme dominant de P n est 1. La propriété est prouvée par récurrence. 


3. Démontrons à nouveau cette propriété par récurrence : Celle ci est vraie au rang 0. Soit ne N Supposons que la 
propriété est vraie au rang n et au rang n + 1 et prouvons là au rang n + 2 : 


Pn +2 Z+- = \Z+- P„+i \z+- -P„ Z+- 




La propriété est alors prouvée par récurrence. 

4. Soit 9 e IR. Par application de la question précédente et utilisation des relations d’Euler : 


| 2cos(n0)~| 


5. La question précédente nous invite à chercher les racines de P„ sous la forme z = 2cos0. Remarquons que 
si z e [-2,2], il existe un unique 0 g [0,ti] tel que z = 2cos0. Considérons donc 0 g [0,ti] tel que P n (2cos0). 

„ (2*7+1)71 , 1(2*7+1)71) 

On a alors : cos («0) = 0 c est a dire 0 = — avec k g [0, n - 1] . Les n nombres 2 cos | — pour 


2n 


2 n 


k g [0, n - 1] sont tous distincts et comme deg = n, ce sont les n racines de P„. Le coefficient du terme dominant 
de P étant 1 on obtient : 


P -Ê( X - -m) 


Exercice 21.47 

Polynômes réciproquesOn appelle polynômes réciproque un polynôme dont la suite des coefficients est symétrique. 
Par exemple 1 - 2X + X 2 ou 1 + 2X + 2X 2 + X 3 sont réciproques. Voir aussi le paragraphe B. 4.4 p.ll 76. 

1. Démontrer qu’un polynôme de degré n est réciproque si et seulement si Vx g K*,P(x) = x"P j. 

2. Démontrer qu ’un polynôme réciproque de degré impair admet - 1 comme racine. 

3. On suppose que P = (X+ 1)Q. Démontrer que si P est un polynôme réciproque alors Q l’est aussi. 


4. Démontrer que le produit de deux polynômes réciproques est réciproque. 

5. Résoudre x 5 + 3x 4 - 2x 3 - 2x 2 + 3x + 1 = 0. (On utilisera les questions précédentes et on se souviendra de 
l’exercice précédent ). 

6. On considère la suite de polynômes : Po = 1 et P n = (1 + rcX)P„_i +X(1 -X)P' n | , (n 3= 1). Démontrer que les P„ 
sont des polynômes réciproques. 


Solution : 

1. Si on pose P(x) = a n x n + a n -\x n ~ 1 + ... + a\x+ «o on a P j = — ^ j- +... + — + oq et donc x”P |— | = 

a n + a n - ix+ ... + «ix ra_1 + aox n . D’où le résultat. 

2. Pour P polynôme réciproque de degré 2 p + 1, on a P(— 1) = (-l) 2p+1 P = -P(-l). D’où le résultat. 

3. Soit n = degP. On a degQ - n - 1 et Vx g IK*,P(x) = x"P j. on en déduit x n P |-j = x B (— + 1)Q d’où 
(x+ l)Q(x) = (x+ l)x n_1 Q |-| d’où Q(x) = x” _1 Q ce qu’il fallait vérifier. 

4. Soit P et Q deux polynômes réciproques de degrés respectifs n et m. On a P(x) = x”P j et Q(x) = x m Q j. 

PQ est un polynôme de degré nm et on a PQ(x) = x" +m P j Q j = x" +m PQ j ce qu’il fallait vérifier. 

5. On a un polynôme réciproque de de degré impair. -1 est racine (évidente ?). On peut factoriser par (x + 1) et on 
trouve (algorithme de Homer) x 5 + 3x 4 - 2x 3 -2x 2 + 3x+l = (x+l)(x 4 + 2x 3 - 4x 2 + 2x + 1) . On est donc amené 


à résoudre x 2 |x 2 + -y +2 |x + — | - 4 J = x 2 (y 2 + 2y - 6) avec y = x + — . on trouve y - 1 + \/7 ou y = 1 - \/7- 

1 _ , 1 + \/ÿ+ \J 4 + 2\fï l + \/7— \J 4 + 2\fï 

On résout donc x + — - 1 + v 7 ce qui donne deux racines x\ = et X 2 



6. Par récurrence, Pq = 1 est réciproque. On suppose que P n -i J 'est aussi. Ou a aiors P„_i (x) = x” 1 P n -i 
P '„_!(*) ~ (lî-Dx”- 2 ?»-! (i) - x"- 3 ?;.! [i). D’OÙ 

*" P (î) = *" (‘ + î) p - (î) ■ + x " î (‘ - ï) P -- (î) = 

= (x+u)P„_i(x)-x 2 p;_ 1 (x) + (n-Ux"- 1 P„_ 1 (x) + xP , „_ 1 U)-(n-l}x"- 2 P„-iCx) = P„-iCx)(Cx+nK(n-l)x- 
u + l)+Pj î _ 1 (x)(-x 2 + x) 

= P„_i(x)(ux+ 1) +P' n _ 1 (x)x(l - x). Ce qu’il fallait vérifier. 


Exercice 21.48 \?Ç> ■ 

Déterminer tous les polynômes P e C [X] vérifiant : 

VxelR, P(z)eK 


Solution : Soit P = ci n X n + ■ ■ ■ + oq e C [X] vérifiant la condition de l’énoncé. Puisque üq = P(0), oq e IR. Montrons que 
tous les coefficients de P sont réels. Considérons le polynôme 

P — UnXf 1 + ■ ■ • 4- CLq 


et H = P - P. Soit x g IR, 


P(x) G IR 


Mais P(x) = a n x n H — + oq- P(x). Par conséquent. 


P(x)=P(x) 


Vx g IR,H(x) = 0 

Le polynôme H a donc une infinité de racines, il est nul et donc V / g [0, nj , Tïi - ai . Donc P g IR [X] . Réciproquement, 
tout polynôme à coefficients réels vérifie la propriété. 


Exercice 21.49 IW5 ■ 

Déterminer tous les polynômes complexes P tels que P(1 - 2X) = P(X) 


Solution : Soit z une racine de P dans C. 1 - 2z est aussi une racine de P. Ou s’intéresse donc à la suite z n définie 
par zq = z et z n+ \ = 1 - 2 z n ■ L’étude est classique : on résout x = 1 - 2x ce qui donne x - | . Ensuite on regarde la suite 
auxiliaire v n - z n -\. On a v n +i = 1 — 2 z n - 1 = 1 - 2u„ - 1 - | = — 2u„, autrement dit {v n ) est une suite géométrique 
de raison -2. Elle prend une infinité de valeurs sauf pour vq = 0 soit z-l r Ona donc deux possibilités. 


- P = °. 

- P = à(x- i] , À / 0. 


Dans le deuxième cas, P admet À comme coefficient dominant et P(1 - 2X) = À 1 - 2X — 


coefficient dominant. On en déduit (~2) m -\ et m-0. 
Réciproquement, les polynômes constants conviennent bien. 


admet {-2) m X comme 


Exercice 21.50 I9W I 

Trouver tous les polynômes P g IR [X] vérifiant : 

P(X 2 ) = (X 2 + 1)P(X) 

Indication 21.5 : Trouver des racines de P, les mettre en facteur . . . 


Solution : Soit P un tel polynôme. Alors P(i 2 ) = 0, douc-1 est racine de P : il existe Q g IR [X] telquePQQ = (X+1)Q(X), 
mais alors (X 2 + 1)Q(X 2 ) = (X 2 + 1)(X+ 1)Q(X), donc Q vérifie 

QCX 2 ) = (X+ 1)Q(X) 
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(on peut simplifier par un polynôme non-nul). Alors Q((- 1) 2 ) = 0, et donc 1 est racine de Q : il existe R g M [X] tel que 
Q(X) = (X- 1)R(X). R vérifie alors (X 2 - 1)R(X 2 ) = (X + 1)(X- 1)R(X), c’est à dire 

R(X 2 ) = R(X) 

Mais si on introduit le polynôme S(X) = R(X) - R(2), alors on montre par récurrence que VneM, S(2 2 ) = 0, donc S 
possède une infinité de racines, donc S = 0 et alors R est constant. Finalement, il existe À g K tel que 

P(X) = À(X+ 1)(X- 1) 

Réciproquement, tout polynôme de cette forme convient. 

Exercice 21.51 ■ 

Trouver tous les polynômes P g IR [X] vérifiant 

PCX 2 ) = (P(X)) 2 


Solution : Supposons P non-nul. Soit a g C une racine complexe de P. On montre par récurrence que VA: g N, a 2 * est 
encore racine de P. Mais puisque P n ’ admet qu ’un nombre fini de racines, il est nécessaire qu ’il existe k g N* tel que 

a 2 =a 

Par conséquent, a = 0 ou alors a 2 -1 = 1, et alors |a| = 1. On peut alors noter a = e' 9 avec 0 g [0, 2n] . 

_0 

Comme (P(e'2)) 2 = P(e !0 ), alors e'z est encore racine. Par récurrence, on montre que VkeN*, e 2 k est encore racine. 
La seule possibilité pour qu ’il y ait un nombre fini de racines est que 0 = 0, c ’ est à dire a = 1 . 

Les seules racines de P sont donc 0 et 1. Donc P = ÀX”(1 -X) p , À g K. Alors P(X 2 ) = P(X) 2 => ÀX 2 ”(1 -X) p (l +X) P = 
AX 2 " (1 - X) 2p et nécessairement, 

On vérifie réciproquement que les polynômes de la base canonique et le polynôme nul conviennent. 

Exercice 21.52 m m 

Trouver tous les polynômes P g € [X] vérifiant : 

P(X 2 ) + P(X)P(X+1)=0 (*) 


Solution : Soit P un polynôme solution de 1 ’ équation et a g C une racine de P. En utilisant 1 ’ égalité (★), on montre par 
une récurrence facile que pour tout ne N, P(a 2 ) = P(a) = 0. Mais P possède un nombre fini de racines donc il existe 
N g N tel que a 2 -a Forcément, a = 0 ou alors a 2 -1 = 1, et alors |a| = 1. 

Mais l’égalité (*) amène aussi P((a - 1) 2 ) = P(a)P(a - 1) = 0, donc (a - 1) 2 est aussi une racine de P et on doit avoir 
a- 1 = 0 ou |a- 1| - 1. 

Les seules racines de module 1 sont -j ou- j 2 (à 1 ’ intersection des cercles de rayon 1 centrés respectivement en 0 et en 
1) oui. 

Mais -j ne peut être une racine de P. En effet, comme (- j - 1) 2 = j, j devrait aussi être une racine de P ce qui n 'est pas 
possible car on n’a pas \j - l| = 1. De même comme (- j 2 - 1) 2 = j 2 , - j 2 ne peut être une racine de P. 

En conclusion, les seules racines éventuelles de P sont 0 et 1. Donc P = ÀX fc (l -X) p où fc, p g N et À g C.. Comme P doit 
vérifier (★), il vient que \ = -1, et ûnalement \ P - X fc (l -X) p | . La réciproque est immédiate. 

Exercice 21.53 mVVV ■ 

Soient deux polynômes (P, Q) g (R [X] 2 et ke N*. 

1. Montrer que (X- 1) | P CX*) => (X- 1) | P. 

2. Montrer que (X 2 +X+ 1) | (P(X 3 ) +XQ(X 3 )) =^> (X- 1) | P et (X- 1) | Q. 

Solution : 

1. Si P - cio + «iX H — + a„X n , alors P(X fc ) - oq+ a(X k H — + a„X nk . Par conséquent, en notant Q = P(X fc ), si 
(X- 1) | Q, alors Q(l) = P(l) = 0. Donc (X- 1) | P. 

2. En notantH- P(X 3 ) +XQ(X 3 ), puisqueX 2 +X+ 1 = (X- j)ÇX- j 2 ), on a H (y) = H (j 2 ) = 0, c’est à dire 

|P(1) + 7Q(1) = 0 

}P(1) = 7 2 Q(1) = 0 

On en déduit que P (1) =Q(1) =0, c’est à dire que (X-l) |P et que (X-l) |Q. 
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Exercice 21.54 I9W H 

1 . On considère le polynôme P = a n X n + . . . + a 0 e Z [X] un polynôme à coefficients entiers tel que a n ^ 0 et ao ^ 0. 

On suppose que P admet une racine rationnelle — e Q où p a a = 1. Montrer que p \ ao et que q \ a n . 

q 

2. En déduire une factorisation de P = 2X 3 - X 2 - X- 3 dans C. 

3. Vérifier si le polynôme P = X 5 + 3X 2 + 2 est irréductible dans Q [X] ? 

4. Démontrer que p- q\ P(l) puis, sans effort, que p+ q | PCI). 

5. Factoriser dans IR le polynôme 3X 4 - 19X 3 + 9X 2 - 19X + 6. 

Voir aussi le paragraphe B.4.3 page 1174 de l’annexe B. 


( p\ p n p 

— = 0, il vient : a n — + . . . + «i — + an - 0 ce qui amène : 
q) q n q 

a n p n + a n - 1 p" -1 q + . . . + ai pq n ~ l + ao q n - 0. 

Comme a n p n = - [a n -\p n ~ l q + ... + aipq n ~ l + aoq n ), q divise a n p n et comme p et q sont premiers entre eux, 
q divise a n . On montre de même que p \ oq. 

2. Le résultat prouvé dans la question précédente nous invite à vérifier si 3/2 est une racine évidente de P, ce qui est 


le cas. On vérifie alors que 


P=(2X-3) X-e"3" X-e“"3" 


3. Si le polynôme P n’était pas irréductible dans Q [X], il aurait une racine ptq e Q avec p a q — 1. Comme p |2 et 
q\\, cette racine doit être un des entiers relatifs : ±2 ou ±1. On vérifie qu’aucun de ces nombres n’est une racine 
de P. P est donc irréductible dans Q [X] 

4. On écrit q n m = (p(D - P (^)) = a n [q n -p n ) + a n - iq [q n - 1 - p n ~ l ) + ...a k q n ~ k [q k ~ l - p^ 1 ) + ... + 
aiq^tq-p). 

OrVke [1 ,n\,p- q divise akq n ~ k [q k ~ l - p k ~ x ) = akq n ~ k {q-p ) [q k ~ 2 + pq k ~ 2 + . . . + p k ~ 2 ) donc il divise leur 
somme q n P(l). 

Maintenant, q est premier avec p- q (Bezout, algorithme des différences ou tout ce que vous voudrez) donc q n 
est premier avec p - q. Il est l’heure d’utiliser le lemme de Gauss : p- q divise P(l). 

Pour démontrer sans effort que p+ q \ P(l), on applique le résultat précédent à Q = P(-X). 

5. Comme il n ’ existe pas de méthode simple pour factoriser un polynôme de degré 4 un jour d 'oral, il faut chercher 
les racines rationnelles : On a oq- 6 et a n = 3. P(l) = -20 et PC— 1) = 56. 



Les candidats sont donc -, — , — ,3, -3, 6. On trouve enfin - et 6. Après division par (3X - 1) (X - 6) on a 3X 4 - 


19X 3 + 9X 2 - 19X+ 6 = (3X- 1)(X- 6)(X 2 + 1). 

Remarque : Lorsqu’on programme la recherche des racines rationnelles, le raffinement avec P(l) et PC— 1) est 
inutile. Lorsqu’on travaille à la main, il n’est pas de trop. 
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Exercice 21.55 

Soit P e C[X], non constant, n ’ admettant aucune racine complexe. P(X) - ao + «iX+... + a n X n , (a n f 0, n ^ 1) 

1. Démontrer que cio f 0. 

2. On considère f :z > — - . 

n - 1 

► Démontrez que VzeC, |P(z)| ^ \a n \.\z\ n - Y \ak\-\z\ k . 

k= o 

► Démontrez que Ve > 0, 3M E > 0, \z\ > M e => f(z) < e. 

► Démontrez que si (u n )ncN est une suite de nombres complexes qui converge vers i e € alors la suite {f{u n )) n£ M 
converge vers /(£). 

3. On posez- 0). 

► Démontrez que f est majorée sur D E = fze€, \z\ =£ M E }. (On pourra penser au théorème de Bolzano-Weïerstrass 
au milieu d’une démonstration par l’absurde.) 

► Démontrez qu’il existe une suite (w»)neN telle que (/(Wn))«sM converge vers la bome supérieure des /(z) 
pour z e D e . (On pourra penser au théorème de Bolzano-Weïerstrass ). 

► Démontrer que f est majorée sur €, et que m = sup f(z) existe. 

zeC 

► Démontrez quelz' e C ,f(z') = m. Déduisez-en que mf 0. 

4. OnposeQ(z)= P{ ^ ] . 

► Démontrez que 3 (i’fc)ufen e C”,Q(X) = 1 + biX+ ... + b n X n avec b n f 0. 

► Démontrez que inf|Q(z)| = 1. 

zeC 

5. Soit p la valuation de Q(X) - 1, c’est-à-dire le plus petit indice k > 1 tel que bk # 0, et soit a une racine p' cmc de 
-b p . 

► Démontrez que Vze C,1 « |l-z p | + Y &*(-) • 

|fc=p+i “ | 

► En prenant z réel dans ]0, 1 [ et en faisant tendre z vers zéro, quel théorème avez-vous démontré ? 


Solution : 

1. Onaao- P(0). Comme P n’a pas déraciné, oq f 0. 

2. ► On a Y a kZ k - P(-z) - a n z n , donc d’après l’inégalité triangulaire, Y a k z \ ^ |P C-z) I + \a„\\z\ n . 

k=0 | fc=0 

Donc |P(z)| & \a n \\z\ n - 1 Y > \a n \\z\ n - Y \ak\\z\ k . 

► On pose, pour r > 0, g(r) = \a n \r n - Y \ a k\r k = \a„\r n f 1 - Y \~ I -^1- 

fc= 0 V k=o\ a n\r nlc ) 

Comme lim 1- V — — î— - = 1, on a lim g(r) - +oo. Donc Ve > 0,3M e > 0,r > M e => g(r) > i. Et 
r->+ oo \a n \ r n r->+oo e 

comme f(z) & g(|z|), on a pour \z\ & M E ,/(z) < e. 

► La démonstration est identique à ce/le de la propriété pour les fonctions (continues) de IR dans IR et les suites 
réelles. On remplace simplement les valeurs absolues | | par des modules \ \, c’est dire si ça ne se voit pas ! 

3. ► Supposons que f ne soit pas majorée sur D e . Alors \/n e N, 3 u n e D e ,/(m„) ^ n. Comme la suite (u n ) n m est 

bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weïerstrass, on peut en extraire une sous-suite (u l1k ) keN qui converge 
vers f. On aurait alors f[u nic )> nk> k et donc lim f{u nk ] = +oo et lim f[u nk ) = /(£). Contradiction. 

► L’ensemble {/(z) | zeü E } est non vide et majoré. Il admet donc une bome supérieure m. D’après la carac- 

térisation de la borne supérieure, M n e N*,3u„ e D E , m - ^ ^ f(u n ) ^ m. Toujours d’après le théorème de 
Bolzano-Weïerstrass, on peut en extraire une sous-suite [u nk ) keN qui converge vers z’ . On a alors m - < 

m- ^ f ( u rik ) s; m. La limite de la suite f [u nk ) est m d’après la propriété des gendarmes, et f(z') d’après 
la question 2. 

► On a Vze D e ,/(z) « m et Vz£ D e ,/(z) « e = /(O) « m. Donc m est un majorant de {/(z) | ze €}. C’est aussi 
la borne supérieure et le maximum puisque m - /(z'). 

1 
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► On a Vze C, |Q(z)| = f(z') x — = m — - — > — = l. Comme |Q(z)| = 1, on a bien inf |Q(z)| = 1. 

f(z+z' f{z + z! m zeC 

5. ► On a donc Q[^) = 1 + b p [^) p + £ b k (-) =l-z p + \ £ foj-) puisque fop(§) p = fop^- = fcp^— = 

jfc= p+ i v “' |fc= P +i a | a ~°p 

-z p . Il ne reste plus qu’à écrire 1 =s |Q(|)| ** Il — z p \ + ^ I - J grâce à V inégalité triangulaire. 

U— p * i v “ ; I 

► On prend z - t réel dans ]0, 1[, ou a |1- t p \ = 1 - t p . On a donc t p « t p+1 \ Y 

|fc= P +ia fc 

puis 1 =£ f I Y ^ t k ~ p ~ l . On fait tendre t vers zéro pour obtenir 1 « 0. 

|fc=p+i a ! 

L’hypothèse de départ, à savoir que P n ’ admet aucune racine complexe est donc absurde. 

On a donc démontré par l’absurde le théorème fondamental de l’algèbre. 


21.6.6 Factorisations de polynômes 

Exercice 21.56 IÇ> 

Décomposer en produit de polynômes irréductibles dans C [X] puis dans IR [X] les polynômes suivants : 


1. Pi=X 4 -l 

2. P 2 =X 5 -1 

3. P 3 =X 4 +X 2 + 1 

4. P 4 =X 6 + 1 


5. P 5 = (X 2 -X+l) 2 + l 

6. P 6 =X 6 -X 5 +X 4 -X 3 +X 2 -X+1 

7. P 7 = (X 2 + l) 2 + (X 2 -X-l) 2 

8. P 8 =X 8 +X 4 + 1 


Solution : 

1. Dans C [X] : p\ - n fc=0 3 jx- e 4 j = | (X- 1) (X+ 1) (X- i) (X+ i ) | et dans IR [X], en appariant les deux racines 


complexes conjuguées : Pi = (X - 1) (X + 1) (X 2 + 1) . 


2. Dans C [X] : pi = n jt=0 4 X- e '■ 


(X-l) X-g-5- X- 


X- e~5~ X- e~5~ 


pariant les racines complexes conjuguées : P 2 ; 


et dans IR[X], en ap- 


(X-l) X 2 -2 cos— + 1 X 2 -2cos— + 1 


3. On a : X 4 + X 2 + 1 = (X 2 + l) 2 - X 2 = | (X 2 +X+ 1)(X 2 -X+ 1) | . Les discriminants des deux polynômes 
de ce produit sont négatifs, donc la décomposition de P 3 dans IR [X] est P 3 = (X 2 + X + 1) (X 2 - X + 



(X 2 - v/3X+ 1) (X 2 + \/3X+ 1) (X 2 + 1). 

5. P 5 = (X 2 -X+ 1) 2 + 1 = (X 2 -X+ 1 + i) (X 2 -X+ 1 - i) = (X- 1 + i) (X- 1 - i) (X+ i) (X- i ) = (X 2 - 2X + 2) (X 2 + 1) 

6. Comme 1-X 7 = (l+X+...+X 6 )(l-X), (1+X)P 6 = 1+X 7 . Mais 1+X 7 = n® =0 (X-e' t2fc+1),l/7 ) donc P 6 = 


EL 


. On apparie les racines conjuguées pour obtenir la factorisation de Pg dans IR. On obtient : 


P 6 = (X 2 - 2 cos 2ji/7 + 1) (X 2 - 2 cos4ji/7 + 1) (X 2 - 2 cos6ti/7 + 1) 
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7. 

P 7 = (X 2 + l) 2 + (X 2 -X- i) 2 

= (X 2 +X- 1 + i (X 2 + 1)) (X 2 +X- 1 - i (X 2 + 1)) 

= ((1 + i)X 2 +X- 1 + 1 ) ((1 - i)X 2 +X- 1 - i ) 

= (x-^](X+l-j)[x-^](X+l + j) 


On en déduit la factorisation sur IR : P 7 = (X 2 - X + 1 12) (X 2 + 2X + 2) 

8. Comme dans la question 3., on commence par décomposer le polynôme bicarré Y 4 + Y 2 + 1. On a : Y 4 + Y 2 + 1 = 
(Y 2 + l) 2 - Y 2 = (Y 2 + Y + 1)(Y 2 - Y + 1). Alors P 8 = (X 4 +X 2 + 1)(X 4 -X 2 + 1). On recommence pour ces deux 
polynômes bicarrés. On obtient finalement que 

| P 8 = ÇX 2 +X+ 1) (X 2 — X+ 1)(X 2 + v / 3X+ 1)(X 2 - \/3X+ 1) | 
et on en déduit la factorisation de P 8 dans C : 


P 8 = (x- e 2te/3 j (x- e~ 2in/3 J (x- e te/3 j (x- e~ i7l/3 'j (x- e 5i7l/6 'j (x- e~ 5in,6 j (x- e™ /6 ] (x- e~ in/6 J 


Exercice 21.57 H W I 

Factoriser sur C [X] et sur IR [X] le polynôme X 2 " - 2X' ! cos a + 1 (a e IR) . Écrire 1 ’ égalité obtenue en substituant 1 à X. 

Solution : X 2 " - 2X n coscx + 1 = [X n -e ina )[X n - e~ ina ) = f] (x-e^''^ 2 ^) = 

P[ [x 2 -2cos(a + — ]x+ il. On en déduit 2(1 - cos na) = 2” P[ [l-cos[a+ — ]] ou sin 2 (^) = 
fc=o v v n ’ 1 fc= o v v n 11 

2 2 «- 2 n'sin 2 («+-). 
fc= o v n> 

Exercice 21.58 m W I 

Factoriser sur IR le polynôme 

p l X| X(X-1) X(X-l)(X-2) | | ( i)B X(X-l)(X-2)...(X-n+l) 


Solution : Soit k e [1, n\ . Prouvons que k est une racine de P : 


= Cl — l) fc d’après la formule du binôme 
= 0 

Comme P est de degré n, il admet au plus n racines et nécessairement . 


- (X - 1) (X - 2) ... (X - n) . 


Exercice 21.59 I W 9 

Soit n e N, n & 2. 

1 . Factoriser dans C [X] le polynôme : (X + 1) " — (X — 1) ” 

2. En déduire pour tout me N*, cotan 2 f%h et cotan 2 ^ +] . 

3. En déduire aussi pour tout me. N*, cotan 2 ^ +] . 

| Solution : 
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1. Remarquons que degP -n-l.il nous faut alors trouver les n-1 racines de P dans C. Remarquons que 1 n’est 
pas une racine de P. Soit xeC\ {1}. On a, avec tu = e 2,7T/ " : 


P (x) = 0 


x+n"_ 

x^îj 

3k £ [1, n- 1] , 
3k £ [1, n- 1] , 
3k £ [1, « — IJ , 
3k £ [1, w — IJ , 


- = u> k on reconnaît des racines nième de l’unité 



gikjiln _j_ g-iknln 

x ~ iknin -iknin en î actor ' sar| t P 31 " l es angles moitiés 

x - -i cotan — d’après les formules d’Euler 


Comme le coefficient du terme dominant de P est 2 n, on obtient alors 


P = 2 n\\ (x+ i cotan— j 


2. On suppose ici que n - 2m+ 1. On identifie les termes constants entre l’expression développée et l’expression fac- 
torisée de P. On trouve alors que : (2 m+ 1) \Ÿj^i (~ i cotan - 2 ce qui amène 


P[ cotan 


2m+l 2m + 1 


(m-k+l)n\ 
2m+l 1 


fT cotan = Tl co tan Ff cotan ( tt - 

fc=l 2m+\ £ =1 2m+l £ =1 V 

1 — r kl T YY] 1 — f kl T 

= cotan x (-1) x cotan 

f- f. Orvt-t-l A 1 9m4.1 


= C— 1) m ( fl cotan — — 


car pour tout x / 0 [jt], cotan (n - x) = - cotan x. Finalement : 


1 — r /C 71 

[ [ cotan = v 


3. En développant avec la formule du binôme, on remarque que le coefficient du terme de degré n-2 dans P est nul. 
On en déduit que la somme des racines de P est nulle, ce qui donne cotan 2 rn+\ ■ On retrouve facilement ce 
résultat en utilisant la relation cotan (tt - jc) = - cotan jc. 


Exercice 21.60 I W9 ! — 

On note 

<o={PeR[X] 1 3(P,Q) e IR[X], avecP = Q 2 + R 2 } 

1 . Montrer que ê est stable pour la multiplication. 

2. En déduire que S - {P e IR [X] | \/x £ R, P(jc) ^ 0}. 


Solution : 

1. Si Pi = Q 2 + R 2 e g, P 2 = Q 2 +R 2 e g, alors P^ = (QiQ 2 + R 1 R 2) 2 + (Q 1 R 1 - Q 2 R 2) 2 et PiP 2 e g. 

2. Effectuons un raisonnement par double inclusion. L’inclusion direct c est clam Montrons l’inclusion réciproque 

3 . Soit P e R [X] un polynôme positif. Décomposons P en produit de polynômes irréductibles normalisés de R [X] : 

P = ÀP“ 1 ...P“ fc 

où les Pi, pour i e [1, fc] sont soit des polynômes de degré 1, soit des polynômes de degré 2 à discriminant 
strictement négatif. 

Si cette décomposition contient effectivement des polynômes de degré 1 alors P ne peut être positif. Il change 
de signe en la racine de ces polynômes. Donc la décomposition de P ne contient que des termes de degré 2 de 
la forme X 2 + pX + q où p, q £ R sont tels que p 2 -4q <0. Mais un tel polynôme est élément de g car il s ’ écrit 
X 2 + pX + q - (X - p/2) 2 + (\/q- p 2 /4) 2 e g. Comme g est stable pour le produit, on en déduit que P e g ( la 
constante À est nécessairement positive et elle s’écrit par exemple X = O 2 + ^\/Xj . 


21.6.7 Relations entre coefficients et racines 


Exercice 21.61 I 

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur À pour que 

P = 2X 3 -X 2 - 7X + À 


possède deux racines de somme 1. 

Solution : Notons X1.X2.X3 les racines de P. Supposons, quitte à re-indicier les racines, que xi + X2 = 1. D’après les 
relations coefficients-racines, on sait que X1 + X2 + X3- -. Une condition necessaire est donc que la troisième va le 
Par conséquent, P(-l/2) = 0 d’où À = -3. On vérifie facilement que la réciproque est vraie. 

Exercice 21.62 ■ Ç? 

SoitPQQ = X 3 +2X 2 -7X+ÀeC[X], Trouver X pour que le carré d’une racine de P soit égal à la somme des carrés des 
autres racines. 


Solution : Notons X1.X2.X3 les trois racines de P. On suppose, quitte à les renuméroter, que x| = x\ + x\. On écrit les 
relations coefficients racines : 

Cl = JC1 + X2 + X3 = -2 (J2 = X1X2 +X1X3 + X2X3 = -7 CJ3 = X1X2X3 = -A. 

Donc 2xf == ct 2 - 2ct2 = 18 et xf = 9. On trouve alors À = -24 ou À = -12. On vérifie que À = -24 convient. En effet, 
dans ce cas les racines de P sont X3 - 3, xi = -5/2 + i\fï!2 et X2 = -5/2 - i\fï!2 et on a bien x\ — x 2 + x 2 . Si X- -12 
alors les racines de P sontx 3 = -3 etxi = 1/2 + \/Î7/2, X2 = l/2-\/Î7/2 et on n’a pas x 2 = x 2 + x^. Donc seul | À - -24 | 
convient. 


Exercice 21.63 I W S 

Montrer qu ’il n ’ existe pas de triplet de réels (u, v, w) vérifiant : 

u+v+w-3 et uv+vw+wu - 6 

Indication 21.5 : Utiliser les relations coefficients-racines et le théorème de Rolle. 


Solution : Si un tel triplet [u, v, w) existait, les réels u, v, w seraient racines de P(X) = X 3 - 3X 2 + 6X + c d’après les 
relations coefficients-racines. Mais d’après le théorème de Rolle, P' posséderait alors deux racines réelles distinctes, ce 
qui est faux. Un tel triplet n’existe donc pas. 


Exercice 21.64 I W ■ 

Trouver les racines dans C du polynôme X 4 -X 3 - 7X 2 +X+6 sachant qu’il possède deux racines dont la somme est 0. 


Solution : Notons ai, 0:2, 0(3,04 les racines de P et supposons que ai +0C2 = 0 . Écrivons les relations coefficients racines 
pour P : 

( ai + CX2 + 0C3 + 04 = 1 

aici2 + 0C1CX3 + QC1C4 + OC2CX3 + 0(20:4 + 0130(4 = -7 
aia2CX3 + aia2CX4 + «10(30(4 + a2CX3a4 = -1 
aia2a3(X4 = 6 

De la première, on tire que CX3 + 0C4 = 1. La seconde se re-écrit (ai + 0.2) {03 + 04) + aia2 + 0304 = -7 et il vient que 
ai a2 + 0304 = -7. La troisième équivaut à ai 02 (03 + 04) + 0304 (ai + 02) = -1 et donc on a aia2 = — 1. Comme les réels 
ai , a2 satisfont le système 

{ ai + a 2 = 0 

aia 2 = -1 

ce sont les racines du trinôme X 2 - 1. Donc on a par exemple ai = 1 et 02 — -1. Il vient alors que 03,04 satisfont le 
système 

{ a 3 + a 4 =1 

a 3 a 4 - -6 

ce sont les r acines du trinôme X 2 -X-6 = (X-3)(X+2). Donc 03 = 3 et 04 = -2. Les racines de P sont alors : 
| -2,-1, 1,3 | . 


Exercice 21.65 ■ W I 

Soit P = X 3 + X - 1 e C [X] . On note Xk avec k e [ 1 , 3] ses trois racines complexes. 

1 . Vérifier (sans chercher à les calculer) que les trois racines sont distinctes. 

2. Effectuer la division euclidienne de X 5 par P. 

3. En déduire la valeur de 

3 

S = L*£ 

Solution : 

1. Par l’absurde, sixestune racine double de P, alorsP(x ) = P'(x) = 0. Mais P'(x) = 0 => 3x 2 + l = 0 => x=±—=, 

\/3 

qui ne sont pas des racines de P. Donc toutes les racines complexes de P sont simples. 

2. On trouve que X 5 = (X 2 - 1)P(X) +X 2 +X- 1. 

3. Si Xk est une racine de P, alors x| = (x| - l)P(Xjt) + x| + Xk - 1 = x| + Xk - 1. On peut alors exprimer la somme 
cherchée en fonction des fonctions symétriques élémentaires des racines de P. Si cti = xi + X 2 + X 3 = 0 et si 
02 - X\X 2 + x\ X 3 + X 2 X 3 = 1 alors 

3 

S=£x| + cti-3 = ct 2 -2ct 2 + CTi — 3 = -2 - 3 = P^5~| 


Exercice 21.66 IW ■ 

Trouver me C pour que le polynôme 

P = X 3 + X 2 + raX + 6 e € [X] 

possède deux racines X] ,x 2 vérifiant 

X1 + X2-X1X2 

Déterminer alors exphcitement ces racines. 


Solution : Notons xi, x 2 , X 3 les racines de P. En écrivant les relations coefficients-racines, il vient que : 

X\ +X 2 + X3 = -1 XiX 2 + XiX3 + X 2 X3 = m XiX 2 x 3 = -6 
En supposant que x\ + x 2 = xix 2 , de la deuxième et la troisième relation, on tire 
(xi + x 2 )x 3 = -6 => xix 2 = m + 6 . 

Mais de la première, on tire aussi 

(— 1 — X3) X3 = — 6 => xf + x-6 = 0 

et par conséquent, l’une des racines de P doit être égale à 2 ou alors à -3. Etudions les deux cas : 

- X 3 = 2 : comme P ( 2 ) = 0, m - -9 et alors P = CX- 2)(X 2 + 3X- 3). Alors comme xi,x 2 sont les racines du trinôme 
X 2 + 3X- 3, xix 2 = -3 et X\ + X2- -3 conviennent. 

- X3 = -3 : comme P(-3) = 0, m - -4 et alors P = (X + 3) (X 2 - 2X + 2) et dans ce cas, X| x 2 = 2, xi + x 2 = 2 conviennent 
également. 

En conclusion, | m - -9 | ou | m - -4 | . 

Exercice 21.67 m ■ 

Trouver les triplets (x, y, z) e C 3 solutions de 

) x+y+z =1 
x 2 + y 2 + z 2 = 9 

-1 

x y z 


Solution : Exprimons ces trois quantités en fonction de a \ = x + y + z, 02 = xy + xz + yz et 03 = xyz. On a x 2 + 

y 2 + z 2 = ct? - 2ct 2 et Si x, y, z sont solutions du système d’équations de l’énoncé, alors on doit avoir 

x y z o 3 

— 1, ct? — 2ct 2 - 9 et — = 1 d’où l’on tire cti = 1, ct 2 = -4 et 03 = -4. Alors x,y,z sont racines du polynôme 
03 

X 3 -ctiX 2 + ct 2 X-CT 3 =X 3 — X 2 — 4X+4 = (X- l)(X-2)(X+2) et donc | (x,y,z) - (1,2, -2) | à permutation près. On vérifie 
que réciproquement, ces valeurs, à permutation près, donnent des solutions au système. 
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Exercice 21.68 I 

Résoudre dans €, 


) Z\ + z 2 + z 3 = 0 
\zi\ = \z 2 \ = \z 3 \ = l 

ZIZ 2 Z 3 = 1 


Solution : Il est clair que les racines cubiques de l’unité 1, j et j 2 sont un triplet de solutions. 

Soient trois complexes [z \ , z 2 ,z 3 ) vérifiant les conditions. Ils sont racines du polynôme 

PCX) = (X- zi)(X- z 2 )(X- z 3 ) — X 3 — (zi +z 2 + z 3 )X 2 + iz\z 2 + z 3 z 3 + z 2 z 3 )X- z\z 2 z 3 = 0 

Mais puisque \z\\ = \z 2 \ = \z 3 \ - 1, et que z\ z 2 z 3 = 1 , 


Z\Z2 + Z\Z 3 + Z 2 Z 3 = — + h — = Z 3 + Z2 + Z\ - Z\ + Z 2 + Z 3 - 0. 

Z 3 Z 2 Zi 

Par conséquent, les complexes z\ , z 2 , z 3 sont racines du polynôme P(X) = X 3 - 1. Ce sont donc les racines cubiques de 
l’unité : { zi,z 2 ,z 3 } = {l,;,; 2 }. 

Sinon, en considérant les points d’affixes respectives z/c, l’égalité z\ + z 2 + z 3 - 0 se traduit par O est le centre 
de gravité de M 1 M 2 M 3 . Comme on a \zi\ = \z 2 \ m \z 3 \ m 1 , O est aussi le centre du cercle circonsrit. Les médianes 
sont donc aussi médiatrices, donc M 1 M 2 M 3 est équilatéral. Quitte à changer la numérotation, il existe a tel que zjc = 
exp ^'cx + j La troisième égalité z\ z 2 z 3 = 1 dit alors que a 3 = 1 ce qu ’il fallait vérifier. 


Exercice 21.69 I W 

On considère une vraie ellipse j , a 2 ^ b 2 Démontrer que quatre points (M i ) 1 ^,^ 4 sont cocycliques 

si et seulement si leurs paramètres vérifient t\ + t 2 + t 3 + £4 = 0 [ 2 ti] (passer en e lt ). 


Solution : Une intersection se détermine simplement lorsqu’un ensemble est déterminé par une équation cartésienne 
et 1 ’ autre en paramétrique. Ici cela fournit la solution. On considère un cercle d ’ équation x 2 + y 2 + 2ax + 2 | 3 y + y = 0 qui 
coupe l’ellipse en quatre points M, (acos tt, fosin tQ qui vérifient a 2 cos 2 + b 2 sin 2 + 2aacos ffc + 2fc(3 sin t/c + y-O. 

e 2 zffc + 2 + e ~ 2itk e 2itk -2+ e~ 2itk e itk +é~ 2itk e itk — e~ 2Uk 
Soit a 2 b 2 + 2aa + 2 b$ — +y -0. En multipliant par e 2ltk : 

a 2 — b 2 

(cm + ib(f)e k H = 0. Donc les e k sont des racines distinctes 


~^—e Mk + (aa- ibfi)e ?Jltk + ü e‘ 


du polynôme : 


ï-b 2 


X 4 + (eux - ib$)X 3 + - 


+ b 2 „ 


-X 2 + (aa+ibf))X + - 


. Le produit des racines vaut d’une part 


exp ( i (fi + t 2 +t 3 + f 4 )) et d’autre part - 


Y - 1. D’où le résultat. 


Exercice 21.70 IWP : 

Juliette se réveille à la fin du cours d’algèbre du mardi après-midi. A ce moment précis, elle entend le professeur 
dire : ". . . et je vous donne comme indication que toutes les racines sont positives et réelles. " En levant les yeux vers le 
tableau, elle découvre une équation du 20 ème degré à résoudre à la maison, qu’elle essaie de recopier à toute vitesse. 
Elle arrive seulement à voir les deux premiers termes : x 20 - 20.x 19 avant que le professeur n ’ efface complètement le 
tableau. Heureusement elle se souvient que le terme constant est + 1 . Pouvez- vous aider notre héroïne à résoudre cette 
équation ? 


Solution : Facile ! Si on appelle ai,..., <220 les racines. On a Ü1 + a2 ° = ai a 2 o = 1 .On est dans le cas d’égaüté 

de l’inégalité arithetico- géométrique, donc tous les a^ sont égaux à 1 . 
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Chapitre 


22 


Fractions rationnelles 


Pour bien aborder ce chapitre 

Les fractions rationnelles sont aux polynômes ce que les nombres rationnels de Q sont aux entiers relatifs de Z. On 
construit ainsi un corps contenant l’anneau des polynômes. Cette construction peut s’adapter à tous les anneaux intègres. 
Elle ne sera qu’évoquée dans les lignes qui suivent. 

Comme les polynômes, les fractions rationnelles sont des objets abstraits, plus algébriques qu’analytiques. Par exemple 
la dérivation est purement formelle. 

L’essentiel est de savoir calculer avec les fractions rationnelles, et ce ne sont pas les calculs qui manquent. 

Vous devrez donc apprendre un certain nombre de techniques qui pourront vous éviter de vous noyer. Après quoi, vous 
verrez en fin de chapitre des applications surprenantes des fractions rationnelles. 

Lapartie la plus utilitaire de ce chapitre reste l’application au calcul de primitives. 


22.1 Fractions rationnelles 

Dans tout ce chapitre K désigne le corps IR ou C. 

22.1.1 Définition 


Définition 22.1 O Fractions rationnelles 

Une fraction rationnelle est un « quotient » de deux polynômes P,Q e K[X]. On la note F(X) = On note IK(X) 

Q(X) 

l’ensemble des fractions rationnelles. 


22.1.2 Égalité de deux fractions 

Pi P2 

On dit que deux fractions — et — sont égales si et seulement si 

Qi Q2 B 


P1Q2 = P 2 Qi- 


Autrement dit — et — sont des écritures d’une même fraction. 

Qi Q2 

Remarque 22.1 Si Ô = P A Q, alors P = PiÔ et Q = QiÔ avec Pi A Qi = 1 et alors ^ = qV On peut également 

diviser au numérateur et au dénominateur par le coefficient dominant du polynôme Qi. Dans la suite, on considérera 
donc uniquement des fractions rationnelles de la forme F = ^ avec P a Q = 1 et Q un polynôme unitaire. 


22.1.3 Polynômes 

p 

On assimile les polynômes P de K[X] aux fractions — de K (X). En particulier le polynôme nul de K[X] est assimilé à la 
0 

fraction nulle - de K (X). 


812 




22.1.4 Opérations sur les fractions 

On peut définir la somme et le produit de deux fractions rationnelles par les formules suivantes : 


et 


Fi 


P1Q2 + P2Q1 p p _ P1P2 
Q1Q2 1 2 Q1Q2' 


Les sommes ou produits de fractions ne dépendent pas des écritures choisies. 

Muni de ces lois, (K (X), +, x) est un corps commutatif. K[X] en est un sous-anneau. 


22.1.5 Degré d’une fraction 


Définition 22.2 O Degré d’une fraction rationnelle 
P 

Soit une fraction rationnelle F = — e K (X). On appelle degré de F : 

degF = degP - degQ e Z 


On vérifie que la notion de degré d’une fraction rationnelle ne dépend pas de l’écriture choisie. 

On vérifie que le degré des fractions rationnelles prolonge le degré des polynômes, c’est-à-dire que 

P 

degP = deg y • 


Proposition 22.1 

On a les mêmes propriétés que pour le degré des polynômes : 

deg(Fi +F 2 ) s£max(degFi,degF 2 ), deg(FiF 2 ) = degF, +degF 2 
Lorsque F # 0, le degré de F est un entier relatif. Lorsque F = 0, degF = - 00 . 


Définition 22.3 O Zéros, pôles d’une fraction rationnelle, fonctions rationnelles 
P 

Soit F = — e K (X). On rappelle que P et Q sont premiers entre eux. Les racines de P s’appellent les zéros de F et les 
racines de Q les pôles de F. Si & désigne l’ensemble des pôles de F, on peut définir la fonction rationnelle associée à 


F: 



K 

P(JC) 

QU) 


I Remarque 22.2 Un pôle a e K de la fraction F = est dit de multiplicité k e N, lorsque le scalaire a est un zéro de 
multiplicité k du polynôme Q. 


Définition 22.4 Q Dérivée d’une fraction rationnelle 
P 

Soit une fraction rationnelle F = — e K (X). On définit formellement la dérivée de cette fraction rationnelle par la formule 

w P'Q-PQ' 


813 





Remarque 22.3 On associe la fonction rationnelle dérivée associée F' : IK \ £5® >-*• K. Cette fonction dérivée coïncide 
avec la dérivée usuelle de la fonction F lorsque K — IR. On vérifie aussi que cette dérivée des fractions prolonge celle des 
polynômes. 


22.2 Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle 


Proposition 22.2 Ç? Partie entière d’une fraction rationnelle 

Soit une fraction rationnelle F = — e K (X). Il existe un unique couple (E,G) e K [X] x K (X) tel que 
B 

Jf=e+g 

jdegG<0 

Le polynôme E est appelé la partie entière de la fraction F. 


Démonstration 

• Unicité. 

On suppose que F = E] + Gj = E 2 + G2 avec E] ,E 2 e K [X] et G] ,G 2 e IK (X) avec degGi < 0 et degG 2 < 0. On en déduit 
E; - E 2 = G 2 - Gi . Donc deg(G 2 - Gi) < 0 soit deg(Ei - E 2 ) < 0. Le seul polynôme qui a un degré négatif est le polynôme nul. 
Donc Ei = E 2 et donc G 2 = Gj . Ce qu’il fallait vérifier. 

• Existence. 

on effectue la division euclidienne du polynôme A par le polynôme B ; A = BE + R avec degR < degB et alors F = E + — avec 
E e K [X] et G = -g c/e degré strictement négatif. 


'Proposition 22.3 Ç? Partie polaire d’une fraction rationnelle 

A 

Soit une fraction rationnelle F = — g K (X) et un pôle a e IK de multiplicité k : 
B 


B = (X - a) k B avec B(a) ^ 0 


Il existe un unique couple (C,D) e IK [X] 2 de polynômes tels que 


F 


G 

B 


D 

+ r et deg(D) < k 

(X- à) k 8 


Démonstration 

• Unicité. 

Ci Di C 2 D 2 Ci — C 2 D 2-D1 

On écrit F = -2- + g = + r avec degfDi) < ket deg(D 2 ) < k. On en déduit que — — — = j- et donc 

B (X-a) fc B (X-a) k 8 8 B (X- o) k 

(Ci - C 2 )(X- a) k = (D 2 - Di)B. On en déduit que a est une racine d’ordre au moins k du polynôme (D 2 - Di)B donc du 
polynôme (D 2 - Di) puisque B(a) / O. a est une racine d’ordre S k d’un polynôme de degré < k : Ce polynôme est nul. D 2 = Di 
et par suite Ci = C 2 . Ce qu’il fallait vérifier. 

• Existence. 

Dans un premier temps on ne s’occupe pas du degré de D : Comme B (a) / 0, B et X - a sont premiers entre eux. Il en est donc 
de même pour B et (X - a) k . D ’ après la propriété de Bézout, il existe deux polynômes U et V vérifiant 

A(X) = U(X)(X- a) k + V(X)Ê(X). 

Dans un deuxième temps on s’occupe du degré de D ; On effectue la division euclidienne de V par (X - a) k . U existe deux 
polynômes Q et D avec degD < k tels que 

V = Q(X-à) k + D. 

En remplaçant V, on obtient A - (U + Q)(X- a) k + DB, ce qui donne le résultat en prenant C = U + Q. 


Proposition 22.4 Ç? Coefficient associé à un pôle simple 
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P 

Si une fraction rationnelle F = — est de degré < 0 avec Q(X) = (X- a)V(X), où V( a) ^ 0, la partie polaire de la fraction F 
relativement au pôle simple a est de la forme : 


F 


A 

X-a 


U 

V 


( 22 . 1 ) 


C’est le résultat précédent dans le cas particulier k = 1. 


Remarque 22.4 

Pour trouver le scalaire À, on peut : 

• Multiplier (22.1) par (X- à), puis faire x-a dans la fonction rationnelle associée. On trouve que : 



Utiliser la formule de Taylor pour Q, et obtenir 
le quotient V du polynôme Q par (X-a). 



Cette formule est très utile lorsqu’il est difficile de trouver 


22.2.1 Décomposition en éléments simples dans C (X) 


Théorème 22.5 Décomposition dans C (X) 

P 

Soit une fraction rationnelle F = — e C (X), avec la décomposition du polynôme Q en éléments irréductibles qui s’écrit : 
Q =(X-a 1 ) ai ...(X-a„)°» 


Alors la fraction F s’écrit de façon unique sous la forme 


' An 

i Al2 i 

Ai ttl 

L X-ai 

(X-aU 2 + 

+ (X-ai)«i. 

' A n i 

i À " 2 i 

A„ a „ 

iX-a,, 

+ (X- a n ) 2 + 

+ (X-a„)“« 


où la partie entière E e C [X] est un polynôme nul, ou de degré deg(P) - deg(Q) et où les coefficients À,ÿ e C sont 
complexes. 


Démonstration 

• Unicité. 

On part de l’écriture 


' An + 

Al2 

Alai 

i X-ai 

(X- ai) 2 

+ (X-ai)«i 

' A„i 

A«2 

kn<x n 

(X-a n 

(X-a„) 2 

+ (X-a„)“« 


et on réduit chaque partie polaire au même dénominateur ; 


DlCX) DnW 

(X-«!)“i (X-a„)«» 


Chaque polynôme Dj. = Aj-i (X- af c ) (Xk 1 + • • • + Aj. ajfc vérifie deg(Dj-) < a fc . D’après la proposition 22.3, les polynômes Dj. sont 
uniques. Il en est de même des coefficients k^p, 1 S p S qui sont les coordonnées du polynôme Dj. dans la famille libre 
(X-a fc )“*-P. 

Existence. 

La proposition 22.3 utilisée jusqu’à épuisement des parties polaires donne 

r DlCX) | | D«(X) 

(X-ai)“i " (X-a„)“» 

avec deg(DU < a*;. La fraction rationnelle E est une fraction sans pôle, c’est donc un polynôme. Comme la fraction 
Dl(X) D»(X) 

(X-ai)“i + "' + (X-a„)“» 
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est de degré strictement négatif, E est donc la partie entière de F. 

Il ne reste plus qu ’à obtenir les coefficients Xj. p , 1 « p « qui sont les coordonnées du polynôme Dj. dans la famille génératrice 
(X-a fc ) a *-P. 


| Remarque 22.5 Tous les coefficients Àfc aj . sont différents de zéro. 


Exercice 22.1 

Décomposer les fractions rationnelles F(X) = 


(X-M« 4 H)x aGtX) = ^‘ i " SC(i0 - 


Solution : Pour chaque fraction, tous les pôles sont simples. 

Pour F, en multipliant parX- a où a vaut successivement 1, -1 et 0, on trouve : 

X — 4 _ -3/2 -5/2 4 

(X-1)(X+1)X _ X-l + X+l + X' 

x — 4 

En effectuant un développement limité à l’infini à l’ordre 1 de /(x) = de deux façons différentes on 

—3/2 —5/2 4 

trouve d’une part : /(x) = o(^) et d’autre part : /(x) = 1- h — + o(^). Ce qui est bien cohérent. Cette 

vérification simple et rapide est à retenir. 


PourFQQ = — — on utilise X a = . Les pôles sont les exp ,0 =£ k^n-1. 

Q (X) Q («) F » /’ 

exp f i n— î 

Q(X) -X n - 1, Q'(X) = nX n -\ Q' (exp(^)) = LAi. On en déduit = £ 

\ t il n X"-l fc=0 



Recherche des coefficients associés aux pôles multiples 
P 

On suppose que FCX) = — avec degF < 0 et Q(X) = (X- a)"V(X) avec (V(a) / 0). La décomposition de F s’écrit alors 


Ai À 2 À„ U(X) 

(X-a) + (X-a ) 2 + ”’ + (X- à) n + V(X) 


( 22 . 2 ) 


- En multipliant (22.2) par (X- a) n et en faisant x-a, on trouve X n ; 

- Si n est petit, (n « 2), on retranche - 


— à F, et on recommence pour trouver A,,_i etc ; 
2) n 

Pi (Y) 


- Si n ^ 3, on fait le changement de variables Y = X-a, F(Y) = yny (Y) ’ et ° n e ^ ectue une division selon les puissances 
croissantes (ou un DL(0, n - 1)) à l’ordre n - 1 : 


Pi = Vi («o + «i Y + • • • + a n -iY n : ) + R avec val(R) s* n 


et on trouve les coefficients Ai = a n -\ , X 2 = a n - 2, .... 

Exercice 22.2 

Décomposer dans C (X) les fractions rationnelles F(X) 


X 5 + l 
X(X-1) 2 


et G(X) = 


X+l 

(X-1) 4 X' 


Solution : Pour F, on commence par déterminer la partie entière en posant la division euclidienne de X 5 + 1 par 

X(X - 1 ) 2 . On trouve X 5 + 1 = (X 2 + 2X + 3)X(X - l) 2 + 4X 2 - 3X + 1. On obtient donc E(X) = X 2 + 2X + 3. Donc F(X) = 

On trouve A- 1 par multiplication par X. Pour la partie polaire relative à 1, onposeX- 1+Y. En utilisant les techniques 


X 5 + i v2 w o 1 2 3 

xôô^x +2X+3+ x + ^rr^ + ^n- 

Autre méthode, en utilisant le fait qu ’il n’y a qu ’un seul pôle d’ordre 2 : 
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4x 2 — 3 X +1 ABC 

On détermine la partie entière et on écrit F (X) = X 2 + 2X + 3 + = X 2 + 2X + 3+ — + — — ^ + — — - . On 

détermine A = 1 comme précédemment, etB-2 en multipliant par (X - 1 ) 2 . Ensuite en écrivant le développement limité 
4x 2 — 3x+l a 12 

à 1 ’ infini à 1 ’ ordre 1 de /i (x) = — . On trouve d’une part : fi (x) = o ( -) et d ’ autre part : fi (x) = — + j + 


= — H + q(¥). D’où 

x — 1 X X x 


’où 1 + C = 4 et C = 3. 


pose x = 1 + y. g(l + y) = 


2 +y 


■ . On a A = 1 facilement. Pour la partie polaire relative à 1 , on 

2 ±Z- 


2-y + y 2 - y 3 + o(y 3 ). D’où B = 2,C = -1,D = 1,E = -1. On vérifie après coup que A + E = 1 + (-1) = 0, le coefficient 
de i dans le développement limité à l’infini à l’ordre 1 de g(x). 

. , X+l 12 1 11 

Finalement, — = — + 7 + . 

(X-1) 4 X X CX- 1) 4 (X-l) 3 (X-l) 2 X-l 


Remarque 22.6 Trois astuces à retenir pour obtenir des relations entre coefficients : 

- multiplier par x p et faire x — *■ +00 (ou prendre la partie entière des fractions résultantes) ; 

- Utiliser la parité éventuelle de la fraction ; 

- Donner une valeur particulière à x (x = 0). 

Exercice 22.3 

Décomposer dans € (X) les fractions rationnelles F(X) = et G(X) = — 

(X-l) 4 (X-2 ) 4 (X 4 — 1 r 


Solution : On écrit la décomposition à priori : F(X) = - 


. On pose x = 1 + y, 


on a F(1 + y) 


(X-l) (X— 2) 2 (X — 2) 

3 H - y 3 H - y 

- — et on détermine un développement limité à l’ordre 1 de — = (3 + v)(l + 2 y) + o(v) = 

y 2 (y - i) z (y-D 2 


3 + 7 y + o (y). D’où A = 3 et B = 7. On détermine C = 4 en calculant F(X)(X- 2 ) 2 en 2. En écrivant le développement 
limité à l’infini à l’ordre 1 de F(x) on obtient B + D = 0 soit D = -7. 

= ôdw + + wh? - oéâ- 


On écrit la décomposition à priori : G(X) = 


(X-l ) 2 (X-l) (X+l ) 2 (X+l) 


. On pose x = 1 + y, on a G(1 + y) = 


1+y 1+y 1-y 1 1 

et on détermine un développement limité à 1 ’ ordre 1 de = (1 + y) — ~ — + o(y) = - + o(y) . D ’où A = - 


y 2 (2 + y)‘ 

et B = 0. On écrit aussi G(X) = -G(-X) = 


’(-X-l ) 2 (-X-1) (-X+1 ) 2 (-X+1) (X+l ) 2 (X+l) (X-l ) 2 


(X-l)' 

D’après l’unicité de l’écriture de la décomposition en éléments simples, C = -A = — etB = A=0. Finalement, 


(X 2 -l ) 2 4 i (X— l ) 2 (X+ l) 2 j' 


22.2.2 Décomposition en éléments simples dans IR (X) 

Une fraction rationnele de R(X) est aussi dans C(X). On peut comme telle lui appliquer le théorème 22.5. Comme ses 
pôles non réels sont conjugués deux à deux, on peut additionner les parties polaires correspondant à ces pôles conjugués 
pour obtenir : 


Théorème 22.6 O Décomposition dans IR (X) 

P 

Soit F = — e IR (X), où la décomposition en facteurs irréductibles dans M [X] du dénominateur s’écrit : 
Q = (X- «U" 1 ... (X- a„) a "(X 2 + ÙiX+ ci) Pl . . . (X 2 + b p X+ c p ) a r 
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Alors la fraction F s’écrit de façon unique : 


F E+ ïf Xu + Àl2 +. 

Àlai ^ 

\[x-ai (X- ai) 2 

+ (X- d\) ai j + 

! { A.„i | À„2 ! 

.+ ^ )1 + 

1 X-o n (X- a n ) 2 

(X- «„)“»] J 

! ri PnX+ôn ^ P12X+Ô12 | 

! PlfrX+ÔlfÏ! \ | 

ilx 2 + hiX+ci (X 2 + b\X + ci) 2 + 

(X 2 + hiX+ci)Pi j 

( PpiX+Ôpi Pp2X+Ôp2 

| BpPpX+ôpp p 

+ (x 2 + b p X + Cp + (X 2 + b p X+ Cp ) 2 

CX 2 + b p X+ c p )Pp J‘ 

où la partie entière EeR[X] est un polynôme nul ou de degré degP - degQ, et tous les Xij, p ij, ôij sont des réels. 

Le premier groupe est formé d’éléments simples de première espèce et le second groupe d’éléments simples de seconde 

espèce. 



- La recherche de la partie entière et des coefficients des éléments simples de première espèce se fait comme précédem- 
ment; 

- On peut utiliser une décomposition dans C (X) et regrouper les éléments simples correspondant aux pôles conjugués 
pour obtenir les éléments simples de seconde espèce ; 

- Si X 2 + pX + q — (X - à) (X - a) , on peut multiplier la décomposition par (X 2 + pX + q) k et faire x - a, puis x-~à; 

- Utiliser les remarques précédentes pour trouver des relations entre coefficients. 

Exercice 22.4 

Décomposer dans R(X) les fractions rationnelles F (X) = ^ — -, G(X) = ^ 2+x+1 j2 etH ® = (x 2 + l) 2 (X — ï) 2 ' 


Solution : On a déjà vu la décomposition sur C : F(X) = — £ 


2n k^n(x-exp(^' 

qui correspondent aux valeurs de k opposées. Restent k--n, (pôle -1) et k - 0, (pôle 1 ). Enfin 
>(-2gs) 2cos(^)x-2 

7 v S -t = — t — t • Donc 

X-exp(^J X-exp(-^J X 2 -2cos(^f]x+ 1 


On regroupe les pôles conjugués 


1 1 ï 1 | 1 | t, 1 2 cos(^ï)x-2 \ 

x 2 "-i“^f^ + x r T + è'i X 2- 2cos (M)x + iJ 


Un jour 1 ’ Empereur voulut engager un conseiller qui soit aussi sage que savant. À cette fin il fit réunir tous les prétendants 
au poste dans une pièce fermée par une lourde porte sur laquelle était une serrure aussi imposante que complexe. Il leur 
fit savoir que le premier qui passerait cette porte serait nommé mais qu’ils devaient prendre garde à ne pas bloquer la 
serrure auquel cas tous seraient livrés à leur sort. 

Tous les prétendants se mirent fébrilement à observer, à mesurer la serrure, à effectuer de longs et savants calculs pour 
percer le mystère du mécanisme. Tous sauf un qui méditait dans un coin de la pièce, insensible au brouhaha. Alors 
que 1 ’ excitation était à son comble parmi les doctes savants, 1 ’ adepte du zen se leva, alla droit sur la porte, en tourna la 
poignée et s’en alla. 

La serrure G(X) est déjà un élément simple. Les Empereurs et les interrogateurs sont parfois facétieux. 


On écrit la décomposition à priori : H(X) = - 


AX+B CX + D 


■ . On s ’ occupe de la partie polaire rel- 


(X 2 + l) 2 X 2 + l CX— 1) 

1 + y 

ative au pôle 1. On pose y-x-1, H(1 + y) - — — — 2 . On détermine un développement limité à l’ordre 1 de 

= ^ ^ - i(l - v) + o(v). D’où E = - etF- 

, C(l + y) 2 + l) 2 ^ . 4(1 + y 2 y 4 y * J 4 4 

Calcul de A et B : On multiplie par (X 2 + 1) 2 et on calcule la valeur des deux membres en i. Ai + B = - 
t = D’où A-0 et B - - i. 


-1 + 2Î + 1 —2i 


_1 f #44 1 


2((X 2 + 1) 2 ) l(X-l) 2 J 2(X 2 + 1) (X — l) 2 


Maintenant on multiplie par (X 2 + 1) 2 et on calcule la valeur des deux mem- 
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bres en i. Ci +D = T = D’où C = - etD = 0. 

2(z — l) 2 —Ai 4 4 

„ , X 1/2 X/4 1/4 1/4 

Finalement, + 1)2g _ g = + gTI + ~ X^T' 


Exercice 22.5 

Décomposer dans R(X) la fraction F(X) = 


(Xf l) 3 (X 2 fXf l) 2 ' 


Solution : On écrit la décomposition à priori : F(X) = 
cupe de la partie polaire relative au pôle 1. On pose y -x+ 1, F(y-l) = 
limité à 1 ’ ordre 2 de 


(Xfl) 3 (X+l) 2 X+l (X 2 +X+l) 2 X 2 fXfl" 

1 

On détermine un développement 


y 3 (l-yf y 2 ) 2 
1 + 2y + y 2 f o(y 2 ). D’où A = 1,B = 2 etC = 1. 


(1-y + y 2 ) 2 

Calcul de D et E : On multiplie par (X 2 + X+ 11 2 et on calcule la valeur des deux membres en j. Dj f E = 


- = -1. D’où D = 0 et E = -1. 


l + 3j + 3j 2 f 1 
Calcul de F et G : On soustrait - 


1 


1 


■fl 


1 


(X 2 +X+l) 2 


à chaque membre. Or 


X 3 f 3X 2 f 3X f 2 _ CX + 2)(X 2 fXf 1) 


(Xfl) 3 (X 2 fXfl) 2 (X 2 fXfl) 2 


. Miracle ? Non. Comme on a 


(X 2 fXfl) 2 [(Xfl) 3 J (X 2 fXfl) 2 (Xfl) 3 (X+ l) 3 (X 2 fXf l ) 2 

transformé le pôle d’ordre 2 en pôle d’ordre 1, on est sûr que la factorisation existe ! Maintenant on multiplie par 

X 2 f Xf 1 et on calcule la valeur des deux membres en F/ + G= — ^ — - - -(/ + 2). D’où F = -1 et G= -2. 

J J y + 1)3 

1 1211 Xf 2 

Finalement, — = H f . 

(Xf l) 3 (X 2 fXf l) 2 (Xfl) 3 (Xfl) 2 Xfl (X 2 fXfl) 2 X 2 fXfl 


Exercice 22.6 

Utiliser la décomposition de la fraction F(X) = - 


- pour trouver la limite de la suite de terme général 


S n = L 


“ jfc(jfcf l)(jfcf 2) 


2 [k k f lj 2 [k + 1 fcf 2 
égale donc -. 


X i X + l i X + 2 i °” peM ‘ ,0 ““™ 
. La somme S„ se télescope en - 1 — . La limite de S n 

r O l 1 O O m O 


Exercice 22.7 

a. Soit f la fonction arctan. Décomposer f'{x) dans C (X), puis utiliser cette décomposition pour calculer explicite- 
ment / (n) (x). En déduire les zéros de / f,!) . 

b. Calculeras dérivées successives de F- ÿ. 


c. Calculer les dérivées successives de G - 


1 - 2XcosQf X 2 


Solution : 

_ i _ i r i il 

x 2 f 1 2i [ x— i xfz'J’ 

En dérivant n - 1 fois cette égalité, on obtient / (n) (x) 


_ (-l)” _1 (w- 1)! [ 1 


On peut écrire f {n] (x) = 


(-1 )"-!(«- 1)! (x+£) n -(x-/)" 


2 i [( x-i) n (xf z)”J 

^ 2 + 1 j« • Polynôme P„(X) = — ((Xf i) n - (X- i) n ) est réel, 

de degré n - 1. Son coefficient dominant égale n. Les racines sont les solutions de (xf i)" = (x — i) n , soit xf 

ex p( 2 f î ) + 1 ex P (^fr) + ex P (~ 


i = exppf 2 (x- i), k = 0,...,n-l, soit pour k = l,...,n-l, 

ex P (^J _ ex P 

cotan^j. Ces n - 1 racines sont distinctes caria fonction cotan est strictement décroissante sur ]0;tt[. Ce sont donc 
les n - 1 racines de P„ . Donc / M (x) = - — ^ x - cotan ( — ] 

(x z + l) w x n ' 
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(-!)"(/»- l)![(X-e- ifl ) -(X- e * 9 


(l -2Xcos9 + X 2 )" J 

(X-e - ' 9 )” - (X- e' 9 )” est de degré n- 1. Ses racines sont les solutions de [z-e~ lÿ ) n - [z-e lÿ ) n soit z-e~ lÿ - 

e -i& + knln)_ e m + kn/n) _ sin(Q + knln) 


e 2 iknln( z _ e wy Soit z ^_ e 2 /fai/») = e -« _ e it>^2iknln > soR z , = _,. fc7l/ „_ ffal/B 

w-t 


sin(fcn/w) 


Comme le coefficient dominant de ( X-e l9 )” - (X-e' 9 )” égale -2i«sin9 on en déduit que F (n 1] (x) = 

, . I si nOrnln} I 


(l -2Xcos9+X 2 )” 


Exercice 22.8 

Soit un polynôme P = ^ afcX fc de degré « à coefficients réels n’admettant que des racines réelles simples. 
k=l 

P' 

a. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F = — . 

b. En déduire que Vx e IR, P"(x)P(x) « P'(x) 2 . 

c. En déduire que le polynôme (P') 2 -PP" n ’a aucune racine réelle. 

d. Vérifier que Vfce n - \}a k -\.aic+\ ^ 


a. Comme les racines (.x/cli^k^nde P sont simples on peut écrire — — = £ — — — . On calcule X k = ^ ~ 

PCX) J._^X— Xk P (Xj;) 

,, , P'CX) " 1 

d ou = > . 

PCX) éiX-x, fc 


b. 


On dérive les deux membres (en dehors des pôles) pour obtenir 
galité reste vraie pour les racines de P. 


P"(x)P(x)-P'(x) 2 
P 2 U) ' 


- y < 0. L’iné- 

fc^X-Xk) 2 


Donc les seules racines réelles de (P') 2 - PP" ne peuvent être que les racines de P. Mais si x k est racine de 
PP" - (P') 2 , alors ak serait aussi racine de P' et donc racine double de P ce qui est impossible. 


d. D’après le théorème de Rolle, P' est aussi un polynôme à coefficients réels n’admettant que des racines réelles 
simples. Il en est de même de sa dérivée k-l-ième. On en déduit que Vx e IR, P tfc+1) (x)P (fc_1) (x) « P (fc) (x) 2 . En 
particulier pour x - 0 , P (fc+1) (0)P (fc_1) (0) «P®(0) 2 , soit (k+ l)\ajc + \{k- \)\a k -i « (fcl) 2 a| 

2^2 
donc a k+l a k - x ai « ai. 

K k{k+ 1) *■ 


22.2.3 Moralité 

• On peut traiter les parties polaires séparéments. 

• Il est déconseillé de soustraire la partie entière. 

Traduction du théorème d’existence et unicité : Pour obtenir les coefficients, tous les coups sont permis ! 

• Pour les pôles simples : multiplication par (X- a) et valeur en a , ou P/Q' lorsqu’on ne connaît pas explicitement la 
fraction. 

• Pour les pôles multiples : Division suivant les puissances croissantes ou développement limité. 

• Exploiter la parité ou plus généralement les symétries. 

• Regarder le comportement à l’infini. 

• Prendre une valeur particulière. 
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22.3 Exercices 


22.3.1 Fractions rationnelles 


Exercice 22.9 

Résoudre dans IR, 

111111 1 1 
x x + 2 x + 4 x+6 x + 8 x+10 x+12 x+14 


(x + 4 x+10 J 


14) | 
x = 


( 1 | 1 1 1 \ 

lx(x+14) + (x + 2) (x+12) (x + 4) (x+10) (x + 6)(x + 8)j 

-7 est solution. Pour trouver les autres solutions, on suppose x / -7, en posant y- (x + 7) 2 / ’ équation devient : 


[y-7 2 y-l 2 ) + (y-5 2 

l 2 ,3 2 ) 5 2 ,7 2 oy=19 + 6v / 5 


y- 3 2 J 


(y-7 2 ) (y-1 2 ) (y — 5 2 ) (y — 3 2 ) ' 


> y 2 - 38y + 181 = 0 avec y ^ 


> x = -7 + \/19 + 6\/5 soit x = -7 + \/l9-6\/5 sont les seules solutions autres que x= -7. 


Exercice 22.10 

Soit F e C(X). On suppose qu’il existe Pi,P2,-..,P n dans C[X] tels que : F" + PiF n_1 + ... + P„ = 0(rc& 1) Démontrer 
que F e C[X], Commentaire. 


Solution : On pose F = P/Q, P et Q sont deux polynômes de C[X] premiers entre eux. En chassant les dénominateurs 
on a P” + PiP” _1 Q + ... + P„Q" = 0, soit P” = -Q(PiP" _1 Q + ... +P„Q” _1 ). Donc Q divise P". Comme Q est premier 
avec P” -1 , d’après le lemme de Gauss, Q divise P, donc F = P/Q est un polynôme. 

Sinon, on peut appliquer le résultat de l’exercice suivant pour établir que F n’a pas de pôle. 

Exercice 22.11 

Soit F e COQ. On suppose qu’il existe Gi,G 2,...,G„ dans C(X) tels que : F" + G1F" -1 + ... + G n = 0(n ÿ 1) Démontrer 
que l’ensemble des pôles de F est inclus dans la réunion de l’ensemble des pôles de (Gkh<k*n- 

Solution : On pose F = P/Q, P et Q sont deux polynômes de C[X] premiers entre eux. En chassant les dénominateurs 
on a P" + GiP" _1 Q + . . . + G n Q n - 0. Soit z un pôle de F. z est donc une racine de Q. Supposons que z ne soit un pôle 
d’aucun G^. C’est donc aussi une racine de P" = - (GiP" _1 Q+ ... + G„Q"). C’est donc une racine de P. Ce qui contredit 
le fait que P et Q sont premiers entre eux. 

Sinon, on peut appliquer le résultat de l’exercice précédant : On pose G* = Pfc/Qjt où les Pfc et Qk sont deux polynômes 
deC[X], On appelle M le ppcm des Qk- En multipliant l’ égalité par M n on obtient (FM)"+GiM(FM)" -1 + ...+G ra M" = 0. 
Chacune des fractions Pt = GfcM fc , k n est un polynôme, donc P = FM est un polynôme, donc les pôles de F = P/M 

sont parmi les racines des (G klittcan- 

Exercice 22.12 

Quelles sont les fractions de C(X) qui sont des dérivées (de fractions rationnelles) ? 


X 2 + l 2/ [X-i X+ i 


n’est pas une dérivée. 


Décomposition sur C 

Exercice 22.13 

Décomposer en éléments simples dans C(X), F(X) = - 


Solution : La décomposition s’écrit 


” 1 Ai- 2 i'fcn 

j. =0 X-tOfc 


On utilise la formule Xk- = — - — - - — et donc 

Q'(wfc) nw" 1 n 


F (X) = 1 L^— 

n jfc=o X-0) fc 
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Exercice 22.14 

Décomposer les fractions F(X) = 


(X+1) 3 (X-1) 2 ’ 


X(X-1) 2 



X 2 (X-1) 4 X X 2 X-l (X-l) 2 (X-l) 2 (X-l) 4 ' 


Exercice 22.16 

Décomposer F (X) = 


X(X-1)" 


puis G(X) = 


X 2 (X- 1)"' 


Solution : La partie polaire de F relative au pôle nul est obtenue par multiplication par X : ^ ^ . La partie 

1 

polaire de F relative au pôle 1 est obtenue par développement limité à l’ordre n - 1 de y"F(l + y) 

1 - y + ... + + o(y" _1 ). 

1 1 

Finalement 


l + y 


X(X-1)" (X-l)" (X-l)"- ] 


X-l X 


La partie polaire de G relative au pôle 1 est obtenue par développement limité à 1 ’ ordre n-\ de 

La partie polaire de G relative au pôle nul est + s’obtient par multiplication par X 2 : X] - (-1)". À 2 s’obtient 

par développement limité à l’infini de G(x) à l’ordre 1 qui donne À 2 + (-1)" -1 n- 0. D’où Ài = (-1 ) n n. Finalement, 

1 1 2 | (-1 r-'n | (-1)" | (-1 ) n n 

X 2 (X-1)" (X-l)" (X-l)"” 1 + "' + X-l + X 2 + X ‘ 


Exercice 22.17 

Décomposer F (X) = 


- sur IR. Ecrire une relation de Bézout entre (X+ 1)" et (X- 1)". 


(X- 1)"(X+ 1)" j^i (X- i)"-!+fc (X+ i)"-i+^ 

mine les par développement limité : y = x-l, (2 + y) - " = 2 _ "(l + |) ” = 

1 / y 3y 2 <. 1 x 3 x . . . x (2fc + 1) y fc „ 1 x 3 x ... x (2n+ 1) y"\ 

2" ^ 2 8 2 k kl 2" ni) y 


Exercice 22.18 

Soient ci] , 112 ,..., «t, k nombres complexes deux à deux distincts et non nuis. 

P(X) 

SoitP(X) = (X- «i).(X- a 2 ) ....(X- aj;) et soient Pi (X) = — (1 <i*zk). 

X- ai 

X” x" fc 

1. Mn e N, montrer que la décomposition de — est : — = E n + — 


Quel est le degré de E„ ?. 


a P '(<*/) (X- a/) 

Former une relation de récurrence entre E„ et E n +\. Déterminer les coefficients de E„. 

k a e . k af _1 

2. En déduire Mi e {0, .., fc - 2} p ,^ ^ = 0. Que vaut 2_, p ,^ ^ ? 

3. Ecrire la décomposition en éléments simples de On fera apparaitre les dérivées successives de P aux points 
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1. L’écriture de la décomposition provient de ce que les pôles sont simples. E„ est la partie entière. Elle est nulle 
lorsque n<k et de degré n-k sinon. 

^Ç=xL + x; 


itiP'f cnUK-üi)} 
k af (X- a; + ai) 

= XE ” + £ P'ta,)(X-a,) 

_ VT , ^ a? (X.- ai) ' ^ 

n + h P'fa,0fX-a,0 + h P' fa, O 


D'où E„, = XE„ + £ Los 


gîFCfljJCX-a/) 

= O, . . . , n sont donc les coefficients de E /i+ i . 


2. Puisque les E„, a e {0, k - 1} sont nu/s, on en déduit que les coefficients Y — - — e {0, k - 2} te sont aussi. 

,tï P («0 

k a k ~ 1 fc af _1 

Le premier coefficient non nul est obtenu pour n + 1 = fc : 1 = E^ = XE„_i + > — soit } — = 1. 

P'(a,) 

3. OnposeQQQ - P 2 (X) et on écrit la formule de Taylor à l’ordre 3 :Q(x) = Q(a i -) + (x-a;)Q , (a;) + 5(x-a i -) 2 Q"(a 1 -) + 
|(x-a i ) 3 Q"'(a ! ) + o(x-a ! ) 3 = (x-a,-) 2 (Q"(a i -)/2 + Q"(a,)/6) +o(x-a,-) 3 . On en déduit un développement limité 


en ai de — — — - — - - — 1 1 - ^ 1 + o(x-a,-). On a donc — ^ — = Y — — — 7 + — — — avec Xi = — - — 

P(x) Q"(a,) [ 3Q"(a,) J P 2 (X) ^ (X-a,-) 2 X-a,- 


(x-a,) 2 

■fir 

2Q'"(a,;) 


Q"(«<) = 2P'(a,) 2 et Q '"(a*) = 6P"(a,)P'(a / ). D’où A,- = et p* = 

P'f a,) 2 P'(a ( P 

Remarque : En regardant de développement limité de à l’infini à l’ordre 1, on en déduit que ^ prç^l = 


Exercice 22.19 

PfYl n-lv iJih/n 
Trouver P e C[X] tel que ^ = Ç 


„ . 't, 1 X+ e 2ikn,n p 2e 2, ' fc71 

So,,,, ' 0 ” : Swkôt'Ij 1 - Strass- 


X» - 1 X" - 1 


Exercice 22.20 


Trouver A et B appartenant à R [X] tels que G(X) = £ — — — = ^ . 

(D £ a x - W B ( x ) 

Trouver C et D appartenant à R[X] tels que H(X) = Y -, °? X + = — — . 

y io 2 X 2 + wX + 1 D(X) 


Solution : On obtient — Y — — — = — - — en décomposant — - — en éléments simples sur C. 

n ùjen X- w X»-l F X«-l F 

En dérivant le relation précédente : ^ ^ M ^ ^ 2 . On décompose H (X) en éléments simples sur € : 

avec T = Y — 7 7=7 et S = V — 7 — - = Y = = Y car w > — ► w est une permutation de Q. On 

(ocn to(x-j 2 (fl) a,en w[x-;w) ^x-; w U£n x-;u 

déduit de la première question que S - — , 2 , et comme T = S = . 

J ] X -1 J J X -1 

D’où IlfXi ” ( - 1 : J ) ” (-7» + 7 2 w+ 1 )X» + 1-7 

1 — 7 ( j 2 n X n — 1 + j n X n — 1 j l-j X 2n - (j 2n + 7 n ) X n + 1 ' 
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11 = 0 (mod 3) : H(X) = n = 1 (mod 3) : H(X) - l n = 2 {mo(i 3) : H(X) = x 2 » + X» + 1 

Exercice 22.21 

Décomposer en éléments simples sur C : 


L X(X 2 - 1)' 

2 £ 

’ (X-1) 4 (X 2 + 1) 


3. 

(X- 1)(X" - 1) 

4 i 

(X-1) 3 (X 3 + 1) 


(X 2 -X+l) 2 
' X 2 (X-1) 2 

6 (X - 1) (X - 2) ... (X - « + 1) 
(X+l)...(X+«) 


Solution : 

x 4 + i „ i mm, i 

L X(X 2 -1) X + X-l + X+l' 


. — r = H - + t + r+ h 1- . On trouve A, B, C et D en posant X-l = Y 

(X-1) 4 (X 2 + 1) (X-l) 4 (X-l) 3 (X-l) 2 X-l X-i X+i F 

et en effectuant la division suivant les puissances croissantes de 1 + 6Y + 15Y 2 + 20Y 3 par 2 + 2Y + Y 2 . On trouve 


1 + §Y-fY 2 + fY 3 d’où A = i B=5 C = -f,D=f.E= -r— = 

2 2 4 2 2 2 4’ 2 (j-l)42j -4x2 i 

X 6 1/2 5/2 | 39/4 | 37/2 1/8 ( 1/8 

(X-1) 4 (X 2 + 1) “ 1+ (X-l) 4 + (X-l) 3 +_ (X-1) 2 + X-1 ~ X-i + X+i' 


= — Donc F = - . Donc 


3. On pose t, - exp 


(X- 1)(X" - 1) (X-l) : 

£ 


•+£— j-+ Y ^~k- En posant P(X) = (X- l)(X n - 1),P'(X) = 


tiplie - 


(x-l)(x"-l) 
o[h). D’où A - — etB = - 


par h 2 = (x-l) 2 pour obtenir 


-. Pour le calcul de A et B, on pose x-l - h etonmul- 
n-1 


x n -\ [h + 1)"-1 


On peut aussi multiplier par fraction ^ ^ - Y 

i 

. Donc 


-+om = - 1- 
h n l 

1 1 n -\ n ^} i, k 

(X-1)(X”-1) " «(X-l) 2 " 2n(X — 1) + «(C fc -l)(X-<; fc ) 

C* 


. Or - 


d — i; fc )cx— c fc ) ’ 


Sn(X-Ç*)' (X- l)(X-«; fc ) (l-Ç fc )(X-l) 

1 1 , V ( k , V t, k 

= t + ) ; 1 > -, ~r, ce qui donne 

(X-1)(X»-1) «(X-l) 2 ^«(1-^)(X-1) ^i«(Ç fc -l)(X-i; fc ) 

_ 1 1 


le même résultat si l’on sait que Y — = . En effet, on a Y - 

4 £1«(1-Çfc) 2 « ^«(X-Ç*) X»-l «(X-l) 


X-l [1+X+...+X»- 
1 + ... 


— - - • On pose /(x) = - 


1 + X + ... + X' 

= . Donc Y — t , ce qu’il fallait démontrer. 

2 « £ x n{ 1 -< fc ) 2n 


1 + ... + (« — l)x n 

«=r- f W = ~ (1 + j:+... + j:" -1 ) 2 donc f m = 


Ceci dit on peut démontrer plus simplement ce résultat sans fractions : S - Y T - Y ; : 

«(1-C fc ) ic^i «K“ fc - D 

ra-l j 

Y — — ^ — — e« sommant de n - 1 à 1. Donc S égale la demi-somme de ces deux sommes : 




2 j £il«(l-Çfc) «(C fc - 1) I 


(X-1) 3 (X 3 + 1) (X-l) 3 (X-l) 2 X-l X+l X+j X + j 2 


Soit x = 1 + h, 


2l + | h+\h 2 2 

E = 


= - (1 - \h + \h 2 ) + oOi), d’où A = -, B = 


(-2)3(1- 1 + 1 


(i + i) 3 (i — y) ( — y + j 2 ) (j + i) 3 (i — y) 2 7 (1-1 2 ) 2 (1 + 1)1 (i - 2j 2 + j}{%+ j)j 3(1 + j 2 )j 3 j 2 

1/2 3/4 3/8 1/8 j/3 j 2 ! 3 


Donc F = — .Finalement 


(X-1) 3 (X 3 + 1) (X— l) 3 (X-l) 2 X-l X+l X+j X+j 2 ' 


X 2 -X+l 1 1 (X 2 -X+l) 2 112 2 2 

"xix^TT = 1 ~ x + 5TT En e,evanl a “ cme ; x-ix-if =1< 'g < 'pëTtf-x- f F^-xpïrT) = 1 + 
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6. Tous les pôles sont simples 
i-l) n ~\n+k-iy. 


(X — 1) (X — 2) ... (X — ra + 1) « Afc 

«Trt = £ ïïï av “ = 


ifc!(Jb-Mk-i) fc - 1 («-*)l 

(X — 1)(X— 2) .. . (X — 7î + 1) 
(X+l)...(X+w) 


(X+l) 
X+k 


(-fc-l)(-fc- 2 )...(-fc-n+l) 

(-fc+l)...(-l)-l...(X+/i) 




Décomposition sur IR 

Exercice 22.22 

Décomposer dans IR(X), la fraction : 

F(X)= (X 2 + 1)(X-1 ) 4 


Solution : Puisque degF = -6 < 0, il n’y a pas de partie entière et la décomposition de F en éléments simples s’écrit : 

r _ «1 | «2 | a-i | «4 | txX+P 

“ x - 1 + (X- l ) 2 + (X- l ) 3 + (X- i ) 4 + x 2 + 1 

Cherchons les coefficients associés au pôle multiple en utilisant la méthode du DL. Posons y-x-l et calculons 


~ y 4 (2 + 2y+ y 2 ) 2 y 4 1 + (y+ Z } 


On effectue ensuite le DL(3,0) de — - — avec u — y + 4- : 
1 + u * 


- = 1 - u+ u 2 - u 3 + 


/(y3-^ ï (i-(y+A+ ( y+Ç )2 -(y+f) 3 + ...)= i ^(i-y+Ç+o./ + ...) = 


(on ne garde dans la parenthèse que les termes de degré ^ 3 ) et alors ai - 0 , «2 = -, «3 = - 

4 

Ensuite, en multipliant F par x en en faisant x — *■ oo, on trouve ai+a-0, d’oùa-0. 

Ensuite, en faisant x-0, on trouve 1 = -ai + «2 - «3 + «4 + P d’où P = — . Finalement : 

4 


1 1 

1 1 
^«4 = -- 


4y 2 + 


1/4 -1/2 1/2 -1/4 

(X- l ) 2 + (X- l ) 3 + (X- l ) 4 + X 2 + 1 


Exercice 22.23 

a) Décomposer dans IR(X) la fraction ^ 

b) En déduire la décomposition dans IR(X) de 

1 

X 3 (X 3 + 1) 


Solution : Puisque i il vient que 

1 1 1 
X 3 (X 3 + 1) “ X 3 “ X 3 + 1 

et il ne reste qu’à décomposer 


1 1 5 1 X— 2 

X 3 + l " (X+1)(X 2 -X+1) “X+1 _ 3X 2 -X+1 
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Exercice 22.24 

Décomposerai éléments simples dans IR(X), 


(X 2 + l) 2 -X 2 ' 


Solution : Utiliser la parité de la fraction pour trouver des relations entre coefficients. Finalement : 


Exercice 22.25 

Décomposer dans R(X) 


(X+1)(X 2 + 1) 2 ' 


Solution : 

1 1 1 X-l 1 1 


~ 4 X + 1 + 4 (X 2 + 1) + 2 CX 2 + l) 2 


Exercice 22.26 

Décomposer dans R(X) la fraction 


Solution : 

2 2 1 


X 2 “ X 2 + 1 ~ (X 2 + l) 2 


Exercice 22.21 
Décomposer——^— 


2(X-1) (X+l) 2 2(X+ 1) 


Exercice 22.28 

Soit un entier n>l. Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle suivante : 


Solution : Les solution de z 2n +1 = 0, soit z 2n = e m sont les Zk = exp ( t2fc ^ * )nT ),0 « k « 2n - 1. On a ^ 2 1 + j = 

Y ^ k avec À;- = — - — = !■ — - - -—.En regroupant zr avec zon-i-k = ~zJc, on obtient 

to^-Zk P '(Zfc) 2 nzl"- 1 2 n B F 

1 l-i cos(^iM)x-l 

X 2 « + l nh 


"oX 2 -2Xcos(^^ilî)x+l 


Exercice 22.29 

Décomposer ^ ^ en éléments simples sur R. 


Solution : X 4 + 1 = X 4 + 2X 2 + 1 - 2X 2 = (X 2 + 1) 2 - 2X 2 = (X 2 + 1 + v^XHX 2 + 1 - >/2X). 

1 AX + B A'X + B' 

Donc la décomposition s écrit a priori : — = — + — . 

X 4 + l X 2 + \/2X + 1 X 2 — \/2X + 1 
T ^ 1 AX+B A'X+B' 

La traction est paire. Donc, comme - 


X 4 + l X 2 + V / 2X+ 1 X 2 -x/2X+f 

-AX+B -A'X + B' 


en changeant X en -X on obtient — — r — 

X 4 + l X 2 - V / 2X+1 X 2 + V / 2X+1 

déduit que A = - A' et B = B' . Pour x - 0 on trouve 1 = B + B' d’où B = B' = 


D’après l’unicité de la décomposition, on en 
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Pour x-i on trouve - = 


1 Ai + 2 — A i + 2 


iV 2 


-iV2 ’ 


1 V2l V2 + 


y/2-X 


X 4 + l 4 ^X 2 + >/2X+l X 2 - v / 2X+lj 


Exercice 22.30 

Soit ne. N* Démontrer qu’il existe un unique polynôme P„ tel que P„ X + — = X n + — . Quelles sont ses racines ? 

\ X) X 

Décomposer — en éléments simples sur R. 


Solution : Unicité : On a Vx e K,P n ( 2 ch x) =2 ch nx. Deux solutions coïncideraient sur un ensemble infini et seraient 
donc égales. 

Existence : Par récurrence, on a Po(Y) = 2, Pi (Y) = Y et comme |x" + Aj |x + = |x" +1 + — j-| + |x" _1 + | 

d’oùYP^m^p^+im+Pn-im. 

T n est un polynôme de degré n qui vérifie aussi V x e R , P„ (2 cos x) = 2 cos nx. Donc P„(2cosx) = 0 lorsque nx= j + kn 
soit x/c = ( 2 fc 2 V )1T ce 9 UI f° urn it n racines distinctes en prenant k = 0,...,n — l. Ce sont donc les n racines simples de P n . 

On en déduit — - — = y ^ 7 avec kir - — 7 7 — . En dérivant 1 ’ égalité P„ (2 cos x) -2 cos nx 

P„(X) £ oX -2cospgp) p' n ( 2 c os(^p)) 

on trouve -2sinxP n (2cosx) = -2«sin«x d’où Xr = s 7 rr = (- 1) ” n sin ( t 2 fc+ 1 ) 71 1 . 

P^ 2 c 0 s(M)) 1 2 " > 


Exercice 22.31 

Décomposer en éléments simples sur IR ; 


2. 


x 5 + 2 

(x 2 + x+l) 3 
1 

(X 2 + 1)(X 2 +X+1) 


1 (X 2 + 1) 4 (X 2 +X+1 ) 2 

4 * 

■ X 4 -2X 2 cosQ + 1 


3X 2 - 2X + 5 
' (X 2 -X+1) 3 (X 3 + 1 ) 2 


1. On effectue la division euclidienne de x 5 + 2 par x 2 + x + 1 : x 5 + 2 = (x 3 - x 2 + l)(x 2 + x + 1) - x + 1, d’où 
x 5 +2 x 3 -x 2 + 1 -x+1 ^ q 9 9 _ , 

— 7 ^ 7 7 + — 7 5 -. On réitéré : x - x z + 1 = (x - 2)(x z + x + 1) + x + 3. Fmalement, 

(x 2 + x+l ) 3 (x 2 + x+l ) 2 (x 2 + x+l ) 3 

x 5 +2 -x+1 x + 3 x-2 


(x 2 + x+l) 3 (x 2 + x+l) 3 (x 2 + x+l) 2 x 2 + x + 1 

1 _ AX + B | CX + D 

■ (X 2 +1)(X 2 +X+1) “ X 2 + l + X 2 +X+1 
d’où A = -l et B = 0. On multiplie par X 2 +X+l et on regarde en j pour avoir Cj + D 
1 X X+1 


On multiplie par X 2 + 1 et on regarde en i pour avoir Ai + B = - = — i 

1 l 1 .2 

i^=- l -r- ] = 


1 + 7 d’où C = 1 et D = 1. Finalement 
3. D ’ après 1 ’ exemple précédent, 


(X 2 + 1)(X 2 +X+1) X 2 + l X 2 +X+l' 
1 X X+1 


(X+1 ) 2 


X 


X 2 +X+l (X 2 + l ) 2 X 2 + l X 2 +X+l 
X 2 2X(X- 1) 2X 2 


(X 2 + 1) 2 (X 2 +X+1) (X 2 + l ) 2 (X 2 +X+1)(X 2 + 1) 

X-l X , 1 

En elevantau carre 


X XCX+1) 

~(X 2 + 1) 2 “ X 2 + l 
1 _ X 2 (X-l ) 2 

(X 2 + 1) 4 (X 2 +X+1 ) 2 “ (X 2 + 1) 4 + (X 2 + 1 ) 2 ' 1 


(X 2 + X+l) 2 (X 2 + l) 3 (X 2 +1) 2 (X 2 +X+1) (X 2 + 1)(X 2 +X+1) (X 2 + l) 3 (X 2 + l) 4 X 2 + l (X 2 + 1) 2 

1 X+1 2 2(X+ 1) 2 2(X+ 1) 2 2(X+ 1) 

X 2 +X+ 1 _ (X 2 +X+ l) 2 + (X 2 + 1) 2 " (X 2 + l) 3 " (X 2 + l) 2 + (X 2 +X+ 1)(X 2 + l) 2 “x 2 + 1 + (X 2 +X+ 1)(X 2 + 1) " 
1 1 1 2X 1 X+1 2 2(X+ 1) 2 

(X 2 + l) 3 _ (X 2 + 1) 4 + X 2 + l _ (X 2 + l) 2 + X 2 +X+l ~ (X 2 +X+l) 2 + (X 2 + l) 2 _ (X 2 + 1) 3 _ (X 2 + 1) 2 H 

2X(X + 1) 2(X- 1)(X+ 1) 2X(X+ 1) 2 2(2X+1)(X+1) 2(2X+1)X_ 1 11 

' (X 2 + l) 3_ (X 2 + l) 4+ X 2 + r 


X 2 +X+l 

2X 


X 2 + l 
1 


X 2 +X+l 
2(X+ 1) 


X 2 + l 
+ 2- 


-2+ - 


(X 2 + l ) 2 X 2 +X+l (X 2 +X+l ) 2 (X 2 + l ) 2 (X 2 + l ) 3 (X 2 + l ) 2 X 2 +X+l X 2 + l X 2 + l 
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2(X— 1) 2 . 2(X— 1) 

(X 2 + l) 2 (X+)+ X 2 +X+l 

2X-3 
X 2 +X+l 
X 2 


2(X — 2) 
“ X 2 + l 


2X+ 1 -4X + 2 -2X + 5 


(X 2 + l) 4 (X 2 + l) 3 (X 2 + l) 2 X 2 + l (X 2 +X+l) 2 


1 


X 


1 


X 


X 4 -2X 2 cos9+ 1 4cosf X 2 -2Xcos| + l 4cosf X 2 + 2Xcos| + l 
Si cos | = 0(9 = 7i + 2fcjr); F(X) = - 
3X 2 - 2X + 5 


(X 2 + l) 2 X 2 + 1 ' 

3X 2 — 2X + 5 

On commence par écrire une relation de Bezout entre (X 2 -X+l) 5 — 


' (X 2 -X+1) 3 (X 3 + 1) 2 (X 2 -X+1) 5 (X+1) 2 

X 10 -5X 9 + 15X 8 -30X 7 + 45X 6 -51X 5 +45X 4 -30X 3 + 15X 2 -5X+ 1 et (X+ 1) 2 = X 2 +2X + 1. 

On trouve X 10 - 5X 9 + 15X 8 - 30X 7 + 45X 6 - 51X 5 + 45X 4 - 30X 3 + 15X 2 - 5X + 1 = (X 8 - 7X 7 + 28X 6 - 

79X 5 + 175X 4 - 322X 3 + 514X 2 - 736X + 973) (X 2 + 2X + 1) + 243(-5X + 4) X 2 + 2X + 1 = (- -x- -} — (-5X + 

1 3 5) 405 

4) + — . D’où 243 = 3 5 = (-5X 9 + 29X 8 - 98X 7 + 227X 6 - 401X 5 + 560X 4 - 638X 3 - 449X + 79) (X + l) 2 + 
(SX + 6)(X 2 - X + l) 5 . En multipliant par 3X 2 - 2X + 5 : ^ g2 1)2 = ^ + ^ + + ^ X + 30 + 

-15X 11 + 97X 10 - 377X 9 + 1022X 8 - 2147X 7 + 3617X 6 - 5039X 5 + 5864X 4 - 5729X 3 + 4589X 2 - 2719X+ 1185 
(X 2 -X+l) 5 ' 

On effectue ensuite les divisions euclidiennes successives pour trouver les éléments simples : 
, , , 15X 3 + 8X 2 + 13X + 30 42 10 

15X 3 +8X 2 + 13X+30 = (15X— 22) (X 2 +2X+ 1) +42X+52. D’où (x+ïj 2 * !5X-22+ — y + — 

De même -15X 11 +97X 10 -377X 9 + 1022X 8 -2147X 7 +3617X 6 -5039X 5 + 5864X 4 -5729X 3 +4589X 2 -2719X + 
1 185 = (- 15X+ 22) (X 2 -X+ 1) 5 - 42X 9 + 242X 8 - 812X 7 + 3392X 6 - 5486X 5 + 4424X 4 - 4844X 3 + 4184X 2 - 2594X+ 
1163, — 42X 9 +242X 8 -812X 7 +3392X 6 -5486X 5 +4424X 4 -4844X 3 +4184X 2 -2594X+1163 = (-42X+74)(X 2 - 
X+ 1) 4 -96X 7 + 1980X 6 -3504X 5 +2346X 4 -3240X 3 +3276X 2 -2256X+ 1089, -96X 7 + 1980X 6 -3504X 5 +2346X 4 - 
3240X 3 + 3276X 2 -2256X+ 1089 = (-96X+ 1692)(X 2 -X+ 1) 3 +2148X 5 -8478X 4 + 9180X 3 -7164X 2 +2916X-603, 
2148X 5 - 8478X 4 + 9180X 3 - 7164X 2 + 2916X - 603 = (2148X - 4182) (X 2 - X + l) 2 - 5628X 3 + 9678X 2 - 
7596X + 3579, -5628X 3 + 9678X 2 - 7596X + 3579 = (-5628X - 1578)(X 2 - X + 1) - 5124X + 5157. D’où 
- 15X 11 + 97X 10 - 377X 9 + 1022X 8 - 2147X 7 + 3617X 6 - 5039X 5 + 5864X 4 - 5729X 3 + 4589X 2 - 2719X + 1 185 


-42X+74 

f X 2 -X+l T (X 2 -X+l) 2 
3X 2 - 2X + 5 
’ (X 2 -X+1) 3 (X 3 + 1) 2 
i 10 -42X+74 


(X 2 -X+l) 5 

-96X+ 1692 2148X — 4182 -5628X-1578 -5124X + 5157 

' (X 2 -X+ 1) 3 + (X 2 -X+l) 4 + (X 2 -X+l) 5 ' 


-96X+ 1692 2148X — 4182 -5628X-1578 -5124X + 5157) 


243 U+l (X+l) 2 X 2 -X+l (X 2 -X+l) 2 (X 2 -X+l) 3 (X 2 -X+l) 4 (X 2 -X+l) 5 )' 


Calcul de primitives 

Exercice 22.32 

Calculer les primitives des fonctions suivantes :(a, b et c sont non nuis et distincts deux à deux). 


2. 

3. 


5. 

6. 

7. 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


dx 

x(l-x 2 ) 

(2x + 3) dx 
x(x-l)(x + 2) 
x 2 dx 

(x-l)(x-2)(x-3) 
(2x + 3) dx 
(x 2 -1)(2x + 3) 
xdx 

x 4 - x 2 - 2 
dx 

x 3 + 3x 2 - 4 
x 2 dx 

(x-àKx-bKx-c) 


8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 


! 

! 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


dx 

(x 2 + a 2 )(x 2 + b 2 ) 
xdx 

{x 2 + a 2 ) (x 2 + b 2 ) 
x 2 dx 

(x 2 + a 2 ) (x 2 + b 2 ) 
x 3 dx 

(x 2 + a 2 )(x 2 + b 2 ) 
xdx 

(x+l)(x + 2 ) 2 
x 2 dx 

(x+l)(x + 2) 2 
dx 

x 3 — X 2 ~ X + 1 


15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 
21. 


! 

/ 

/ 

I 

/ 

/ 

/ 


dx 

(x 2 - 1) 2 
dx 

x 2 (l-x) 2 

x 2 dx 

x 2 (l-x) 2 

dx 

x 2 (x 2 -l) 2 
(3x + 2) dx 
x(x+l) 3 
dx 

(x 2 -l) 3 
(x+l)dx 
x(x 2 + 1) 
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22. 

23. 

24. 

25. 


r dx 

J T^x* 

r x 2 dx 

J 1 — X 4 
r dx 

J ï+3? 

r xdx 

J TT3? 


26. 

27. 

28. 


29. 


/ 

/ 

/ 

/ 


dx 

(1 + xHl + x 2 ) 
x 2 dx 

(l + x)(l + x 2 ) 
x 2 dx 
x4 + x 2 -2 
x 2 dx 

x 4 + 3x 2 + 2 


30. 

31. 

32. 

33. 


/ 

/ 

/ 

/ 


x 2 dx 

(x-l) 2 (l + x 2 ) 
(x 2 - 1) dx 

X 4 + X 2 + 1 

dx 

X 4 (l + x 2 ) 
x 3 dx 
(x 2 + l) 3 


Solution : Cfc désignant une constante qui dépend de l’intervalle d’intégration considéré. 

1 / xd-^x 2 ) =ln l x l-^Ml 1 -* 2 l) + c fc 

2 f_(2x + 3)dx 

J x 


x(x- l)(x + 2) 3 

x 2 dx 


= -ln|x— 1| ln|x|- -ln|x + 2|+Cfc 


3. ( 

J (x — l)(x — . 


2) (x - 3) 2 

3) dx 


ln|x-l|-4ln|x-2| + -ln|x-3| + C fc 


/ (/- w;: 3 , - -g»»** 

- r dx 1 1 , Ix-ll 

J x 3 +3x 2 -4 3(x + 2) + 9 n | x + 2 | + k 

6 2 , . c 2 , , , 


1) (2x + 3) 2 
xdx 1 , I x 2 -2 I 


_ r xdx 1 , I x 2 -2 1 

5 - J^^ = 6 ln |^n| 

7. f — x2dX 
J (x- 


a)(x- fo)(x- c) (a- 6 )(a-c) ( b-c)(b-a 1 

8. f —g — -j- = 2 1 2 f~ arctan (~) - j; arctan ( t| 1 + c 

J (x 2 + a 2 )(x 2 + b 2 ) b 2 -a 2 [a la> b lb>) 

1 , ( x 2 + a 2 \ „ 


' / (x 2 + 

' / (x 2 ? 


a 2 )(x 2 + 6 2 ) 2 ( 6 2 - a 2 ) U 2 + 6 2 j 


(x 2 + a 2 ) (x 2 + b 2 ) a 2 -b 2 V 


f 


■ dx 


1 


a 2 )(x 2 + b 2 ) 2 [b 2 - a 2 ) 

xdx 2 , |x 

t = + In — 

l)(x + 2) 2 x + 2 | x 


(a 2 ln(x 2 + a 2 ) - b 2 InCx 2 + b 2 )) + C 
x 2 dx 


- = ilnl- 


x +1 1 


x 2 -x+l 4 I x— 1 1 2(x- 1) 

dx | x | 2 x - 1 „ 

(l-x ) 2 lx+ll x(l-x) 

dx 3, |£-lj 1 1 x 

1 x + 1 1 


+ C* 19. f^ + 2) t- 
J x(x+l ) 3 


/ 

' / X 2 (X 2 - l) 2 “ ” 4 U1 1 X+ 1 r X _ 2 X 2 - 1 
r dx _ 3 I x- 1 1 3 x 1 x 

■ J (x 2 -l ) 3 _ 16 n | x + 1 1 + 8 x 2 - 1 _ 4 (x 2 - 1) 2 + 
r(x+l)dx ,|x| _ f dx 

J x(x 2 + 1) IsffîTïl J 1-X 

r x 2 dx 1 , |x+l| 1 

. / 7 = -ln — arctanx + Cfc 

J l-x 4 4 | x— 1 1 2 k 

— x+H s/3 (2x-l\ „ 

T arctan l^rJ +Cfc 


13. f- 

J (; 

r dx _ 1 I x + 1 1 x 
5 ' J (x 2 -l ) 2 ~ 4 ln |x-l| 2 (x 2 -) + * 

l7 !x 


-Il 1 X 

+I _ 2 x 2 — 1 4 


\/3 . 
(2x-t\ 


24. f * .4 w 

J 1 + x 3 6 i (x+ 1) 2 

r xdx î, [x 2 -x+n 
J 1 + x 3 6 l (x+ 1) 2 j 3 

26. f — r- = -ln|x+l|- iln(x 2 + l)+ iarctanx+Cfc 

J (1 + xKl + x 2 ) 2 4 2 

/ JÇ 2 ^ 1 1 

ÏÏT - ÏÏÎT - 5J = -l„| I+ l| + 3 W + l)--,rc,an, + C i 
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1 , I JC- 1 I y/2 ( X \ 

- - - ln + — arctan — — + C v 

2 6 | jc+l | 3 [y/2) 


28 -h 

29. [ . X ClX . — = ln(x 2 +2)-- lnfx 2 + 1) + C 
J x* + 3x 2 + 2 2 

3 a f— 

■f£ 


— = H= -ln|x- 1| - iln(x 2 + 1) 4 

1) 2 (14#} 2 ' 4 2(x- 1) 


f dx 

■ J JC^d + X 2 ) - 


arctanx4- — — j +Ck 


,3 f-^L: 

J (X 2 4l) 2 


2x 2 4- 1 
4(x 2 4- l) 2 


+ c 


Exercice 22.33 

Calculer les primitives suivantes : 


r dx 

■ J x(x 2 + l ) 2 

2 f (X+1 )dx 
' J (x 2 4- 4x 4- 5) 2 
r (1 -x 2 )dx 
J (x 4 -x 2 4l) 


r (x 4 +d 
f X 2 — X 4 

' J X 5 4 2x 3 4 
r x 4 4- 4x 

• J (x 2 -l) 3< 


7 '/ 

8 '/ 

*/ 


x 4 dx 
(x 4 + l) 2 
dx 

dx 

(X4l) 7 -X-1 


r dx r xdx i r dt î a b c „ A „ , 

1. J r r = / — — r = - J = — 4 r 4 . On trouve A - 1 et en développant 

J x(x 2 4 l) 2 J X 2 (X 2 4 1) 2 2 J t(t+ 1) 2 1(14 l) 2 f (14 l) 2 1 41 

dx 


x(x 2 4 l) 2 J X 2 (X 2 4 l) 2 2 J 1(14 l) 2 ' f (î 4 l) 2 

S -l-/z4o(ft) on trouveB = -1 etC = -1. Donc J 


-14 h 
1 

2(x 2 4 1) 


x(x 2 4 l) 2 2 I f 4 1 I 2(14 1) 


_ , o f (u-l)dw r udu f du r u 2 du 

2. Puisque x 2 4 4x4 5 = (x4 2) 2 4l, en posant u-x + 2, on a I — t T - / — t r - I 4 / — = 

J {.U 2 4 1) 2 J (w 2 4 1) 2 J U 2 4l J (M 2 4l) 2 
1 r udu . , f (X4 ■" 

— r arctan u 4 / u — -, et en mteerant par parties la dermere intégrale, / — r — 

Km 2 4 1) J (W 2 4l) 2 o f f J (x 2 4 


2(m 2 4 1) J (M 2 4l) 2 ’ * r r b ’ ) (x 2 44x45) 2 

1 U 1 U 4 1 1 X 4 3 1 

r arctan u r h - arctan u + C- arctan u + C r arctan(x 4 

2(m 2 4 1) 2{u 2 4 1) 2 2(m 2 4 1) 2 2(x 2 4 4x4 5) 2 

2} 4 C. 


3. Le dénominateur est (x 2 4 \/3x 4 l)(x 2 - \/3x 4 1). D’où 
(1 -x 2 )dx 


) dx 


75 + 2 




r (i - x ) dx î r 2 m , r 2v , î , ? i 

I n — rr = / “d — r du ~ I — r dv ' + - 

J (x 4 — x 2 4 1) 2\/3 J u 2 + \ J v 2 + \ 2y/3 4 


r (x 4 +i )dx _ r «x 4 -x 2 +v 
J X 6 4l J (X 2 +I)i 


) - ln(i> 2 4 -)) 4 C = 


f dx r dx r 

J OC 2 41 J X 4 -X 2 + l J 1 

/ dx T dx C x 2 +l-i 

1+x 2 J x 4 -x 2 +l J x 6 + 


f dx f j^+ldx f xïdx 

= arctanx4 / / h / 

J x 4 -x 2 +l J (x 2 +1Hx 4 -x z +1) J 1+x 6 

/ dx f dx 1 o 

— ■ — / — — - — 4 - arctanx 

x 4 -x 2 +l J x 4 -x 2 +l 3 

= arctanx 4 - arctanx 3 4 C. 
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Vérification en dérivant : 


1 x 2 1 x 2 

1 + x 2 + 1 + x e ~ 1 + x 2 + (1 + x 2 )(l - x 2 + x 4 ) 
_ l-x 2 + x 4 + x 2 

- 1 + x 6 
x 4 + l 

- x 6 + r 


Maintenant, 


1 1 x 2 — 3x 1 

arctan x + - arctan x 3 = - arctan — h - arctan x 3 

3 3 3x 2 - 1 3 


3x(l-x 2 ) 


c — x + 2 


C 

+ ■+ 

x+1 


Dx + E 


. wii su« — p 7 - — — t r r — . Par division suivant les puissances 

x 5 + 2x 3 + 3x 2 x 2 (x+ l)(x 2 - x + 3) x 2 x x+1 x 2 -x + 3 F 

2 7 4 _ 

croissantes de 2- x par 3 + 2x on trouve A - - et B = — . C = — . Les racines de x 2 - x + 3 = 0 sont a et a, 

3 9 5 

a 2 - a + 2 a-3-a+2 -1 1 1 


avec aa = 3 et a + a = 1. On a Da + E = 


a + 6 


a + 6 

cxtx + 6(a + a) + 36 3 + 6 + 36 

-V — 7 Y — 

En écrivant 


7-a 


a 2 (a+l) (a-3)(a+l) a 2 -2a-3 a-3-2a-3 a + 6 


1 


D’où D = etE = — . 


13 


26 


: 2 - x + 3 x 2 - x + 3 2 ( x _i) 2 + fi x 2 -x + 3 11 1 | ^x-ij 2 ’ 

t — — -5 — —^dx = -?-- 1 - ln|x| + ^ln|x+l|- -j-ln(x 2 -x + 3) + 13 _ arctan \^=\ + C 

; 5 + 2x 3 + 3x 2 3x 9 5 90 45VTÏ l Vïî ) 


— x + 2 


/ 

r yHy 1 Y^-t-d 1 r q r 2 1 Y^-t-d 3 Y 

6. En intégrant par parties, f (x + t -J — ix , 

3 r dx _ 1 x 3 +4 3 x 3 I x+1 1 

8 J x 2 -1~~4 (x 2 - l) 2 _ 8 x 2 -l _ Ï6 ln |x-l| + k ' 

7 f x — — - X + I f dx 

J X (x 4 + l) 2 “ 4(x 4 + 1) + 4 J x 4 + 1 ' 

V2 [ s/2 + x y/2-x 1 „ , 

7= 4 — , d ou 

4 \x 2 + s/2x+1 x 2 -s/2x+1) 

r x 3 dx x 

J X (x 4 + 1) 2 ~ _ 4(x 4 + 1) + 

8. (a) 


On a déjà vu la décomposition 


16v/2 


16\/2 


8\/2 


8>/2 


= -ln|x 6 - 1| -ln|x| + C. 
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1 o i au 

Avec = u d’où du - - ^ dx, — dx- — — . L’intégrale devient : 

fJz dx= -îfïï^ du 

‘-\iû du 

‘ÛB du 

= ^ ln 1 1 - m 2 | + C 

= -(ln|x 6 -l|-61n|x|) + C 
6 

= ^ln|x 6 -l|-ln|x|+C 

9. Soit P (X) = (X + l) 7 - X - 1. On a P(0) = 0, P(-l) = 0. D’où P (X) = 7X(X + 1) (X 4 + 2X 3 + 3X 2 + 2X+ 1). X 4 + 2X 3 + 
3X 2 +2X+ 1 est un polynôme réciproque. C’est X 2 |x 2 + ^ +2 + 2X + 2^ + lj. En posant Y = X+ on cherche 

les racines de Y 2 +2Y+1, -1 (racine double). On cherche donc les racines de X+ — + 1 soit j et - j . Finalement, 


P(X) = 7X(X+ 1)(X 2 +X+ l) 2 . On décompose donc la fraction 
EX+F 

«i*i* 


X 2 +X+l 


A= 1, ] 


X(X+1)(X 2 +X+1) 2 X X+l (X 2 +X+l) 2 

1 

1. D’où C = 0 et D = -1. Par soustraction, 


1 


1 


1 


X(X+1)(X 2 +X+1) 2 (X 2 +X+l) 2 X(X+1)(X 2 +X+1) 

cul précédent, donne aussi E = 0etF = -l. Donc 


La partie polaire de cette dernière fraction, par le cal- 
1 111 1 


X(X+1)(X 2 +X+1) 2 X X+l (X 2 +X+l) 2 X 2 +X+1‘ 

dx 2 (2x+i\ _ . , 

—p arctan I +C. Bn intégrant par parties, 


En écrivant x 2 + x+ 1 = (x + |) 2 + , on obtient J x2 + x+l ~ 

f dx _ x f x(2x+ 1) dx _ x r 2) dx 1 f (2x+l )dx 3 f dx 

J (x 2 + x + 1) 2 x 2 + x+l + J x 2 + x + 1 x 2 + x+l + J x 2 + x + 1 2 J (x 2 + x + 1) 2 2 J (x 2 +x + 

soi, f 


(x 2 + X+ l) 2 


x r dx il 3 r dx n r 

x 2 + x+ 1 + 2 J x 2 + x+ 1 + 2 x 2 + x+ 1 2 J (x 2 + x+l) 2 ° nC J 


' (x 2 + x+l) 2 2 J (x 2 +x+l) 2 

dx n f dx 

W Do “ J 


3 V3 


+ C. Finalement, 


I x I 10 ( 2 x+l\ 1 2x+ 1 

i — arctan = 4 

Ijc+ll 3\/3 { V3 ) 3 x 2 + x+l 


Exercice 22.34 

Calculer les primitives des fonctions suivantes : 


r 

' J x 2 + l 

■f 


tan x- tan a 


cosx-cos3x 


■/ 

■/VM' 

f 


/ tan xd; 
l + sin3 

/ 


2chx+ shx+ 1 


Solution : 


1. On pose u - y/x, d’où J dx = J ^ ^ d u u 4 + 1 - (u 2 + yplu + f)(u 2 - y/2 u + 1), la décomposi 


don sur IR donne 


U 4 + 1 s /2 u 2 + s/ 2 u+ 1 + y /2 U 2 - s/ 2 u+ 1 

du - 


-zL f 2 
2^2 J u 


1 f 2u-y/2+y/2 . -1 , , r- 1 f 1 1 or- 1 C 1 

— / du = — ln [u + y/2u + 1) + - / du-\ ln(w - v2u + 1) + - / du - 

2y/2 J u 2 -y/2u+l 2y/2 2 J (tt+-i=) 2 +£ 2y/2 2 J (u--l=) 2 + £ 

— ln(x+v / 2x+l)+ — arctan(v / 2x+ 1) + — ln(x-v / 2x+l) + — arctan(\/2x+l)+C = — Inf - v ^ +1 ] + 
2s/2 2 2yf2 2 2 s/ 2 UWS+l I 


— arctan (\/2x + 1) + — arc tan (v^- 1) +C 
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2. Les primitives existent sur [0,2]. En posant u — x - 1, J X ^ | V 2x- x 2 dx - J “ ^ \/l -u 2 du - 

/ sin9 / r _ r sin9(l-sin 2 9) „ 

Vl-siirQcosQdü en posant u - sin9,9 e -4,4, on obtient donc 1 

2 + sin9 L 2 2 J j 2 + sj 


f (-sin 2 9 + 2sin9-3H — -) dd= - — + sin2 ^ -2cos9+6 f ^ en posant t - tan [ fl . On trouve 

J { 2 + sin9j 2 4 J 2 + 2t 2 + 2t ^ V 2 J 

79 sin29 „ n (2l + l\ 

donc h 2 cos9+2V3 arctan — — +C = 

2 4 V y/3 I 

f 2tan ( arcsin ? (3t+l) ) + 1 


-2 cos arcsin(x+ 1) + 


2x73 arctan — 


y/3 


3. On acosx-cos3x = 2sinxsin2x = 4sin 2 xcosx. 

dx 1 f dt 


On pose t- sinx, | 

J cosx-cos3x 

_ r dx I i, it+i 

Donc / = + - ln 

J cosx-cos3x 4 1 8 |f-l 


_ 1 f dt 

~ 4 J f 2 (l- 


D’où f - 
J c 


= -(- 

4 J si 


cosx-cos3x 4 J sin^xcos^x 
^ 1 1 1 1 11 

ïï^)' ' f 2 ci- 1 2 ) 7 


1 tsinx+ll 

- + - ln 

x 8 [,1-sinxJ 


2 î+ 1 21-1 


4. On pose t = tanx, et on décompose 
1 -tana- 


(f 2 + lHt-tana) t-tana f 2 + l ' l+tan 2 a 

= -i cosa sina-cos 2 a. D’où C - -cosoc sina etB = -cos 2 a. 


u t i v_j — — « — 

z-tana l + tan z a 

/ dx o 1 9 9 9 

= cos a ln 1 1 - tan a | — cos a ln( r + 1) - cos a sin a arctan f + C = co s a ln | tan x - tan a | + 

tanx-tana 2 

cos 2 aln|cosx|-xcosa sina + C. 

* ^ [x=T i + t 2 , 4 tdt _ r fx-t' t rt 2 it 2 + iidt „ ,, , r ■ 

5. On pose t = t / , x s r dx = — . Donc / x\ dx- 4 — — . On décomposé la traction 

F Vx+1 1-t 2 (1-t 2 ) 2 J Vx+1 J (1-t 2 ) 3 

. 4f 2 (t 2 + 1) A B C A B C „ , 4t 2 (t 2 + 1) 

paire -rr- = + + h + + . En posant t - -1 + h, 

Cl — t 2 ) 3 (i+r) 3 (i+t) 2 1 + t a-f) 3 Cl — r) 2 î-t a-t 2 ] 3 

4{2-2h+h 2 )D-2h+h 2 ) 4(2-6h + 7h 2 , 

— — 3 = ^3^ — 12^ — ^2^ + °(p- En posant la division suivant les puissances croissantes de 


4-12h+14h 2 par4-6h+3h 2 on trouve 


4{2-2h+h 2 )D~2h+h 2 ) 3 h h 2 


1 + — + o(/î 2 ).D’oùA=1, B = — C = 


l.DoncïxSEldx-U _L_ * |.ï[l _ M + i ln |i±£L C= lfZ^,/£EÎ H 

2 J Vx+1 2 i (1 — t) 2 (l+i) 2 j 2 1 1 — t 1 + fj 2 1 1 — r | 2 Vx+1 


, _ nr~r 3m -1 2 2 udu _ r ( [x+ï\ , r 2 udu 

6. On pose u - y x = -y^r = -3+j-^dx^ (1 _ ^ ■ Donc J arctan ^ — j dx = J arctan u— 

„ . , , . 2arctanw f 2 udu 2arctann C du f du 

En intégrant par parties, on obtient 1 — = 1 - 1 - ■ 

Ê F F 1-u 2 J (1 - m 2 )(1 + u 2 ) 1 — u 2 J 1 — u 2 J 1 + ” 2 

2arctann 1, |l + n 


irctan u 1 11 + ni ^ , rrrr 2m 2 + 1 3x + 5 

j arctan u - — m + C. On remplace u par y ^ en remarquant que — — — — - — , on a 


/“ 


-M 


-, ^ ,/~r n 3 + 1 2 , 6 u 2 du r ,fx+ï , r [u 6 + u 3 )du u 6 + u 3 

7. On pose u = \ x - — = 1 r ; dx = — » 7 / x\ — dx - 6 — avec — ; 7 

V X-V u 3-l u 3_i’ (m3_ 1} 2 J V x-1 J (u 3 ~ l) 3 (u 3 - l) 3 

1 2 r du 

— 5 t + — ; 5- On pose F„(m) = / — 5 

[u 3 - 1) 2 (w 3 -l) 3 y J [u 3 — \) n 


- 1) 2 (n 3 - 1) ; 

Une IPP donne F„(w) = 


(M 3 - 11" 


(M 3 - 

+ 3rc(F„+i+F„). 


3n(n 3 - 1)" 
Ce qui donne : F 2 = — -Fj - 


2 “ 6 2 6(n 3 - 1) 2 

^ r ^ du 1 1 1 1 u + Z 
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;tFi(u) = - ln|u- 1| - - ln(w 2 + u+ 1) + —Atan M + ( ^ 
3 6 3 l vo J 


(u 3 - 1) 3 


9(w 3 - 1) 3(u 3 - l) 2 


J 9(u 3 - 1) 3(w 3 - l) 2 


Reste à remplacer u par . 

/ sinxcosxdx f tdt tdt A B 

3 = / 7 T- 7 T = h T + 

cos 2 JE(l + sin3x J (1- f 2 )(l- f)(l + 21) 2 (1 — f 2 )(l — ï)(l + 2t) 2 1+t (t- l) 2 

C D E -1 , 1 + h 15 h , „ 

1- 1 1- r .A= — .Enposanth- t- 1, 7 = + o{h) en effectuant la division de 

t -1 (f+I) 2 t+ L 4 y ’ (2+h){3 + 2h) 2 18 108 

1 5 . h-l 18 h 

1+h par 18+33h. D’où B = — etc . En posant h - t+L 5 s- = h — + o(h) en effectuant 

18 108 F 2 4(fc-§) 2 (fc+|l 9 27 

la division de-l + 2h par 9 + 6/z. D’où D = -- etE m — . D’où f tanx ^ x = — i ln | r + 1 1 — — i — ln|f- 

9 27 J 1 + sin3x 4 18 1-1 108 

1| + r + — ln \t+ - +C = --ln(sinx+l) ln(l-sinx)H ri ln sinx+ - +C. 

9 t+\ 27 I 2I 4 18 sinx- 1 108 9 s inx+± 27 I 2I 

9. En posant t- thf, f — - — < ^— = f 2dX — = \/2arctan(— ) + C = v^arctanf— ^ - — ] + C. 

2 J 2 ch x + sh x + 1 J t 2 + 2t + 3 {s/2) [ s/2 ) 

r r dx r dx r 2 udu 1,1,2 \ 

Ou alors, en posant u - e , / = J 7 — — = / — r = -ln \u + -u+l ) — 

J 2chx + shx+ 1 J e x + e -x + zLc£j_ + i J 3u 2 + 2u + 1 3 V 3 1 

2 l3M+ll 1, ( r 2 2 f 3e x +l) 

— — arctan + C = -lne+- + e + x — arctan + C. 

3\/5 [ V5 I 3 V 3 1 3V5 \ V5 J 


Exercice 22.35 
Calculer f 


r x at + 5 

;r / 5 

h (f — l) 3 (f — 2; 


„ , . , . „ . a + 5 4a+15 9a + 30 

Donc la partie polaire relative au pôle 1 s écrit : - — — —7 - — — —7 ~ — ~ • 

„ , , . 2a + 5+ah 1 , 9 2a + 5+ah 

On pose h = t - 2. La fraction devient — 5-. — 7 ta 1-3 h + 6 h + o(h A ), — 5 — a 

h 3 0i + 1) 3 (h + 1) 3 [h+ 1) 3 

- (2a + 5 + (-6a- 15+ a)h+ (6a- 15 -6a) h 2 ) + o{h 2 ) = -(2a + 5- (5a + 15) h - (15)h 2 ) + o(h 2 ). Donc la partie polaire 


relative au pôle 2 s’écrit : 


2a + 5 5a+ 15 15 


C r — 2) 3 (t- 2) 2 t-i 

„ . „ , , f a + 5 4a+15 . 2a + 5 5a+15 . ] x a + 5 4a+15 

Soit a calculer 73 h (9a + 30)ln(l- 1) + 7 + + 15ln(î-2) = 7 + 

U(l-l) 2 1-1 2( f — 2) 2 (1-2) J 3 2(x- 1) 2 x — 1 

2a + 5 5a+15 a + 5 4a+15 2a + 5 

(9a + 30)ln(x-l)+ 2 ) 2 + (x 2) +15ln( - :c ~ 2 ^ g ^ (9a + 30)ln2 5a- 15 


Exercice 22.36 


| Solution! 


Dérivée logarithmique 

P' 

C’est le coup du — 
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Exercice 22.37 

On considère P e€[X] ayant n racines distinctes notées x k . Soit aeC tel que P (a) / 0 . Exprimer les sommes 


en fonction de P, P' et a. 


■-E; 


S2 fcÇjCa-x *;) 2 


Solution : Regarder pour un polynôme de degré 2 , puis utiliser la dérivée logarithmique formelle. Enfin décomposer 
, „ . P'(X) P' (a) . , . p' 2 _pp" 

la fraction . On trouve Si = puis en dérivant, S2 = — (a). 


Exercice 22.38 

Démontrer que si P e C[X], les racines de P' sont des barycentres à coefficients positifs ou nuis des racines de P. Quelle 
propriété connue cela généralise-t-il ? 


Solution : Soit a\,...,a n les racines de P d’ordres de multiplicités respectifs cxi a„. On a - Y — — ^ — . 

P X— a k 

Soit z une racine de P'. Si z est aussi racine de P (c’est-à-dire si z est racine multiple de P) il n’y a rien à démontrer. 

Sinon — — = Y Kfc = 0. Donc en conjuguant, Y Kfc = 0 soit Y — — — 0 (z—a k ) = 0. C’est bien dire que z 
PU) jèiz-fl* h ti \z-a k \ 2 

a k 

est barycentre des (.a k )i< k<n avec les coefficients p k = 0 Q UJ sont strictement positifs. 

\z-a k I 


Exercice 22.39 

F 

Déterminer les polynômes P e IR [X] vérifiant Vx, y e R, P(xy) = P(x)P(y). On pourra démontrer que - 


P' U) 
X 


p'(X) P^l) 

Solution : En dérivant par rapport à y, xP'(xy) = P(x)P'(y) a fortiori xP'(x) = P(x)P'(l), d’où = . On obtient 

PCX) X 

une décomposition de P'/P en éléments simples. On en déduit que P admet zéro comme unique racine complexe. Donc 
P(X) = aX". On a a = 1 ou zéro. Réciproquement, 0 et X n sont solutions. 


Exercice 22.40 

Soit P un polynôme de degré n, tel que P(l) / 0 et yyj ^ — ■ Démontrer que P admet au moins une racine de module 
supérieur ou égal à 1. 


Solution : Soit ci\,...,a n les n racines ( distinctes ou non) de P. — = £ 

P k=l X-a k 

P'(l) 


»',Æ=É- 

P(l) 


u 1 1 1 ^ 1 1- a 

2 “ h, [i-a k ~2)~2tf, 1 -a 


est un nombre réel, il est égal à sa partie réelle, à savoir 


— Y - — — — r. Si tous les ai- sont de module strictement inférieur à 1 , alors tous les - — 
2 ll-flfcl 2 

Par contraposée, la proposition en résulte. 


P'(l) 

r ^ 0 et donc > 

\l-a k \ 2 P(l) 


Sicelides Musae, Paulo Majora Canamus 
Exercice 22.41 

Soit a, b et c trois nombres réels distincts. Décomposer la fraction rationnelle 


- sous la forme : 


X- a X-b X-c 


(X-a)(X-b)ÇX-c) 

Démontrer que la somme A + B + C ne dépend pas de (À, p) . En déduire les identités d’Euler : 


(. a-b)(a-c ) ( b-c)(b-a ) (c-a)(c-fo) 


{a-b)(a-c ) ( b-c)(b-a ) (c-a)(c-b) 


Solution : On a A+B + C- 0 . En effet, à l’infini 
M+\i 


, Xa + p 

o(£). Or A - — -, 

* (a-o)(a-c) 

1 1 
(, b-c)(b-a ) + ( c-a)(c-b ) 


Àx+p , A 

7 77 TT T = ofi) et + 

(x-a)(x-o)(x-c) * x-a 


Xc+ p 


. Pour X - 0 et p = 1 on trouve 


- 0 et pour X = 1 et p = 0 on trouve 


( a-b)(a-c ) 
= 0. 


( a-b)(a-c ) ( b-c)(b-a ) ic-a)(c-b) 
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Exercice 22.42 

Soit P e C[X] de degré n, P(X) = a n X n + . . . + a\X+ ao. On suppose que P admet n racines non nulles et distinctes deux 

à deux : x i,...,x n . Calculer Y' 7 

“] XiP'iXi) 


— = Ÿ 

PCX) élP '{xOQL-Xi) 


Gt P(0) § P'(x,)x,- = 


Exercice 22.43 

On considère une fraction rationnelle avec un pôle double : 


{X-fl) 2 V! 

La décomposition en éléments simples s’écrit 


VM jé 0 


F = ^ + -J- 3 

X-a (X-a) 2 Vi 

En définissant la fraction G = (X - a) 2 F = —, exprimer les coefficients a et (3 à l’aide de G. Généraliser à un pôle 
Vi 

multiple. 


Solution : En multipliant la décomposition par (X- à) 2 , on obtient 

G = P + a(X- a) + (X- a ) 2 — 

Vi 

On trouve donc que P - G (a), puis en dérivant, que a = G' (a). 

La généralisation est immédiate. Si la fraction F possède un pôle d’ordre k, 

r U ai | a 2 | | a k | Ui 

“ (X- a) k V\ ~ X-a + ÇX-a ) 2 + ”’ + (X- a) k + V x 

en multipliant par (X- o) k , on trouve 

G= (X-a) fc F= =afc + a fc _i(X-a) + --- + ai(X-a) i: + 

Vi v - 

d’où l’on tire en dérivant k fois, que 

ajfc-i 
. 2 

ai 


= G(a) 
-G' (a) 

G "(a) 

2 

Gt«( a) 


Exercice 22.44 

Soit F(X) = On suppose que a est un pôle double de F. Exprimer les coefficients associés à ce pôle double en ne 

VÇX) 

calculant pas de quotient de V par (X-a) 2 . 


Solution : On a V(X) = (X- a ) 2 Q(X) avec Q (a) 0. Donc 

^ UCX) 


(X- a) 2 Q(X) X-a (X-a) 2 Q(X) 


Taylor : 


, p[V"(a) 

V(X) = V(a) + (X- a)V'(a) + (X- a) 2 — + (X- 
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Donc Q(a) - Alors 

2\J(a) 

r^il 

En retranchant, 

U(X) - nQ(X) A P(X) 

(X- a) 2 QCX) _ X- a + QCX) 

Si l’on note H(X) = U(X) - |iQ(X), alors H (a) = 0. Donc H est divisible par (X- a) : 
H(X) = (X- a)0(X) 


En multipliant alors par (X- à] et en faisant x- a, on trouve 

. _ 0(a) 
QW 


En utilisant encore Taylor, 0(a) = H' (a) = U' (a) - |_iQ'(a). Mais puisque 


Finalement, 


Q '(«) = 


V"'(a) 

6 


6U'(a)V"(a) -2U(a)V"'(a) 
3(V"(a)) 2 


Exercice 22.45 

Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle 


En déduire l’identité : 


X(X+1 )...(X+rc) 


£— r =-£ 1 

P=1 p [p PÎP 


Solution : La décomposition s’écrit : 

ü! = £ 

XCX+l)...CX+n) p-pX+p 
En multipliant par (X+ p) et en faisant x--p, on en déduit le coefficient X p 


(- p) (- p - 1) . . . (- 1) (1) (2) . . . (n - p) (- 1 )Ppl[n-p)l 


n (_1)P 

F(X)= ^ _ jd 

n= n 


Ao 


En faisant passer T élément simple — dans le membre gauche, on obtient : 

(-d p r 


i r 


7î! 


1=1- 


Notons (p la fonction rationnelle 


X L(X+l)...(X+n) J “i X+p 


(x + 1) . . . (x + n) 
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On reconnaît alors un taux d’accroissement : 

(p(x)-<p(0) = " ( 1)P (p) 
x "i x + p 

L’idée consiste à prendre la limite lorsque x — *■ 0. Cherchons donc tp'(0). Comme tp(0) = 1 > 0, et que (p est continue en 
0, il existe un voisinage de 0, V =] - a,a[ (a > 0) sur lequel (p est strictement positive. Nous pouvons donc considérer 
i|/(x) = ln((p(x)) sur ce voisinage V. Alors Vx e V, 

t|/(x) = ln(rc!) - £ ln(x+ p) 


en dérivant : 

, (p'(x) " 1 

il/ (x) - = - y 

<p(x) x+p 

et en prenant la limite lorsque x — ■ 0, puisque tp(0) = 1, ou trouve que 

n , n 

p= 1 P p= 0 


p 


Exercice 22.46 

Soit m e N* . Démontrer qu’il existe une unique fraction F de R(X) telle que cotan(2m + l)x = F(tanx) pour tout x tel 
que chacun des deux membres ait un sens. 

Calculer P m = f[ cotan (x + j . Quels sont les pôles de F ? Décomposer F en éléments simples. En déduire que : 


[2m + 1) tan ( 2 ^ +1 ) £ (2 m + 1) 2 cos 2 ^jm+ï ] tan2 ( Jm+ï ) - ( 2m + V 2 sin2 [ïm+ î) 


2(2m+l)tan(^ T ) 


et sin(2m + l)x = Im((cosx+ isinx) 2m+1 ) - £ ) (“U* sin 2fc+1 x • cos 2 ''"-* 0 x. D’où 


cotan(2m + l)x = 


£| 

fc=o' 

f2m + il 

l 2fc J 

(- l) fc sin 2fc x ■ cos 2(m_fc)+1 x £ 

_ A;=0 

l2m+ 1 

l 2fc 

j(-l) fc tan 2fc x 

£| 

Jfc=0 

f2m + ll 
^ 2fc+ 1 J 

(-l)*sin 2fc+1 x-cos 2(m -*°x 

2m + il 
2fc+ 1 ) 

(-l) fc tan 2fc+1 x 


en divisant en haut et en bas 


par cos 2m+1 x. Donc F(X) = avecA(X)= £ ^(-l)** 2 * et B(X) = £ f 2 ™* jjc-l)** 2 ** 1 - 

On détermine maintenant les racines z k de (X + l) 2m+1 - e 2(2m+l) '' x . Elles vérifient + 1 = e 2i ' x e 2ito/(2m+1) soit = 
^ e i(x+fcjr/(2m+i) _ e -itx+knl(2m+m e i(.x+knH2m+i) _ 2 j s j n (x+ knl[2m + l))e* (x+fclT/(2m+1) Q onc j e produit des racines est 
d’une part (-1 )2m+i ^ = _ ( e -(2m+D« _ e (2m + i)«) g(2m+i)iX _ 2ie (2m+i)ix sin ((2m + l)x) et d’autre part 

fj 2isxn(x+fcit/(2m+l))e , ‘ cfet/C2m+1) e te = (2t) 2w+1 e (2m+I}f3i: fj sin(x+fcjr/(2m+l)). D’où fj sin(x+fcjr/(2m + 


sin(2m+l)x (-l) m sin(2m + l)x 


En changeant x en x+tt/2, P[ cos(x+fc7i/(2m+l)) 

P m = (-l) m co tan (2 m + l)x. Les pôles sont obtenus pour x = 

Afc 


(-l) m sin((2m + l)x+ mji + 7t/2) cos(2m + l)x 


2 2m 2 2m ' 

Y pour k = -m,...,m ce sont donc les tan | ^ yt] 
■. Donc cotan(2 m + l)x = ^ 


k=-m tan x- tan h 


Puisque degA = 2m et degB = 2m + 1, F(X) = ^ 

En particulier \ k = cotan (2 m + l)x(tan x- tan ( 2 ^ +] ) ) I fcjI . En posant x - z ^+\ + h, cotan(2m+l)x = cotan(2m+ 
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(2m+l)h 


et tanx-tanjA) ~ ft^tanf^) ~ 


groupant les termes d’indices k et -k et en changeant x en 2r n+\ > on trouve Je résultat demandé. 


Exercice 22.47 

Ecrire F(X) = 


P(X) 


j où P est un polynôme. 


(1 -X) (l -X 2 ) (l -X 5 ) (1 -X) 3 (1 -X) 2 1-X 1+X 1 +X+X 2 +X 3 +X 4 

Démontrer que degP < 4. Ecrire un développement limité de F à l’ordre 100, puis à l’ordre n. 

De combien de façons différentes peut-on rendre la monnaie de 1 euro avec des pièces de 1, 2 et 5 centimes ? Idem en 
remplaçant 100 par n. 


Solution : On obtient une telle écriture en regroupant les parties polaires relatives aux pôles complexes non réels. 

P(X) 

1 +X+X 2 +X 3 +X 4 CSt Une ^ ract ' on degré strictement négatif comme différence de fractions de degré strictement 
négatif. Donc degP < 4. 

î î 

On trouve A, B et C par un développement limité en posant x - 1 + h. 

+ o{h 2 ) = 


On trouve facilement D = — = - 

2 3 x 1 8 

On a l + x+x 2 + x 3 + x 4 = 5 + 10 h + 10 h 2 + oih 2 ) et 


(2 + Jz)(5+10ù+10/t 2 ) 5 2 + 5h + 6h 2 

— (l + %h + 3h 2 ) + oih 2 ) - — fl - ih-3h 2 + ^h 2 ) + oih 2 ) d’où A - — ,B = - et C = — . 

10 v 2 ’ 10 v 2 4 ; 10 4 40 

Soit Ç = exp(») ,i E {1.2.3.41. On a = J _ g _ ÿ = 2 _ t + è t3C . - °» ™ re “°" * 

Bézout entre X 4 +X 3 +X 2 + X+ 1 et 3X 3 + X 2 -X + 2 ; 

|-gX 2 -|x+|j(X 4 +X 3 +X 2 +X+l) + |^X 3 + |x 2 + ix+ij(3X 3 +X 2 -X + 2) = 1. Donc 

|iç 3 + ^Ç 2 + (3Ç 3 + Ç 2 -C + 2) = 1 et donc P© = i ceci pour les quatre valeurs de 

c et doue P(X) = ^X 3 + ^X 2 + i X+ i. Ou eu déduit F (X) ^ ^ ^ + H _i_ + I _i_ + 

1 (X 3 +2X 2 +X+1)(1-X) _ 1 1 1 1 13^ + 1 1 1 (1+X 2 -X 3 -X 4 ) 


1 -X 5 


' 10 (1-X) 3 4 (1-X) 2 40 1-X 8 1+X 5 1-X 5 


1 v—, lr n . . 1 \ — . . lr n -L Y—* (Aj+2)(fc+l) t. .. 

Comme = } x + o(x ), en dérivant, » = >(fc + l)x K + o(x ) et = > x + o(x”), 

1-x g, (1-x) 2 (1-x) 3 j£ 0 2 

„ . v , A fc , (fc + 2)(fc+l) fc+1 13 (-l) fc fl fc , , no 

ou eu déduit que F(x) = > p^x + o(x ) avec pk = h h — + h — avec a k - 1 pour k = 0, 2 

j._q 20 4 40 8 5 

(mod 5), «jt = - 1 pour k = 3, 4 (mod 5) et dk- 0 pour k = 1 (mod 5) . Pour fc = 100, pioo = 541. 

On écrit les développements limités : — — = £ x fc + o(x m ), — — g = £ x 2fc + o(x 2m ), — g es £ x 5fc + o(x 5m ). Eu ef- 
l _ x: fc=0 1-x fc=o fc=o 

[!>*][ L [ L * 5<? ) + °^ m )- 


fectuant le produit de ces trois développements limités : — — - . 

(1-x) (1-x 2 ) (1-x 5 ) 

Le coefficient de x n pour n^m est donc le nombre pin) d’obtenir n-k + 2p + 5 q. On a donc bien pin ) = p n . 


Exercice 22.48 

Méthode de Ramanujan pour résoudre le système suivant : 


£x fc y£ pe {0,...,2u- 1} 


des 2 n inconnues iXkh^n et iykhik*in- 

1 . On considère cp(u) = — — — + ... + - 

1 - uyi 1 

2. Soitipiu) = «o + «î .U + ... + a2n-i-u 2 


Xn 

~uy n 

~ l + o(u 2 " -1 ) son développement limité à l’ordre 2n- 1 eu zéro. 
Ai + A2M+ ... +A„u n_1 


3. Ou réduit tp au même dénominateur : wiu) - 

1 + Bi u + . . . + A n u n 

D’où (l + B 1 H + ... + B„w").(ao + ... + a2n-i« 2 ” -1 + o(u 2 ” -1 )) = Ai + ... +A n u n 

4. On résout un système pour trouver les B^ puis les A k- On a donc enfin l’expression de (p. 

5. Ou décompose tp en éléments simples. Dans le cas où tp ainsi obtenue n ’ admet que des pôles simples on obtient 
l’unique 2n-uplet solution du système. 
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6. Application : Résoudre dans C 


x + y + 
px + qy + 
p 2 x + q 2 y + 
p 3 x + q 3 y + 
p 4 x + q 4 y + 
p 5 x + q 5 y + 
p 6 x + q 6 y + 
p 7 x + q 7 y + 


z + t 
rz + st 
r 2 z + s 2 t 
r 3 z + s 3 t 
r 4 z + s 4 t 
r 5 z + s 5 t 
r 6 z + s 6 t 
r 7 z + s 7 t 


2 

1 

7 

-2 

15 

-23 

50 

-95 


Solution : On écrit a priori la fraction (p(u) = ■ 


Ai +A 2 m+A 3 m 2 + A 4 ir 


= 2 + m + 7m 2 - 2m 3 + 15 m 4 - 23 m 5 + 50m 6 - 


1 + Bi u + B 2 m 2 + B 3 m 3 + B 4 u‘ 

95m 7 + o(m 7 ). On obtient alors Ai +A 2 m + A 3 m 2 + A 4 M 3 = 2 + (2Bi + 1)m+ (7 + Bi +2B 2 )m 2 + (-2 + 7Bi +B 2 + 2B 3 )m 3 + 
(15 - 2Bi + 7B 2 + B 3 + 2B 4 ) m 4 + (-23 + 15Bi - 2B 2 + 7B 3 + B 4 ) m 5 + (50 - 23Bi + 15B 2 - 2B 3 + 7B 4 ) m 6 + (-95 + 50Bi - 23B 2 + 
15B 3 -2B 4 )m 7 


Ai 1 
A 2 = 
A 3 1 


2Bj 


+ Bi + 2B 2 

+ 7Bi + B 2 + 2B 3 

La résolution du deuxième système fournit : Bi = 0, 


— 2Bi + 7B 2 + B 3 

15Bj - 2B 2 + 7B 3 

-23Bi + 15B 2 - 2B 3 

50Bj - 23B 2 + 15B 3 


2B 4 = -15 

B 4 fc 23 
7B 4 ! -50 

2B 4 = 95 


ensuite Ai = 2, A 2 — 1, A 3 = 3, 


B 3 =3, B 4 = -2. Le premier système fournit 

, . , 2+m + 3m 2 +2m 3 

A 4 = 2. On obtient donc (p(M) = - — ? ^ Au dénominateur 1 


1 -2m 2 +3m 3 -2m 4 

et -1/2 sont des racines (plus ou moins) évidentes et 1 -2m 2 + 3m 3 -2m 4 = -2(m- 1)(m+ j)(u 2 - m + 1). Donc tp(ü) = 

abc d _ , 8,8 2- j +3j 2 -2 -3 + 4 j 

+ r + : + On trouve alors a - b - — , c - -, — = : 

U 1 u + \ u+] U + J 2 3 21 _2(-j-i)(-j + i)(-j+y2 ) -l-5y 

17 + 397 J _ 17 + 39 / 2 ^ , 8 16 1 17 + 397 -22 + 177 —22+ 17 j 2 

— - d — q — — fmm/p a/nrc v — _ — 7 — — - — t — — 


. On trouve alors x - - 


y 91 » 


P= 1- <7 = “2. 


1 17 + 397 -22+177 


= - j 2 , s — — 7 " ou toute permutation des lettres ( x , y, z, t) avec la permutation correspondante des 


Exercice 22.49 ^ 

On considère l’équation différentielle suivante : u' = u 2 + — b (*) pour x > 0 (a et b non nuis) 

1. Recherche des solutions fonctions rationnelles. 

P(x) 

Soit u(x) = une solution de (*) avec (P,Q) e IR[X] 2 ,P et Q premiers entre eux. 

(a) Démontrer que degP = degQ. 

(b) Démontrer que les zéros de Q sont simples. (On pourra étudier à part le cas éventuel de la racine nulle. 
Si z est une racine non nulle de Q , on pourra démontrer que Q , (z)J > (z) = — P 2 (z) ) 

P 

(c) Décomposer u - — en éléments simples. 

(d) Exprimer u en fonction de Q seulement. 

2. On pose z = exp(-cxx).Q(x) où a désigne la partie entière de u. 

(a) Donner une équation différentielle vérifiée par z. 

(b) Donner une équation différentielle vérifiée par Q. 

(c) Démontrer que b -a 2 . 

(d) Déterminer Q. ( On pourra exprimer a en fonction de a et de deg(Q) ) 


Solution : 

1. (a) Supposons deg u > 0. On aurait alors u 2 - u' - — + b, égalité entre une fraction de degré strictement positif 

9 a 

et une de degré strictement négatif. Impossible. Supposons deg u < 0. On aurait alors b-u -u + —, égahté 
entre une fraction de degré strictement positif et une de degré strictement négatif. Impossible aussi. Reste 
une possibilité : deg u — 0 soit degP = degQ. 

(b) On aP'Q-PQ' = P 2 + ^- - ù|q 2 . Donc si zf 0 est une racine de Q, on a -Q'Cz).P(z) = P 2 (z). Or z n’est pas 
racine de P (sinon X- z serait un diviseur commun à P et à Q), donc Q '(z) = -P(z) f 0. Donc z est racine 
simple. 
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Pour le pôle nul : On a Q(0) = 0, donc P(0) / 0. On écrit Q=XQi. Ainsi ( a - foX)X 2 Q, (Q, - P') = XP(Q' - P) 
Après simplification par X, on obtient -P(0) (Q'(0) +P(0)) = 0 donc Q'(0) = -P(0) est non nul. 0 est donc une 
racine simple de Q. 

(c) Tous les pôles de u sont simples, donc u{x) - a + — + ^ k où î ssAtssm— i sont les racines non nulles 

X J._J X— Zk 


zu - z\u + - 


(b) On dérive z' - aQ + Q')exp(-ax) : z” = (Q"-2aQ' + a 2 Q) exp(-ax). L’équation z" == bj s’écrit 

Q" - 2aQ' + (a 2 - b + -)Q = 0. 

(c) On en déduit : X(a 2 - b ) Q = -XQ" + 2aXQ' - ciQ. A droite, on a un polynôme de degré inférieur ou égal à 
degQ. Donc nécessairement a 2 - b = 0. 

(d) On pose n - degQ. On a XQ" - 2aXQ' + aQ = 0. En regardant le coefficient de X" : on a -2c m + a - 0. 
En écrivant Q (X) = £ afcX fc en prenant par exemple a n - 0. En regardant le coefficient de X" : on a 


2a [k-nY 


2 k a k k\ ((rc-fc)!) 2 n 


W) 2 n-k 

^ 2 k a k k\ itn-k)l) 2 n 


Exercice 22.50 

1. On considère l’équation différentielle + y 2 + —y- 1 = 0. 

(a) Intégrer (**) dans le cas où a- 0. 

(b) On suppose a^O. Montrer que si Ton pose y - -, z doit satisfaire à une équation différentielle que l’on 
formera. En conclure que l’on peut, pour étudier (**), se borner au cas où a est positif. 

2. On suppose désormais a > 0. 

P(X) 

On cherche des solutions y = qj - j (**) avec P et Q premiers entre eux. 

(a ) Démontrer que y est solution de (**) si et seulement si P et Q vérifient P'Q - PQ' + P 2 + — .P.Q - Q 2 = 0. 

(b) Démontrer que 1 ’on a nécessairement : 

• Le produit P(X) .Q(X) admet zéro comme racine. 

• Un et un seul des polynômes P et Q s ’ annule en zéro. 

• Les polynômes P et Q sont de même degré. On désigne par n leur degré commun éventuel. 

Démontrer que leurs coefficients dominants sont égaux ou opposés. 

(c) On suppose ici que Q(0) = 0. 

Démontrer que Q(X) -P'(X) est divisible par P (X). En déduire 3e e {— 1; 1} tel que 

QOQ -P'OQ = eP(X). (22.3) 

P 00 - Q'00 + |Q00 = E.Q00 (22.4) 

P"(X) + 2eP'(X) = |(P'(X) + eP(X)) 
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a-2n. («eN*) 


(22.5) 

( 22 . 6 ) 


(d) Si P(0) = 0, alors il existe des propriétés analogues qu’on obtiendra soit en suivant une voie analogue à 
celle de IV. 3, soit simplement en transformant ces résultats. En conclure que l’hypothèse P(0) = 0 ne peut 
être retenue. 

(e) On se place dans le cas où a est le double d’un entier naturel, (notons-le n). On se propose de démontrer 
qu’il existe un couple (P,Q) satisfaisant aux conditions du IV. 1. 

Déterminer les polynômes P qui satisfont à (3) en calculant leurs coefficients grâce à une relation de 
récurrence. On désignera par P„(X) celui de ces polynômes qui est unitaire et qui correspond à e = +1 et 
par P* celui, unitaire qui correspond à e = - 1 . Déterminer les polynômes Q n et Q* associés. 

(f) On pose fn = P„/Q„ et f* = P* n IQ* n . 

Comparer f n (-x) et (x) pour x e IR. Démontrer que 


f n (X)-f*{X) = 


Q'„(X) 

Q'„(X) 


W) +2 _ 

Q«(X) 


( On pourra penser à (2) ) 

f„ — f* z 

(g) Soit y une solution de (**). On pose y = . Donner une équation différentielle très simple vérifiée 

par z. z 

Intégrer cette équation différentielle enzà l’aide de Q„et Q* . En déduire la solution générale de (**) qui 
s’exprime très simplement à l’aide de P n ,Q„P* n ,Q* n et de la fonction exponentielle. 

2 

(h ) Intégrer y' + y 2 + -.y- 1 = 0. 


Solution : 


2. 


(a) Lorsque a - 0 on intègre l’équation à variables séparables y’ - 1 - y 2 . On obtient les solutions y — ±1 ou 


11 ^ 

U -y 


K-0 on retrouve la solution y - -1. 


= x + C soit y = Ke 2 * ou encore y = \ , K étant une constante. Pour 


1 z’ z' \ a o, 

(b) En posant y = -, on obtient y' - — Donc — ^ + —^+ 1 = 0 soit -z' + 1 + — z- z 2 - 0 ou z' + z 2 - 

z z i z 2 z 1 xz x 

— z - 1 = 0. Donc si y est solution pour un certain a, alors z = j sera solution pour le a opposé. (Remarque 
pour a — 0 les solutions qui correspondent à des K opposés sont inverses.) 

P T'O-PCy p'Q — pn' P 2 a P a 

(a) En posant y = — , on a y' ^ d’où ^ - 1 soit P'Q - PQ' + P 2 + — PQ-Q 2 = 0. 

(b) On a donc PQ = — [PQ'-P'Q-P 2 +Q 2 ]. Donc 0 est racine du polynôme PQ. S’il était racine de P et de Q, 
X diviserait P et Q et donc P et Q ne seraient pas premiers entre eux. 

Supposons p - degP > q — degQ. on aurait alors 


P^ = 

d°2p 


PQ'-P'Q-|PQ + Q 2 

somme de polynômes de d° <2p 


ce qui est impossible. De même supposons p<q. Cette fois on aurait 
Q 2 = P'Q-PQ' + |PQ + P 2 
^ 2 ^ somme de polynômes de d° < 2 q 


9 9 a 

ce qui est également impossible. On a donc p = q = n. Maintenant P - Q - PQ' - P'Q - — PQ. Comme 
deg(PQ'-P'Q-|PQ) <2n, on en déduit que P 2 et Q 2 ont même coefficient de degré 2 n, ce qu’il fallait 
démontrer. 

(c) SiX | Q alors Q(Q - P') = P |p - Q' + a^j. Donc P \ Q(Q - P'). Comme P et Q sont premiers entre eux, 
d’après le lemme de Gauss, P | Q-P'. Or deg(Q -P') = n, donc P - k(Q-P'),ke R. En regardant les termes 
de plus haut degrés qui sont égaux ou opposés, on obtient k = e e {-1, 1} (1 ). 

Dans l’égalité Q(Q - P') = P |p - Q' + a^j, on remplace Q-P' par eP et on obtient après simplification par 
P:eQ = P-Q' + a|(2). 
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D’après l’égalité (1 ), on a — (P' + eP) = — Q = eQ - P + Q' d’après (2). Comme eQ - P = eP' d’après (1 ) et 
Q' = p" + eP' en dérivant (1 ), on obtient bien (3). 

Si on appelle ci n le coefficient dominant de P, en regardant le coefficient deX” dansX(P"+2eP') = a(P'+eP) 
on trouve 2 ea n n - aea„ donc 2n — a (4) puisque ea n ± 0. 

(d) Si pour un certain a, on a P(0) = 0, on obtient pour a! - -a,Q(0) = 0 puisqu’on échange les rôles de P et de 
Q. Donc d’après (4) on aurait a! - 2 n soit a = -2 n ce qui est impossible. 

(e) On écrit P = £ a k X k , P' = £(jfc + l)a k+1 X k , XP' = £ ka k X k , P" = £jfc(jfc - l)a fc X fc “ 2 , et XP" = £(fc + 
llkak+iX*. (3) se traduit par XP" + [2éX-2n)P' -2neP - 0. Donc [k + \)kak+i + 2ekdk -2n{k+ l)ajt+i - 

2 necik - 0, soit a J t + i(A;+ l)(fc-2n) = —2 e(fc- n)a.k ou encore a;- = -e ® 

2{n-k) 

n(.n+ U ,.n(n-\)...(n-k+\){n+\)(n + 2)...{n + k) t [n+k) ! 

a n - i = -e ,a n -k-{-é) ; 

2 " 2 fc fc! 

ment 


■ . En partant de a n -\. 


= (-e)* 


2 k (n - k)\k\ 


. Finale- 




D’où eP'(X) = Y e(-e) fc — („ 

2 k k\{n-k)\ 




2 k k\[n—k)\ 

\n+k 1 „ j. 't, 1 j. (n + fc-1)! 

hr-i x* *D-o‘ 


«X»- 1 - 1 = £e*(-l )>-■ ‘"l 11 1)! X"-*. 

Él 2*-l Kn-WI 

„ t -l <^ <=-!)! l„_ t _ x „ + 


(n-fcJ^-Hfc-l)! I 2fc J ^ (n- fc- l)!2 fc fc! 

ûcient est nul, ce qui est conforme avec le fait que Q(0) = 0, et pour k- 0, (-e) 1 


2 k ~ 1 \(n— k)\ 

car pour k - n le coef- 
{n+k— 1)! 


- = 1. 


{n— k- l)\2 k k\ 

(f) Soit g(x) = -f n (-x), on a g'(x) = f' n (x) . Or Vx e P* ,f' n {-x) + ff(-x) + — /„(-x) - 1 - 0 on en déduit que 
g'(x) + g 2 (x) + — g(x)-l * 0. On en déduit que g est une fraction rationnelle solution de y' + y 2 + — y- 1=0. 
C’est donc soit f n soit f* . Or lim /„(x) = 1 et que lim f* (x) = -1 on en déduit que g(x) = -/„(-x) = 
fn M donc fni-x) = -f* (x). 

. ... , . f _ P Q' a _ ....... P«W fl 

D apres (2), en divisant par Q, on a — + e. Donc f n (x) - t„ (x) = = h 

Q Q x Qn(x) Q*(x) Q„(x) x 

Q*'(x) a Q' (x) Q*'(x) 

1 + — + 1 = — + 2 ce qu’il fallait vérifier. 

Q*(x) x Q„(x) Q*(x) 

f n ~ fn Z 

(g) On a : y - — d’où 

, _ if'n ~ fn z ~ fn z 'î d ~ Z) + [f n ~ fn z)z' _ f' n - f*' Z- f* z' - f' n Z + f*' Z 2 + f* Z 1 Z + f n z' - f* z' Z 


d -z) 2 


a -z) 2 


y' + y 2 + -y- 1 

fn - fn z - fn z ' ~ f'n z + fn# + +fn z ' + {fn ~ f„ z f + f [fn~ fn z ) d - *) - £1 “ z) 2 
O -Z ) 2 

fn ~ fn z ~ fn z ' — fn z + fn ' ^ + +fnz' + fn ~ 2 fnfn z + [fn ) 2 Z 2 + ^{fn~ fn z ~ fnZ + fn Z 2 ) -l + 2z- Z 2 


0- Z) 2 

En regroupant les termes en z, z' et z 2 et en multipliant par (1 - z) 2 , 

fh+tt + ~ x fn- l + z (-/„*' -f n - 2/n/n ~ \ (/n + /n) + *)+ z ' [~fn + fn) + Z 2 (/*' + (/* f + ^ f* - l) = 0. 
Or fn + fn + — fn~ 1 - 0 et f*' + [f*) 2 + — f* - 1 - 0 donc le coefficient de zf et le coefficient constant sont 
nuis et le coefficient de z égale - fn ~ fh~ 2 fnfn ~ ~^fn + fn) + 2 ~ fn + {fnŸ ~ 2 fnfn ■ Donc l’égalité se 

, o , , IQ'nW Qn'M ) 

simplifie en z{f n - f*) + z{f n ~ f^) 2 = 0 donc z+ z(f n - f*) = 0 ou encore z' + z\ +2 = 0. 

V J 

Q* P n -KP* e~ 2x 

Cette équation s’intégre en z = K^e -2 *. On obtient enfin y - — — _ 2x . On retrouve les solutions 
rationnelles pour K- 0 etK-oo. 

(h) On a n - 1. C’est le degré des polynômes P et Q. Poure- 1, on a P(X) =X+a etXP' = 2(P' + P) d’où a - -1 
et Pi =X - 1. Poure - -1, on a P(X) =X+|3 et -XP' = 2(P' - P) d’où p = 1 et P* =X+ 1. On a tout de suite 
jç ^ K(x "t - 1) é~ 2 x 

Qi-XetQl - -X. On obtient les solutions y = (i + K ~ 2x ) P our un certain K G M. 
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Chapitre 


23 


Espaces vectoriels 


Pour bien aborder ce chapitre 

La géométrie prédominait dans les mathématiques grecques et il fallut attendre Descartes au 17 e siècle pour faire le lien, 
grâce à la notion de repère, entre les notions géométriques : 

- de points du plan ou de l’espace, 

- de courbes 

et celles algébriques 

- de couples ou de triplets de réels, 

- d’équations. 

Cette approche s’avéra féconde à la fois pour les géomètres et les analystes. Elle offrit aux premiers toute la puissance 
de l’analyse pour traiter des problèmes de géométrie et, au second, les représentations de la géométrie pour visualiser et 
énoncer les phénomènes de l’analyse. 

La généralisation des notions géométriques du plan IR 2 et de l’espace IR 3 à des espaces de dimension plus grande n’a pas été 
immédiate. Il manquait le formalisme pour pouvoir aborder ce problème. C’est le mathématicien allemand autodidacte 
Hermann Grassmann qui, au 19 e siècle, esquissa les notions d’espace vectoriel et de dimension. Son travail était d’un 
abord difficile et c’est grâce au mathématicien italien Giuseppe Peano que ces concepts se précisèrent et prirent leur 
forme définitive. 

Les mathématiciens disposèrent alors d’ outils permettant d’aborder des problèmes de géométrie en dimension quelconque. 
Cependant c’est l’analyse qui donnera aux espaces vectoriels toute leur importance. 

À la fin du 19 e siècle et au début du 20 e siècle, les mathématiciens allemands étudient des espaces de fonctions et créent 1’ 
analyse fonctionnelle. Les espaces étudiés ont des structures d’espace vectoriel. Le mathématicien polonais Stefan Banach 
écrira, dans sa thèse, que plutôt que d’étudier des problèmes particuliers et de démontrer isolément leurs propriétés, une 
meilleure stratégie est de prouver ces propriétés pour des ensembles généraux pour lesquels on a postulé des propriétés, 
puis de montrer que ces axiomes sont vérifiés par les problèmes particuliers. 

Cette approche fonde en quelque sorte les mathématiques modernes. On introduit et étudie dans un premier temps des 
structures (groupe, anneau, corps, espace vectoriel, ...) puis on vérifie à quelle catégorie se rattache un exemple particulier 
donné. Il hérite alors de toutes les propriétés de la catégorie à laquelle il appartient. 

Les premiers pas en algèbre linéaire sont en général difficiles et rebutants. La difficulté ne tient pas tellement, contraire- 
ment à ce qu’on pourrait penser, à la difficulté des raisonnements mathématiques ou à l’abstraction des notions utilisées. 
Elle réside plutôt dans le caractère nouveau de ces raisonnements et de ces notions. Un conseil, ne vous laissez pas im- 
pressionner, ne vous braquez pas. Le temps et le travail aidant, vous allez vite comprendre dans quel nouvel endroit vous 
avez mis les pieds et, passé la phase de découverte, vous allez vite vous sentir en sécurité. Les chapitres 2 et 3 de géométrie 
dans le plan et dans l’espace vont vous être d’un grand secours car ils vous aideront à vous forger des représentations et 
ils guideront votre intuition. 


23.1 Espace vectoriel 

Dans tout ce chapitre K désigne le corps IR ou C. 

23.1.1 Définitions 

Nous allons donner les axiomes qui définissent un espace vectoriel. 


844 



Définition 23.1 <?W K -espace vectoriel ^ 

Soit ((K, +, x) un corps. On appelle espace vectoriel sur le corps IK tout ensemble E muni d’une loi de composition 
interne + (addition) 

I ExE — ► E 

+ 'l (*>y) > x+y 

et d’une loi de composition externe ■ (multiplication par un scalaire) 

I KxE — E 
''} (À,x) — * X-x 

telles que 

1 . (E, +) est un groupe commutatif. On note Oe son élément neutre. 

2. Pour tout (a, (3) e IK 2 et pour tout (x, y) e E 2 , on a 

® (a + p)-x = a-x + p-x a-(x + y) =a-x + a-y 

# (a x p) ■ x = a ■ (P ■ x) fi4 1 k-x = x 

On dit alors que (E, +, ■) est un K-espace vectoriel. Les éléments de K sont appelés scalaires, ceux de E, vecteurs. 
^L’ élément neutre de (E, +), Oe est appelé vecteur nul. j 


Remarque 23.1 On vous avait prévenu, cela peut sembler abstrait... Cela ne l’est en fait pas tant que ça. Un espace 
vectoriel est un ensemble sur lequel on peut définir une addition et une multiplication par un scalaire et rien de plus, si ce 
n’est que cette addition et cette multiplication doivent vérifier les axiomes ci-dessus. Vous connaissez un certain nombre 
d’ensembles de ce type : 

- IR (K = R) et C (K = R ou C). 

- L’ensemble des vecteurs du plans (IK = IR). 

- L’ensemble des vecteurs de l’espace (IK = IR). 

- Les ensembles IR 2 et IR 3 (K = IR). 

- L’ensemble des suites réelles SP (IR) (K = IR) ou complexes SP (C) (K = IR ou C). 

- L’ensemble & (I, IR) des fonctions de I dans IR (IK = IR) (ou dans C (K = IR)) où I est un intervalle de IR. 

- Les ensembles de polynômes IR [X] (IK = IR) et C [X] (K = IR ou C). 

- L’ensemble K n [X] des polynômes de degré =£ u à coefficients dans IK où n e N. 

Nous allons formaliser cette remarque dans la prochaine section. 

Remarque 23.2 Prenons tout de suite de bonnes habitudes. Il est essentiel de bien distinguer les notions vectorielles 
des notions affines. Les espaces affines sont ceux que vous connaissez depuis le collège. Dans un espace affine : 

■JL Un vecteur est donné par deux points, un point de « départ » A et un point « d’ arrivée »B. On dit que deux vecteurs 
AB et CD sont égaux si ABDC est un parallélogramme. 

^ Une droite est composée de points. Elle est donnée par un point par lequel elle passe et par un vecteur qui la 
dirige. On parle de droite affine (Voir la définition dans chapitre 2). 

(|j) Un plan est lui aussi composé de points. Il est donné par un point par lequel il passe et par deux vecteurs qui 
l’engendrent. On parle de plan affine (Voir la définition dans chapitre 3). 

Si on fixe une origine O dans notre espace affine, ses points peuvent être identifiés aux vecteurs d’origine O. Ce sont ces 
vecteurs qui nous intéressent dans un espace vectoriel. La notion de point n’a pas de sens. Dans un espace vectoriel : 
g|| Tous les éléments sont des vecteurs. On peut se les représenter comme les vecteurs d’origine O d’un espace 
affine. 

2 Une droite est engendrée par un vecteur u (non nul) et est formée de vecteurs. On peut se l’imaginer dans un 
espace affine comme une droite passant par O et dirigée par u. 

|j) Un plan est engendré par deux vecteurs u et v (non colinéaires) et est formé de vecteurs. On peut se l’imaginer 
dans un espace affine comme un plan passant par O et engendré par u et v. 

^ Attention 23.1 Autant il est utile parfois de se représenter certaines notions d’algèbre linéaire dans le plan ou dans 
l’espace, autant parfois ceci est impossible. ..Cela n’est en général pas gênant... 

23.1.2 Espaces produits 
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Exemple 23.2 Soit (IK, +, ■) un corps. Alors (K, +, ■) est un K-espace vectoriel. 

L’addition dans K est une loi interne sur K et la multiplication sur IK peut être vue comme une loi externe. On vérifie 
facilement que ces deux lois vérifient les axiomes définissant un K-espace vectoriel. 


Exemple 23.3 On va munir l’ensemble des couples de réels IR 2 d’une structure de M-espace vectoriel. On définit une 
addition et une multiplication par un scalaire ainsi. Pour tous (x, y) , [x! , y') e IR 2 et tout a e IR, on pose : 

(x,y) + (x'.y') = (x+x',y + y') et a. (x, y) = (ax, ay) 

On vérifie (c’est un peu long et laborieux mais c’est facile) que ces deux lois vérifient les axiomes définissant un IR-espace 
vectoriel. Attention, le vecteur nul de cet espace est donné par 0 H 2 = (0,0). 

^ Attention 23.4 Attention au sens des opérations + et . dans les définitions ci-dessus : 

Multiplication 


Addition 
dans IR 2 


r~r 

(x,yT+(x' ,y') = (x+x , y+y') 


Addition t . 

» ^ par un scalaire 

d “ sH dans «2 




On généralise cette construction ainsi : 


Multiplication 
par un scalaire 
dans IR 


Proposition 23 . 1 Espace vectoriel K" 

Sur l’ensemble des u-uplets de scalaires K", on définit 

- une addition + 

I K" x K” — <• K" 

+ | ((xi,...,x„),(x',...,x^)) (x 1 + x' 1 ,...,x„ + x'„) 

- une multiplication par un scalaire • 

I K x K” — * K" 

’t (a,(xi,...,x„)) > — » (axi,...,ax„) 

Muni de ces lois, l’ensemble (K", +, ■) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est le n-uplet | 0 k« = (0, ...,0) |. 

N, ! 


V 

Démonstration Vérifications faciles. 

Un corollaire immédiat est alors le suivant : 


Corollaire 23.2 Espaces vectoriels IR” et C” 

- Le triplet (IR”, +, ■) est un IR-espace vectoriel. 

- Le triplet (C”, +, ■) est un IR-espace vectoriel. 

| Remarque 23.3 En particulier, IR et C sont des IR-espaces vectoriels. 


De manière plus générale, on a : 

/V», 0 « 1 1, . . , 

N 


Soient (Ei, +, •) et (E2, +, •) deux K-espaces vectoriels. On définit sur l’ensemble Ei x E2 
- une addition + 

+ . J (El x E 2 ) 2 — ► Ei x E 2 

'1 ((xi,x 2 ),(yi,y 2 )) — (xi + yi,X2 + y 2 ) 


■ une multiplication par un scalaire • 


' K x (Ei x E 2 ) 
, (a,(xi,x 2 )) 


EixE 2 

(a-xi,a-x 2 ) 


Alors (Ei x E2, +, ■) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est (0i;, , 0 e 2 ) I 


Démonstration Vérifications faciles. 

23.1.3 Espaces de suites et de fonctions 

Comme précisé dans l’introduction, on peut munir certains espaces de fonctions de structure d’espace vectoriel. Il suffit 
pour cela que les fonctions soient à valeurs dans un espace vectoriel. 
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Proposition 23.4 Espace vectoriel de fonctions ' 

Soit X un ensemble non vide et soit E un K-espace vectoriel. On définit sur l’ensemble 9 (X,E) des fonctions définies 
sur X à valeurs dans E 

- une addition + 

J ^CX,Ef 2 — 9 (X,E) 

+ : 1 if, g) ~ f+g 

donnée par VreX, (/ + g) (x) = f (x) + g (x) 

- une multiplication par un scalaire • 

I Kx&Qt,E) — & (X, E) 

• : 1 (a,/) « a-/ 

donnée par Vx e X, [a- f) (x) = a f (x) 


Muni de ces lois, l’ensemble G^(X,E),+,-) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est la fonction identiquement 



( X — * E 


nulle sur X à valeurs dans E : 

°^(x,E) : | x 0e 



Démonstration Les vérifications sont immédiates. 

Attention 23.5 Attention au sens des opérations + et . dans les définitions ci-dessus : 

..... Multiplication 
Addition . . 

— v , — , „ par un scalaire . 

v / danSE dans & (X, E) ~\ 

if+g) (x) = f (x) +g (x) (c S/) (x) 


Addition 
dans & (X, E) 


Multiplication 
par un scalaire 
dans E 


En appliquant ce résultat avec X = N et E = K, on obtient : 


Corollaire 23.5 Suites à coefficients dans IK 

Notons 5? (IK) l’ensemble des suites à coefficients dans K. Avec les lois 

I J^(K)x^(IK) — * S? (K) 

+ 'l ((M»),(Pn)) 1 » {U n +V„ ) 

i Kxy(K) — y (K) 

"'{ (A, —». (À - U n ) 

(S? (K) , +, ■) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est la suite constante nulle. 


23.1.4 Règles de calcul dans un espace vectoriel 

Les quatre axiomes donnés dans la définition 23.1 ne traduisent à priori pas toutes les règles de calculs qu’on est habitué 
à utiliser quand on manipule des vecteurs. On va montrer que ces règles découlent bien de ces quatre axiomes. 


Proposition 23.6 Règles de calcul dans un espace vectoriel 

Soit (E, +, ■) un K-espace vectoriel. Pour tous scalaires a, (5, À e K et pour tous vecteurs x, y e E, on 


1 Ok ■ x = Oe 

2 (-l)-x = -x 

3 (-À) X= -(À-X) = À- (-X) 

4 (a-p)-x = a-x-p-x 


5 A(x-y)=À-x-À-y 

6 À • Oe = Oe 

7 | À • x = 0 E 4=> [À - Ok ou x = 0 e ] 


Démonstration 


Les démonstrations de ces règles vous sembleront sans doute un 
peu arides dans un premier temps. Il est important de bien les 
travailler jusqu’à être capable de les refaire seul. 

0 E + 0 K x = 0 K x car (E, +) est un groupe 
= (0 k + Or) x car K est un corps 

= Okx+Okx d’après l’axiome 4 


membres de cette égalité. 
2 On a : 


x + (-l)x 


1.x + (-1) x grâce à l’axiome d 
(1 + (-1)) x grâce à l’axiome 1 1 
Orx car K est un corps 
Oe d’après le point précédent 


D’où 0 K ■ x = 0|; en soustrayant Orx à droite des deux 


donc (-l)x est l’opposé de x. On peut alors écrire : 
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= (-!)*. 


(a - P) x 


Hx-y) 


ÀOe = À (x - x) car (E, +) est un groupe 
= Àx+ À(-x) d’après l’axiome 1 
= Àx - Àx d’après le point 3 
= Oe car (E, +) est un groupe 

7 Supposons que kx = Oe- Si k = Ok alors d’après le point 
1, Àx = Oe- Sinon, si À / Ok alors comme K est un corps, 
(a + (-P)) x car K est un corps AT 1 existe et 

ax+(-(5x) d’après l’axiome 1 
ax - Px d’après le point précédent 

et donc x = Oe - La réciproque est évidente. 

\ (x + (-y)) car (E, +) est un groupe 
Àx + À(-y) d’après l’axiome 3 
Àx + À ( - 1 y) d’ après le second point 
Àx + (À. (-1)) y d’après l’axiome (2 
Àx + ( — À) y car IK est un corps 
Àx - Ày d’après le point 3 


|à.à 1 j x = à i (Àx) = À * Oe = Oe 


(-1.À) x car IK est un corps 
(-l)(Àx) d’après l’axiome 2 
-À.x d’après le point précédent 


23.2 Sous-espace vectoriel 

23.2.1 Définitions 


Définition 23.2 O Combinaison linéaire 

- Soient x\,...,x n n vecteurs d’un IK-espace vectoriel (E,+,.). On appelle combinaison linéaire de ces n vecteurs tout 
vecteur x e E de la forme 

X = Ài-Xi + ... + À„-X„ = £ Àfc-Xfc 

k=o 

où (Ài,...,À„) e K”. 

- Si A est une partie de E, on appelle combinaison linéaire d’éléments de A toute combinaison linéaire d’un nombre fini 

, d'éléments de A. , 


I Remarque 23.4 On montre par une récurrence facile qu’une combinaison linéaire de vecteurs de E est encore un 
vecteur de E. 


Exemple 23.6 


- Soit „ . .C’est une combinaison linéaire des deux fonctions cos et sin de & (IR, IR) et c’est 

( x ' — » cosx + 2sinx 

un encore un élément de & (IR, IR) . 

- Soient u - (1,2) et v - (-1, 1) deux éléments de IR 2 . Alors la combinaison linéaire 2u-3v = 2(1,2) — 3 (— 1, 1) = (5, 1) 
est encore un élément de IR 2 . 

- Soit w > 0. L’ensemble des solutions de l’équation différentielle : y"+my = 0 est l’ensemble de toutes les combinaisons 


linéaires possibles des fonctions (pi : 


R 

x 


IR 

cos (eux) 


IR 

sin (eux) 


Définition 23.3 WO Sous-espace vectoriel 

Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel et F c E, une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et 
seulement si 

La partie F est non vide : F/ 0, 

0 la partie F vérifie : 

V (x,y) e E 2 , V(cx,|3)elK 2 , a-x + p-yeF 


Remarque 23.5 

- Si F est un sous-espace vectoriel de E alors Oe e F. En effet, comme F est non vide, il existe x e F. Comme F est un 
sous-espace vectoriel, alors x - x = 1.x - 1.x = Oe e F. 
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- En partant de second axiome de la définition d’un sous-espace vectoriel et au moyen d’une récurrence, on montre sans 
peine que F est stable par combinaison linéaire, c’est-à-dire que toute combinaison linéaire de vecteurs de F est encore 
un vecteur de F. 

- Dans tout espace vectoriel E, il y a toujours deux sous-espaces vectoriels importants, F = {OeI et F = E. 

- Dans l’idée de faire le parallèle avec les groupes, on aurait pu définir la notion de sous-espace vectoriel de la façon 
suivante : F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F est un sous-groupe de E stable pour la multiplication 
par tout scalaire. 

Plan 23.1 : | Pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de E | 

On montre que F c E. 

2 On montre que F / 0 (la plupart du temps on montre que 0 g A). 

Hl Soit (a, P) e K 2 et soit (x, y) e F 2 . Montrons que a • x + P • y e F. 

On étudiera avec attention les exemples suivants : 

Exemple 23.7 

1. L’ensemble des nombres réels IR est un sous-espace vectoriel du IR-espace vectoriel €. De même, l’ensemble des 
nombres imaginaires purs iR est un sous-espace vectoriel de C. En effet : 

«H iIRcC. 

2 î'IR est non vide... 

^ Si a, P e IR et si ix, iye. FR alors aix + fiiy - i (ax + Py) e FR. 

eR 

2. Soit u un vecteur non nul du plan (ou de l’espace). L’ensemble F de tous les vecteurs du plan colinéaires à 77, 
F = {ATI | À e IR} est un sous espace vectoriel du plan (ou de l’espace). C’est la droite vectorielle dirigée par 7 1 : 

II est clair que F est un sous-ensemble du plan (ou de Fespace). 

F est non vide, il contient par exemple u. 

3 Si a, P e IR et si Am,A'ug F alors a (A u) + P (A' u) = (aA + PA') u e F. 

3. Soient u et v deux vecteurs non colinéaires de Fespace. L’ensemble F de toutes les combinaisons linéaires de u et 
v, F = {a m + P u | a, P e IR} est un sous-espace vectoriel de F espace : 

(H* Il est clair que F est un sous-ensemble de l’espace. 

F est non vide, il contient u, v,... 

3 Si a, P g IR et si au + bv, a'u+ b've F alors a(au+ bv) + P(a'u+ b' v) = [aa+ a'p) u + (ba + b'P) ue F. 

Si ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, F est le plan vectoriel engendré par u et v. 

4. L’ensemble des triplets (x, y, z) de IR 3 solutions de 2x + y - z = 0 est un sous espace vectoriel de IR 3 : 

(§| Il est clair que F c IR 3 . 

0 F est non vide, le triplet (0, 0, 0) est solution de 2x + y - z = 0. 

3 Si a, P e IR et si u - (x, y, z) , (x', y', z') e IR 3 alors a(x,y,z) +p (x',y',z') est élément de F. En effet u = 
(ax + Px', ay + Py', az + Pz') et 

2 (ax + px') + (ay + py') - (az + Pz') = a (2x + y-z) +P (2x' + y'-z') =0. 

=0 car (x,y,z)e F =0 Car (x',y',z')e F 

On remarque que F est un plan vectoriel. 

5. L’ensemble F = Sé” 0 (IR) des fonctions continues de IR dans IR est un sous-espace vectoriel de E = & (IR, IR). En 
effet : 

0 II est clair que F c E. 

HI II existe des fonctions continues sur IR (cos, sin, exp,...) donc F est non vide. 

i|| Si a, P e IR et si /, g g 7^° (IR) alors par le théorème d’opération sur les fonctions continues, af + pg est 
encore continue sur IR. Donc F est stable par combinaison linéaire. 

On montre de la même façon que pour tout n g N, les ensembles c ê n (IR) sont des sous-espaces vectoriels de 
& (IR, IR). 

6. Soit F l’ensemble des fonctions définies sur [-1, 1] à valeurs dans C qui s’annulent en 0. Montrons que F est un 
sous-espace vectoriel de ([- 1, 1] , €) , +, .) . 

1 IlestclairqueFc^([-l,l],C). 
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'2 F est non vide. Par exemple, la fonction identiquement nulle sur [-1,1] est élément de F. 

0 Si a, |3 £ C et si /, g £ F alors (a/ + P g) (0] = a/ (0) + P g (0) = 0 donc a/ + Pge F. 

7. En reprenant le troisième item de l’exemple 23.6, l’ensemble F des solutions de y" + coy = 0 est un sous-espace 
vectoriel de l’espace vectoriel 0 (IR). En effet : 

1 Toute solution de cette équation est (deux fois) dérivable et donc continue. Donc F c E. 

2 F est non vide car l’équation différentielle admet des solutions, par exemple la fonction identiquement 
nulle sur IR. 

3 Soient a, P e IR et/, g g F. Alors (a/ + Pg)" + cu(a/ + Pg) = a (/" + eu/) +P (g" + wg) =0 donca/+Pg£F. 

=o car /ef =o car gEF 

8. L’ensemble F = {P g IR3 [X] | P (1) = 0} est un sous-espace vectoriel de IR3 [X] . Cela se prouve de la même façon que 
l’item 6. précédent. 


I Remarque 23.6 On verra dans l’exemple 23.10 page 852 comment traiter les exemples 1., 2., 3., 4., 7. et 8. plus 
rapidement. 


Plan 23.2 : | Pour montrer que F n’est pas un sous-espace vectoriel de E 

On peut montrer au choix que 

- FsÉE. 

- F = 0. 


- 0 E £F. 

- F n ’est pas stable par combinaison linéaire : il existe (a, P) g K 2 et [x, y) g F 2 tels que a • x + p • y t F. 


Exemple 23.8 

1 . L’ensemble F = {/ g & (IR, IR) | / (0) = 0} n’est pas un sous-espace vectoriel de E = '6° (IR) car il existe des fonctions 
définies sur IR qui s’annulent en 0 et qui ne sont pas continues sur IR. 

2. L’ensemble F = {(x, y) g R I 2 | x 2 + y 2 = -1} n’est pas un sous-espace vectoriel de IR 2 car il est vide... 

3. L’ensemble F = {/ g & (IR, IR) | / (0) = l} n’est pas un sous-espace vectoriel de E = & (IR, IR) car le vecteur nul de E 
qui est la fonction identiquement nulle sur IR n’est pas élément de F. 

4. L’ensemble F = {(x,y) g IR 2 | x 2 + y 2 ^l} n’est pas un 
sous-espace vectoriel de IR 2 car il n’est pas stable par 
combinaison linéaire : soient u = (1,0) et v = (0, 1). On 
vérifie facilement que u, v g F. Par contre u + v - (1, 1) 
et || u + u|| 2 = 2 > 1 donc u+v& F. 



Proposition 23.7 Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel 

Soient (E,+,.) un IK-espace vectoriel et F c E, une partie non vide de E. On a équivalence entre les deux propositions 
suivantes. 

1 La partie F est un sous-espace vectoriel de (E, +, .) . 

2 Muni des lois de E restreintes à F, (F, +, .) est un IK-espace vectoriel. 

Démonstration Soient (x,y) e F 2 et (a, P) e K 2 . 

- On vérifie que + définit une loi interne sur E, x + y = 1.x + l.y G F car F est stable par combinaison linéaire. 

- De même, . définit une loi externe sur F. a.x = a.x+ O.y e F car F est stable par combinaison linéaire. 

- Les axiomes d’un espace vectoriel sont vérifiés dans F car ils sont vérifiés dans E 
La réciproque est facile. 

Plan 23.3 : | Pour montrer que F est un IK-espace vectoriel...1 

... il suffit de montrer que F est un sous-espace vectoriel d’un IK-espace vectoriel E dans lequel il est contenu. 


I Remarque 23.7 Cette dernière proposition permet d’ économiser beaucoup de travail quand on doit montrer qu’un triplet 
(F, +, .) est un IK-espace vectoriel. Plutôt que de vérifier tous les axiomes définissant un espace vectoriel, on cherche si F 

n’est pas une partie d’un espace vectoriel E (souvent bien connu) puis on vérifie que c’est un sous-espace vectoriel de E. 
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23.2.2 Intersection de sous-espaces vectoriels 


Proposition 23.8 Une intersection de sous-espaces vectoriels est encore un sous-espace vectoriel 

Soient (E,+,.) un IK-espace vectoriel et (F,) ieI est une famille de sous-espaces vectoriels de E alors P|F,- est un sous- 

iel 


espace vectoriel de E. 


Démonstration Soit i e I, puisque F,- est un sous-espace vectoriel de E, Oe g F; et donc Oe e fljei F,-. Soient ix,y) e (~| F,- 2 et 

ici 

(a, P) e K 2 . Montrons que a .x+fi.y e |~|F;. Soit i e I, comme F; est un sous-espace vectoriel de E et que x, y e F a ,x + f>.y e F,- ce 
ici 

qui montre que a.x + fi.y e P| F/. 

ici 

Exemple 23.9 

- L’intersection de deux droites vectorielles de l’espace IR 3 dirigées par des vecteurs non colinéaires est égale au single- 
ton 0 R 3 = {(0,0,0)} qui est bien un sous-espace vectoriel de IR 3 . 

- L’intersection de deux plans vectoriels dans l’espace est une droite vectorielle si ces deux plans ne sont pas confondus. 

- Dans 2/ (R), en notant 


F = {(u n ) e y (IR) | (u n ) est convergente } et G = {(u n ) g (IR) | (u n ) géométrique de raison r } 


où r g IR. Alors 


FnG = 


F si r e ]—l, 11 
{(0)} sinon 


qui sont dans les deux cas des sous-espaces vectoriels de 5? (IR). 


Définition - proposition 23.4 Sous-espace vectoriel engendré par une partie d’un espace vectoriel 

Soit A une partie d’un K-espace vectoriel (E, +, .). On appelle sous-espace vectoriel engendré par A le plus petit sous- 
espace vectoriel de E contenant A. On le note Vect (.A) et on a : 

Vect [A) — H F 

FeJ^a 

où désigne l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E qui contiennent A. 

Démonstration D’après la proposition 23.8, flFeJ? A E est un sous-espace vectoriel de E. Il contient de plus A et par construction, 
il est inclus dans tout sous-espace vectoriel de E contenant A. On a donc Vect (A) = Pfe jr A F. 

I Remarque 23.8 

- A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si Vect (A) = A. 

- Vect{0) = { 0}. 


Proposition 23.9 OW Sous-espace vectoriel engendré par une partie finie 

Soient n e N * et A = {xi , . . . , x n } une partie finie à n éléments de E . Le sous-espace vectoriel engendré par A est F ensem- 
ble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A : 


Démonstration Soit si l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments de A. L’ensemble si est non vide et 
stable par combinaison linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de E. Montrons que si est le plus petit sous-espace vectoriel 
de E contenant A. Pour ce faire, il suffit de montrer que si est un sous-espace vectoriel de E contenant A alors si c Së. Soit xe si . 

Par définition de si, il existe ai,..., a n e K et x\,...,x n e A tels que x = a\x\ + . . . a n .x n . Comme A c $ê, il vient que xi,...,x n ^âê 
et comme SB est un sous-espace vectoriel de P, il est stable par combinaison linéaire et donc x= ai X] + ...<x n .x n e B. Ce qui prouve 
que si c SB et termine la démonstration. 

Remarque 23.9 

- Si mg E\{0}, la droite vectorielle engendrée par u est le sous-espace vectoriel engendré par u : Vect( u) — {À - u \ À g K}. 

- Si m, v g E \ {0}, le plan vectoriel engendré par u et u est le sous-espace vectoriel engendré par [u, v\ : Vect({u, m}) = 
{a- m + P- v | (a, p) gK 2 }. 

Plan 23.4 : | Pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de E | 

Il suffit de décrire F sous forme d’un Vect. 
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Exemple 23.10 

On reprend les items 1., 2., 3., 4., 7. et 8. de l’exemple 23.7 page 849. 

- Les sous-ensembles de C donnés par G = IR et F = «IR s’écrivent G = Vect(l) et G = Vect{i) donc ce sont des sous- 
espaces vectoriels de C. 

- Si u est un vecteur du plan (ou de l’espace) alors F = {Xu | À g R} = Vect(u) donc F est un sous-espace vectoriel du 
plan (ou de l’espace). 

- Si u et v sont des vecteurs du plan (ou de l’espace) alors F = {au + Pu | a, P g R} = Vect{u, v ) donc F est un sous- 
espace vectoriel du plan (ou de l’espace). 

-On a F = {(*, y, z) g R 3 | 2x + y - z = 0} = {{x,y,2x + y) \ x,y g R} = {*(1,0,2) + y (0,1,1) | x,y g R} = 
Vect((l, 0,2), (0,1,1)) donc F est un sous-espace vectoriel de R 3 . C’est le plan vectoriel engendré par les vecteurs 
(1,0, 2), (0,1,1). 

- Soit F l’ensemble des solutions de l’équation différentielle y"+u)y = 0 avec eu g R + . Alors après avoir résolu l’équation, 
on trouve que F = Vect(x— ■ • coswx.x— ■ • sintux). Ainsi F est donc un sous-espace vectoriel de 7?° (R). 

- On a F = {P g R 3 [X] | P (1) = 0} = {(X- 1) (aX 2 + bX+ c) | a,b,c£ R} = {àX 2 (X- 1) + feX(X- 1) + c(X- 1) | a,b,c gR} = 
Vecf (X 2 (X- 1) ,X(X- 1) , (X- 1)) donc F est un sous-espace vectoriel de R3 [X], 

La remarque suivante permet de fixer les choses dans l’espace : 

Remarque 23.10 OW Dans l’espace R 3 , soit & = {u, v, w} où u, v et u/gR 3 . Alors : 

• La droite dirigée par u si les trois vecteurs sont colinéaires 

• Le plan engendré par u et v si les trois vecteurs sont coplanaires mais tels 
que deux d’entre eux, u et v par exemple, ne sont pas colinéaires 

• L’espace R 3 si les trois vecteurs ne sont pas coplanaires 

Donc les sous-espaces vectoriels de R 3 sont : 

1 . L’ensemble réduit au vecteur nul {0} 3. Les plans passant par 0. 

2. Les droites passant pas 0. 4. L’espace tout entier. 


Vect{&) = 


Bio 20 1 Giuseppe Peano, né le 27 août 1858 à Spinetta di Cuneo et mort 

Giuseppe Peano a été un des premiers mathématiciens à comprendre la nécessité 
de l’axiomatisation des mathématiques. Celles-ci doivent reposer sur quelques 
règles simples desquelles on fait découler les théorèmes après avoir défini avec 
précision les objets utilisés. Grâce à cette démarche et à sa grande rigueur, il 
mit en évidence de nombreuses erreurs dans les traités mathématiques alors 
existants. Il comprit aussi l’importance de la théorie des ensembles et de la 
logique pour exprimer les mathématiques et généralisa au reste des mathéma- 
tiques l’usage des symboles issus de ces théories . Il fut le premier à utiliser les 
symboles d’union et d’intersection. 

Giuseppe Peano s’intéressa au début de sa carrière au calcul infinitésimal qu’il 
participe à formaliser et à rendre plus rigoureux. A partir de 1887, son travail 
se porte sur la construction formelle des mathématiques et il définit de manière 
axiomatique l’ensemble des entiers naturels. Ce système d’axiomes porte main- 
tenant son nom. Grâce aux travaux de Grassmann, il axiomatise la notion d’es- 
pace vectoriel. 

À partir de 1900, il s’attelle à deux grands chantiers. Le premier consiste en 
la construction d’un langage international qu’il baptisa « Interlingua » basé sur un latin simplifié et augmenté de 
vocabulaire anglais, allemand et français. Le second est l’écriture d’une encyclopédie mathématique « Formulario 
Mathematico » utilisant le formalisme qu’il a inventé et qui vise à contenir toutes les mathématiques alors connues. 
Notons que Peano, excellent enseignant au début de sa carrière finit sa vie piètre pédagogue, ses cours étant rendu 
complètement obscurs par ses notations. 

/j\ Attention 23. 11 Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, ce n’ est pas forcément le cas de F u G et jamais le 
cas de F \ G, G \ F et E \ F car ils ne contiennent pas le vecteur nul. Par exemple : 

- Deux droites vectorielles @1 et @2 du plan R 2 sont des sous-espaces vectoriels de R 2 mais ce n’est pas le cas de leur 
réunion à moins que ces deux droites ne soient confondues. En effet, si ces deux droites ne sont pas confondues, 
la somme d’un vecteur non nul u\ de la première droite et d’un vecteur non nul 112 de la seconde n’est un vecteur 
d’aucune des deux droites et n’appartient donc pas à leur réunion. 
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- La partie F = {P g IR [X] | P(0) = 0} de E = IR [X] est un sous-espace vectoriel de E mais ce n’est pas le cas de E \ F. En 
effet, les polynômes de E \ F sont ceux qui ne s’annulent pas en 0 donc E \ F ne contient pas le polynôme nul. 


23.3 Somme de sous-espaces vectoriels 

23.3.1 Définitions 


Définition - proposition 23.5 WÇ Somme de deux sous-espaces vectoriels 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel (E,+,-). On appelle somme de F et G et on note 
F + G le sous-espace vectoriel de E donné par 

F + G= {x + y | (x,y) eFx G} 


Démonstration Le sous-ensemble F+ G est bien un sous-espace vectoriel de E. En effet, F+GcE car E est stable pour 1 ’ addition . 
De plus, F + G est non vide car F et G le sont. Enfin, si u ~ x + y e F + G et u' ~ x' + y' e F + G avec x,x' e F et y, y' e G alors, pour 
a,P e IK, 

au + f>u' = ax + Px' +ay+Py' e F + G 
eF eG 


car F et G sont des sous-espaces vectoriels. 


Proposition 23.10 ÇW La somme de deux sous-espaces vectoriels est le plus petit sous-espace vectoriel 
contenant leur réunion 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un (K-espace vectoriel (E,+,-). Alors F + G est le plus petit sous-espace 
vectoriel de E contenant F u G. 


Démonstration On a prouvé dans la remarque précédente que F + G est un sous-espace vectoriel de E. Il contient F et G car Oh 
est élément de F et G et donc F = F + Oh <= F + G et G = On + G c F + G. De plus, si on considère un sous-espace H de E qui contient 
F u G alors montrons que F + G c H. Soient x + y e F + G avec x e F et y e G. Comme F u G c H, on a aussi x, y e H et comme H est 
un sous-espace vectoriel, il s’ensuit que x + y e H. Donc F + G c H et F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F 
et G. 


Exemple 23.12 

- Soient deux droites vectorielles 3\ et 3'i du plan euclidien 3. On a : 3\ + 3i = 3 si 3\ et 3i sont dirigées par des 
vecteurs non colinéaires et 3\ + 3?. = 3\ = 3i sinon. 

- Soient 3 une droite vectorielle de l’espace "V dirigée par un vecteur u et 3 un plan vectoriel de l’espace. On a : 
3 F 3 -'Ÿ si ut S 6 et 3f 3 = 3 sinon (la droite est alors incluse dans le plan .3). 

- Dans 3 (IR, IR) soient F = Ve et (sin) et G = Vect[exp) alors : 

F + G = Vect (sin.exp) = {x>— • txsin(x) + |3exp(x) | cqpelR} 


La proposition suivante est bien pratique pour calculer des sommes : 


Proposition 23. 1 1 O Calcul pratique d’une somme de Vect 
Soient A et B deux parties d’un K-espace vectoriel E alors 

| Vect (A) + Vect (B) -Vect( AuB) 


Démonstration Voir 1 ’ exercice 23.26 page 874. 


Exemple 23.13 Dans l’espace IR 3 , on considère les parties F = {(x, 0,0) | xg IR} et G= {(x,x,0) | x g IR}. Montrons que 
ce sont des sous-espaces vectoriels de IR 3 et déterminons le sous-espace F + G. On a F = Vect (1, 0, 0) et G = Vect (1, 1, 0) 
donc F et G sont des sous-espaces vectoriels de IR 3 . De plus F + G = Vect ((1, 0, 0) , (1, 1, 0)) et on reconnaît que F + G est 
le plan vectoriel de IR 3 engendré par (1,0,0) et (1, 1,0). 
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23.3.2 Somme directe 


Définition 23.6 Somme directe 

On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont en somme dire 


li F n G = {0}. On note alors F © G leur 


Théorème 23.12 Caractérisation de la somme directe 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels du IK-espace vectoriel (E, +, •). On a équivalence entre : 

1 F et G sont en somme directe. 

2 Vx e F + G, 3 ! (xi , X2) £ F x G : x = x\ + X2 (c’est-à-dire, | tout | vecteur de F + G se décompose de manière 

I unique I comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.) 


Démonstration 

| => | Supposons que F et G soient en somme directe et soit x e F ■ 
Supposons qu’il existe xj e F et x' 2 e G tels qu’on ait encore x = 
x' 2 -X 2- Notons y ce vecteur. Comme Fi et F2 sont des sous-e 
conséquent y e Fj n F2 . Mais Fi et F2 étant en somme directe, 
et l’unicité est prouvée. 

| <= | Prouvons maintenant la réciproque. Soit x e F n G .11 existe 


G. Par définition, il existe x\ e ] 
xj + x' 2 . Comme x = X\ + X2 = x 
paces vectoriels de F., y = x\ - 
n a Fj n F2 = {0} donc y = 0. Pai 


vecteur de F et un vecteur de G : (x,0) et (0,x). Par hypothèse, elles s 
sous-espaces F et G sont en somme directe. 


alors deux couples de F x G permettant de décompost 
;, elles sont égales : (x,0) = (0,x). Par conséquent x 



vectoriels F = IR et G = iU sont en somme directe : 


Le seul complexe à la fois réel et ii 


e pur est 0 donc x = 0. 


- Dans IR 3 , les droites vectorielles F = 


■ Montrons que F est bien u 


[2 x-y + z =0 [- 

s-espace vectoriel de IR 3 . On a 


= 0 et 2x — y + z — 0} — {{O, y, y) | y e K 


-espace vectoriel de IR 3 . 

aires. Elles ne se coupent donc qu’ 


• On montre de la même façon que G = Vecf (1, 1, 1) et donc G est bien un sous-espace vectoriel de IR 3 . 

• Ces deux droites vectorielles ne sont pas engendrées par des vecteurs colinéaires. Elles ne se coupent donc qu’en 

0 R 3. 

- Dans E = ^(IR,[R), on considère F = {/ e E | / (0) = 0} et G = Vecf (x>— • 1). On a montré dans l’item 5. de l’exemple 
23.7 page 849 que F est un sous-espace vectoriel de E. Comme G est décrit par un Vecf, c’est un sous-espace vectoriel 
de E. Remarquons que G est l’ensemble des applications constantes de IR dans IR. 

Soit / £ F n G. 

2 / £ F donc / (0) = 0. 

(j| / £ G donc il existe a £ IR tel que / : x —* • a. 

4 Mais a- fi 0) = 0 donc f - 0. 

- Toujours dans E = & (IR, IR), les sous-espaces vectoriels F s Vecf (cos) et G = Vecf (sin) sont en somme directe. Il est 
clair que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Montrons qu’ils sont en somme directe 
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1 Soit / e F n G. 

2 / e F donc il existe a g IR tel que / = a cos. 

3 /g G donc il existe (3 g IR tel que / = |3 sin. 

4 et il vient que Vx g IR, acosx = (isinx ce qui n’est possible que si a = P = 0. En effet, comme précisé, 
l’égalité précédente est vraie pour tout réel x. En particulier, si x = 0, alors a = 0 et si x = tt/ 2, on trouve que 
P = 0. Finalement, / = 0. 


23.3.3 Sous-espaces supplémentaires 



Figure 23.1 - Décomposition d’un vecteur suivant deux sous-espaces supplémentaires 

L’intérêt de disposer d’espaces supplémentaires est donné par le théorème suivant. Il dit que si on dispose de deux sous- 
espaces supplémentaires F et G dans un (K-espace vectoriel E alors tout vecteur de E peut être décomposé de manière 
unique en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. 


Théorème 23.13 Caractérisation des sous-espaces supplémentaires 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un IK-espace vectoriel (E, +, •). On a équivalence entre : 

1 E = F ® G (c’est-à-dire F et G sont supplémentaires). 

2 VxgE, 3 !(xi,X2) g F x G : x = x\ + X 2 (c’est-à-dire, | tout] vecteur de E se décompose de manière | unique 

comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.) 


Démonstration 

| => | Supposons que F et G sont supplémentaires. Soit x g E. Comme E = F + G, il existe x\ e F et X 2 g G tels que x = x\ + xz- En 
appliquant la proposition 23.12, comme F et G sont en somme directe, cette décomposition est unique. 

| <= | Réciproquement, si pour tout xeE, il existe un unique couple (xi,X2) g FxG tel que x = x\+X 2 alors on a nécessairement E = 
F+G. On peut de plus appliquer à nouveau la proposition 23.12 et affirmer que les deux sous-espaces F et G sont supplémentaires. 



Re?narque 23.11 La partie souvent difficile dans ce plan est souvent de montrer que E = F + G. Dans ce chapitre, on 
utilisera une des deux techniques suivantes : 

- Si on sait écrire F et G sous forme d’un Vect, F = Vect (A), G = Vect (B), on peut, grâce à la proposition 23.11, écrire 
F + G = Vect (A) + Vect (B) = Vect (Au B). Reste alors à montrer que Vect (Au B) = E. 

- Si cette technique ne fonctionne pas, on utilise alors la définition : Soit x g E. Posons xi = . . .. Posons X 2 = . . .. On a 
bien : 
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i Xi e F. 


2 X 2 £ G. 


' — x\ + x 2 . 


La difficulté de cette méthode consiste en la détermination de x\ et x 2 . On procède souvent ainsi. Dans la pratique, il 
est souvent facile de déterminer un des deux vecteurs x\ ou x 2 , supposons que ce soit x \ . On pose alors x 2 - x - x\ . Il 
suffit alors de vérifier que x 2 e G. 

- On verra au chapitre 24 que grâce à la formule de Grassmann (voir 24. 19 page 907) on arrivera à traiter très simplement 
cette question dans le cas où on travaille avec des espaces vectoriels de « dimension finie ». 


Exemple 23.15 

- Dans E = C, F = Vecf ({1}) et G = Vecf ({/}). On sait que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. 

1 Si x e F n G alors x est à la fois réel et imaginaire pur donc x — 0 et F n G = {0}. 

2 F + G = Vecf(l) +Vecf (i) -Vect(_l,i) - C donc E = F + G. 

On a montré que E = F ® G. 


- Dans l’espace E = IR 3 la droite F donnée par le système i 

[2x-y+z = 0 

plémentaires. Comme F = Vecf (0,1,1) et G = Vecf ((1,0,0) ,(0, 1,0)), F et G 


et le plan G d’équation z = 0 sont sup- 
sont bien des sous-espaces vectoriels de 


E. 


) x+y-z 
2x-y + z 
z 

FnG= {0}. 


= 0 

= 0 et on trouve que x - y — z - 0 donc 
= 0 


2 F + G = Vecf (-4, 1, -3) + Vecf ((1, 0, 0) , (0, 1,0))= Vecf ((-4, 1, -3) , (1, 0, 0) , (0, 1, 0)) = E car on vérifie, en util- 
isant par exemple le produit mixte, que ces trois vecteurs ne sont pas coplanaires. Ils forment ainsi une base de 
R 3 . 


On a montré que E = F ® G. 

- Dans E = & (R, IR), on pose F = { fonctions paires} et G = { fonctions impaires}. On vérifie que F est un sous-espace 
vectoriel de E. F est non vide, il contient par exemple la fonction identiquement nulle sur R. Si a, P e R et si /, g e F 
alors, en utilisant la parité de / et g, pour tout x e R : 


(a/ + Pg) (-x) = a f (—JC) + Pg (-4 = a / (4 + Pg (4 = (a/ + Pg) (x) 


donc a/ + Pg e F. On prouve de même que G est un sous-espace vectoriel de E. 

1 Soit / e F n G alors VxeR ,/(-4 =/(4 = -/(x) et donc / = 0. Alors FnG = {0}. 

Soit / e E. On cherche deux fonctions /i et f 2 telles que f\ est paire, f 2 impaire et / = f\ + f 2 . Effectuons un 
raisonnement par analyse et synthèse. 

| Analyse : | Supposons que deux telles fonctions existent. Pour tout x e R, on sait que /(x) = f\ (x) + 
/ 2 (x) et que /(-x) = f\ (x) - / 2 (x). On tire de ces deux égalités que 


fi (x) = 


/ (x) + / (-x) 
2 


et 


h (x) = 


/ (x) - /(-x) 
2 


| Synthèse?] Posons f\ (x) = ^ ^ ^ ^ et f 2 (x) = ^ ^ ^ X \ On vérifie facilement que f\ 

est paire, donc que f\ e F et que f 2 est impaire, donc que f 2 £ G. On vérifie aussi que / = f\ + f 2 . 
Finalement, on a montré que E = F + G. 

On a donc & (R, R) = F © G. Que dire des fonctions exp, ch et sh ? 

- Toujours dans E = & (R, R), on pose F = {/ e E | / (1) = 0} et G = {x ax \ a e R}. On vérifie facilement que F et G 
sont des sous-espaces vectoriels de E. Pour G, on peut remarque que G = Vecf (idp). 

1 Soit / e FnG. Comme / £ F, / (1) = 0 et comme / £ G alors il existe a £ R tel que / : x >— • ax. Alors / (1) = a = 0 
et donc / = 0. On a montré que F n G = {0}. 

2 Soit / £ E. S’il existe /i £ F et f 2 £ G tels que f - fi+ f 2 alors / (1) = f 2 (1). On est alors invité à poser 
f 2 : x — - / (1) x. Il est clair que f 2 £ G. Posons f\ — f - f 2 . Il est clair que f\ (1) = 0 donc /i £ F. On a bien de 
plus / = fi + f 2 . Donc E = F + G. 

En conclusion E = F ® G. 
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23.4 Applications linéaires 

Dans toute la suite (E, +, •) et (F, +, •) sont deux K-espaces vectoriels. 


23.4.1 Définitions 


Définition 23.8 Application linéaire 

Soient (E, +, •) et (F, +, •) deux K-espaces vectoriels et / : E — F. On dit que / est linéaire si et seulement si : 
% V(x,y)eE 2 , f{x+y) = f(x) + f[y). 

0 V(À,ï)eKxE, /(À-x) = À-/(x). 

(On dit aussi que / est un morphisme d’espaces vectoriels). 


Théorème 23.14 Caractérisation des applications linéaires 

Soit / : E — ► F. / est linéaire si et seulement si : 

V (x,y) e E 2 , V(a,p)eK 2 , | /(ccx + p-y) = a-/(x) + P-/(ÿj~| 


I Remarque 23.12 

Si / : E — F est linéaire alors / (Oe) = Oh. En effet /( Oe) = /( Oe + Oe) = /(Oe) + /(Oe) donc par soustraction du vecteurs 
/(Oe) des deux côtés de cette égalité, il vient /(Oe) = Of. 

Plan 23.7 : | Pour montrer que / : E -> F est linéaire | 

H Soient a, p e IR et x, y e E. 

2 Montrons que /(a-x+p-y) = a-/(x) +(3-/(y) 

Plan 23.8 : | Pour montrer que / : E -> F n’est pas linéaire | 

on peut : 

0 montrer que / (Oe) / Of . 

H ou trouver a, P e IK, x, y e E tels que / (a • x + P • y) ^ a • / (x) + P • / (y) 

Définition 23.9 Forme linéaire, endomorphisme, isomorphisme, automorphisme 

Soit / : E — F une application linéaire. 

- Si F = K, on dit que / est une forme linéaire. 

- Si E = E, on dit que / est un endomorphisme de E. 

- Si / : E — ► F est bijective, on dit que / est un isomorphisme de E sur F. 

-Si / est à la fois un endomorphisme de E et un isomorphisme, on dit que / est un automorphisme de E. 


Exemple 23.16 

- Les applications linéaires / : IR — • IR sont les applications x >— À - x où À e IR. Montrons qu’une telle application est 

linéaire. Soient a, P e IR et x, y e IR alors / (ax + Py) = À (ax + Py) = aÀx + PÀy = a/ (x) + P/ (y) . Donc / est linéaire. 

Montrons que les applications / de cette forme sont les seules qui soient linéaires sur IR. Si / est linéaire sur IR alors 
on doit avoir, pour tout xe IR, / (x) = / (x.l) = x/(l) donc / est de la forme indiquée avec À = / ( 1). 

{ E , E 

où À e IK sont linéaires. La preuve 

x 1 — » A- x 

est identique à celle donnée dans l’item précédent. 

- Les translations de vecteur non nul ne sont pas linéaires. ..En effet, dans un IK-espace vectoriel E, pour u e E tel que 

{ E » e 

x _ x + u • O n a £«(0 e) = Oe + u =«/ Of donc t u n’est pas linéaire. 

- La dérivation D : | ^ ^ ^ D (/^- /' est linéaire. Si cx,p e R et /,ge 1 (!) alors D(a/ + Pg) = (cx/+ Pg/ = 


alors (p (a/ + Pg) = /J (a/ + Pg) (x) dx = afj f (x) dx + P/J g (x) dx = a<p (/) + P<p (g). 


a/' + pg' = aD(/)+pD(g). 
j , , . f ^°([0,1],R) 

L application ip : | ^ 


f' /(x) dx 


est une forme linéaire. En effet, si a, P e IR et /, g e Sé’ 0 ([0, 1], IR) 
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- L’application (p : 


J IR 3 

i (*,**) 


IR 2 

(x- y + z,2x + z) 


est linéaire. Si a, P e IR et si [x, y, z) , (x', y', z') e IR 3 alors 


ip{a{x,y,z)+${x' ,ÿ,z')) 


(p (ax + Px', a y + P y', a z + f)z') 

(ax + px' - (ay + py') + az + flz', 2 (ax + Px') + az + Pz') 
a (x - y + z, 2x + z) + p (x' - y' + z', 2x' + z') 
a( P (x, y, z) + P(p (x', y', z') . 


23.4.2 Noyau, image d’une application linéaire 

Rappels : Soient / : E — F et E' c E, F' c F. Par définition : 

(H L’image de E' par / est / (E') = {/ (x) | x e E'} 

2 L’image réciproque de F' par / est / _1 (F') = {x e E | / (x) e F'} 

Théorème 23. 15 Image directe et réciproque d’une application linéaire 

Soit / : E — ► G une application linéaire. Soient E' un sous-espace vectoriel de E et F' un sous-espace vectoriel de F 
alors : 

1 / (E') est un sous-espace vectoriel de F. 

2 f~ l (F') est un sous-espace vectoriel de E. 

Démonstration 

0 Comme Oh e E' et que f est linéaire, Op = /(Op) e /(E') et / (e') est non vide. Soient a, a' e K et y, / e /(E'). Il existe 
x,x' e E tels que y = /(x) et y' = /(x'). Montrons que ay + a'y' e /( E'). En utilisant la linéarité de f : ay + a'y' = 

a / (x) + a'/ (x') = / (ax + a'x‘) et donc ay + a'y' e / (E') . / (E') est donc bien un sous-espace vectoriel de F. 

2 De même que précédemment, comme Op e F' et que f est linéaire, Op e /“ 1 (F') . Soient a, a 1 e K et x, x 1 e f~ 1 (F') . Il existe 
donc y, y 1 e F' tels que y = / (x) et y' = / (x') . Donc, toujours par linéarité de f, f (ax + a'x') = ay + a 'y' e F '.Il vient alors 
que ax + a'x' e / _1 (F'). 


Définition 23.10 Noyau, Image 
Soit / : E — F une application linéaire. On appelle : 

- Noyau de f et on note Ker / le sous-ensemble de E : Ker / = {xeE | f (x) - 0f} 

- Image de f et on note Im/ le sous-ensemble de F : Im/ = {/ (x) | x £ E}. 


Théorème 23. 16 Ker/ et Im/ sont des sous-espaces vectoriels 

Soit / : E — F une application linéaire. Alors Ker / et Im/ sont des sous-espaces vectoriels de E. 
Démonstration C’est un corollaire immédiat du théorème 


Exemple 23.17 

-Dans IR 3 , F = {(x,y,z) e IR 3 | x+ y- z = 0} est un sous-espace vectoriel de IR 3 . En effet, posons / : 
| (x'y z) x+y z ' ^ ors ’ / est une f° rme linéaire et F = Ker/. On peut être ici plus précis : F est le 

plan vectoriel de vecteur normal (1, 1,-1). 
c œ l (IR) — 5g’ 0 (IR) 

/ — D (/)=/' Una: 

KerD = {/ e 5? 1 (IR) | D (/) = 0} qui est égal à l’ensemble des fonctions constantes sur IR. 

ImD = {D (/) | / e (IR)} = 4’° (IR). Autrement dit, D est surjective. Démontrons le. Soit / e ‘ (IR). Comme / est 
continue sur IR et que IR est un intervalle, / possède une primitive F : IR — IR. De plus F est dérivable et sa dérivée / 
est continue. Donc F e ‘é’ 1 (IR). On a bien D (F) = / et D est bien surjective. 


- Soit D : 


Théorème 23.17 Caractérisation des applications linéaires injectives 

Soit / : E — ► F une application linéaire. Alors : 

[^^sUiyectiv^^UieulemenGiHCei^^^OE^ 
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Démonstration 

| => | Supposons que f est injective. Rappelons que comme f est linéaire, f (Oe) = Op . Ainsi Op admet donc comme antécédent Op . 

Mais f étant injective Op est le seul antécédent de Op. Il est alors clair que Ker / = {Op}. 

| <= | Réciproquement, supposons que Ker / = {Op} et montrons que f est injective. Soient X\,X2 e E tels que f (x\ ) = f[x 2). Par 
linéarité de f, on peut écrire que f (x\ -X2) = Op. Donc x\ -X2 e Ker/= {Op}. Il s’ensuit que x\ -X2 = Op et donc que X\ = X2- 
f est donc injective. 


Exemple 23.18 

- On reprend l’exemple précédent, D 


‘g * 1 (R) (R) 

/ — D (/)=/' 

fonctions que la fonction nulle, comme par exemple / : x — *■ 1. 


- oon o . s r -, r 

\ (*.y) ■— [x+y,x 

et donc / est injective. 


n’est par injective car son noyau contient d’autres 
\x+y = 0 


. On vérifie facilement que Ker / = {(0, 0)} en résolvant le système 


[x-y=o 


I Remarque 23.13 [Caractérisation des applications linéaires surjectives] Soit / : E — ► F une application linéaire. Par 
définition, / est surjective si et seulement si Im/ = F. 


23.4.3 Étude de S£ (E, F) 

^ Notation 23.19 On note 5£ (E,F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F. 


Proposition 23.18 (E,F),+,-) est un K-espace vectoriel 

Le triplet (S? (E, F) , +, •) est un K-espace vectoriel. En particulier, si (/, g) e {.!£ (E, F)) 2 et (a, P) e IK 2 alors af + (3g est 
linéaire. 

Démonstration Comme F est un K -espace vectoriel, l’ensemble SP (E,F) des fonctions de E dans F a une structure de K -espace 
vectoriel. Pour montrer que 3£ (E,F) est un K -espace vectoriel, il suffit alors de montrer que 3£ (E,F) est un sous-espace vectoriel 
de P (E,F). Il est clair que i£ (E,F) est non vide car il contient par exemple l’application identiquement nulle f : x -* Op . On vérifie 
de plus facilement que si f,gef£ (E,F) alors a f + Pg est linéaire. Donc ££ (E, F) est bien un sous-espace vectoriel de P (E, F) . 

23.4.4 Étude de S£ (E) 

^ Notation 23.20 On note 5£ (E) l’ensemble des endomorphismes du K-espace vectoriel E. 


Corollaire 23.19 (i?(E),+,-) est un K-espace vectoriel. 
Le triplet ( f£ (E) , +, •) est un K-espace vectoriel. 


Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition précédente car f£ (El = 3£ (E, F) 


Proposition 23 .20 La composée de deux applications linéaires est une application linéaire 

Soient (E,+,-), (F,+,9 et (G,+,-) trois K-espaces vectoriels. Si /e 5£ (E,F) et si ge 5£ (F, G) alors go/e 5£ (E,G) 


Démonstration La preuve, facile, est laissée en exercice. 


Définition 23.11 Identité de E 

Soit (E, +, •) un K-espace vectoriel. On définit la fonction identité de E par Idp : 


Définition 23.12 Homothétie de E 

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. On appelle homothétie vectorielle de rapport Àe K l’application h\ — X-ld, h\ : 
E — * E 
x — ► À- jc ’ 


I Remarque 23.14 

- Ces deux applications sont linéaires et sont donc des endomorphismes de E. 
- Toute homothétie vectorielle de rapport À ^ 0 est injective. 


Proposition 23.21 (E),+,o) est un anneau unitaire 

Le triplet ( 5£ (E) , +, o) est un anneau unitaire (généralement non commutatif). 

Démonstration On vérifie facilement que {££ (E) , +, o) vérifie les axiomes d’un anneau unitaire. 
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23.4.5 Étude de GL(E) 

^ Notation 23.21 On note GL(E) l’ensemble des automorphismes de E. 


Proposition 23.22 Z> L’inverse d’une application linéaire bijective est linéaire 

Soit / : E — F un isomorphisme entre les espaces vectoriels E et F alors / -1 : F — E (qui existe car / est bijective) est 
aussi linéaire, c’est-à-dire f~ l e 3£ (F,E). 


Démonstration Soient x,x' e E et y, y' e F tels que y = f[x) et y' = f[x'). Soient a, a' e IK. On 


et / 1 est bien linéaire. 


Corollaire 23.23 O (GL(E),o) est un groupe 

Le couple (GL(E),o) est un groupe (en général non commutatif) d’élément neutre Id|.;. On l’appelle groupe linéaire de 

E. 


Démonstration En utilisant la propriété précédente, on vérifie facilement que GL(E) vérifie les axiomes d’un groupe. 

I Remarque 23.15 Pour prouver qu’une application / : E — ► E est bijective on utilise souvent la propriété suivante / est 
bijective si et seulement s’il existe g : E — E telle que f° g - g° f - 1 tfe- Dans ce cas, g = f~ l . 

I Exemple 23. 22 Soient un IR-espace vectoriel E et un endomorphisme u e L(E) vérifiant : w 3 + u 2 +2idE = 0. Montrons que 
u e GL(E) et déterminons son inverse w _1 . En utilisant la linéarité de u, l’égalité se factorise en uo [-i [u 2 + n)] = idE 
ou encore - |(w 2 + u) o u - Me- Donc u est inversible et w -1 = (u 2 + u). 

23.5 Équations linéaires 

23.5.1 Définitions 

On va expliquer dans cette section que l’ensemble des solutions d’un système linéaire ou d’une équation différentielle 
linéaire sont équipés d’une même structure. 


Définition 23.13 Équations linéaires 

On appelle équation linéaire une équation de la forme u{x) - b où : 

- u est une application linéaire définie entre un K-espace vectoriel E et un (K-espace vectoriel F : u e 5£ (E,F). 

- b est un vecteur de F appelé second membre de l’équation. 

- L’inconnue x est à valeurs dans E. 


Exemple 23.23 

- Soient E = K”, F = K m , x - (xi,...,x„) et b - [bi,...,b m ). Soit 


f-^ay+a'ÿ) = /-'(«/(*) + «'/(*')) 

= / -1 (/ (ax + a' x')) car / est linéaire 


«r’M+a'rV) 


E 


u : 


aiiXi + ... + ai n x n 
a 2 iXi + ... + a 2 nXn 


X — (Xl , • • • , Xji) 


Ctm\X\ + ... + a mn X n 


Alors u est linéaire et l’équation u (x) - b est équivalente au système d’équations : 


a\\X\ + ... + a\ n x n = b\ 
a 2 \X\ + ... + a 2n x n - b 2 
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- Soient E = c <f 1 (K, R), F = (IR, IR), a, b e Sé’ 0 (IR, IR) et 


F 

atp' + bip 


Soit c e F. L’équation linéaire 0 (tp) = c d’inconnue (p e r To 1 (IR, C) est une équation différentielle du premier degré. 
- Soient E = (IR,C), F = 5^° (IR,C), a, b , ce C et 


0 .j E — F 
‘ \ tp 1 — ► cap" + bip' + c(p 

Soit deF. L’équation linéaire 0 (cp) = c d’inconnue tp e Sé’ 2 (IR, C) est une équation différentielle du second degré à 
coefficients constants. 

23.5.2 Structure de l’ensemble des solutions 


Keru 




Figure 23.2 - Équation u(x ) = b 


Proposition 23.24 Structure de l’ensemble des solutions d’une équation linéaire 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, u e 5£ (E,F) et b e F. On note SP l’ensemble des solutions de l’équation linéaire 
u(x)-b et ,9\) l’ensemble des solutions de l’équation sans second membre :w(r)=O.Ona: 

- SPo est un sous-espace vectoriel de E (et donc SPo est non vide !). 

- Si S 5^ 0 et si xq e S alors S = {xq + h \ h e Sol = xo + So 


Démonstration L’ensemble ,9b est le noyau de u, c’est donc un sous-espace vectoriel de E d’après le théorème 23. 1 6 page 858. 
Soit xo e S, c’est-à-dire un élément xq de E tel que w(xo) = b. Montrons que S = (xo + h \ h e Sol. Pour ce faire, effectuons un 
raisonnement par double inclusion : 

S Soitxe S. Alors u{x-x o) = tt(x) - u(Xo) = b — b = 0. Donc x-Xq = fie So etx = Xq + h avec fie So et xe xo + So- 
Soit fie So- On au{xo + h) = u(xo)+ w(fi) = b et donc Xq + fie S. 

Remarque 23.16 Autrement dit, toute solution d’une équation linéaire est la somme d’une solution de l’équation 
homogène associée et d’une solution particulière de l’équation linéaire. Les théorèmes 5.6 page 202 et 5.16 page 213 
du chapitre 5 sont des cas particuliers de ce théorème. On retrouvera ce théorème dans le cas des systèmes linéaires au 
chapitre 25 section 25.1 1, proposition 25.56 page 981 . 


23.6 Projecteurs et symétries 

E désigne là encore un K-espace vectoriel. 


23.6.1 Projecteurs 




Figure 23.3 - Projection sur Ei parallèlement à E2 


Définition 23.14 <2 Projecteurs 

Soient Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = Ei ® E2. Pour tout x e E, il existe donc un 
unique couple {x\ , X2) e Ei x E2 tel que x - x\ + X2 . Soit 

.1 E — ► E 
P '\ x=xi + x 2 * — * Xl 

L’application p est bien définie et est appelée projecteur de E sur Ei parallèlement à E2. 


Proposition 23.25 Ç> Propriétés des projecteurs 

Soient Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = Ei © E2 et soit p le projecteur de E sur Ei 
parallèlement à E2 alors : 

1 p est linéaire : p e ï£ (E). 

2 Kerp = E 2 . 

3 lmp = Ei. 

4 p (x) = x <=> x e Ei (Ei est l’ensemble des vecteurs invariants par p). 


Démonstration 

Soient x = x\ + X2 e Ei ® E2 = E et x' = x^ + x' 2 e Ei ® E2 = E ainsi que deux scalaires a, a' e IK. On 
ax +a'x'= (axi + a'xj ) + (ax 2 + a , x' 2 )eE l ®E 2 . 
gEi GE2 


et: 


p{ ax + a'x') = axi+a'xj 

= ap(x) + a'p(x') 

ce qui prouve que p est linéaire. 

2 Soient x = Xi + X 2 e Ei ® E2 = E. On a : 

p (x) = 0 <=> xi = 0 <==> x = X2 <=> xeE 2 . 

Par conséquent : Ker p = E 2 . 

3 Soient x = xi + X2 e Ei ® E2 = E. On a : 

x e lmp <=> 3x' = xj + X2 e Ei ® E2 : x = p (x') 

x = xjeEi 
x e Ej. 


Donc lmp = Ei. 

4 Soit x = xi + X 2 e Ei ® E 2 = E .On a: 


p(x) = 


xe Ei 
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Proposition 23.26 Ç? Caractérisation des projecteurs 



Dans ce cas, p est le projecteur sur Ker p parallèlement à Im p. 


Démonstration 

| => | Si p est un projecteur et si xeE, alors en appliquant la proposition précédente, p (x) e Ei et comme E] est stable par p, 
p(pW) = p(x). Donc pop = p. 

| <= | Réciproquement, si p est un endomorphisme de E vérifiant pop = p ; posons Ei = Im p et E2 = Ker p et montrons que ces 
deux sous-espaces vectoriels de E sont supplémentaires dans E. 

- Soit x e Ei n E2. Alors, on a à la fois p (x) = 0 car x e E2 = Ker p et x = p [x') où x' e E car x e Ei = lmp. Par conséquent : 
0 ~ p(x) = p[p [x')). Mais comme pop - p, on a p[p (x')) = p [x') = x et donc x = 0, ce qui prouve que Ej et E 2 sont en 
somme directe. 

- Soit xeE. On a : 

x=p(x} + (x-p(xl) 

= *1 =X2 

et x\ e Ei (car x\ = p (x) e Im p) et x 2 e E 2 (car p(x 2 ) = p[x- p (x)) = p(x) - p 2 (x) = p(x) - p(x) =0). Par conséquent : 
E = Ei+E 2 

Donc E = Ei ® E 2 . Si x = x 1 + x 2 e Ei ® E 2 = E, comme xi e Ei , p (xi) = xi et comme x 2 e E 2 , p (x 2 ) = 0. Par linéarité de p, 
p (x) = p (xi ) + p (x 2 ) = xi. p est donc bien le projecteur de E surEi parallèlement à E 2 . 


Proposition 23.27 

Si E = Ei ® E 2 , si p est le projecteur de E sur Ei parallèlement à E 2 et si q e L(E) alors on a équivalence entre : 

1 q est le projecteur de E sur E 2 parallèlement à Ei. 

2 | p+q = id E \ 


Démonstration 

- Supposons que q est le projecteur de E sur E 2 parallèlement à Ei . Si x = 
x = p (x) + q (x) et on a bien p+ q = id E . 

- Réciproquement, si p + q = idg et si x = Xi + x 2 e Ei ® E 2 alors q (x) 
parallèlement à Ei . 


xi + x 2 e Ei ®E 2 alors p(x) = xi etq(x) = x 2 . Donc 
= x - xi = x 2 donc <7 est le projecteur de E sur E 2 


23.6.2 Symétries 



Figure 23.4 - Symétrie par rapport à Ei parallèlement à E 2 


Définition 23.15 V Symétries 

Soient Ei et E 2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = Ei © E 2 . Pour tout x £ E, il existe donc un 
unique couple (xi , x 2 ) e Ei x E 2 tel que x = xi + x 2 . Soit 

( E — k E 

■ { X = XI + X 2 1 * XI - x 2 

s est bien définie et est appelée symétrie par rapport à Ei parallèlement à E 2 , ou plus simplement symétrie. 
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Proposition 23.28 V Propriétés des symétries 

Soient Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = Ei ® E2 et soit s la symétrie par rapport à Ei 
parallèlement à E2, alors : 

1 L’application s est linéaire : s e if (E). 

2 Si p est le projecteur de E sur Ei parallèlement à E2 alorsl^^^/^^rij. 

3 s est involutive, c’est-à-dire : s° s = Id E . 

Démonstration Soit p le projecteur de E surEi parallèlement à E2. Soit x = x 1 +X2 e Ej ®E2 =E. On a : p (x) = x\ et 
[2p - Id E ) (x) = 2p (x) - x = 2xi -lxi+x 2 ) = xi-x 2 = s (x) 

ce qui démontre le second point. Comme p est linéaire et qu’une combinaison linéaire d’ applications linéaires est linéaire, s est 
linéaire et le premier point est aussi démontré. Enfin, en utilisant la linéarité et l’idempotence de p : 

sos = (2p-M E )o(2p-Id E ) 

= 2p°(2p-M E )-(2p-M E ) 

= 4p 2 -2p-2p + Id E 

= 4p-4p + Id E 

= Mb 


et le troisième point est démontré. 


Proposition 23.29 V Caractérisation des symétries 
Soit s e if (E). Si s est involutive, c’est-à-dire si so s = I d E I 
parallèlement à E2 = Ker (s + Ida)). 


alors s est la symétrie par rapport à Ei = Ker(s-Id E ) et 


Démonstration Supposons que s est linéaire et involutive. Posons Ei = Ker(s-Id E ) etE2 = Ker(s + Id E ). Montrons que ces deux 
sous-espaces vectoriels de E sont supplémentaires dans E. 

- Soit x e E| nE 2 . On a donc : s (x) - x = 0 et s (x) + x = 0. Soustrayant ces deux égalités, on obtient x = 0, donc Ei et E 2 sont en 
somme directe 

- Soit xeE.Ona: 

x = -i(s(x)-x} + i(s(x} + x) 

eEi GE2 

et donc E = Ej + E2 . 

On en déduit que E = EiWE 2 . De plus, si x = x\ + x 2 eE\ æE 2 = E alors : comme x\ e E] , on a : s [x\ ) = x\ et comme x 2 e E2, on 
a aussi : s(x 2 ) = -X 2 . Par linéarité de s, on en déduit que : s(x) = s(xi) + 5(X2l = x\ - x 2 . L’application s est donc bien la symétrie 
par rapport àE\ et parallèlement a E 2 



Figure 23.5 - Projecteur, symétrie 
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En résumé 

^ Les différentes définitions de ce chapitre doivent être connues avec la plus grande précision. 

Vous devez être capable de donner différents exemples d’espace vectoriels, de sous-espaces vectoriels, de sous- 
espaces supplémentaires. Il faudra passer du temps à reprendre les différents exemples de ce chapitre. 

Les notions de projecteurs et symétries doivent être bien assimilées. 

4 Ne vous découragez pas. Les premiers pas en algèbre linéaire sont souvent difficiles. Le temps et le travail aidant, 
ces nouvelles notions vont vite s’éclaircir. 
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23.7 Exercices 


23.7.1 Espace vectoriel 


Exercice 23.1 ■ V 

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels sur IR ? 


1 . (IR*,® 


2. (R 2 ,®,®) où : 


I IR* x IR* — ► IR* 

\ ( a , b ) 1 — » a®b= ab 

I MxIR* — » IR* 

' l (À, a) 1 — * À ® a = 


IR 2 x|R 2 

[{a, b), [a 1 , b')) 


IR 2 

(a, fo) æ [a', b 1 ) - [a + a', b + b') 


I IRxIR 2 — > IR 2 

{ (À, (a, b)) * — * À ® [a, b) = (Àa, b) 


Solution : 

1 . Vérifions les différents axiomes. 

(a) ® admet 1 comme élément neutre et si a,be IR* , il est clair que a ® b~ l e IR+. Donc IR* est un sous-groupe 
du groupe commutatif (IR*, x) et (IR* , ®) admet alors bien une structure de groupe commutatif. 

(b) Soient a, P e IR et x, y e IR* . On vérifie que : 

i. (a + P) ® x- x“ + P = x a xP = a® jc ® ( 3 <s> x 

ii. (a x |3) ® x = x“P = (x^) a = a ® (P ® x) 

in. a ® (x ® y) = (xy) = x“y“ = a® x® a® y. 

2 . La loi externe n ’est pas distributive. En effet (1 + 2) ® (1, 2) = (3, 2) et 1 ® (1, 2) ® 2 ® (1, 2) = (1, 2) ® (2, 2) - (3, 4) . 


23.7.2 Sous-espace vectoriel 
Exercice 23.2 i 

On considère E = c é ' 0 (IR, IR) l’ensemble des fonctions continues définies sur IR et à valeurs dans IR. Indiquer parmi les 
ensembles suivants lesquels sont des sous-espaces vectoriels de 'îé’ 0 (IR, M) 

1 . L’ensemble Fi des fonctions polynomiales de degré n où ne N. 

2 . L’ensemble F2 des fonctions polynomiales de degré au plus n où neN et à coefficients dans IR. 

3 . L’ensemble F3 des fonctions dérivables sur IR. 

4. L’ensemble F4 des fonctions f vérifiant telles qu’il existe k e IR tel que f est k-lipschitzienne. 

5 . L’ensemble F5 des fonctions f dérivables sur IR telles que f (0) = 1 

6. L’ensemble F6 des fonctions f dérivables sur IR telles que f (0) = 0 

7. L’ensemble F7 des fonctions / e (IR) solutions de y' - y - 0. 

8 . L’ensemble F 8 des fonctions f e 1 (IR) solutions de V t e IR, y'(f) - y(f) = t. 

Solution : 

1 . L’ensemble Fi est clairement une partie de E car toute fonction polynomiale est continue sur IR. Elle ne contient 
par contre pas la fonction nulle car le polynôme correspondant est de degré -00. Ce n ’est donc par un sous-espace 
vectoriel de E. 

2. L’ensemble F2 est clairement une partie deE.Il est évident que F2 est non vide et qu ’une combinaison linéaire de 
polynômes de degré « n est encore un polynôme de degré « n donc F2 est un sous-espace vectoriel de E. 

3 . Toute fonction dérivable sur IR est continue sur IR donc F3 c E. F3 est par ailleurs non vide et une combinaison 
linéaire de fonctions dérivables est encore dérivable donc F3 est un sous-espace vectoriel de E. 


4. Toute fonction k-lipschitzienne est continue (et même uniformément continue) sur IR donc F 4 est bien une partie 
de E. Si on considère une fonction f] ki-lipschitzienne et une fonction fz kz-lipschitzienne sur IR avec k\, kz e IR* 
et si «i ,a 2 e IR alors, pour tout x, x' e IR, on a, par application de 1 ’ inégalité triangulaire : 

| («i/i + CX2/2) (x) - («i/i + «2/2) (x') | « (loci | h + |a 2 1 fc 2 ) | x - x' | 

et donc cxi/i + CX 2/2 est |ai | k\ + lo^l kz-lipschitzienne. F 4 est donc bien un sous-espace vectoriel de E. 

5. La fonction nulle n’est pas élément de F 5 donc F 5 n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 

6. L’inclusion de Fs dans E est évidente car toute fonction dérivable sur IR est continue sur IR. Fg est clairement 
non vide, la fonction identiquement nulle en est un élément. Par ailleurs, une combinaison linéaire de fonctions 
dérivables nulles en 0 est encore dérivable et nulle en 0 donc Fg est bien un sous-espace vectoriel de E. 

7. F 7 est non vide car la fonction nulle sur IR est ( é >l sur IR et solution de l’équation différentielle y' - y - 0. Toute 
fonction 'to 1 sur IR est continue sur IR donc F 7 est bien une partie de E. On vérifie de plus que toute combinaison 
linéaire de fonctions Sf 1 sur IR solutions de l’équation différentielle est encore sur IR et solution de l’équation 
différentielle. F 7 est donc un sous-espace vectoriel de E. 

8. La fonction identiquement nulle n’est pas solution de y'- y - tdonc Fg n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 

Exercice 23.3 ■ ^ H 

Soit (IR, IR) l’espace vectoriel des fonctions définies sur IR à valeurs dans IR. Les parties suivantes sont elles des 
sous-espaces vectoriels de & (IR, IR). 

1. L’ensemble Fi des fonctions bornées sur IR. 

2. L’ensemble F 2 des fonctions monotones sur IR. 

3. L’ensemble F 3 des fonctions qui s’annulent au moins une fois sur IR. 

4. L’ensemble F 4 des fonctions qui ne s’annulent jamais sur IR. 

5. L’ensemble F 5 des fonctions qui s’annulent une infinité de fois sur IR. 

6. L’ensemble Fs des fonctions qui valent 0 en 1 . 

7. L’ensemble F 7 des fonctions qui valent 1 en 0. 

8. L’ensemble Fs des fonctions dérivables sur IR. 

9. L’ensemble Fg des fonctions paires sur IR. 

10. L’ensemble F 10 des fonctions T-périodiques où T est un réel strictement positif fixé. 

Solution : 

1. Une combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée. Fi est non vide donc Fi est un sous-espace vectoriel 
de E. 

2. On considère les fonctions f : j ^ > * ^3 et /à : | ^ | ^ . /1 et fz sont monotones (croissantes) mais 

ce n’est pas le cas de fi - fz comme on peut le vérifier facilement. Tz n’est donc pas un sous-espace vectoriel de 
E. 

3. On considère les fonctions f\ : j ^ ^ ^ et /2 : j ^ ^ ^ ^ . fi et fz s’annulent toute deux au moins 

une fois sur IR mais ce n ’est pas le cas de fz~ fi - Donc F 3 n ’est pas un sous-espace vectoriel de E. 

4. La fonction nulle n ’est pas élément de F 4 donc F 4 n ’est pas un sous-espace vectoriel de E. 

5. Les fonctions fi : | ^ ^ et /? : I ^ ^ 1 s’annulent une infinité de fois sur IR mais ce 

J \ x ■ — ► sinx J \ x ■ — ► smx-j 

n’est pas le cas de fi -fz = \. F 5 n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 

6. On montre facilement que Fg est un sous-espace vectoriel de E. 

7. La fonction nulle n’est pas dans F 7 . Ce n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 

8. Une combinaison linéaire de fonctions dérivables est dérivable et Fg est non vide donc Fs est un sous-espace 
vectoriel de E. 

9. Fg est non vide. Si f et g sont deux fonctions paires et si a, P sont deux scalaires réels alors, pour tout xeIR: 

(a/ + |3g)(-x) = (a/ + pg)(x) 

et donc Fg est stable par combinaison linéaire. On en déduit que c ’est un sous-espace vectoriel de E. 

10. On vérifie facilement que F 10 est non vide et qu’une combinaison linéaire de fonctions T-périodiques est encore 
T-périodique. F 10 est donc un sous-espace vectoriel de E. 
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Exercice 23.4 ■ 

On note E = & ([0, 1] , IR) l’ensemble des fonctions définies sur [a, b] à valeurs dans IR. Les parties suivantes sont-elles 
des sous-espaces vectoriels de E ? 

1. Fi = {/ e ([0, 1] , R) | /' (0) = /' (1)} 3. F 3 = {/e «tf°([0,l] ,R) \ f^f(t) dt = lj- 

2. F 2 = {/e^°([0,l],IR) | Vxe[0,l], f> 0}. 4. F 4 = {/e ^°([0,I] ,K) I / 0 l / (t) df = o} 


Solution : 

1 . L’ensemble Fi est clairement un sous-ensemble de E. Fi est non vide car il contient la fonction nulle. Soient 
f, g g Fi, a, P e IR. On combinaison linéaire de fonctions Sé’ 1 sur [0, 1] est encore c -€ x sur [0, 1] et (a/ + Pg) ; (0) = 
(a/ + g) (1). Fi est donc bien un sous-espace vectoriel de E. 

2. Une combinaison linéaire de fonctions positives n’est pas forcément positive. Il s’ensuit que F 2 n’est pas un 
sous-espace vectoriel de E. 

3. L’intégrale entre 0 et 1 de la fonction nulle est nulle. Cette fonction n’est donc pas élément de F 3 et F 3 ne peut 
être un sous-espace vectoriel de E. 

4. L’ensemble F 4 est clairement une partie non vide de E. De plus, une combinaison linéaire de fonctions d’inté- 
grales nulles est d’intégrale nulle et si f, g e F 4 , a, P e IR alors, par linéarité de l’intégrale : /J (a/ + Pg) (f) dt = 
a/ 0 /(f)df +p/ 0 g(f) dt = 0. F 4 est donc bien stable par combinaison linéaire et c ’ est bien un sous-espace vec- 
toriel de E. 


Exercice 23.5 m V 

On note E = y (IR) l’espace vectoriel des suites réelles. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces 


vectoriels de Y (IR) ? 

1. Fi = {(.u n ) e S? (IR) | {u n ) est bornée} 

2. F 2 = {(«„) e y {U) | [u n ) est monotone} 

3. F 3 = {(u n ) e y (IR) | (u n ) est convergente } 

4. F 4 = \{u n ) e y (IR) | [u n ) est convergente vers 0} 

5. F 5 = {{u n ) e .9 1 (IR) | [u n ) est convergente vers l } 


où l est un réel 6xé non nul. 

6. F6 = {{u n ) e Sf (IR) | {u n ) est divergente } 

7. F 7 = {(m„) e ^(IR) | {u n ) est géométrique } 

8- Fs = \{u n ) e (IR) | {u n ) est géométrique de raison a } 

où a est un réel fixé. 


Solution : 

1. Une combinaison linéaire de suites bornées étant encore bornée, on vérifie facilement que Fi est un sous-espace 
vectoriel de E. 

2. En considérant par exemple les suites (u n ) et (v n ) de terme général u n - n 2 et v n - An - 1 on vérifie que {u n ) 
et {v n ) sont croissantes mais que u n - v n n’est pas monotone (il suffit de calculer les 4 premiers termes de cette 
suite). F 2 n’est donc pas stable par combinaison linéaire et ne forme donc pas un sous-espace vectoriel de E. 

3. L’ensemble F 3 est clairement une partie non vide de E. Parle théorème d’opérations sur les limites, on sait qu’une 
combinaison linéaire de suites convergentes est encore convergente. Donc F 3 est un sous-espace vectoriel de E. 

4. L’ensemble F 4 est une partie non vide de E. Par le théorème d’opérations sur les limites, on sait qu ’une combinai- 
son linéaire de suites convergentes vers 0 est encore convergente vers 0. Donc F 3 est un sous-espace vectoriel de 
E. 

5. La suite nulle ne converge pas vers 1^0 et donc F5 ne peut être un sous-espace vectoriel de E. 

6. La suite nulle n 'est pas divergente et donc n 'appartient pas à Fg qui ne peut du coup être un sous-espace vectoriel 
de E.. 

7. Une combinaison linéaire de suites géométriques n’est pas forcément géométrique donc F 7 n’est pas un sous- 
espace vectoriel de E. 

8. L’ensemble Fs est une partie non vide de E. On vérifie facilement qu’un combinaison linéaire de suites de raison 
a est encore une suite géométrique de raison a et Fg est donc un sous-espace vectoriel de E. 


Exercice 23.6 Ç? 

Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de IR 2 ? 


1. Fi = {(x,y) e IR 2 | 2x+ys*0} 

2. F 2 = {(x,y)ef 8 2 |x 2 + y 2 = l} 


3. F 3 = {(x,y)eM 2 |y = x} 

4. F 4 = {(x,y)el 2 | x-2y = 3} 


Solution : Rappelons qu ’une partie de IR 2 est un sous-espace vectoriel de IR 2 si et seulement si c’est le singleton {0}, 
une droite vectorielle ou IR 2 tout entier. 

1. Le couple ( 0 , 1 ) est élément de F i mais ce n’est pas le cas du couple (0,-1) qui lui est pourtant colinéaire. Fi n’est 
donc pas stable par combinaison linéaire et ce ne peut être un sous-espace vectoriel de IR 2 . 

2. Le couple nul (0, 0) n ’est pas élément de F 2 et donc F 2 ne peut être un sous-espace vectoriel de IR 2 . 

3. On vérifie facilement que F 3 est une partie non vide de IR 2 . Si [x,y),[x',y') e F 3 et si ex, (3 £ IR alors on vérifie 
facilement que ax + px' = ay+(3y' et donc que a (x, y) + (3 [x! , y') e F 3 . F 3 est donc un sous-espace vectoriel de R 2 . 

4. Le couple nul (0,0) n’est pas élément de F 4 et donc F 4 n’est pas un sous-espace vectoriel de IR 2 . 


Exercice 23.7 

Soient F = {(x, y, z) e IR 3 | x+y+z = 0} etG= {(s- t,s + t,t) elR 3 | s.teIR}. 

1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de IR 3 . 

2. Déterminer F n G. 


Solution : Rappelons qu’une partie de IR 3 est un sous-espace vectoriel de IR 3 si et seulement si c’est le singleton {0}, 
une droite vectorielle, un plan vectoriel ou IR 3 tout entier. 

1. F est une partie non vide de IR 3 . Si (x, y, z) , (x', y', z') e F et si a, P e IR alors on vérifie facilement que le triplet 
a (x, y, z) + P (x', y',z') vérifie 1 ’ équation x+y+z-O.F est donc stable par combinaison linéaire et forme un sous- 
espace vectoriel de IR 3 (on aura reconnu que F est un plan vectoriel de l’espace). On vérifie aussi que G est un 
sous-ensemble non vide de IR 3 et si (s- t, s +t, t) et (s' - t', s' + t', t') sont deux éléments de G (avec s, s', t, t' e IR) 
et si alors a, P e IR alors : 

a (s - t,s+ t,t) + P(s' - t',s' + t/, t') = (S -T, S +T,T) 

avec S = cxs + Ps' et T = at + pt' et donc G est aussi stable par combinaison linéaire (On aura là encore remarqué 
que G est un plan vectoriel de l’espace). 

1 x+y+z - 0 
x = s— t 

et on obtient comme ensemble solution 

y = s+ f 
z- t 

1 3 

v _ _ t (on reconnait 1 ’ équation paramétrée d’une droite vectorielle ). 

y 2 
z= t 


Exercice 23.8 ■ W I 

On considère un K -espace vectoriel E et un sous-espace vectoriel A de E. On suppose que A ^ {0e) et A / E. Montrer 
que la partie B = (E \ A) u {Oe) n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 


Solution : Par l’absurde, supposons que B est un sous-espace vectoriel de E. Soient a e A et b £ F deux vecteurs 

non nuis. Posons x - a+ b. Comme E est un espace vectoriel, x est élément de E et comme E = AuB, soit x e A, soit 
x e B. Si x e A alors b - x- a est élément de A car A est un sous-espace vectoriel. Mais A n B = {0} donc b -O ce qui 
est contradictoire avec notre hypothèse de départ. De même, si x e B alors a-x-beB et a-0 ce qui est aussi une 
contradiction. En conclusion, B ne peut être un sous-espace vectoriel de E. 


23.7.3 Opérations sur les sous-espaces vectoriels 

Exercice 23.9 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K -espace vectoriel E. Montrer que : 
FnG = F+G<=>F = G 
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Solution : 

- | => | Soit x e F. Alors x = x + OeF + G= FnG. Donc x e G. Ce qui prouve que F c G. On montre de la même façon 
que G c F et donc que F = G. 

- | <= | Trivial. 


Exercice 23.10 I Ç 1 2 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. Montrer que F u G est un sous-espace vectoriel 
de E si et seulement si F c G ou G c F. 


Solution : 

- | => | Supposons que F <£. G et que G F. On peut alors trouver deux vecteurs non nuis xeF\GetyeG\F. x + y ne 
peut être élément de F u G : sinon on aurait x + y e F (ou x + y e G) et donc, F étant stable par combinaison linéaire 
y- x+y- x serait élément de F (on fait le même raisonnement si x+y e G) ce qui n’est pas possible par hypothèse. Par 
conséquent F u G n’est pas un sous-espace vectoriel de E. La première imphcation est ainsi prouvée par contraposée. 

- | <= | Trivial. 


Exercice 23.11 I 

On considère un K-espace vectoriel E, et l’on note V (E) l’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E. On se 
donne un sous-espace vectoriel V e T (E) et l’on définit l’application 


cp v : 


n E) 
X 


7(E) 

XnV 


Montrer que 


(i) (pv injective <=> (ii) cpv surjective <=> (iii) V=E 


Solution : 

1. (i) => (i i i ) : il suffit de prendre X\ = E et X 2 = V. Alors comme cp (Xi) = tp (X 2 ) = V et que tp est injective, 
Xi =X 2 , c’est-à-dire V = E. 

2. (iii) => (i) : le résultat est clair car dans ce cas (pE = id. 

3. ( i i) => (j i i ) ; comme E e Y (E) et que tp est surjective, il possède un antécédent X e F (E) et l’égalité XnV = E 
n’est possible que si V = E. 

4. ( ii ) => (i) : clair car dans ce cas q>E = id. 


Exercice 23.12 I Ç 1 

On considère un K-espace vectoriel E, et T on note ~V l’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E. On se donne 
un sous-espace vectoriel V € Y et l’on définit l’apphcation 


ipv: 


Y(. E) 
X 


y (E) 
x+v 


Montrer que 


(i) cp v injective <=> (ii) cp v surjective <=> (iii) V = {0e1 


Solution : 

1. {iii) => {i) et (iii) => (ii) sont claires puisque si V = {OeJ, ipv = idy(E)- 

2. (i) => (iii) : par l’absurde, si V / {Oi;i, il existe ue V tel que v / Oe- En prenant X| = {OeJ et X 2 = Vect(u), on 
aboutit à une contradiction car tp (Xi) = V = tp (X 2 ). 

3. (ii) => (iii) : par l’absurde, si V {OeJ, il existe u e V avec u / Oe- En posant Y = {0}, on ne lui trouve pas 
d’antécédent par ipy. 


Exercice 23.13 VV U 

Soit un IK -espace vectoriel E et quatre sous-espaces vectoriels A, B, C et D de E. Montrer que 

1. An(B + C)=AnB+AnC. 3. An(B + (AnC)) = (AnB) + (AnC). 

2. A+ (Bn (A+C)) = (A + B) n (A+C) ; 4. AnB = CnD ^ (A+(BnC])n(A+(BnD))=A; 
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1. Considérons zeAnB + AnC. Il existe x g A n B et y g An C tels que z-x+y. Mais comme x,y g A et que 
A est un sous-espace vectoriel, z e A. Comme x g B et y g C, z - x + y e. A + C. En conclusion, z g A n (B + C) . 
Réciproquement, si z g A n (B + C) alors z g A et il existe x g B et y g C tels que z = x + y. 

2. D’après la question précédente, (A+B)n(A+C) = AnA+AnC+BnA+BnC = A+AnB+AnC+BnC = A+BnC 
car A est un sous-espace vectoriel et An B, An Ce A. De même, A+(Bn (A+C)) = A+ (AnB + BnC) = A+BnC. 
On en déduit l’égalité. 

3. Toujours d’après la première question An(B + (AnC))=AnB+AnAnC = AnB+AnCetAn(B + (AnC)) = 
(An B) + (AnC). 

4. Supposons que A n B = C n D. Alors 

(A+(BnC))n(A+(BnD)) = AnA+AnBnD + AnBnC + BnCnD = A+CnD+AnB = A+AnB=A 
CnD CnD AnB 

car A est un sous-espace vectoriel et que A n B c A. 


Exercice 23.14 I W H 

Soit un IK -espace vectoriel E et trois sous-espaces F, G et H de E. On suppose que 

(F+G-F+H 
i FnG=FnH 
( Gc H 


A-t-on toujours G = H ? 


Solution : Montrons que G = H. On sait déjà que Gc H. JJ suffit donc de montrer l’inclusion réciproque. Soit h G H. 
Alors JzgF + H = F + G. Donc il existe f g F et g g G tels que h-f + g. Mais comme f - h- g, que h- g € FL (car 
h g H, g g G c H et H est un sous-espace vectoriel) alors / g F n H = F n G. Donc f e G et h - f + g eF. Ce qui prouve 
que H c F .En conclusion H — G. 


23.7.4 Sous-espace vectoriel engendré par une partie 

Exercice 23.15 (Ç> 

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la forme Vect(&) : 

1. Fi = {(x,y) g IR 2 | x-y = 0} 

2. F 2 = {(x,y) g IR 2 | 2x - y = 0} 

3. F 3 = {{t, -2t) | teR} 

Solution : 

1. Fi = |(x,y) g IR 2 | x-y = 0} = {(x,x)Gl 2 | xg R} = Vect ((1,1)) 

2. F 2 = {(x,y) g IR 2 | 2x-y = 0} = {(x,2x)GlR 2 | xg IR} = Vecf((l,2)) 

3. F 3 = ((f,-2 1) | te U] = Vect ((1,-2)) 


Exercice 23.16 I 

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la forme \lect[ &) : 

1. Fi = {(x,y,z) GM 3 |x + y-z = 0} 4. F 4 = FnG avec F = {( x,y,z ) g IR 3 | x-y-2z = 0} 

2. F 2 = {(2s+ t,s- t,s+ t) | (s, r) g IR 2 } et G= {(x,y,z) g IR 3 | 3x-y-z = 0} 

3. F 3 = {(x, y, z) g IR 3 | x — y + z = 0 et x + y-z = 0} 5. F 5 = {(2f,3f, f) | t g IR} 


Solution : 

1. Fi - {(x,y,z) g IR 3 | x + y- z = 0} - |(x,y,x + y) gIR 3 | x.yGlR} = {x (1,0,1) + y (0,1,1) g IR 3 | x,yG IR} = 
Vecf((l,0, 1), (0,1,1)). 

2. F 2 = {(2s+f,s-t,s+f) | (s, t) g IR 2 } — {s (2, 1, 1) + t (1, -1, 1) | (s, î) G IR 2 } =Vect ((2, 1, 1) , (1,-1, 1)). 

3. F 3 = |(x,y,z) g IR 3 | x-y + z = 0 et x + y-z = 0} = {(0, y, y) g IR 3 | y g IR} =Vect((0, 1,1)). 
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= 0} 


4. F 4 = {[x,y,z] e IR 3 | x-y-2z = 0}n{(x,y,z) e R 3 | 3x- y- z-0} = {[x,y,z) e IR 3 | x-y-2z= 0 et 3 x-y-i 

= {(x,5x,-2x)eR 3 | xe R} = Vect((l,5, -2)). 

5. F 5 s {{2t,3t, f) | t£R} = Vect((2,3,l)). 

Exercice 23.17 ■ 

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la forme Vectf^) : 

1. Fi = R 2 [X] 5. F 5 = {P e IR 4 [X] | P(l) =P(2) =0} 

2. F 2 = {Pe R 3 [X] | P (1) = 0} 6. F 6 = {Pe R 2 [X] | P' = 0} 

3. F 3 = {P' | P e IR,, [X]} où « e N 7. F 7 = {PeR 3 [X] |P" = 0} 

4. F 4 = {a (X 3 - 1) + ù (X 2 - 2) + c (X+ 4) | [a, b, c) £ IR 3 } 8. F 8 = |peIR 2 [X] | /gPCt) df = o| 

Solution : 

1. Fi = IR 2 [X] = Vect(X 2 ,X, l). 

2. F 2 = {P E IR 3 [X] | P(1) = 0} = {(X-1)P | PER 2 [X]}=Vecf((X-l)X 2 ,(X-l)X,(X-l)l). 

3. F 3 = {P' | P e R n [X]} = R„_i [X] = Vecf (l,X, ...,X” _1 ). 

4. F 4 = {a (X 3 — l) + b (X 2 - 2) + c (X + 4) | {a,b,c) e R 3 } = Vect(X 3 - 1,X 2 -2,X + 4). 

5. F 5 = {P E IR 4 [X] I P (1) = P (2) = 0} = {(X- 1) (X-2) P | P e IR 2 [X]} 

= Vect (X 2 (X- 1) (X-2),X(X- 1) (X-2) , (X- 1) (X-2)). 

6. F 6 = {PeR 2 [X] |P' = o}=Vecf(U. 

7. F 7 = {PeR 3 [X] | P" = 0} = {aX+ b\a,beM.} = Vect(X, 1). 

8. Soit P = aX 2 + bX + c £ F 8 où a, b, c e IR. On a : fg P (t) dt - 0 si et seulement si 2a + 3b + 6c — 0 . Donc F 8 = 

{aX 2 + fcX+c| a,b,c£U et 2a + 3fo + 6c = 0} = jaX 2 + bX - § - f| a,ÙE r} = Vect(X 2 - ±,X- ±). 

Exercice 23.18 ■ 

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la forme Vectf^) : 

1. Fi = {/E‘i6’ 1 (R,R) | y'-2£y = 0} 3. F 3 = {/ e <g 2 (R, IR) | /" +2/' + / = 0} 

2. F 2 = {/ e S é’ 2 (R, R) | /" + œ 2 / = 0} oùweR* 4. F 4 = {/ E Sê’ 2 (R, R) |/"-4/ = 0} 


Solution : 

(R — -R 

1. Les fonctions solutions de y - ty=0 sont les fonctions q> a : 1 ^ p où oce R. Donc F| =Vect(cpi). 

{ [j^ * [J^ 

, . n , . oùa,6ER. 

t > — > a cos (w t) + P sin (a> f) w 

Donc F 2 = Vect (f cos(wt), t ■— sin(wf)). 

3. Les fonctions solutions de f" + 2f + / = 0 sont les fonctions cp a ,p : j ^ * J ae _t + Pfe _t a, P G Donc 

F 3 ='Vect[t‘-> e~ t ,t'-^ te _*). 

4. On montre de même que F 4 = Vect[t >— e 2t ,t^ e~ 2t ). 

Exercice 23.19 ■ 

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la forme Vect ( &) : 

1. L’ensemble Fi des suites réelles constantes. 

2. L’ensemble F 2 des suites arithmétiques. 

3. L’ensemble F 3 des suites géométriques de raison 2. 

4. L’ensemble F 4 des suites réelles nulles à partir du rang 3. 


Solution : 

1. Fi=Vect((l)). 

2. F 2 =Vecf((l),(«)) 

3. F 3 = Vecf ((2”)) 

4. F 4 = Vect((l,0, 0, 0, . . .) , (0, 1, 0,0,. .J, (0, 0, 1,0,...)) 
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Exercice 23.20 V 

Dans l’espace vectoriel E = K 3 , on considère les vecteurs e\ - (1,1,0) et ez - (1,2,1). Déterminer Vect(ei,e2). 


Solution : On trouve que 

Vect(ei, ez) = {(jc, y, z) e IR 3 | x - y + z - 0} 

C’est un plan vectoriel. 


Exercice 23.21 I 

On note E = {/ e ^(IR,[R) | 3(a,tp) e IR 2 : Vx e IR, /(x) = acos(x- (p)} Déterminer une partie A de .^((R.IR) telle que 
E = Vect(A). 


Solution : Grâce à la trigonométrie, on a les équivalences : 


/€ E 

<=> 

3(a, (p) e IR 2 : VxelR,/(x) = acos(x-cp) 

<=* 

3 (a,(p) elR 2 : VxelR,/(x) = acoscpcosx+ asincpsinx 


3a, P e IR: VxelR ,/(x) = acosx + |3sinx 

Donc | E = Vect(cos, sin) |. 



Exercice 23.22 I 

Soit E = &(R, IR) le IR -espace vectoriel des fonctions d’une variable réelle. On définit les systèmes de vecteurs 
S = (x 1 — • l.x 1 — cosx.x— 1 • cos2x) T = (x>— • l.x 1 —- cosx,x>— • cos 2 x). 


Montrer que Vect(S) = Vect(T) . 


Solution : Comme pour tout x e IR, cos 2x = 2 cos 2 x - 1 , il est clair que x <-> cos 2x e Vect(T) . Il s ’ ensuit que Vect (S) c 
Vect(T). De même, pour tout x e IR, cos 2 x ~ (l + cos2x) /2 et donc x >->■ cos 2 x e Vect(S). Donc Vect (T) c Vect (S). En 
conclusion Vect (S) = Vect (T) . 


Exercice 23.23 IW H 

Dans IR 4 , montrer que les vecteurs vi — (1, 0, 0, 1) et v 2 = (2, 1, - 1, 0) engendrent le même sous-espace vectoriel que les 
vecteurs V3 = (3, 1, -1, 1) et V4 = (5, 2, -2, 1) . 


Solution : Comme U3-V1 + vz et que v 4 - v\ +2vz, il est clair que V3 et V4 sont éléments de Vect (ai, vz). Donc 

Vectlvz, V4) c Vect (ai, vz ). On remarque de plus que ai = 2a3 - V4 et que vz = V4 - V3. Donc de la même façon, 
Vect (ai, vz) <xVect(V3, fri- En conclusion Vect (v\, vz ) -Vect[v 3, V4) 

Exercice 23.24 VV I 

Soit E un IR -espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de B. On pose A = E \ F. 

1. Montrer que VxeF, Vye A, x + ye A. 

2. En déduire que si F # E, alors Vect(A) = E. 


1. Soit x e F et y e A. Par l’absurde, si x + y t A, alors x + ye F et il existe f e F tel que x + y - f mais alors 
y = / - y e F (car F est un sous-espace vectoriel ), ce qui n ’ est pas possible. 

2. Supposons que F / E. Par conséquent, il existe y e A. Montrons alors que E e Vect(A). Soit x e E. Si x e A, alors 
xe Vect(A). Supposons donc que x&A. Alors xe F et d’après 1. , x + ye A. On écrit alors 

x= (x + y)-y 

Et donc x est combinaison linéaire des vecteurs (x + y) et y qui appartiennent à A. Par conséquent, x e Vect(A) . 


Exercice 23.25 I 

Soient A et B deux parties d’un K- espace vectoriel E. 

1. Si A c B, montrer que Vect(A) c Vect(B) . 

2. Si F est un sous-espace vectoriel de E, montrer que Vect(F) = F. 

3. Montrer que Vect(Vect(A)) = Vect (A). 
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Solution : 

1 . Comme Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A et que Vect(B) est un sous-espace vectoriel 
de E qui contient B et donc A, on a forcément Vect(A) e Vect(B) . 

2. De même, comme F est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F donc Vect(F) = F. 

3. On applique la question précédente avec F = Vect(A). On obtient Vect(Vect(A)) = Vect(A). 


Exercice 23.26 IW H 

Soient A et B deux parties d’un K-espace vectoriel E. Montrer que : 

Vect (A u B) = Vect (A) + Vect (B) 


Solution : 

- |~ë~) Vect (A) + Vect (B) est un sous-espace vectoriel de E qui contient A et B. Il contient donc Vect (A u B). 

-E) Soit x € Vect (A) + Vect (B) . Il existe xa g Vect (A) et xb e Vect (B) tels que x = xa + xb . Le vecteur xa est com- 
binaison linéaire de vecteurs de A, xb est combinaison linéaire de vecteurs de B. Par conséquent x est combinaison 
linéaire de vecteurs de A et de vecteurs de B. Le vecteur x est donc bien élément de Vect (A u B) . 


23.7.5 Sous-espaces vectoriels supplémentaires - Somme directe 

Exercice 23.27 I 

Soient F = {(s, 0) | s e IR} et G = {(0, t) \ t e IR}. Prouver que F © G = IR 2 . 


Solution : Comme F = Vect (1, 0] et que G = Vect (0, 1) , F et G sont des sous-espaces vectoriels de IR 2 . Si (x, y) e F n G 
alors y -0 car (x, y) eF etx - 0 car (x,y) e G. Donc Fn G = {0}. Si (x,y) g IR 2 , alors (x,y) = x(l,0) +y(0, 1) et on a bien 
décomposé (x, y) en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. Donc F + G = IR 2 . En conclusion, F ® G = IR 2 . 


Exercice 23.28 I 

Soient F- {(s, t) g IR 2 | s+ t = 0} et G- {(s, f) g IR 2 | s - f = 0}. Prouver que F © G = IR 2 . 


Solution: On vérifie que F = Vecî(l,-1) et que G = Vect (1,1) donc ce sont deux sous-espace vectoriels de K 2 . Si 

(x,y) g Fn G alors ce couple vérifie le système j S + | dont l’unique solution est ( 0,0 ) donc Fn G = {0}. Pour 
(x,y) g IR 2 , cherchons (s, t) g F et ( s', t') g G en sorte que (x,y) = (s, t) + (s', t'). On doit avoir : 


1 s + s 1 -x 
t+t' - y 
s+t -0 
s' - 1' =0 


On résout ce système et on trouve (s, f) = |(x - y, -x + y) et (s', t 7 ) = | (x + y, x + y) . En conclusion, F ® G = IR 2 . 


Exercice 23.29 1 9 

Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = IR 3 

F = {[x,y,z] g IR 3 | 2x-y+ z = 0} et G= {(f,-t, t) | f g IR} 


Solution : On vérifie facilement que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Pour déterminer F n G il suffit de 

1 2x-y + z-0 

ce qui amène Fn G = {(0,0,0)}. F et G sont donc en somme directe. Comme la 

y=-t 

z=t 

droite vectorielle n’est pas incluse dans le plan vectoriel F, le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F et G est 
E et donc F + G = E. On a ainsi montré que F ® G = E. 
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Exercice 23.30 IÇ> 

Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = IR 3 

F = {(x,y,z) e IR 3 | x-y+ z = 0 et 2x + y+z = 0} et G= {(3f,2î, î | te IR} 


Solution : On vérifie facilement que F et G sont des sous-espace vectoriels de E. Pour déterminer F n G il suffit de 
x-y+z-0 
2x + y + z = 0 


résoudre le système 


x = 3 1 


ce qui amène FnG= {(0, 0, 0)}. F et G sont donc en somme directe. F et G étant 


y-2t 


z= t 

des droites vectorielles de l’espace, le plus petit sous-espace vectoriel de IR 3 les contenant est un plan vectoriel. F et G 
ne sont donc par supplémentaires dans IR 3 . 


Exercice 23.31 I 

Soient F = { [x, y, z) e IR 3 | x - y + z = 0} et G = { (x, y, z) e IR 3 | x + y - z — 0} . Ces deux sous-espaces sont-ils en somme 
directe dans IR 3 ? 


Solution : 

On montre facilement que F =Vect ((1,1,0) ,(0,1,1)) et que G- Vecf ((1,0, 1) , (0, 1,1)). Ce sont donc deux sous-espace 
vectoriels de IR 3 . F et G sont en fait des plans vectoriels de IR 3 . Leurs équations ne sont pas proportionnelles, donc ils ne 


sont pas confondus. Leur intersection est une droite d’équation cartésienne 
{0}. F et G ne sont donc pas en somme directe dans IR 3 . 


jx-y+z - 0 
\x+y-z-Q 


et n ’ est donc par réduite à 


Exercice 23.32 I 

Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = IR2 [X] 

F = {P e R 2 [X] | P' = 0} et G = Vect (X,X 2 ) 


Solution : Comme F — Vect (1) et G - Vect (X,X 2 ), ces deux ensembles sont des sous-espace vectoriels de E. Il est 
clair que F n G = {0} car si P e F alors P est un polynôme constant qui ne peut être combinaison linéaire de X etX 2 que 
si les coefficients de cette combinaison linéaire sont nuis. Il est aussi clair que tout polynôme de E s’écrit comme la 
somme d’un polynôme constant et d’une combinaison linéaire de X et X 2 . On a donc bien : E = F ® G. 


Exercice 23.33 I 

On considère dans E = IR 4 [X] les sous-ensembles SP = {P e E | P est pair} et J - {P e E | P est impair}. 

1 . Soit P e E. Montrer que P e SP si et seulement si les coefficients de ses termes de degré impair sont nuis. 

2. Soit P e E. Montrer que P e .V si et seulement si les coefficients de ses termes de degré pair sont nuis. 

3. Montrer que SP et J? sont des sous-espaces vectoriels de E. 

4. Montrer que E = £3* ® J 1 . 


Solution : 

1 . Supposons que P = a/fX 4 + «3X 3 + a 2 X 2 + a{X+ ci® avec ciq, ai, a 2 , «3. «4 e IR. Si P est pair alors P (-X) = P (X) et 
tfyX 4 + a 3 X 3 + a 2 X 2 + a\X+ a 0 = a^X 4 - «3X 3 + a 2 X 2 - a{X+ oq donc «3X 3 + a{X - 0 ce qui amène a 3 = a\ — 0 car 
un polynôme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuis. Les coefficients des termes de degré impair de P 
sont donc bien nuis. Réciproquement, on vérifie facilement que si ai - a\ = 0 alors P est pair. 

2. Même raisonnement que dans la question précédente. 

3. On tire des deux premières questions que = Vect[ 1,X 2 ,X 4 ) et - Vecf (X,X 3 ). Ces deux ensembles sont donc 
des sous-espaces vectoriels de E. 

4. Soit P e SPr,V . Alors les coefficients des termes de degré pair et les coefficients des termes de degré impair de P 
sont nuis. Donc P est nul et SP , .V sont en somme directe. Si P = a^X 4 + a 3 X 3 + a 2 X 2 + a{X + üq e E alors 

P — (l:\ X 4 + <2 2 X 2 + (l{) + U'\ X' 3 + u 1 X 

£3» £J? 

donc E = 9P + J 1 .En conclusion, E = 2P®.V. 
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Exercice 23.34 (Ç> 

Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = & (R, IR) 

F = {/g E | / (l) = 0} et G={/eE | 3a g M : Vx g IR, /(x) = ax} 


Solution : On vérifie facilement que F est sous-espace vectoriel de E. On remarque que G = Vect (Mr) et donc G est 
un sous-espace vectoriel de E. Si f e F n G alors il existe a g IR tel que f : x ■— ax. Mais comme f (1) = 0, il vient que 
a - 0 et donc que f = 0. L’ intersection de F et G est donc réduite à la fonction identiquement nulle sur IR. Notons cp la 
fonction constante égale à 1 sur IR. Soit f g E. On a, pour tout x g IR ; / (x) = / (x) — / (1) .cp (x) + / (1) .cp (x). Il est clair 
que f - f (1) cp g F et que f (0) cp g G. On en déduit que E = F + G. En conclusion, on a bien E = F © G. 


Exercice 23.35 IÇ> 

Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = c <f 1 (IR, IR) 

F = {/ g Sé 11 (IR, IR) | / (0) = f 1 (0) = 0} et G = Vect(x~ l,id R ) 


Solution : Il est clair que F et G sont des sous-espaces vectoriels de (IR, IR). Il est aussi facile de montrer que 

F n G = {0}. En effet, si f £ F n G alors f est une fonction affine qui s’annule en 0 et dont la dérivée s’annule aussi en 
0. f est donc nécessairement identiquement nulle. Par ailleurs, si he'ë' 1 (IR, IR) alors notant : g : x — >• h' (0) x + h (0), on 
a :h - g G F ce qui montre que E = F ® G. 


Exercice 23.36 H 

Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = < r?° ([-1, 1] ,C) 

F=|/g<^ 0 ([-1,1],C) | jV(t)dt = oj et G={/g^°([- 1,1],C) | / est constante} 

Solution : On montre facilement que F et G sont des sous-espaces vectoriels de c to° ( [- 1, 1] , C) . L’intersection F n G est 
réduite au vecteur nul. En effet, si la fonction f g F n G alors f est une fonction constante égale à un réel c d’intégrale 
nulle sur [-1,1] ce qui amène 2c = 0, c’est-à-dire c-O.f est donc identiquement nulle. Déplus, si h g ([—1,1] , C) , 
en posant a - fit) d t et en désignant par g la fonction constante sur [-1, 1] égale à a, on vérifie facilement que 
h - g g F et donc E = F + G. En résumé : F et G sont supplémentaires dans E. 


Exercice 23.37 W 

E = ,^([R,(R) etF= {/gE;/(0) = /( 1) = 0}. Montrer que F est un s.e.v. de E et trouver un supplémentaire de F dans E. 
Indication 23.23 : Considérer l’ensemble des fonctions telles que Vx g IR \ [0, 1], /(x) = 0. 


Solution : On montre que la fonction nulle est dans F, et que F est stable par combinaison linéaire. Soit 


G = {/ G E; Vx g U, x t 0, x / l,/(x) = 0} 


On montre sans problème que G est un sous-espace vectoriel de E. Alors | F n G = {0 e} | (c’est clair). Montrons ensuite 
que E = F + G : soit f g E. Définissons 


h = 


IR 


IR 


|0 

i m 


si x = 0 ou 1 
sinon 


et / G : 


IR 

[/(O) si x = 0 

D si x = 1 

[ 0 sinon 


On a bien, Vx g IR, /(x) = / F (x) + /g(x) et /f g F, /g g G. Finalement, E = F © G. 


Exercice 23.38 IW H 

Soit E = IR” on considère 

H = [(xi,...,x„)gE | xi + • • • + x„ = 0} 

Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E et trouver un supplémentaire de H. Le supplémentaire trouvé est-il 
unique ? 

Indication 23.23 : Faire un dessin de H lorsque n - 2 et n - 3. 


Solution : On montre sans problème que H est un sous-espace vectoriel. Considérons a = (1, .... 1) g R”. Alors aç'H. 
Montrons que E = Vect(a) ® H. 
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1 . | Vect(a) n H = {0} | : Soit x g Vect(A) n H ; il existe À € IR, tel que x = Xa = (À, . . . , À) . Mais comme x g H, nX- 0 
d’oùX-0 etx-0. 

2. | E - Vect(a) + H | : Soit x = (xi, . . . , x n ) e E. En supposant le problème résolu, il existe X g IR et h € H tels que 
x = Xa+h. Alors il faut que x-Xa= (xi-à,...,x«-à)gH etdonc queX- — — — 

Posons donc X = — — — + Xn eth-x- Xa. On vérifie que x-Xa+h et que h g H, Xa g Vect(a). 

Le supplémentaire trouvé n’est pas unique (cf dessin dans IR 3 ) : il suffit de prendre un vecteur a Z H et alors E = 
Vect(a) © H. 


Exercice 23.39 1 OT 

Soit E un K-e.v. et A, B deux sous-espaces vectoriels de E. Soit C un supplémentaire de An B dans B. Montrer que 
A+B = A®C. 


1 . Montrons que la somme A + C est directe. Soit x e A n C, puisque x g A et x e B (car CcBj, xeAnBetxeC. 
Comme (A n B) © C = B, il vient que x-0. 

2. Montrons que A + C = A + B. Comme C c B, il est immédiat que A + C c A + B. Montrons donc que A + B c A + C. 
Soit x g A+B. Il existe xa g A et xb g B tel que x= xa + xb. Comme B = (AnB) + C, il existe xaob g An B et xq g C 
tel que x B = xahb + x c . Alors 

X = (X A + XAnB) + X C 

avec x A + x An B g A et x c e C. 


Exercice 23.40 I W I □ 

SoitE un K -espace vectoriel et A,B,C trois sous-espace vectoriel de E vérifiant 
E = A®BetAcC 


Montrer que C = A æ (B n C) . 


Solution : Soit x g A n (B n C) alors x g A n B = {0} car A et B sont en somme directe. Donc x = 0 et les deux sous- 
espaces vectoriels A et B n C sont bien en somme directe. Montrons que C = A + (B n C) . Soit x g C. Comme x g E et 
que E = A ® B, il existe un unique couple (xa,xb) g A x B tel que x = xa + x B . Comme A c C, Xa e C et comme C est 
un sous-espace vectoriel de E, x - xa g C. Il vient donc x B g C ce qui prouve que x B g B n C. On a alors montré que 
x g A+ (B n C) et donc C = A+ (B n C). En résumé : C = A® (B n C). 


Exercice 23.41 i W i P 

On définit dans l’espace E des suites réelles : 

F = {(x„) g E | Mn g N, x„ +3 - x„ +2 - x„ +1 + x n = 0} 
G = {(x n ) G E | Vrc g l\l, x„+i +x„ = 0} 

H = {(x„)gE| V«gN, x „ +2 - 2x„+i + x„ = 0} 

Montrer que F = G®H. 


Solution : On montre d’abord que G c F. Si (x n ) g G et si n g N alors x n+ \ +x n = 0 et x n+ 3+x n +2 - 0 donc x n+ 3~x n+ 2 - 
x n + 1 + x n - -2 (x„ +2 + x n+ 1 ) = 0. On montre aussi que H c F. Soit (x n ) g H et n g N. Alors x „+3 - x „+2 - x„+i + x n - 
x n + 2 ~ 2x„+i + x„ = 0. 

1. Montrons que GnH = {Oh}. Soit (x n ) g GnH. Comme (x n ) e G, on montre que \/n g N, x„ = (-l) n xo. En écrivant 
que ( x n ) g H, on trouve queVne N, (-l)"xo[l + 2+ 1] = 0 ce qui montre que xo = 0 et par la suite, ( x n ) = 0 e- 

2. Montrons que F = G + H. On a déjà prouvé que G c F et H c F. Par conséquent, G + HcF.iï nous faut montrer 

que F c G + H. Soit (x n ) g F. En effectuant une partie recherche, si (x n ) = (u n ) + (v n ) avec (u n ) g G et [v n ) g H, 
puisque (u n ) g G, il existe À g IR tel que [u n ) = A((-l)"). En écrivant que (v n ) = {x n ) - (u n ), puisque {u n ) g H, il 
r „ „ , , Xo - 2xi + X2 

faut que V2 - 2v\ + vo = 0 et par conséquent, on trouve que X . 

4 

Partie rédaction : Posons \/n g N, 

xo - 2xi + x 2 „ 

U n (-D 
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V n = Xn~ 


Xq - 2xi + X 2 


(-D” 


On a bien (u n ) + ( v n ) = ( x n ), et ( u n ) e G. Montrons que (v n ) e H. Soit n e N, 


Vn+2 -2v n+ï + v„ = ( x n+2 - 2x n+ i + Xn) - (x 0 - 2xi + x 2 ) (-1)" 


On montre par récurrence sur n (car (x„) e F ), que cette quantité est nulle pour tout entier n. 


Exercice 23.42 IW H 

Soit un K -espace vectoriel E et deux sous-espaces vectoriels A et B de E. On suppose qu’il existe un supplémentaire 
A' de A n B dans A et un supplémentaire B' de A n B dans B. Montrer que 

A + B = (AnB) ® (A' + B') 


1. La somme est directe : montrons que (AnB) n (A' + B') = {OeJ. Soit x e (A n B) n (A' + B') . Comme xe A' + B', il 
existe [a', b') e A' x B' tels que x- a' + b'. Alors b' - x - a! e A et donc b' e AnB. Puisque la somme A n B + B' est 
directe, il vient que b' - Oh. On montre de la même manière que a! = Oe et donc ensuite que x-On. 

2. (A n B) + (A' + B') cA + B est claire. Soit x e. (A n B) + (A' + B') . Il existe (y, a', b') e (A n B) x A' x B' tels que 
x=(y+a') + b' eA + B. 

3. A+Bc (AnB) + (A' + B'). Soit x e A+ B. Il existe (a, b) e A x B tels que x-a + b. Comme A - (AnB) + A', 

3(yi, a') e (A n B) x A' tels que a-yi + a'. De même, 3(y 2 , b') e (A n B) x B' tels que b = y 2 + b'. Alors x = 
yi + a' + y 2 + b' - (yi + y 2 ) + et donc x e (An B) + (A' + B'). 

eAnB eA' £B ' 


23.7.6 Applications linéaires 

Exercice 23.43 IÇ> 

Vérifier si les applications entre IR -espace vectoriels suivantes sont linéaires ou pas. 


1- /:< 

\ IR 2 

l M 

—*■ U 

—* x ~y 

6. 

0:- 

( ^(IR.IR) - 

l / - 

- IR 

- fil) 

2. f:< 

\ IR 2 
l [x,y) 

— * IR 
> — ► x+y+1 

7. 

0:- 

\ ^ (IR) — 

l f — 

^°(IR) 
2/ + /' 

3. f:< 

\ IR 2 

l [x,y) 

— ► IR 2 

— (x + y, x - y) 

8. 

0:< 

( Sé’ 0 (IR) — 

l / — 

IR 

SoHt)dt 

4. fn 

\ IR 3 

l (w) 

— * IR 2 

— [x-y,x+dj 

9. 

0:- 

( 5? (IR) — 
[ (Mb) 

U 2 

(«0, Ml) 

5. f:< 

f IR 3 
l [x,y,z) 

— - IR 
• — » xyz 

10. 

0:- 

( R[X] — 
( P — 

IR [X] 

(X 2 + 1) P 


Solution : 

1. Soient a, a.' e IR et u = ( x,y),u ' = [x! ,ÿ) e IR 2 . On a : f{au + <x'u') = f[ax+a'x',ay + a'ÿ) = (ax + aV) - 
(ay + a' y') = a (x - y) + a' (x' - y') = af (; u ) + a'/ [u'). f est bien linéaire. 

2. f (0,0) = 1 . / n’est donc pas linéaire. 

3. Soient a, a' e IR et u = ( x,y),u ' - (x',y') e IR 2 . On a : f[au + a'u') = /(ax + a'x',ay + a'y') = 
((ax+aY) + (ay + a'y'),(ax + a'x') - (ay + a'y')) = a(x + y,x-y) +a' (x' + y', x' - y') = af(ü) + a'f[u'). f est 
bien linéaire. 

4. Par un calcul analogue au précédent, on montre que f est linéaire. 

5. Soient (x, y, z) e IR 3 . On a : f (2 (x, y, z)) - f[2x,2y,2z) =2 3 xyz^2f[x,y,z). f n’est donc pas linéaire. 

6. Soient a, P e IR et /,ge & (IR, IR). On a : 0(a/ + Pg) = (a/ + Pg) (1) = a/(l) + Pg(l) = a0(/) + P9(g). 0 est bien 
linéaire. 

7. Soient a, P g IR et f,g e Sf 1 (IR). On a, par linéarité de la dérivation : 0(a/ + pg) = 2(a/ + Pg) + (cx/-l-Pg) , = 
a (2/ + /') + P (2g + g') = a0 (/) + P0 (g) . 0 est bien linéaire. 
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8. Soient a, p e IR etf, g e Sé’ 0 ®). On a, par linéarité de l’intégrale : 0(a/ + Pg) = / 0 ' (a/ + Pg) (f) df = a fd fit) dt+ 
P fo 8ffî dt - a0 (/) + p0 (g) . 9 est bien linéaire. 

9. Soient a, p e IR et m, e (IR). On a : 0(aM + Pr') = (a« 0 + P^o.aMi + |3i'i) =<x(u 0 , u 1 )+fi(vo,v 1 ) = ad(u)+fi(Hv). 
0 est bien linéaire. 

1 0. Soient a, p e IR et P, Q e IR [X] . On a : 0 (aP + pQ) = (X 2 + 1) (aP + PQ) = a (X 2 + 1) P + p (X 2 + 1) Q = a0 (P) + p0 (Q) . 
0 est bien linéaire. 


Exercice 23.44 I 

On considère 



1 . Montrer que f est un automorphisme de IR 2 . 

2. Déterminer son automorphisme réciproque. 

3. Interpréter géométriquement f . 


[R 2 

(f( *-y).^(x + y)) 


Solution : 

1 . On vériûe facilement que f est linéaire. Montrons que f est bijective : Soit (X, Y) e I R 2 . Il suffit de montrer qu ’il ex- 

j^(*-y)= x 

r[x + y)=Y 

On trouve x - ^ (X + Y) et y - - (X - Y) et f est bien bijective. En résumé, f est un automorphisme de IR 2 . 


iste un et un seul couple [x, y) e IR 2 tel que f (x, y) = (X, Y) . Cela revient à résoudre le système : -< % " 


2. En utilisant les calculs de la question précédente, on a : f 1 : < 


(X,Y) — (^(X+Y),-^(X-Y)] 


3. 


{ Jj2 jj2 

, , t t, . tt tt . , i . f est donc la rotation vectorielle d’an- 

[x,yj s — * [cos jx-sin jy.cosjX + sinlyJ 

gle j. On reconnaît par ailleurs que / -1 est celle d’angle -f, ce qui est cohérent. 


23.7.7 Image et noyau d’un endomorphisme 

Exercice 23.45 H 

„ ... J IR 3 —* IR 6 

(x, y, z) ~ (x,0,y, 0) z,0) 

1 . Prouver que f est linéaire. 

2. Déterminer le noyau de f. 

3. Déterminer l’image de f. 


Solution : 

1. Facile. 

2. Soit [x,y,z] e IR 3 . On a : (x, y, z) e Ker / •«=>■ f{x,y,z) - 0 •«=> (x,0,y,0,z,0) = (0,0, 0,0, 0,0) <=> (x, y, z) 
'0,0,0; donc Ker / = {(0,0,0)} et f est injective. 

3. Im f = {f[x,y,z) | (x, y, z) e IR 3 } = { (x, 0, y, 0, z, 0) | (x,y,z) e IR 3 } = IR x {0} x IRx {0} x IR x {0}. 

Exercice 23.46 0? 

JR 2 — IR 2 

(*,y) — (2x - y, x + y) 

1 . Prouver que f est linéaire. 

2. Déterminer le noyau et 1 ’ image de f. 


Solution : 

1 . On vériûe facilement que f est linéaire. 
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2. Montrons que f est bijective. On en déduira que Ker / = {0} et que Imf = [R 2 . Soit (X,Y) e !R 2 . li suffit de montrer 

qu’il existe un et seul couple (x, y) £ R 2 tel que f(x, y) = (X, Y). Pour ce faire, résolvons : < X ^ .L’unique 

[x+y — Y 


solution est x = - 


et f est donc bien bijective. 


Exercice 23.47 ■ I 

Déterminer le noyau et l’image de V application linéaire 


IR 3 

( x,y,z ) 


( x+y-z,x-y + 2z ) 


Est-elle injective ? Surjective ? 


Solution : On a (x, y, z) e Ker u <=> \ x + ^ z ^ <=> J z donc Ker u = Vect fl, -3, -21 . u n ’est donc 

( ’ \x-y + 2z =0 [y =-3 jc 

pas injective. Par ailleurs, Im u - { (x + y - z, x - y + 2z) \ [x, y, z) £ IR 3 } = {x (1, 1) + y (1, - 1) + z (- 1, 2) | [x, y, z) e IR 3 } = 
Vecf ((1, 1) , (1,-1) , (-1,2)) = IR 2 car les vecteurs (1, 1) , (1,-1) sont non colinéaires et ils engendrent donc le plan, u est 
donc surjective. 


Exercice 23.48 W H 

f Kz |X] — IR 3 
1 P M (P (0), P(l), P (2)) ' 

1 . Prouver que 0 e f£ (R 2 [X] ,IR 3 ). 

2. Montrer que 0 est injective. 

3. Montrer que 0 est surjective. 

Indication 23.23 : Un polynôme de degré 0 admet au plus n racines. 


1 . On vérifie facilement que 0 est linéaire. 

2. Montrons que 0 est injective. Soit P £ Ker0. On a donc à la fois : degP =£ 2 et P (0) = P(l) = P (2) = 0. Le 
polynôme P est donc un polynôme de degré « 2 qui admet au moins 3 racines. Ceci n’est possible que si P = 0. 
Donc Ker0 = {0} et 0 est injective. 

3. Avec les outils du chapitre « Dimension d’un espace vectoriel », il sera très facile de montrer que 0 est surjective 
grâce à la formule du rang et à un raisonnement sur les dimensions des espaces ici considérés. En attendant de 
connaître ces résultats, il faut procéder à la main : soit (s, t,ü) £ IR 3 . On cherche un polynôme P - aX 2 + bX+ c tel 

{ c-s 

a + b+ c= t qui admet comme unique solution : 

4a+2b+ c- u 

(s/2- t + ul2,-3l2s+2t - m/2, s). L’application 0 est donc surjective. En résumé, 0 est un isomorphisme de 
IR 2 [X] dans IR 3 . 


Exercice 23.49 I C? 

f Rpq ^ npq 

P 0 (P) = P (X + 1) - P (X) 

1 . Prouver que 0 est linéaire. 

2. 0 est-elle bijective ? 


Solution : 

1 . On vérifie facilement que 0 est linéaire. 

2. L’image d’un polynôme constant par 0 est un polynôme nul. Par suite, le noyau de 0 ne contient pas que le vecteur 
nul et donc 0 n ’est pas injective. 


Exercice 23.50 I I 

| R„[X] — » R„[X] 

| P 1 — ► P' 
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Soit 0 : 


1 . Prouver que 0 est linéaire. 

2. Calculer le noyau de 0. 

3. Calculer 1 ’ image de 0. 


Solution : On montre facilement que 0 est linéaire, que Ker0 est le sous ensemble des polynômes constants de [X] 
et que Im 0 est donné par R„_ i [X] . 

Exercice 23.51 ■ 

Soit 

I ^°([-l,l],R) — IR 
l / — f-if(t)dt ■ 

1 . Prouver que 0 est une forme linéaire. 

2. 0 est-elle injective ? 

3. Démontrer que 0 est surjective. 

Solution : 

1 . On montre facilement que 0 est linéaire. Comme 0 est à valeur dans IR, c ’ est une forme linéaire. 

2. On a : f\ tdt-0 donc id[_ij] eKer0. 0 n’est donc par injective. 

3. Montrons que 0 est surjective : soit a e IR. Montrons qu’il existe f e Sé’°([-l,l] , IR) telle que f\ fit) d t = a. Il 

{ J_ 1 JJ * 

a .On a bien 0 (/) = a. 0 est donc 
t i * J 

surjective. 

Exercice 23.52 

Soit 

f Sé’ 00 (IR, IR) — » Sf 00 (IR, IR) 

tP: l / — f"-2f' + f 

1. Prouver que (p est un endomorphisme. 

2. Calculer Kertp. 

3. (p est-elle injective ? 


Solution : 

1 . Soient a, P e IR, /, g e < ^°° (IR, IR) . U til isant la linéarité de la dérivation : (p (a + pg) = (a + Pg)” - 2 (a + Pg)' + 
(a + Pg) = a (f " - 2f + f) + p (g" - 2g' + g) = atp (/) + Ptp (g) . ip est bien linéaire. 

2. Soit f e 't? 00 (IR, IR), / e Ker/ si et seulement si f"—2f' + f - 0. En appliquantle théorème de résolution des équa- 
tions différentielles linéaires du second degré à coefficients constants, on obtient : Ker / = Vect[ t te t , t i — • e 1 ) . 

3. Il est alors clair que cp n ’est pas injective. 


Exercice 23.53 I C? 

Soient X un ensemble non vide et a e X. Soient E un K -espace vectoriel et 


J?(X,E) 

/ 


E 

fia) 


1. Prouver que 0 est une application linéaire. 

2. Déterminer l’image de Q a et dire si 0 est surjective. 

3. Déterminer le noyau de B a et dire si 0 est injective. 


Solution : 

1 . On montre facilement que 0 est linéaire. 

2. Soit i/eE. On veut montrer qu’il existe une application / e J?(X, E) tel que : fia) = v. Il suffit de considérer 
Y application constante f : j ^ ^ ^ . 0 est donc surjective. 

3. Il est clair que Ker 0 a - {/ e (X, E) | fia) = 0}. L’application 0 n’est donc pas injective. 


Exercice 23.54 IW H 

On considère € comme un IR -espace vectoriel. Soit a e IR et 


C 

(1 + ià)z+(l-ià)z 


1 . Montrer que f est linéaire. 

2. Déterminer Ker / et le représenter dans le plan complexe (on prendra a - \). 

3. Déterminer Im / et le représenter dans le plan complexe (lorsque a-1). 

4. Lorsque a-1, trouverles antécédents de 1 par f et représenter 1’ ensemble / (_1) ({1}). 


Solution : 

1 . On vérifie sans peine que f est linéaire. 

2. Soit z e Ker f. Alors f(z ) = 0. En notant u - 1 + ia et en remarquant que f{z) = (uz) + ( uz ) = 2Re (uz), on 

iX (a i \ 

obtient que R e{uz) = 0. Donc il existe À e IR tel que uz — iX, et donc z - — = X ^ + r- . On vérifie que 

u [l + a 2 1 + a 2 ) 

réciproquement, tout complexe de cette forme est dans Ker/. Par conséquent, 

| Ker/ = Vect(fl+Q~| 


3. Soit ZeC. Cherchons z € C tel que f(z) = Z. Puisque Z = 2Re(uz), il faut nécessairement que Z e R. Réciproque- 
ment, si Ze IR, alors /(Z/ (2m)) - Re (2uZI(2u)) = Z. Par conséquent, | Im/ - 

iX (1 - i) 


4. Lorsque Z = 1 et a — 1, on trouve que z = 
1-i 


2(1 + 0 2(1 + 0 


- + A- 


1 + i 


■. C’est une droite affine passant par 


le point et parallèle à la droite vectorielle Ker/. 


Exercice 23.55 IW ■ 

Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues sur R. On définit 

IR — > R 

) shx „ 

f(x) six ± 0 

x 

/(O) si x - 0 

1 . Montrer que tp est bien définie et que (p e L(E) . 

2. Déterminer Kertp et Imcp. 



Solution : En utilisant les équivalents usuels (ou plus simplement en écrivant le taux d’accroissement de sh en 0), on 
montre que ^ 1. La fonction tp (/) est donc continue en 0 et donc ip(/) e E. 

Cherchons Kertp : Soit f e Kertp. Alors Vx / 0, tp(/)(x) =0 et donc Vx / 0, /(x) = 0 et comme f est continue en 0, il 
vient également que /(O) = 0. Par conséquent, f= Oe- Donc Kertp = {Oe}. 

Montrons que Imtp = E. Soit g e E. Définissons 

) R — » IR 

[ g(0) si x = 0 

On vérifie que f est continue en 0, donc que f e E et que i p(/) = g. Par conséquent, Imtp = E. 

Donc | tp e GL(Ë)~| . 


Exercice 23.56 I Ç? 

Soient E,F,G trois K -espace vectoriel, et f e L(E,F) etgeL(F,G). Montrer que : 

1. Ker(go/) = / t-1) (Ker g) 

2. Ker / c Ker(g o f) 

3. Imgo/clmg 
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Solution : 

1. Soit x g Kergo/ alors comme g (/ (x)) = 0, f{x] g Kerg et donc x g / _1 (Kerg). Réciproquement, si x e 
/ _1 (Kerg) a/ors / (x) e Ker g et g(/(x)) =0 ce qui s’écrit aussi x g Kergo/. 

2. Si x g Ker / aiors / (x) = 0 et donc g (/ (x)) = g (0) = 0. Alors x g Ker go/. 

3. Si y g Imgo / aiors il existe x g E tel que g (/ (x)) — y. Il est alors clair que y g Img (un antécédent de y par g est 
fW). 


Exercice 23.57 I 

Soit E un IK -espace vectoriel et ue L(E) un endomorphisme. On pose 
P = {xgE| u(x) = x} 

1. Montrer que P est un sous-espace vectoriel de E. 

2. Montrer que la somme Ker u + P est directe. 


Solution : 

1 . Il suffit de remarquer que P = Ker(u - id) et on obtient immédiatement que P est un sous-espace vectoriel de E. 

2. Montrons que P n Ker u = {OeJ. Soit x g P n Ker u, on a u(x) = x et u(x) - 0 d’où x - 0. 

Exercice 23.58 ■ 

Soient f et g deux endomorphismes d’un K -espace vectoriel E. 

1. Montrer que Im/c Kerg <=> gof = 0. 

2. Montrer que fog - gof => Kerg est stable par /. 

3. Montrer que gof - id => / injective. 


1. Si Im / c Kerg alors pour tout x g E, / (x) G Im / c Kerg donc g(/(x)) = 0. Donc gof = 0. Réciproquement, si 
g° f -0 et si y g Im/ a lors il existe x g E tel que y = /(xl et g (y) - g [f (x)) = 0 donc y g Ker/. On a alors bien 
Im/cKer/. 

2. Soit x g Ker g. Alors g (/ (x)) = / (g (x)) = / (0) = 0 donc f (x) g Ker g et Ker g est stable par /. 

3. Si gof — id et si x g Ker f alors 0 = g (0) = g o / (x) = id (x) = x. Donc x - 0 et Ker / = {0}. On en déduit que f est 
injective. 


Exercice 23.59 JW I H 

Soient E et F deux K -espaces vectoriels et f g f£ (E, F). Montrer que pour toute partie A de E, / (Ve et (A)) = Vect(/(A)). 


Solution : Effectuons un raisonnement par double inclusion : 

- [3] Vect (A) est un sous-espace vectoriel de E qui contient A. f (Vect (A)) est donc un sous-espace vectoriel de F qui 
contient f (Al car 1 ’ image d’un sous-espace vectoriel par une appheation linéaire est un sous-espace vectoriel. Comme 
Vect (/ (Al) est le plus petit sous-espace vectoriel de F contenant f (A) , on a nécessairement f (Vect (AU z> Vect (/ (Al) 

- [E] Soit y g / (Vect (A)) . Il existe ne. N*, (Xj)f— 1 ( ._ une famille de vecteurs de A et (À,),^] n une famille de scalaires 

de K tels que y~f I £ A.,x,- . Par linéarité, on a :y = £ À i /(x i ). Donc y est élément de Vect (/(Al). 


Exercice 23.60 IW H 

On considère trois K-espaces vectoriels E,F,G et deux applications E — * F — * G telles que : 

1 . 1 ’ application u est linéaire et surjective ; 

2. l’application vou est linéaire de E vers G. 

Montrer que l’ application v est linéaire. 


Solution : Montrons que v est linéaire. Soit (yi , y2 J g F 2 et (À, pl g K 2 . Puisque u est surjective, il existe (xi , X2I g E 2 
tels que yi = w(xi) et y2 = u(x2). Alors u(Ayi + py2) = u(Au(xil + putel) = u(m(Axi + PX 2I) (car u est linéaire ) 
= Xvou(xi) + puo m(x 2) (car v° u est linéaire) - Au(yi) + pu(y2). 
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Exercice 23.61 JW H 

Soient trois IK -espaces vectoriels E, F, G et deux applications linéaires f e L(E, F) , g g L(F, G) . Montrer que : 

1 . Ker (gof) - Ker/ <=> Kergnlm/' = {0 E } ; 

2. Im (go/) = Img <=> Kerg + Im/ = F. 


Solution : 

1. (a) [i) => (ii) : Soit y g Im/nKerg, alors il existe xg E tel que y — /(x). Comme y e Ker g, gof(x) = 0 et 

donc xg Ker (go/). Donc xg Ker/ et par conséquent, f{x) = y- 0 ; 

(b) ( ii ) => [i] : On a toujours Ker / c Ker go f (le vérifier!). Montrons ici que Ker go f c Ker/. Soit x e 
Ker go f. Alors g(/(x)) = 0. Mais en posant y = /(x), y g Im / et y e Ker g et d’après [ii), y = 0. Donc 
/(x) = 0 ce qui montre que x g Ker/. 

2. (a) (i) => (ïî) ; Soit y e F. Posons z - g[y) g Img. Comme Img = Imgo/, il existe xe E tel que z - gof[x). 

On écrit alors 

y=[y-fw)+fw 

avec f[x) g Im/ et puisque g(y - f[x)) = g(y) -gof(x) = 0 , (y- f[x)) e Kerg ; 

(b) [i i) => [i] : On a toujours Imgo/ c Img (le vérifier !). Montrons donc que Img c Imgo/. Soit z g Img. Il 
existe y g F tel que z = g[y). Mais puisque F = Kerg+Im/, il existe (yi,y 2 ) e Kergxlm/ tels que y = yi+y 2 . 
Comme y 2 g Im/, il existe x 2 g E tel que y 2 = f[x 2 ). Alors z = g[yi+y 2 ) = g(yi)+g(y 2 ) = g°/(x 2 ) g Imgo/. 


Exercice 23.62 IW H 

Soient E un K -espace vectoriel et u un endomorphisme de E. 

1. On suppose dans cette question que u 2 - 0. 

(a) Montrer que Im u e Ker u. 

(b) Montrer que idi; +u est un automorphisme de E. 

2. (a) Montrer que : Im u n Ker u = {0} <=> Ker u 2 = Ker u. 
(b) Montrer que : Ker u + lmu-F <=> Im u 2 - Im u. 


1. (a) Soit y Glmw- Il existe donc x gU tel que u[x) = y. Par conséquent :u (y) = u° u(x) = 0. Doue y g Ker u. 

(b) On a (id + «) o (id -u) = (id-u) o (id + u) = id donc id + u est bijective d’inverse id-u. id + u est donc un 

automorphisme de E. 

2. (a) - (E) Supposons que Im u n Ker u - {0}. Si x g Ker u alors naturellement x g Ker u 2 . Réciproquement, si 

x g Ker u 2 alors u (x) g Im u et u(u[x)) = 0. Donc, par application de l’hypothèse u (x) = 0, donc x g Ker u. 
- CE) Si on a : Ker u 2 = Ker u et si y g Im u n Ker u = {0} alors il existe x g E tel que y = u(x) et u (y) = 
u(u(x )) =0. Doue x g Ker u 2 = Ker u et y = i(x) = 0. 

(b) -s Supposons que Ker w + Ima = E. Soit y g Im u. Alors il existe x g E tel que u [x] = y. Appliquant 
l’hypothèse, il existe (xi,X2) g Ker u x Im u tel que x = x\ + x 2 . On a alors y = u(x) - u[x 2 ). Comme 
x 2 g Im u, on a : y g Im u 2 . Réciproquement, si y g Im u 2 alors évidemment, y g Im u. 

-(E) Supposons maintenant que : Im u 2 = Im u. Si y g E il existe x g E tel que u[y) = u [u (x)). Comme 
u[y-u[x)) - u[y)~ u 2 (x) = u (y) - u (y) = 0, y - u (x) g Ker u et on peut décomposer y en la somme 
d’un vecteur de Ker u et d’un vecteur de Im u : y = y - u[x) + u(x). Donc Ker u + Im u - E. 


Exercice 23.63 IW H 

Soit un IK espace vectoriel E et deux endomorphismes [u, v ) g L(E) qui commutent : 
uov-vou 

1 . Montrer que Im u et Ker u sont stables par v, c ’est à dire 

v (Ker u) c Ker u et u (Im w) e Im u 

2. Si l’on suppose de plus que E = Ker u ® Ker v, montrer que 


Imac Ker u et Im u c Ker u 


Solution : 


1. Montrons que Ker u est stable par v. Soit x e Ker u, montrons que v(x) e Ker u. Pour cela, on calcule 

n(n(x)) = uo v[x) = vo n(x) = n(n(x)) = i/(Oe) = 0 E 

Donc on a bien î/(jc) e Ker u. 

Montrons que Im u est stable par v. Soit y e Im u. Montrons que n(y) e Im u. 

Comme y e Im u, 3 x e E tel que y = u{x). Alors 

v(y) - vo n(x ) = u o v(x) = «(i/WJelmw 

2. Montrons que Imuc Ker v : Soit y e Im « ; 3x e E tel que y - u(x). Comme E = Ker u + Ker v, 3(x u ,x v ) e 
Ker u x Ker v tel que 

x = x u + x v 

Mais alors 

n(y) = v(u(x u + x„)) = v[u{x v )) = vo u (x v ) = u o v(x v ) = n(0 E ) = 0 E 

et donc y £ Ker v. 

L’autre inclusion se prouve de la même façon. 


Exercice 23.64 IWÇ H 

Soit un K-espace vectoriel E et un endomorphisme u £ L(E) tel que Vx £ E, le système de vecteurs (x, n(x)) est lié. 
Montrer que l’application u est une homothétie. 


Solution : Par hypothèse, pour tout x £ E, il existe À(x) £ K tel que u{x) - À(x).x. Il faut montrer que l’application 
À : E — » K est constante. Soient deux vecteurs non nuis (x, y) £ E 2 . Nous allons montrer que À(x) = À(y). Comme 
l’application u est linéaire, on a u(x + y) = u(x) + u(y) et donc À(x + y).(x + y) = À(x).x + À(y).y. Donc 

(à(x + y) - À(x)) .x + (À(x + y) - À(y)).y = 0 E (23. 1) 

Étudions deux cas : 

- Si le système (x, y) est libre, on tire de la relation (23.1 ), que À(x) = À(x + y) = À (y). 

- Si le système (x, y) est lié, l’un des vecteurs est combinaison linéaire de l’autre. Si par exemple, il existe ex £ R , a ^ Ok 
tel que y = a.x, comme que u est hnéaire, u{y) - w(a.x) = a.n(x) et donc 

À(y).y=(axÀ(x)).x 

d’où puisque y -a.x, 

(ax (À(y) -À(x))).x = 0 E 

et comme x ^ 0 E , et a ^ Ok , on obtient également dans ce cas que À(x) = À(y). 

On a donc montré que la fonction À était constante sur E \ {0 E } : il existe À £ IK tel que Vx £ E \ {0 E }, À.(x) = À. On peut 
poser À(0 E ) = À également et donc u - À.id E . Par conséquent, l’endomorphisme u est une homothétie vectorielle. 


Exercice 23.65 I9W H 

SoitE un K-espace vectoriel f £ L(E) un endomorphisme. On définit 


L(E) 

fou-uof 


1. Montrer que (p^£L(L(E)). 

2. Montrer que si f est nilpotent, alors cpy est aussi nilpotent. 


Solution : 

1. Soient u,v€ L(E) et a, P £ K. epy (au + Pn) = / o (exu + pn) - (au + Pn) of = u(f°u-uof) + Ç>(fov-vof) = 
aq>f (u) +Pep/ {v) par linéarité de f. Donc tpy est linéaire. 

2. Soit me L(E). On a (p 2 (w) = q>y(/o w- mo/) = / 2 o u-2/o no/ + no/ 2 , puis (p^.(n) = / 3 o n-2/ 2 o uof + fo 
u° f 2 - f 2 o u° f + 2f o u° f 2 - uo f 3 = f 3 o u- 3 f 2 o n o / + 3/ o n o / 2 - n o / 3 . Soit ne l\l* . Supposons que 
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(p”(w) = ^ I (-1 ) k f n ~ k uf k . Montrons que la formule est encore valable au rang n+ 1. On a (pour simplifier 

1 k= o\ k ) 

les calculs, on n’écrit pas les symboles de composition o) ; 


«p/ L -«‘rv 


4 z|”) c-D fc (/"- fc+i M / fc - f n ~ k uf k+i ) 

= è (^) c-D fc /"- fc+i «/ fc - ê o (fc) ^/ fc+i 

= Ê t-l)' ((^) + (j.! l)) /” +1 ~ V* + (-«" +1 “f"*' 

- 


d’après la relation de Pascal. La formule est donc vraie au rang n+l. On termine en appliquant le théorème de 
récurrence. 

Si p est l’indice de nilpotence de f, alors en posant n-2p, et en considérant k e [0, n\ , soit k> p soit n-k> p. 
Donc dans tous les cas, f n ~ k uf k -0 et comme tp” (w) = ZJL 0 (£) (- 1) k f n ~ k uf k , il vient, pour tout ueL(E) que 
ip" (ü) - 0 et q>f est bien nilpotent.. 


Exercice 23.66 IW9 U 

Soit E un K -espace vectoriel et g e L(E). On définit : 



L(E) 

gof 


On admettra que dans un espace vectoriel, tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire. 

1 . Montrer que (p est linéaire 

2. Montrer que tp est injective si et seulement si g est injective 

3. Montrer que tp est bijective si et seulement si g est bijective. 


Solution : 


Facile. 


| => | Supposons que (p soit injective. Soit xq e E tel que g (xo) = 0. Par l’absurde, supposons que xq f- 0. Posons 
F = Vect(xo) et considérons un supplémentaire G de F dans E. Considérons aussi l’application linéaire f e L(E) 
donnée par 


E = F®G 
x = axo + xq 


E 

ax 0 


Alors ip (/) = go f - 0 = (p (0). Comme (p est injective, il vient que f = 0 ce qui n’est pas possible. Donc xo = 0 
et g est injective. 

| <= | Réciproquement, si g est injective et s ’il existe f e L (E) telle que (p (/) = 0 alors pour tout x e E, g o f (x) = 0 
et donc pour tout x e E, /(x) e Kerg = {0}. Il vient alors que Vx e E, /(x) = 0 autrement dit que f = 0. En 
conclusion (p est injective.. 


3. 


| => | Supposons que tp est surjective. Soit yeE.Il existe f e L (E) tel que tp (/) = id. Donc g (/ (y)) = y et y e Img. 
On a prouvé que g est surjective. 

| <= | Si g est bijective, montrons qu’il en est de même de tp. On sait déjà que (p est injective. Il reste à montrer 
qu’elle est surjective. Soit f e L(E). Comme g est bijective, pour tout x e E, il existe un unique Xf e E tel que 


g {xf j = / (x). On définit ainsi une application fo : 


E 

Xf 


. Cette application est linéaire. En effet, si 


x, x' e E et a, a' g K alors fo (ax + a'x') = (ax + a'x 7 )^ avec (ax + a'x')^ tel que 


f [ax + a'x') par définition de (ax + a! x')^ 
a f (x) + a'/ (x') par linéarité de / 
ag (x/) + a' g (x') par définition de Xf et x). 
g [axf + a'x^j par linéarité de g 


donc par injectivité de g, [ax + a! x') ^ = axf + a! x!j. et /o (ax + a'x') = a/o (x) + (i/o (x'). On en déduit que 
fo g L (E) . De plus, par construction, g° fo - f et (p est bien surjective. 


Exercice 23.67 IW H 

Soit E un I R -espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. On pose G = E \ F. Soit f g L(E) tel que 
Vx G G,/(x) = 2x 


Montrer que f - 2id. 


Solution : Soient x g F et x' g G. Alors x + x' g G car sinon, x + x' g F et comme x g F et que F est un sous-espace 
vectoriel de E, x' g F ce qui n’est pas possible. 

Par linéarité de f, f[x+ x') = / (x) + f[x') et donc 2(x+ x') - f{x) + 2x1 . On en déduit que / (x) = 2x et donc que 
fv = 2id. En conclusion, f — 2id. 


Exercice 23.68 I 

Soit E un K -espace vectoriel et f e L(E) . Soit p g N* . 

1. Montrer que Ker/ = Ker/ P =^> Ker/ = Ker/” pourra g [l, p] . 

2. Montrer que Imf -Imf p => Im/ = Im/” pour n g [l,p] . 

Solution : 

1 . On vérifie facilement que Ker / c Ker / 2 c . . . c Ker f p . Donc si Ker / = Ker / p les inclusions précédentes devien- 
nent des égalités. 

2. De même, il est clair que Im f p c Im/ P_1 c . . . c Im/ 2 c Im/ donc si lmf -lmf p , ces inclusions deviennent là 
aussi des égalités. 


Exercice 23.69 IWÇ? I 
Soit E un K -espace vectoriel, p g N* et / g L(E). 

1 . Montrer que Ker / = Ker f 2 => Ker / = Ker/” pour n js 2. 

2. Montrer que lmf p = Im/ P+1 => Im/” = Im/ P pour n > p. 


Solution : 

1 . On effectue un raisonnement par récurrence. La propriété est, par hypothèse, vraie au rang 2. Supposons qu ’elle 
est vraie au rang n pour n ^ 2 et prouvons là au rang n+ 1. On sait déjà que Ker / c Ker/” +1 . Si x g Ker/" +1 
alors /” (/(x)) = 0 et donc / (x) g Ker/” = Ker/. Donc f 2 (x) = 0 et x g Ker/ 2 = Ker/. La propriété est alors 
aussi vraie au rang n+ 1. On termine en appliquante théorème de récurrence. 

2. Montrons par une récurrence sur n > p + 1 que Im/” = Im/ P . La propriété est vraie par hypothèse au rang 
p+ 1. Soit nï p+ 1. Supposons que Im/” = Im/ P et montrons que Im/” +1 « Im/ /J . On a toujours Im/” +1 c 
Im/ P . Si y g Im/ P alors il existe x g E tel que y - f p (x). Comme Im f p = Im/ P+1 , il existe x' g E tel que 
y = f p (x) — f p+1 [x'). Mais d’après l’hypothèse de récurrence , il existe x" g E tel que /" (x") = f p (x"). Donc 
y = f(f n (x)) = /" +1 (x") et donc Im f p c Im/” +1 . On termine en appliquant le théorème de récurrence. 


Exercice 23.70 IW H 

Soit E un IK -espace vectoriel et f £ L(E). On pose 

N = UielM Ker/ 1 

1. Montrer que N = Ker/ => Ker/ + Im/ est directe. 

2. Etudier la réciproque. 


887 


Solution : 

1. Supposons que N = Ker/. Alors pour tout i g N*, Ker/' cKer /. Comme par ailleurs, on a toujours Kerf c Ker/', 
il vient que pour tout i g N* , Ker/' = Ker/. Soit x g Ker/ n Im/. Alors il existe jto g E tel que x = / (xq) et par 
ailleurs f (x) = 0. Comme f (f (xo)) = 0 et que Kerf = Ker f 2 , il vient que xo g Ker f et donc x = 0. La somme est 
bien directe. 

2. Supposons que Ker/ + Im/ soit directe. Remarquons qu’on a toujours Kerf c Kerf 2 . Soit x g Kerf 2 . Alors 
f (/ (*)) = 0. Mais f (x) g Im/ n Kerf - {0} donc f (x) = 0. Alors x e Kerf. On a montré que Kerf - Kerf 2 . On 
en déduit que Kerf 2 = Ker/ 3 , ... et donc que N = Kerf. 


Exercice 23.71 IW H 

Soit E un K -espace vectoriel et f, g € L(E). On suppose que 

fogof ~ f, et gofog = g 


Montrer que 


E = Ker/® Img 


Solution : Soit x g Kerf n Img. Alors f (x) = 0 et il existe xo € E tel que x- g (xo). Donc g°f°g (xo) = x mais on a 
aussi g°f°g (xo) — go/ (x) — 0 donc x -O et Kerf, Im/ sont en somme directe. 

Soitx€ E. On peut écrire x- x- go f (x) + go / (x) et comme /(x- go /(x)) = /(x) -/ogo/(x) = /(x)-/(x) = 0, il 
vient que x - g o / (x) e Kerf. Par ailleurs, il est clair que go / (x) e Img donc E = Im/ + Kerf. 

En conclusion, Kerf et Im/ sont bien supplémentaires dans E. 


Exercice 23.72 IW H 
Soit f e L(E) . On note 

Mf) = {g£ L(E) \ fogof = Ol®} 

1. Montrer que A (/) est un sous-espace vectoriel de L(E). 

2. Montrer que si f est injective, alors 

Mf) = {g e L(E) | Im/ c Ker g} 

3. Montrer que si f est surjective, alors 


A(/) = {g e L(E) | Img c Ker /} 


Solution : 

1. L’endomorphisme nul est clairement dans A(/) donc A(/) n’est pas vide. Soient g, g' e A (/) et a, a' e IK. Alors 
par linéarité de f : 

/o(ag + a'g')o/ = a/ogo/ + a7ogo/ = 0 

car g, g' e A (/) . Donc A [f) est stable par combinaison linéaire. C’est bien un sous-espace vectoriel de L (E) . 

2. Supposons que f soit injective. Si g g L (E) est tel que Im / e Ker g alors pour tout x e E, / ° g ° / (x) =0 (car 
/(x) e Ker g) donc g g A(/). Réciproquement, si g g A(/) alors pour tout x g E, g(/(x)) g Ker/. Mais comme 
Kerf = {0 }, il vient que g (/ (x)) = 0 et donc que Im/ c Kerg. 

3. Supposons maintenantque f est surjective. Si g e L (E) est tel que Im g c Ker / alors pour tout x g E, fogof (x) — 0 
car g(/(x)) g Img c Ker/. Donc g g A(/). Réciproquement, si g g A(/) et si y g Img alors il existe x g E tel 
que g(x) - y et comme f est surjective, il existe x' g E tel que x - / (x 7 ). Alors g°/(x') = y. Mais /(y) — 
f°8°f ( x ') = 0 car fogof = 0. Donc y g Ker / et Img c Ker/. 


23.7.8 Endomorphismes inversibles 

Exercice 23.73 1 9 

Soient un K -espace vectoriel E et deux endomorphismes u,v g L(E). 

1. Développer {u+ v) 2 . 

2. Développer (id -ü)o (id + u) . 

3. Si u 2 - 0, montrer que (id-u) est bijective. 


Solution : 

1. On utilise la linéarité de u et v et on trouve : (u+ v) 2 = u 2 + uo v+ v° u+ v 2 . Attention, en général, u°v^ v°u. 

2. De même (id — w) o (id + M) -id-u 2 

3. Si u 2 = 0, alors (id -u) o (id + u) = (id +u)° (id - u) = id et (id - ü) est bijective d ’ inverse id + u. 


Exercice 23. 74 I 

Soit E un K -espace vectoriel et f e L(E) vérifiant (/- id)o(/ + 2id) = 0. Montrer que f est inversible. 


Solution : Comme (/ - id)o(/ + 2id) = 0 et que f est linéaire, il vient que f 2 4 

■ f - 2id = 0 ce qui s’écrit aussi 

f° = id ou encore ° / = id. Donc f est inversible d’inverse 

/ _ 1 = ~~~2~ 



Exercice 23. 75 I Ç 1 

SoitE un K- espace vectoriel et u e L(E). On suppose qu’il existe des scalaires cio,..., a n tels que aç,i(l+a\ «h — + 
a n u n — 0, avec et a n ï 0. Montrer que u est un automorphisme de E. 


Solution : Comme OQ\d+a\u -\ — + a n u n - 0, < 

on a ~{a n u n + ... + aiu) - «o id et u ^ u n 1 - . . . - ^ idj = 

[ - u n ~ l - . . . - id \u = id donc u est inversible et 

V a o a o J 

-1 [ a n n- 1 ai ■ 

U — — ^ — U 4- ... 4 MJ 



Exercice 23. 76 I Ç 1 

On considère les deux endomorphismes de E = IR 2 suivants : 

IM 2 — * IR 2 f IR 2 — » R 2 

U: \ (x, y) — (y,0) etV: \ (x,y) —► (0,x) 

1. Calculer uov, v° u, u 2 et v 2 . Conclusion ? 

2. Montrer que 1 ’ endomorphisme (id -u) est inversible et déterminer son inverse. 


Solution : 


1. Pour (x,yj e IR 2 , on calcule 


- uov[x,ÿ) = u(0,x) = (x,0). 

- u 2 (x, y) = u (y, 0) = (0, 0) . 

- vo U [x,y) - v[y,0) = (0,y). 

- v 2 (x, y) = v (0, x) = (0, 0) . 

donc uov est la projection sur les abscisses, v° 

u est la projection sur les ordonnées et u 2 = v 2 = 0. 

2. On utilise l’exercice 23.73. Comme u 2 = 0, id- 

u est inversible et d ’ inverse id 4 -u. 


Exercice 23. 77 I Ç? 

Soit un K -espace vectoriel E et un endomorphisme k e GL(E). On considère l’application 


Montrer que (p^ e GL(L(E)) puis que l’ application 


est un morphisme de groupes injectif. 


L(E) 
ko u 


GL(L(E)) 

tp<fc 


Solution: On vérifie que tpfc estlinéaire. Soient a, peK et u,u e L(E). On a (pfc(aM + P^) - ko (a« + py) =ak°u + 
v - cupjçiü) + Pipfc (f) par linéarité de k. 

L’application tp ^ est bien à valeurs dans L (E) car la composée de deux applications linéaires est encore linéaire. 

Enfin, tp ^ est bijective. En effet, comme k est inversible, on a ip^ o (p fc _i = cp fc] o tp fc = Ml® • 

Soient k, k' e GL(E). On a y [ko k') - q>kok' = tyk°<Pk' donc vp est un morphisme de groupes. Déplus, si k e Kerip alors 
ip (fc) = idE donc ipk - idE ce qui n 'est possible que si k = Me donc Ker\p = {Me} et \p est injectif. 


Exercice 23. 78 I 

Soient E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E nilpotent. Prouver que id-f est inversible et exprimer 
son inverse en fonction de f. 


Solution : Supposons que f est nilpotent d’ordre n e N* . Alors par linéarité de f il vient que : 

(id -/) O (id +/ + / 2 + . . . + f n - '} ^ (id +/ + / 2 + ...+/"- >)-(/ + / 2 + id 

par télescopage et car f n - 0. De même (id+/ + / 2 + ... + /” _1 ) ° (id-/) = id donc id-f est inversible et 

|(id-/r 1 =id+/+/ 2 +...+r- 1 [ ■ 

Exercice 23.79 ■ W I 

Onconsidère € comme un K-espace vectoriel. Soit p eC. On définit f : C ^ C par f[z) = z+ pz. Vérifier que f £ L(C) 
puis déterminer Ker /. A quelle condition f est-il un automorphisme ? 


Solution : f est linéaire (vérification immédiate). Cherchons son noyau : soit z e € : 
f(z) = 0 => z=-pz 

En prenant le conjugué, z - -jiz et donc z - \p\ 2 z d’où (1 -\p\ 2 )z - 0. 

1. Si \p\ / 1, alors z-0. Par conséquent, Ker / = {0}. 

2. Si \p\ = 1 alors 3a e [0, 2 ji [ tel que p = e m . Par ailleurs 3 r 5* 0, 30 e [0, 2 ji [, tels que z=re lG . Alors 

z=-pz => e 2 *' 9 = e m+n) <=> 0 - — + fcirflfc e Z) 

2 

Donc Ker / est une droite vectorielle : 

Ker / = Vect(w), u = e t{9k T L) 

On peut déjà conclure que si \p\ = \, alors f n’est pas un automorphisme. 

Lorsque \p\ = 1, on a vu que f était injective. Vérifions qu’elle est surjective. Soit ueC. Cherchons z e C tel que 
z+pz- u. En prenant le conjugué et en multipliant par p, on trouve que pz+\p\ 2 z- pu. En éliminant~z, on trouve que 
z - “ qui réciproquement vérifie bien f(z) = u. 

En conclusion, | / e GL(C) <=> \p\ f- l~j . 


Exercice 23.80 IW H 

SoitE un IR -espace vectoriel et f e L(E) tel quef 2 - id. Soit b e. E etÀe M\{1,-1}. Montrer que l’équation x+Xf(x) = b 
possède une unique solution. 


Solution : Supposons que x e E est solution de l’équation : x + À/(x) - b et en appliquant f, on a \x + f(x) = f{b). 
En multipliant la seconde relation par À, et en éliminant f{x), on trouve que x - - — — [b - f(b)) (1 - À 2 ^ 0). Donc 
si l’équation possède une solution, elle est forcément unique. Vérifions que le vecteur x précédemment trouvé est bien 
solution : 


Yzjÿ & ~ À (ytx2 - f 2m ) = ttâ2 (1 - ■ x2)b = b 


Exercice 23.81 IW ■ 

Soient deux endomorphismes if, g) e L(E) 2 tels que E = Ker/® Ker g = Im/®Img. Montrer que (/ + g) e GL(E). 


Solution : 

1. Montrons que Ker(/+g) = {0 E }. So/'txe Ker (/+ g). Comme E = Ker(/) +Ker(g), il existe (jci , x 2 ) e Ker(/) x Ker(g) 
tels que x- X1 + X2 . Alors f(x) - f[x 2 ) et g{x) - g(xi). Comme [f+g)(x) - 0, on en déduit que f{x 2 ) + g(xi ) =0, 
c’est-à-dire z - f(x 2) = -g(xi) e Im/nlmg. Mais puisque la somme Im (/) + Im (g) est directe, Im(/)nlm(g) = 
{0|£ } et donc f(x 2 ) = g(xi) = 0 E ce qui montre que f(x) = g(x) = 0 E , c’est-à-dire x e Ker (f) nKer(g). Mais puisque 
la somme Ker(/) + Ker(g) est directe, finalement x - On. 

2. Montrons que E = Im(/+ g). Soit y £ E. Comme E = Im(/)+Im (g), il existe {x\,x 2 ) £ E 2 tel que y — x\+ x 2 . Mais 
comme E = Ker(/) + Ker (g), il existe ixi\,x\2,X2i,x 22 ) e Ker(/) x Ker(g) xKer(/) x Ker(g) tels que X] = xn+xu 
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et x 2 = X 21 +X 22 . Alors /(xi) - /(x 12) et g(x 2 ) = g(x 2 i). Posons x= xi 2 + x 2 i. On calcule (f + g)(x) = /(x i2 ) + 
gUi2) + /(x 2 i) + g(x 2i ) = /(x i2 ) + g(x 2i ) = y. 


Exercice 23.82 

Soit un IR -espace vectoriel E et un endomorphisme u e L(E). Soient deux réels distincts (a, b ) e IR 2 teis que : 
(a- aid) o (u-b id) = 0 

1. Montrer que E = Ker(u- aid) © Ker(u- Md). 

2. Déterminer la restriction de u à Ker(a- aid) et à Ker(u - Md). 


1. Remarquons tout d’abord que Ker(u - aid) et Ker (u - bid) sont bien des sous-espaces vectoriels de E car ce 
sont des noyaux d’applications linéaires. Soit x e Ker (a - aid) n Ker (a -Md). Alors u{x) - ax et w(x) = bx. 
Comme a ^ b on a forcément x - 0 et les deux sous-espaces sont en somme directe. Remarquons que M{b- 
a) (X- a) + l/(a-ù) (X- b) = 1 donc 1 /(ù-a) (a - aidE) + l/(a-fo) {u-bid^) = Me. Déplus, en vertu du fait que 
(a- aid) o (a- Md) = 0, Iml/(b-a) (a - aids) cKer(u-Md) etlml/(a-f?) (a - MdB) cKer(a-aid). Déplus, 
pour tout xeEona: 

x = — (u(x) - ax) + — (a(x) - bx) 
b-a a-b 

eKer(u-Md) eKer(u-aid) 

donc E = Kerfu- aid) + Ker(a- bid). En conclusion, on a bien E = Ker(a- aid) ® Ker(u- Md). 

2. Déterminons la restriction de u à Ker(a- aid). Si x e Ker (a - aid) alors u(x ) = ax donc u\ Ker(u-aid) est une 
homothétie de rapport a. De même u\ Ker(u-bid) est une homothétie de rapport b. 


23.7.9 Transformations vectorielles 

Exercice 23.83 V i 

Dans l’espace IR 3 , on considère les sous-espaces Ei - Vect(l,l,l) et E 2 = {(x, y, z) e IR 3 | x + y + z = 0}. Déterminer 
l’expression analytique du projecteur p sur E 2 parallèlement à Ei . 


Solution : On vérifie facilement que Ei et E 2 sont supplémentaires dans E = IR 3 . On note e - (ei,e 2 ,e3) la base 

de E formée de e\ = (1,0,0), e 2 = (0,1,0) et e 3 = (0,0,1). On remarque que Ei = Vecf (/1) avec f\ = (1,1,1) et que 
E 2 = Vect(/ 2 ,/3) avec / 2 = (1,0, — 1) et / 3 = (0, 1,-1). En utilisant les outils du chapitre 3, on montre que /i,/ 2 ,/3 ne 
sont pas coplanaires et qu’ils forment donc une base f de E. Soit u e E .On note (x,y,z) les coordonnées de v dans e et 

) x =|3 + a 
y = y + a 
z =-p-y + a 


qui est équivalent à 


P 

Y 


a 


= i(2 x-y-z) 

= | (-x + 2y + z) . Comme fi eEi etque/ 2 ,/3 eE 2 on doit avoir 
= |(x + y + z) 


p(M = P/2 + Y/3 = -((2x-y-z) (1, 0,-1) + (-x + 2y + z)(0, 1,-1)) = - (2x-y-z,-x + 2y + z,-x-y) 


p (x, y, z) = J(2x-y-z,-x + 2y + z,-x-y) 


Exercice 23.84 I 

Dans l’espace IR 3 , déterminer l’expression analytique de la symétrie par rapport au sous-espace Ei parallèlement au 
sous-espace E 2 où : 

Ei = Vect((l, 0, 0), (1, 1, 1)) et E 2 = Vect(l, 2, 0) 


Solution: Soit s cette symétrie et soient u - (1,0,0), v - (1,1,1) et w - (1,2,0). Soient ei = (1,0,0), e 2 = (0,1,0) et 

e 3 = (0, 0, 1) les vecteurs de la base naturelle de IR 3 . 

On a s( ü) = u et s(u) = v. s(w) = -w. On a ei = w,e 2 = |(tu- ü) et e 3 = v- ^(.w+ u). 
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On en déduit s{e i) = e\ = (l,0,0),s(e 2 ) = -\{w+ü) = (— 1, —1, 0) ets(e 3 ) = u+|(ie-u) = (1,2,1). Finalement, s[x,y,z ) = 


' x' = x+y + z 

{x- y + z,-y + 2z,z) et l’expression analytique de s s’écrit : ■ 

y' -y + 2z 


z/ = z 


Exercice 23.85 I Ç> I 

— * K [X] 

— 0(P) 

P(X)+P(-X) 

2 

1 . Prouver que 0 est linéaire. 

2. Prouver sur l’ensemble des polynômes pairs est stable par 0. 

3. Montrer que 0 o 0 = 0. Que peut-on en déduire pour 0. 

4. Déterminer Ker0 et Im0. En déduire les éléments caractéristiques de 0. 


où 0 (P) est le polynôme donné par : 


Solution : 


1. Facile. 

2. On montre aussi facilement que si P est pair, il en est de même de 0 (P) . 

3. Soit P un polynôme à coefficients réels, on a : 


0 o 0 (P) (X) 


1 /■ P(X)+P(-X) 

2 v 2 


PC-X)+PQQ- 


= 0 (P) (X) 


donc 0 est un projecteur. 

4. Si 0(P) =0 alors VX e IR, P(X) = -P(-X) donc P est impair. Réciproquement si P est impair alors 0(P). 
Ker 0 = {P e IR [X] |Pa tous ses termes de degré pair nuis} . On a par ailleurs 0 (P) est pair pour tout P e IR [X] . 
Réciproquement, si P est pair, alors 0 (P) = P donc Im0 = {P e IR [X] | P a tous ses termes de degré impair nuis}. 


Exercice 23.86 I V 

Soient E un K -espace vectoriel et p e f£ (E). 

1 . Montrer que p est un projecteur si et seulement si id - p 1 ’est. 

2. On suppose que p est un projecteur. Exprimer alors Im (id - p) et Ker (id - p) en fonction de Im p et Ker p. 


Solution : 

1. Comme (id -p) =id-2p + p 2 , p est un projecteur si et seulement si id-p est un projecteur. 

2. On a Ker p = Im (id-p). En effet, si x e Ker p alors p (x) = 0 et (id-p) (x) = x. Donc x e Im (id-p). Réciproque- 
ment, si x e Im (id-p) alors il existe xq tel que x - (id-p) (xq) Donc p{x) = p (xq) - p 2 (xq) = 0. 


Exercice 23.87 IW H 

Soient E un K -espace vectoriel et p,qeé£ (E) . Montrer 1 ’ équivalence entre : 

1. poq-p et qop-q. 

2. p et q sont des projecteurs et Ker p = Ker q. 


Solution : 

| => | Comme 

p 2 = poqopoq = poqoq = poq = p, 

=<î 

p est un projecteur. On montre de même que q est un projecteur. Si x e Ker p alors q (x) = q o p (x) = 0 donc x e Ker q 
et Ker p c Ker q. On montre de même que Ker q c Ker p. Donc Ker p = Ker q. 

| <= | Comme q est un projecteur, Ker p et lmp sont supplémentaires dans E . Soit x e E .11 existe un unique couple 
[x', x") e Ker q x Im q tel que x-xf + x" . Alors 

pop(x) = p°< 7 (x") = p(x") et p(x) = p(x' + x") = p(x") 

car Ker p = Ker q et que q (x") = x". Donc p° q{x)~ p{x) et po q = p. On montre de même que qop-q. 
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Exercice 23.88 IW H 

Soit un projecteur p d’un K-e.v. E. Montrer que 

VA g K\ {0,1}, p-AideGL(E) 

Indication 23.23 : On fera deux démonstrations. Pour la première, utiliser la relation polynomiale po p = p. Pour la 
deuxième, écrire que E = Ker p ® Im p, et résoudre 1 ’ équation [p - À id) (x) = y, en décomposant sur Ker p et lmp les 
vecteurs x et y. 


Solution : Première démonstration. On a pop - p, donc p 2 -p- 0, et alors (p-Aid)o(p+(A-l)id)+A(A-l)id = 0 
donc si À t {0, 1}, on peut écrire 

(p - Aid) o [ ^ ^ (p + (A - 1) id)] =id 
ce qui montre que (p - Aid) est inversible. 

Deuxième démonstration. Soit y e E. On décompose y - yi + yi avec yi e Ker p et y 2 e Im p. Soit x - x\ + X 2 e E. 
Alors (p- Aid)(x) = y <=> X2-A(xi + X2) = yi + y 2 <=> -Axi = yi et (1-A)X2 = y 2 (on a utilisé le fait que la somme est 

directe et donc que la décomposition est unique). On trouve une unique solution x\ = yi et X 2 - -yz, c’est-à-dire 

À 1 — À 

qu ’il existe un unique antécédant à y par l’application (p - Aid). Cette application est donc bijective. 


Exercice 23.89 IW H 

Soit un K -espace vectoriel E et deux projecteurs p, q de E vérifiant : 
poq-qop 


1 . Montrer que poq est un projecteur : 

2. Montrer que Im (p o q) = Im p n Im q ; 

3. Montrer que Ker (p o q) = Ker p + Ker q. 


Solution : 

1. Calculons 

(p°q) 2 = poqopoq = popoqoq = p 2 oq 2 = poq 

Donc poq est un projecteur. 

2. Im(po q) c lmp nlmg : soit y e Im(po q). 3x e E tel que y - poq(x). Comme y = p[q(x)), y e lmp. Mais 
puisque poq- qop, on a également y - q[p(x)) e Im q. Donc y clmprlmq. 

Im pnlm q c Im(pop). Utilisons la caractérisation de l’image d’un projecteur : Soitxelmpnlmq. Alors p(x) = 
q(x) = x. Alors p o q(x) = p[q(xj) - p(x)~ x et par conséquent, xelmpoq. 

3. Montrons Ker p + Ker q c Ker(p o q) ; Soit x e Ker p + Ker q ;3(x p ,x q ) £ Ker p x Ker q tels que 


Alors 


poq(x) = p[q(Xp) + q(xqj) = p(<7(x p )) = q[p(x p )) = «7(0) = 0 


donc x € Ker(p o q). 

Montrons que Ker (p o q) cz Ker p + Ker q. Soit x e Ker(p o q). Posons x p - q(x) et x q 
x = x p + x q et 

p(x p ) = poq(x) = 0 => x p e Kerp 
q[x- q(x)) = q(x) - q 2 (x) = q(x) - q(x) =0 => x^ e Ker q 


x - q(x). On a bien 


Exercice 23.90 IW ■ 

Soient un IK -espace vectoriel E et deux projecteurs p,q de E vérifiant poq - 0. On pose r-p+q-qop. 

1. Montrer que r est un projecteur; 

2. Montrer que Ker r = Ker p n Ker q ; 

3. Montrer que Imr = lmp® Im q. 

Indication 23.23 : Interpréter la relation p o q - 0 en fonction des images et noyaux de p, q. Dans les démonstrations, 
on pourra utiliser le fait que si r est un projecteur, et x e E, x e Im r <=> r (x) = x. 
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Solution : 

1. Calculons 

r 2 = p 2 + pq-pqp+qp+q 2 -q 2 p-qp 2 -qpq+qpqp=p+qp+q-qp-qp=p+q-qp=r 

(on a utilisé que p 2 - p, q 2 - q et pq -0). Donc r est un projecteur (r est linéaire). 

2. Ker r c Ker p n Kerq : soit x g Kerr, alors p{x) + q[x) - qp(x) - 0, et en appliquant p, on trouve que p 2 {x) + 
pq(x) - pqp(x) = 0, d’où p(x) = 0, c’est-à-dire x g Ker p. De même, en appliquant q, on montre que x e Kerq. 
Ker p n Ker q c Ker r, c ’ est évident. 

3. lmpr\lmq = {0} : soit x g lmp nlm q, alors pq(x) = 0 => p(x) -0 (car xelmq ) et alors x-0 ( p(x) - x, car 
x g lmp). La somme est donc directe. 

Im r c Im p + lmq : soit x e Im r, puisque r est un projecteur, r(x) - x et donc 
x - p(x) + q(x) - qp(x) = p(x) + q[x-p(x)} 

et p(x) e Im p, q[x - p(x)) e Im q. 

Imp + Imgc Imr : soitxe lmp + Im q, 3xi g lmp, 3x2 elmg tels que x- x 1 + X2. Alors, r(x) = p(xi) + p(X 2 ) + 
< 7 (xi) + q(x 2 ) - qp(xi) - qp(x 2 ) = xi + x 2 + p(x 2 ) + q(xi) - qp(xi) - qp(x 2 ). Mais poq=0 => lmq c Kerp, 
donc p(x 2 ) = 0. Alors r(x) - x+ q(x 1 - p(xi)), mais puisque x\ e lmp, on sait que p(xi) - x\, et donc r(x) = x. 
Comme r est un projecteur, r (x) = x => x e Im r. 


Exercice 23.91 IW H 

Soit E un K -espace vectoriel et p un projecteur de E. Résoudre 1 ’ équation p(x) + 3x = y où y e E. 


Solution : Comme p est un projecteur, les sous-espaces Kerp et lmp sont supplémentaires dans E. Donc il existe 

un unique couple (x', x") e Ker p x Im p tel que x-x' + x" et il existe un unique couple [y' , y") e Ker p x Im p tel que 
y = ÿ + y". Il vient : 

p(x)+3x- y •<=> x" + 3x' + 3x" -ÿ + y" <=> 3x' + 4x" = ÿ + y" <=> 

eKerp elmp eKerp Flmp 


|3x' =/ 

}4x" = y" 


par unicité de la décomposition des vecteurs dans E = Ker p ® Im p. En conclusion, 


y-pjy ) , p (y) 


Exercice 23.92 IW H 

Soient E un K -espace vectoriel et p un projecteur de E. Calculer (id+p)" où n e N. 


Solution : Comme id et p commutent, on peut appliquer la formule du binôme et 
(id+p) ” = 

car p 2 = p. 


Exercice 23.93 ! ÇÇ 1 ■ 

Soit E un K-espace vectoriel et ue L(E). Soit p un projecteur de E. 

Montrer que u et p commutent si et seulement si Im p et Ker p sont stables par u. 


Solution : 

| => | Supposons que uetp commutent. Soit y elmp. Mais p[u[y)) = u(p (y)) = u (y) car y g lmp. Donc u (y) g lmp 
et Im p est stable par u. Si x g Ker p alors p ( u (x)) - u[p (x)) = 0 donc u (x) g Ker p et Ker p est aussi stable par u. 

| <= | On suppose Im p et Ker p sont stables par u. Comme p est un projecteur, E = Ker p © Im p. Soit x g E .11 existe un 
unique couple (x'.x") g Kerp x lmp tel que x = x' + x". Il vient que u°p{x) - u [x") et que pou(x)- p[u[x")) = 
u[x"). On a montré que uop{x)~ p°u{x) donc u et v commutent. 


Exercice 23.94 IWÇ H 

[Décomposition du noyau ] Soient un € -espace vectoriel E et un endomorphisme f g L(E) vérifiant f 2 = - Me . On note 
F - ixG E | f(x) = ix} et G= {XG E | /(x) = -ix} 
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Montrer que E = F ® G et exprimer le projecteur sur F parallèlement à G. 


Solution : Pour tout xe E, on a M = —é (/(x) + ix ) + | [f (x) - ix ) et on vériûe que /(x) + ix e F, /(x) - ix e G. En 
effet : 

f (/ (x) + ix) = f 2 (x) + if (x) = — ix + if (x) = i (/ (x) + ix) 
f [f (x) -ix) = f 2 (x) - if (x) = - if (x) - if (x) = -i(f (x) - ix) 

Donc E = F + G. Si x e F n G alors on a en même temps f (x) = ix et f (x) = - ix ce qui n ’ est possible que si x- 0. Donc 
F et G sont en somme directe. En conclusion, E = F ® G. 

Montrons que p - - 1 (/ + i id) est le projecteur sur F parallèlement à G. Soit x - x\ + xz e F® G. Alors p (x) = 
-5 (/ (x; ) + f (x 2 ) + i (xi + x 2 )) - -f {ix\ - ixz+ixi + ix 2) = Xi, ce qu’il fallait montrer. 

Cet exercice est un cas particulier du théorème de décomposition du noyau que vous verrez en deuxième année. 


Exercice 23.95 IW<5 H 

Soient deux projecteurs p et q d’un espace vectoriel E. Montrer que l’endomorphisme (p + q) est un projecteur 
de E si et seulement si l’on a p°q-q°p-0. Si c’est le cas, montrer qu’ alors Im {p + q) - Im p ® Im <7 et que 
Ker (p + q) - Ker p n Ker q. 


Solution : 

- On suppose que p+ q est un projecteur. Alors (p + q) 2 - p+q et en développant, on obtient p 2 +q 2 +p°q+qop = p+q. 
p, q étant des projecteurs, on a : p 2 - p et q 2 - q et donc p° q + q o p - 0. On va montrer que Im q c Ker p ce qui 
amènera p° q - 0 et donc q o p = 0. Soit y e Im q. Alors p (y) + q ( p (y)) = 0. Comme E = Ker q ® \mq, il existe 
X e Ker q et Ye \mq tel que p{y) -X + Y. Alors X + Y + q ÇX + Y) = 0 soit X+2Y = 0. Par unicité de la décomposition 
d’un vecteur sur une somme directe, il vient X -Y - 0 et donc p (y) = 0. On a prouvé que Im q c Ker <7 et la première 
imphcation est démontrée. 

- Pour la seconde, supposons que p°q-qop-Q alors ( p + q) 2 = p 2 + q 2 + poq + qop = p+q car p et q sont des 
projecteurs. 

- On suppose dans la suite que ( p + q) est un projecteur de E. 

- Montrons que Im (p+q) = lmp ® Im q. Soit x e lmp n Im q. Alors p(x) = q (x) = x et il vient q{p(x)) = x. Mais 
qop-0 donc x-O. Donc Im p et Im q sont en somme directe. Si x e lmp + q alors x - (p + q) (x) = p (x) + q (x) e 
Imp+Im q et Im p+q c Imp+Im q. Si x e Im p+Im q alors il existe x 1 e lmp etX2 e Imq tel que x = xi +X2. Mais 
(p + q) (x) = p (xi) + p (X2) + q (xi) + q (X2) = xi + X2 car Im q c Ker p et Im p c Ker q en vertu de poq- qop-O. 
Donc x e Im p+ q et on prouve ainsi par double inclusion que Im (p + q) = Im p © Im q. 

- Montrons maintenant que Ker (p + q) - Ker p n Ker q. On montre facilement que Ker p n Ker q c Ker(p + q). Soit 
xe Ker [p + q). Alors p(x) + q{x) = 0 et p(x) = -q{x). Posons y - p[x). On sait alors que y e lmp et que y elmq. 
Mais lmp c Kerq et Imq c Kerp donc y e Kerq et y e Kerp. Comme E = Ker p® lmp et E = Kerq® Imq, ceci 
n ’est possible que si y- 0. Donc x e Ker p n Ker q et 1 ’égahté est prouvée par double inclusion. 


23.7.10 Formes linéaires 

Exercice 23.96 (Ç> I 

Soient E un IK -espace vectoriel et f, g e E* deux formes Unéaires telles que Vx e E, /(x)g(x) = 0 k- Montrer que f- 0 
ou g- 0. 


Solution : Si il existe a e E tel que /(a) ^ 0 et b e E tel que g ( b) # 0, alors 

0 = f(a+ b)g(a+ b) = f (a) g{a) + f [a] g{b) + f (b) g (.a) + f (fo) g (b) = f (à) g (b) + f [b) g (a) . 

Donc fia) g (b) - -f{b)g[à) et comme fia) / 0 , g {b) / 0, nécessairement f (b) / 0 et g [a) / 0. Il vient alors que 
f là) g (a) / O ce qui est contraire à notre hypothèse de départ. Donc f - 0 ou g - 0. 


Exercice 23.97 I 

Soient E un espace vectoriel et a un vecteur de E. Soit cp une forme linéaire sur E. On définit u{x) = x+cp(x)a. Vérifier 
que u est un endomorphisme de E, puis calculer u 2 . A quelle condition u est-elle injective ? 


Solution : Soient a, a' e K et x, x' e E. Par linéarité de cp 

u (ax + a'x') = ax + a'x' + cp (ax + a'x') a = a (x + cp(x) a) + a' (x' + cp(x') c) = a«(x)+ a'u (x') 
donc u est linéaire. 
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Soit x e E. 

m 2 (x) = u(x-Mp(x)a) - u(x) + (p(x)u(a) = x + (p(x)a-Mp(x) [a+q>(à] à) = x+(2 + (p (a)) (p (x) a 

L’application u est injective si et seulement si son noyau est réduit au vecteur nul de E. Mais u(x) = 0 <=> x + cp (x) a - 
0 <=> x - -(p (x) a. Donc un vecteur x est élément du noyau de u si et seulement si il existe a e IK tel que x-aaet 
tp (x) m -a. On a alors au - -acp ( a ) a ce qui s ’ écrit aussi a (l - (p (a)) a = 0. Pour que le noyau de u ne soit pas trivial, 
il faut donc que cp (a) = -1, dans quel cas, u n’est pas injective. Sinon, si cp («) ^ -1, cp est injective. 


Exercice 23.98 I <2 

Soit E l’ensemble des fonctions dérivables sur [0, 1] et 8 : 


E — 

/ — 


M 

/'(O) ’ 


1. Montrer que E est un IR -espace vectoriel. 

2. On pose H = Ker 8. Trouver un supplémentaire de H dans E. 


Solution : 

1. On montre facilement que E est un IR -espace vectoriel en prouvant que c’est un sous-espace vectoriel de 
^([0, 1] , IR) . 

2. Montrons que l’ensemble des fonctions affines sur [0, 1], noté I, est un supplémentaire de H dans E. Soit f e E. 
Alors /=(/-/' (0) x) + /' (0) x. Il est clair que x •—/-/' (0) x e H et que x<-> f ( 0) x e L Donc E = H + L Si 
/ e H n I alors f (0) = 0 et il existe a e R tel que f : x • ax. Alors a - 0 et f = 0. Donc H et I sont en somme 
directe. En conclusion, E = H ® I. 


Exercice 23.99 IW H 

Soit un K -espace vectoriel E. Pour u e L(E), on définit 

t f E* — * E* 

u:< 

l (p i — ► (pou 

1 . Montrer que f u e L(E*) . 

2. Si (u, v) e L(E) 2 , calculer ( (mo v). 

3. Montrer que l’application 

0 f GL(E) — GL(E*) 

’ { u • — » w -1 

est un morphisme de groupes. 

4. Lorsque E = IR 2 , montrer que 0 est injectif. 


Solution : 

1. Soit (p,\|/ e L(E) et a, P e IK. Alors ^(oap + Py) = (acp + fhp) ow = aipoM + |3\pow = a f w((p) + Donc 

f w e L(E*). 

2. Soit (p e E*. Calculons 

l vo f w((p) = t v(q>ou) = ipo(«o v ) = ‘(wo^lip) 

Par conséquent, f (wo v ) = t vo t u. 

3. 0 est bien définie. Soit f e GL(E). Comme f est inversible, il existe e L(E) vérifiant /°/ -1 = Me- Mais 

en transposant, J -1 f - r id[; = idg*. On montre de même que ° = id E *. Ce qui montre que est 

inversible dans L(E*). On vérifie sans problème que 0 est un morphisme de groupes en utilisant 2. 

4. Soit f e Ker0. Alors Vcp e E*, 1 f~ ] (tp) = cp et donc 

Vtp G E*, (po/ -1 = (p 

En considérant ipi et (p2 les deux projections sur Vect(ei) et Vectte), on montre que f = id E . 
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Chapitre 


24 


Dimension des espaces vectoriels 


En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue. 

John von Neumann. 


Pour bien aborder ce chapitre 

Après avoir mis en place les bases d’algèbre linéaire nous allons nous intéresser dans ce chapitre à la notion de dimension. 
La dimension d’un espace vectoriel est bée au nombre de paramètres (ou parle aussi de degrés de liberté) qu’il faut 
considérer pour pouvoir le décrire. Ainsi pour choisir un couple de IR 2 il faut choisir une abscisse et une ordonnée. Il y a 
deux paramètres (ou deux degrés de liberté). On verra que IR 2 est de dimension 2. De même, pour choisir un polynôme 
aX 2 + bX + c de IR 2 [X], il faut choisir a, b et c. On verra là aussi que IR2 [X] est de dimension 3 . Dans certains cas, il faut une 
infinité de paramètres pour décrire les vecteurs de l’espace considéré. Par exemple, pour choisir une suite ( u n ) e ,5? (IR), 
il faut choisir chaque terme uq, Ou encore pour choisir une fonction /e & (IR, IR), il faut choisir l’image de chaque 
point de IR par /. Ces deux espaces sont de dimension infinie. 

Même s’il sera utile de se souvenir de ces considérations, la définition précise de la notion de dimension demande quelques 
efforts qui nous en éloignent un moment. On peut remarquer que toute base du plan compte exactement deux vecteurs. De 
même toute base de l’espace en compte trois. Le plan est de dimension 2 et l’espace de dimension 3. Si on arrive à définir, 
pour un espace vectoriel quelconque ce qu’est une base (quand il en a) et qu’on parvient à montrer que deux bases sont 
toujours de même cardinal alors on tiendra notre définition. La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs 
que contient une base donnée (quand ce nombre est fini). 

Ceci est cohérent avec notre intuition initiale. Si (v\,...,v n ) est une base de l’espace vectoriel considéré E, alors choisir 
un vecteur dans E revient à choisir ses n composantes sur la base, il y a bien n degrés de liberté. 

Nous traiterons les notions de base et de dimension dans les premières sections de ce chapitre. Nous nous occuperons 
ensuite à étudier les conséquences de ces notions en algèbre linéaire. En particulier, nous démontrerons deux formules 
fondamentales : 

- la formule de Grassmann 

- la formule du rang 

qui permettront de beaucoup simplifier les démonstrations de supplémentarité et celles de bijectivité (elles permettront de 
diviser par deux le travail à faire quand on n’en dispose pas). 


24.1 Familles de vecteurs 

Dans toute la suite, K est un corps (IR ou C). E et F désignent des K-espaces vectoriels. 

24.1.1 Combinaisons linéaires 


Définition 24.1 O Combinaison linéaire 

Soit (vi,..., v n ) une famille de n vecteurs d’un (K-espace vectoriel (E,+,.). On appelle combinaison linéaire de ces n 
vecteurs tout vecteur v e E de la forme : 

f = Ài-fi + ... + à„-u„ = k -v k 

OÙ (Ài,...,À„) £ K n . 
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Proposition 24. 1 O Image d’une combinaison linéaire par une application linéaire 

Soient E et F deux IK-espaces vectoriels et / £ 5£ (E, F) . Soient une famille de n- vecteurs de E et (A; A p ) e 

K p alors 


Démonstration Par une récurrence immédiate. 

24.1.2 Familles libres 


Définition 24.2 Famille liée 

On dit qu’une famille , v p ) de vecteurs de E est liée, ou que les vecteurs v\,...,v p sont linéairement dépendants 
si et seulement si un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres ou autrement dit si et seulement si il 
existe un p-uplet (Ai , . . . , A p ) e K p de scalaires non tous nuis vérifiant Ai • vi + . . . + A p ■ v p = 0. 


Exemple 24.1 

- Trois vecteurs du plan sont toujours liés. De même, 4 vecteurs de l’espace sont toujours liés. On comprend bien 
intuitivement ces deux affirmations. On les démontrera dans l’exemple 24.7 page 903. 

- Dans IR 4 , les vecteurs u\ - (1,0, 1,-1), m 2 — (3, -2, 2, -3) et u-$ - (-1,2,0, 1) forment une famille liée. En effet, 112 - 
2ui-u 3 . 

- Dans & (IR, IR), les fonctions f\ : x — - cos 2 x, f 2 : x <—■ sin 2 x et /3 : x <—■ cos2x sont liées. En effet, fa - fa - fa . 

Pour définir une famille de vecteurs linéairement dépendants, il suffit de prendre la négation de la définition précédente : 
v-[v\ ,...,v p ) est une famille liée de vecteurs de E si et seulement si pour toute famille de scalaires (Ai,...,A p ) e K p , si 
Ai • x\ + . . . + A p • x p = 0 alors Ai = . . . = A p = 0. On a alors la définition suivante : 

Définition 24.3 Famille libre 

On dit qu’une famille (ui,..., v p ) de vecteurs de E est libre, ou que les vecteurs v\,...,v p sont linéairement indépen- 
dants si et seulement si la famille n’est pas liée ou autrement dit si et seulement si : 

V (Ai,...,A p ) e K p , Ai • ui + . . . + A p • u p = 0 Ai = ... = A p = 0 


Plan 24.1 : | Pour montrer qu’une famille est libre ] 

^ Soit (Ai,...,A p ) e K p tel que Ai • v\ + ... + X„ ■ v n = 0. 

2 ... alors Ai = ... = A p = 0 

(3 Donc la famille est libre. 

Plan 24.2 : | Pour montrer qu’une famille est liée | 

(1 Posons Ai = A p - ... 

2 Un des A, pour i e [l, p\ au moins est non nul 
On a bien par ailleurs : Ai • V\ + . . . + \ n ■ v„ = 0. 

( 4 Donc la famille est liée. 

Exemple 24.2 

- Dans IR 2 , la famille ((1,0), (0,1)) est libre. En effet, soit a,|3e IR tels que a (1,0) + P (0,1) = (0,0). Alors (a, fi) = (0,0) et 
donc a = P = 0. 

- On démontre de même que dans IR 3 , la famille ((1,0,0) , (0, 1,0) , (0,0, 1)) est libre. 

- Dans (IR, IR) la famille (sin, cos, exp) est libre. Soient a,p,y e IR tels que asin+pcos+yexp = 0. Alors pour tout 

x e IR, a sin x + Pcosx + yexpx = 0 ce qui s’écrit aussi Vx e IR, + P^f + y = 0. On montre facilement en 

utilisant le théorème des gendarmes que lim +00 = lim +00 = 0. On en déduit que y = 0. On a alors Vx e IR, 
asinx+Pcosx = 0. Si on fait x = 0 on obtient P = 0 et si on fait x = jt/ 2, il vient que a = 0. On a alors bien montré que 
a = P - y - 0 . 

Retnarque 24. 1 Soit (vi,...,v p ) une famille de p vecteurs de E. 

- Si l’un des vecteurs est nul, la famille est liée. 

- Si l’un des vecteurs de la famille apparaît plus d’une fois dans la famille alors la famille est liée. 

- Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre 




24.1.3 Familles génératrices 


Définition 24.4 Famille génératrice 

On dit qu’une famille (vi,...,v p ) de p vecteurs de E engendre l’espace vectoriel E (ou est génératrice de E) si tout 
vecteur de E peut s’exprimer comme combinaison linéaire de la famille [vi,...,v p ) : 

Vi/eE, 3(Ai,...,À p ) e K p : v=Y j \ i -v i 

k=l 

Autrement dit: Vect[{v \,...,v p }) - E. 


Plan 24.3 : | Pour montrer qu’une famille est génératrice [ . 

1 Soit u e E. 

2 Posons Ai = \ p = ... 

3 On a bien : v = £ À, • u,- 


Exemple 24.3 

- Dans IR 2 , soient x\ = (1,0) et X2 = (1,0). La famille (xi , X2) est génératrice de IR 2 . En effet, si v — [x, y) e IR 2 alors 
u = x(l,0) + y(0, 1). 

- On montre de même que la famille ((1,0,0) , (0, 1,0) , (0,0, 1)) engendre IR 3 . 

- La famille ((1,0,1), (0,1,1)) engendre le plan vectoriel F de IR 3 d’équation x + y - z. En effet F = 
{(x,y,z) g IR 3 | x + y - z = 0} = {(x, y, x + y) | jc,yeR}=Vecf((l, 0,1), (0,1,1)). 

- La famille (l,X,X 2 , . . . ,X") engendre K n [X] . En effet, si P e IK„ [X] alors il existe üq a n € K tels que P = a n X n + 

... + «o- 

- On considère l’espace vectoriel S des fonctions en escaliers sur [0,1]. On considère les fonctions f a ,b définies pour 
a « b par / a ,b(x) = 1 pour a « x « b et f a ,b(x) - 0 sinon. La famille (/ 0 ,&)ua«tei est une famille génératrice de ë, 
mais n’est pas libre : f 0 ,m + fm.i ~ /o,i - fin, 112- 

| Remarque 24.2 Toute sur-famille d’une famille génératrice est encore génératrice. 


24.1.4 Bases 


Définition 24.5 OOO Base 

On dit qu’une famille [vi , . . . , v p ) de vecteurs de E est une base de E si et seulement si, à la fois : 
1 [vi , . . . , v p ) est une famille libre de E. 

(ui,..., v p ) est une famille génératrice de E. 


Exemple 24.4 

- La famille (1, i ) est une base du IR-espace vectoriel C. En effet, si a, fie IR sont tels que a.l + b.i = 0 alors a+ib- 0 et 
donc a - b - 0. La famille est donc libre. Pour tout nombre complexe, il existe a, b e IR tels que z - a+ib. La famille 
est donc aussi génératrice de €. C’est donc une base de C. 

- Dans le plan, deux vecteurs non colinéaires forment une base du plan. 

- Dans IR 3 , la famille ((1,0,0) ,(0,1,0) ,(0,0, 1)) forme une base de IR 3 . On a prouvé dans l’exemple 24.2 que cette famille 
est libre et dans l’exemple 24.3 qu’elle engendre IR 3 . 

- Dans IR 3 , la famille formée des vecteurs e\ — (1, 0, 1), 62 = (1, - 1, 1) et = (0, 1, 1) est une base. La famille est libre : 

) ai + cx 2 =0 

-CX2 + 0C3 = 0 ce qui amène ai = 02 = 0(3 = 0. La famille 

ai + a 2 + a 3 =0 

est génératrice de IR 3 . Soit (x, y, z) e IR 3 . On cherche ai , a2 , 03 e IR tels que (x, y, z) - ai e\ +0262 + 0363 = 0. On obtient 

) ai + a 2 = x 

-02 + 03 = y et on trouve ai = 2x + y - z, 02 = -x - y + z et 03 = -x + z donc (ei, e2, C3) 

ai + a 2 + a 3 = z 

engendre IR 3 . C’est bien une base de IR 3 . 
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De manière plus générale, on 


Proposition 24.2 Base canonique de K” 

Soit n e N* . Considérons le K-espace vectoriel E = IK”. Il existe une base privilégiée (ei, . . . , e n ) de K n dite canonique 
et donnée par : 


e\ - (1,0,0,. ..,0) 

e 2 “ (0,1,0,...,0) 

e n = (0,0,0,...,!) 


Démonstration La famille e = e n ) est génératrice. En effet, si x = (x\,.. .,x n ) e K” alors : x ~ x\e\ + ... + x n e n . Elle 

est de plus libre : Si Ai,...,A n sont n scalaires de K tels que ^k e k - 0, alors on a : (A ] , \ n ) = 0 ce qui prouve que 
Vit ell.nl, A fc = 0. 


Proposition 24.3 Ç> Base canonique de K n [X] 

Soit n e N. Considérons le K-espace vectoriel E = K n [X] des polynômes de degré « n à coefficients dans K. Il existe 
une base privilégiée de K„ [X] dite canonique et donnée par : (l,X,X 2 , . . . ,X"). 


Démonstration Voir le chapitre sur les polynômes. Nous reviendrons sur cette proposition plus loin dans ce chapitre. 


Proposition 24.4 Base de C(X) 

La "réunion" des familles (X”)„eN et est une base de C(X). 

v(X- a) n ) ace 


Démonstration C’est exactement la traduction du théorème de décomposition en éléments simples sur C en termes de combi- 
na isons linéaires. On peut aussi trouver une base de R(X). 


Théorème 24.5 Composantes d’un vecteur relativement à une base 

Une famille e = [ei,...,e„) de E est une base de E si et seulement si, pour tout vecteur v e E, il | existe | une | unique | 
famille de scalaires (Ai , . . . , À„) e IK" telle que : 

p 

v= Z h-ei = M-ei + ... + \„-e n 
k-r 


Le n-uplet (Xi, . . . , A„) est alors appelé famille des composantes (ou coordonnées) de v dans la base e. 


Démonstration 

E 

- | Existence] Comme la famille e est une base, elle est génératrice de E et donc pour tout veE, il existe un n-uplet de scalaires 
(Ai,...,A„)eK” tel que: p = L^ 1 A,-e,- 

- | Unicité \ Supposons qu ’il existe deux n-uplets de scalaires : (Ai , . . . , \ n ) et (Ap . . . , A' n ) tels que : 

m Z x r «i= Z x c e i- 

*:= i fc= i 

On a donc : Y.^_ l [a'. - A, j • e; = 0. Mais e étant une base de E, elle est libre et cette dernière égalité n’est possible que si : 
Vi e [1, n \ , A'. - A; = 0 c’est-à-dire : Vi e [1, ni , A'. = A ,• ce qui prouve l’unicité. 

| <= | Supposons que pour tout veE, il existe une unique famille de scalaires (A| , . . . , A ra ) e K” telle que : 

P 

v — Z A; • e i = Al • e\ + . . . + An • e n 

et montrons que e est une base de E. Il est clair que e est génératrice. Montrons que e est libre. La seule décomposition de 0e sur 
les vecteurs de la famille e est 0e = Oei + ...0e n . Par conséquent, si le n-uplet (oc i , . . .,(x n ) e K” est tel que L^_] «fcCfc = 0 e, on 
a nécessairement : Vi e [1, n] , ex; = 0 ce qui prouve que e est libre. 


900 









24.2 


Dimension d’un espace vectoriel 

24.2.1 Espace vectoriel de dimension finie 


Définition 24.6 O Espace vectoriel de dimension finie 

On dit qu’un K-espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie. Dans le cas contraire, 
on dit que E est de dimension infinie. De plus, par convention, on dit que E = {0} est un espace de dimension finie. 


Exemple 24.5 

- K" est de dimension finie car sa base canonique est une famille génératrice finie de K”. 

- De la même façon, K„ [X] est de dimension finie. 

- Par contre, K [X] est de dimension infinie. Voir l’exemple 24.9 pour une démonstration. 

- De la même façon, et sont de dimension infinie. Voir l’exercice 24.32 page 924. 


Lemme 24.6 v 1 Augmentation d’une famille libre 

Soient E un IK-espace vectoriel et x e E \ {0}. On suppose que : 

Çm) & = (h,...,l n ) est une famille libre de vecteurs de E. 
(^ipI) x&'VecH 3?) 

Alors ÇZi, . . . , x) est encore une famille libre de vecteurs de E. 


Démonstration Soient a] ,...,a n ,a n+ 1 scalaires de K tels que : <X] l\ + ... + a n l n + ax = 0. Supposons que les n+ 1 scalaires ne 
sont pas tous nuis. Il y a alors deux possibilités : 

1. a = 0 et donc <x\l\ + ...+a n l n = 0 avec non tous nuis, ce qui n’est pas possible car la famille JC est, d’après la 

première hypothèse, libre dans E. 

2. a / 0. Dans ce cas, on peut alors écrire x comme une combinaison linéaire des vecteurs de I£ ce qui contredit la seconde 
hypothèse. 

On montre ainsi par l’absurde que la famille (l\ , . . . , l n ,x) est libre. 


Lemme 24.7 O Diminution d’une famille liée 

Soient E un K-espace vectoriel et èf = (gi, . . . , g n , g„+ 1) une famille de n+1 vecteurs de E. On suppose que : 

CED g n+ i € Vect[gi,...,g n ) (c’est-à-dire, g n+ i est combinaison linéaire des vecteurs gi g n ). 

Alors : 

Vect(gi,...,g„,g„ + i) =Vect(gi,...,g„) 

C’est-à-dire qu’on peut retirer le vecteur g n+ \ à â? sans modifier le sous-espace engendré par 

Démonstration D’après l’hypothèse, il existe un n-uplet (ex | ,...,a n ) de scalaires de K tels que : g n +i - Z JL] a kgk- Posons 
F = Vect[gi,...,gn) et montrons que la famille [gi,...,gn) génère aussi F. Soit x e F .11 existe (x\ ,...,x n+ \) un (n + l)-uplet de 
scalaires de IK tels que : 

X = h " 181 

%i gi -Vî+ 1 gw+1 
k= 1 

| Ë Xigi + Xn+l Ë «fcgfc 
fc = 1 fc = 1 

= Ë (^+^n+ia fc )gi 
k= 1 

ce qui prouve queVect[gi,...,g n ,g n+ i)czVect(gi g n ). Il est par ailleurs clair que Vect(gi,...,g„) c Vect(g 1 ,...,g n ,g n +i) 

et l’égalité est alors établie. 


Théorème 24.8 O Fondamental : On peut compléter une famille libre en une base en puisant dans une famille 
génératrice 

Soient E un K-espace vectoriel et p, q, n g N* . On suppose que : 
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(^hT) = [U , ... , Ip) est une famille libre de vecteurs de E. 

(^H2^) 'S - (gi , . . . , g q ) est une famille génératrice de vecteurs de E. 
alors, il existe une base & de E de la forme 

où Z p+ i,...,/„e^. 


Démonstration On va procéder de manière algorithmique. Si la famille f£ est génératrice, le théorème est démontré, sinon on 
construit une base ainsi. Posons 2t?o = -£?. 

. | l ère étape : \ 

■ Si g! eVect(Jz?ol, on pose = Jf 0 . D’après le lemme 24.7, on a Vect (2S?i ) = Vect (Jf 0 u {gi }) 

■ Si gi &Vect(2zfo), on pose Jfi =JfoU {gi}- D’après le lemme 24.6, la famille J£\ est libre et Vect(f£\ ) = Vect u {gl })• 

Dans les deux cas, on a : 

| Vecf(JSfi)=Vect(j£f 0 u{gi}) et Jgj est libre | 

" ' uei + l^q. 

On suppose que la famille Jzf; est construite en sorte que : 

I Vect(jSff)=Vecr(jgf_iu{g,-})=Vecf(j£f 0 u{gi,...,g,-}) | et [ f£l est libre | 


• | i + l* me étape : | On construit maintenant \ . 

■ Si g i+ 1 eVect[2£i), onposeJfi+i = J?j. D’après le lemme 24.7, on a Vect [JZ'i + 1 ) = Vect (2z?j) 

■ Si gi + 1 Vect(,5?i), on pose f£ l+ \ = u {g l+ \ } . D’après le lemme 24.6, la famille I£- l+ \ est libre et V ect{f£- l+ \) = 

Vcct(jêfjü{g j+1 }). 

Dans les deux cas, on a : 

|vect(jgf + i)=Vect(jgfu{g,- + i}) et Jf i+ i est libre | 

• On construit ainsi par récurrence les familles _2q ,..., f£q . 

La famille I£q vérifie alors : 

| Vect [J£ q ) = Vect {JCutf) => Vect (tf) = E et I£ q est libre | 
et est donc libre et génératrice de E. f£q est donc une base de E. 

I Remarque 24.3 Cette démonstration fournit un algorithme explicite pour fabriquer des bases dans un espace vectoriel 
de dimension finie. 




Corollaire 24.9 V E xi s tence de base 

Tout espace vectoriel de dimension finie non réduit à {0} possède une base. 

Démonstration Par définition, un espace vectoriel de dimension Unie non réduit à {0} possède une famille génératrice Unie f . 
Soit x/Oef.La famille constituée du singleton [x] est libre dans E. Par application de la proposition précédente, on peut la 
compléter en une base de E en la complétant par des vecteurs de 'f bien choisis. 


Corollaire 24.10 V Théorème de la base incomplète 

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie et j£f = (e\ e p ) une famille libre de vecteurs de E. Alors on peut 

compléter 22? en une base lif - (e\ e p , e p+ \ ,..., e n ) de E. 

Démonstration Comme E est de dimension Unie, il possède une famille génératrice Unie 'fl . D’après le théorème précédent 
appliqué à I£ et à 7? , on prouve 1 ’ existence d’une base de E construite par complétion de la base I£ . 

24.2.2 Dimension 


Lemme 24. Il Lemme de Steinitz 

Soient 5 ? = (xi , . . . , x n ) et & = (yi , . . . , y n , y n+ 1 ) deux familles de vecteurs de E . On suppose que : 

(jiT) Vie [l,tt+l], y,-eVect(J^) 

| alors :ÿ est liée. 

Démonstration Pour tout ne N, notons P n la propriété à démontrer. Nous allons effectuer une récurrence sur n. 
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• Si n = 1 alors SA = [X\ } et SA = {yi , y 2}. Par hypothèse, y\ = oqxi et yi = <2:2X1 où ai,a2 e IK. Ces deux scalaires ne sont pas 
tous deux nuis sinon SA ne compte qu ’un élément. On a alors o^yi - «1 yfc = 0 et ^ est liée. Donc P| est vraie. 

• Soit ne N. 

• Supposons que P n -\ est vraie et prouvons que c’est alors aussi le cas de P n . Soient SA = (xi,...,x«) et SA ~ (ÿi,.. .,yn>yn+\) 
des familles de vecteurs comme dans l’énoncé du lemme. On a : 



où V [i, j) e II, n] x [1, n + 1] , aj e K. Il y a deux cas possibles : 

■ Si | V/c e [1 , n + 1] , a J; = 0 | alors [yi,...,y n ) est une famille de vecteurs qui sont tous combinaisons linéaires de la famille 

(x\ ,...,x n -j ). Par application de l’hypothèse de récurrence, on peut affirmer que (yi,...,y n ) est une famille liée. Il en est 
alors de même de (yi yn+i )■ 

■ Sinon | 3 fce |1, n+ 1] , a„ / 0 | . Quitte à ré-indicer les vecteurs de SA , on peut supposer que ajj +1 / 0. Posons alors : VA; e 

[l,n], z y = y iç — j-y fi+ i . Chacun des vecteurs de la famille (z\,...,z n ) est alors élément deVect(x\, ...,x n -\). D’après 

l’hypothèse de récurrence, la famille (z\,..., z n ) est donc liée. Il existe donc des scalaires non tous nuis tels que 

„ „ I a k \ „ Ef =1 a,A,- 

I^ =1 AfcZfc = 0, ce qui s’écrit aussi A * y k - ——py n +i = 0 ou encore : L£ =1 A k y k — Tn+i = 0 et prouve 

que la famille [y\ y n + 1) est bien liée. 

• Le théorème est alors prouvé par application du théorème de récurrence. 


Théorème 24. 12 V Le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice. 

Soient : 

- 5^ une famille libre de E. 

- une famille génératrice de E. 
alors : [^ardif^CarcffJ. 


Démonstration Supposons que ce ne soit pas le cas : CardJS? > Cardin. Posons m = Cardî# et supposons que r 7 - (x\,.. .,x m ) et 
que (yi,...,y m +i) soient m+ 1 vecteurs de . Commet est génératrice, on a : Vi e [1, n + 1] , y,- e Vect(îÿ). Par application du 

lemme de Steinitz 24.11, cela implique que (yi,...,y m+ i) est une famille liée de E, ce qui contredit le fait que Jz? est une famille 
libre de E. Le théorème est alors prouvé par l’absurde. 


Théorème 24. 13 V Toutes les bases d’un K-espace vectoriel de dimension finie ont le même cardinal 

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie alors toutes les bases de E ont même cardinal. 

Démonstration Comme E est de dimension Unie, E possède au moins une base. Soient Së\ et Sê 2 deux bases de E. Comme 38 \ 
est libre et 3ê 2 est génératrice, on a Cardai « Gard .5^2- De même, 3è 2 est libre et 36 \ est génératrice, donc Gard 5^2 « Cardai . 
Par conséquent : Cardai = Card/^2- 

Ce théorème, associé au théorème 24.9, permet de donner un sens à la définition suivante : 


Définition 24.7 V Dimension d’un espace vectoriel 

- Si E = {0}, on dit que E est de dimension 0 et on note dimE = 0. 

- Sinon, si E est un espace vectoriel de dimension finie non réduit à {0}, on appelle dimension de E le cardinal d’une 

base de E et on le note dimE. 


I Exemple 24.6 
- dimK” = n. 

- dimlR„ [X] = n+ 1. 

Application 24.7 

Une famille / d’au moins n + 1 vecteurs dans un espace E de dimension n est toujours liée. En effet, si elle était libre 
alors on aurait une famille libre / de cardinal plus grand que celui de n’importe quelle base e de E. Or e est une famille 
génératrice de E et le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice. 


Théorème 24.14 G 1 Caractérisation des bases 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n e N. Soit SA une famille de vecteurs de E de cardinal p. 

1 . Si SA est bbre alors p « n et on a égalité si et seulement si SA est une base de E. 

2. Si SA est génératrice alors p ^ n et on a égalité si et seulement si SA est une base de E. 
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Démonstration Comme E est de dimension n, il possède une base Sê de cardinal n. 


• Si ,9 est libre alors appliquant la proposition 24.12, on a : Card-9 Card. 9. 

=> Supposons de plus que p = n et montrons que ,9 est génératrice. Si ce n’était pas le cas, il existerait un vecteur xg e E tel que 
xg Vect(,9). La famille 29 u {xg} est, d’après le lemme d’augmentation d’une famille libre 24.6, encore libre. On doit donc 
encore avoir, en vertu de la proposition 24.12, Card 29 u {xg} s Card.9. Mais cette dernière égalité est équivalente à n + 1 ^ n. 
On a ainsi montré par l’absurde que £9 est génératrice. 

<= Réciproquement, si £9 est génératrice, alors on a, par application de la proposition 24.12, Card,9 s Card-9 et donc p = n 

• Si £f est génératrice, alors en appliquant la proposition 24.12, on a : Card,9 ÿ Card-9 et donc p = n. 

=> Supposons de plus que p = n et montrons que 29 est libre. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe xg€.29 tel que 
xg €Vect[29\{x o}). Par application du lemme de réduction d’une famille liée 24.7, ,9 \ [xg } est encore génératrice mais on a 
alors n - 1 = Card.9 \ jxo) 3= n ce qui contredit la proposition 24.12. 

<= Réciproquement, si 29 est une base alors elle est libre et on a Card,9' n n et donc p = n. 


Retnarque 24.4 Comme on va le voir dans les exemples suivants, ce théorème permet de diviser par deux le travail à 
entreprendre pour montrer qu’une famille est une base d’un K-espace vectoriel donné. 


Exemple 24.8 

- Reprenons le quatrième point de l’exemple 24.4. Soit dans IR 3 les vecteurs e\ - (1,0,1), e 2 - (1, —1, 1) et e 3 = (0,1,1) 
et montrons que e = {e\, e 2 , eg) est une base de IR 3 . On montre comme dans l’exemple 24.4 que cette famille est libre. 
On conclut en remarquant que Card (e) - 3 = dimIR 3 , donc e est une base de IR 3 . On n’a pas besoin de montrer que e 
est génératrice de IR 3 ! C’est automatique. 

- Montrons que la famille P = (Pi,P 2 ,P 3 ) avec Pi =5, P 2 = 2X- 1 et P 3 = X 2 -4X+ 1 est une base de IR 2 [X]. On 
commence par montrer que la famille est libre. Soient ai ,cx 2 ,o (3 e IR tels que aiPi + a 2 P 2 + CX 3 P 3 = 0. Alors OC 3 X 2 + 
(2a 2 -4c< 3)X+ (5ai - a 2 + ag) = 0. Un polynôme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuis et on obtient 

) 5ai - a 2 + a 3 =0 

2a 2 - 4 a 3 = 0 dont l’unique solution est ai = a 2 = 0 C 3 = 0. La famille est bien libre. De plus 

a 3 =0 

Card (P) = 3 = dim IR 2 [X] donc P est une base de IR 2 [X] . 


Exemple 24.9 

Montrons que IK [X] est de dimension infinie. Pour tout u e N, posons E„ = (1,X, . . . ,X"). On sait que pour tout neN,E„ 
est libre et Card (E ra ) = n + 1. Supposons que IK [X] soit de dimension finie n e N* . On sait que K [X] contient une famille 
libre, E„+i qui est de cardinal n + 1, ce qui est impossible. Donc K [X] est de dimension infinie. 
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Bio 21 1 Hermann Günther Grassmann, né le 15 avril 1809 à Stettin et mort le 26 septembre 1877 à Stettin (Allemagne). 
Hermann Grassmann est le troisième enfant d’une famille 
de douze. Son père enseigne les mathématiques. Devant les 
piètres qualités intellectuelles de son fils (mémoire peu fiable, 
trouble de la concentration, ...), il pense faire de lui un jar- 
dinier ou un bijoutier. Hermann Grassmann se rend néanmoins 
à Berlin en 1927 pour étudier la théologie. Peu à peu, il se pas- 
sionne pour les mathématiques qu’il découvre au travers des 
ouvrages écrit par son père. En 1830, il retourne dans sa ville 
natale en tant que professeur de mathématiques. Ayant raté son 
examen, il ne peut enseigner que dans les premières classes 
du secondaire. Il commence en même temps ses recherches 
en mathématiques. En 1840 il reçoit l’habilitation à enseigner 
dans les différentes classes de lycée et en 1844, il publie 
son ouvrage majeur "Die lineale Ausdenungslehre, ein neuer 
Zweig der Mathematik". Grassmann y donne les fondements 
de l’algèbre linéaire. Son idée est de mettre l’algèbre au ser- 
vice de la géométrie. Il articule les choses autour de la notion 
de vecteurs. Cette citation est éclairante sur ses motivations : 

« La première impulsion est venue de considération sur la sig- 
nification des nombres négatifs en géométrie. Habitué à voir 
AB comme une longueur, j’étais néanmoins convaincu que 
AB = AC + CB, quelle que soit la position de A,B,C sur une 
droite». Il introduit les notions d’indépendance linéaire, de 
sous-espace vectoriel, de base et de dimension. Ses écrits sont 
confus et difficiles à suivre, aussi le livre n’aura que peu de lecteurs. Grassmann est très frustré de ce fait car il pense 
que son travail est révolutionnaire et qu’il mérite un poste à l’université. Il écrit une seconde version de son livre 
qu’il publie en 1862. Mais malgré ses efforts de présentation, elle ne connaît pas plus de succès que la première. 
Aigri, Grassmann se tourne alors vers la linguistique et apprend le Sanscrit et le Gothique. Grâce à d’importants 
travaux de traduction, il entre enfin à l’université. Il faut attendre 1888 pour que le mathématicien Giuseppe Peano 
reprenne le travail de Grassmann et en précise toute la portée. 



24.3 Dimension d’un sous-espace vectoriel 

On va maintenant étudier ce que la notion de dimension apporte dans l’étude des sous-espaces vectoriels. 

24.3.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel 


Théorème 24. 15 O Dimension d’un sous-espace vectoriel 

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace vectoriel de E. On 

1 F est de dimension finie et [^fin^^^lin^J. 

2 l^dinH^^Iiiini^^^G^ 


Démonstration 

1 Si F = {0}, le résultat est immédiat. Sinon, notons L l’ensemble des familles libres de F. L est non vide car F est non trivial 
et un vecteur de F à lui seul constitue une famille libre de F. Toute famille libre de F est une famille libre de E donc possède 
au plus n éléments. Notons p = max{CarcL£? | JS? e L}. On a donc p ^ n et si une famille libre JC de E vérifie à la fois : 
CarcLSf = p et e L alors nécessairement Jzf est une base de F. En effet : 

• & est libre. 

• 3£ est génératrice de F. Si ce n ’ était pas le cas, alors d’après le lemme d’augmentation d’une famille libre 24.6, 
il existerait un vecteur xeF tel que J? = Jf u [x] soit encore libre. Mais e L et Card if = p + 1 > p ce qui 
constituerait une contradiction. La famille 33 est donc nécessairement génératrice et est donc une base de F. 

2 Le sens indirect est trivial. Réciproquement, si dimF = dimE alors F possède une base 38 de cardinal n. Mais 38 est, par 
application de la proposition 24.14, aussi une base de E et donc : F = Vect(38) = E. 

On utilise très souvent cette propriété... Elle permet de diviser par deux le travail à effectuer pour montrer que deux sous- 
espaces vectoriels E et F sont égaux. D’habitude on montre que FcG puis que G e F. Il suffira donc de montrer la première 
inclusion puis que les deux sous-espaces ont même dimension. 


905 




Plan 24.4 : | ...pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F et G sont égaux [ . 

1 On montre que F c G 

2 On montre que dimF = dimG 

3 Alors F = G 


Exemple 24.10 Soit E = IR 4 et 

F = Vect((l, 1, À, 3), (0, 1, 1,2}) G = {êjc, y,z, f) eE | x-y+z = 0,x+2y- 1 = 0} 

Cherchons à quelle condition sur À £ IR a-t-on F = G ? 

- Supposons tout d’abord que F = G. Alors (1, 1,À,3) e G et doit satisfaire en particulier l’équation x - y + z - 0. On 
trouve alors que À = 0. 

- Montrons que si À = 0 alors F = G. On sait que F = Vect((l, 1,0,3), (0,1, 1,2)). Les vecteurs (1, 1,0,3), (0, 1, 1,2) 
engendrent F et ils sont non colinéaires donc ils forment une famille libre. Par suite, c’est une base de F 
et dimF = 2. Par ailleurs G = {(x,y,z,i) eE | x- y + z - Q,x + 2y - t - 0} = {[x,y, y- x,x + 2y) |x,yelR} = 
Vect ((1, 0, — 1, 1) , (0, 1, 1,2)), on montre alors de la même façon qu’avant que dimG = 2. De plus (1, 1,0,3) et 

(0, 1,1,2) vérifient le système i X ^ Z ^ donc (1,1, 0,3), (0,1, 1,2) e G et comme G est un sous-espace vectoriel, 
\x+2 y-t = 0 

F = Vect((l,l,À,3),(0, 1,1,2)) cG. Enfin, comme dimF = dimG on obtient F = G. 

24.3.2 Somme directe 

Le théorème suivant sera souvent bien commode pour montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires. 


Théorème 24. 16 O Un caractérisation de la supplémentarité en termes de bases 

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F, G deux sous-espaces vectoriels de E munis d’une base (ei, . . . , e p ) 
pour F et d’une base (/i , . . . , fq) pour G. On a équivalence entre : 

1 F et G sont supplémentaires dans E : E = F ® G. 

2 Së= est une base de E. 


Démonstration 

- Prouvons le sens direct. On suppose que E = F ® G. 

• Montrons que 38 est libre : soient tx\ , ... ,a p ,a p+ i <x n des scalaires de IK tels que ai ei + ...+<x p e p +<x p+ ifi + ...+<x n fq = 0. 

On a alors : x = aiei + ... + <x p e p = - [a p +ifi + ... + a nfq)- Comme e est une base de F, on a x = aiei + ... + a p e p e F et 
comme f est une base de G, on a : x = - (a p +ifi + . . . + a n fq) e G. Mais F et G étant en somme directe, on a : Fn G = {0} et 
donc x = 0. Comme e est une base de P et f une base de G, ceci implique que a; ~ ... ~ a p ~ o. p+ \ = . . . = a n - 0 et donc que 

• Montrons que 38 est génératrice de E. Soit x e E. Comme E = F ® G, il existe un vecteur x\ e F et un vecteur X 2 e G tels que 
x = X\ + X 2 ■ De plus : 

- Comme e est une base de F et que x\ e F, il existe ai , . . . <x p e IK tels que xi = ai ei + . . . + a p e p . 

- Comme f est une base de G et que X 2 e G, il existe (1 1 , . . . (ip e IK tels que X 2 = Pi /i + ... +f>qÿq. 

Par conséquent : x = xi +X 2 = aiei + ... + <x p e p + P1/1 + ... + $qeq e Vect (38) et 38 est donc bien génératrice de E. 

On a ainsi prouvé que 38 est une base de E. 

- Prouvons la réciproque. On suppose que 38 est une base de E. 

• On a FnG = {0}. En effet si xeFnG alors il existe x\ , . . . ,x p et yi,...,yq e IK tels quex= X\e\ + ... + x p e p = y\ f\ + ... + 
yqfq. Mais alors xiei + ... + x p - yifi - ... - yqfq = 0. Mais la famille 38 est libre donc xi = ... = xp = yi = ... = yq = 0 et 
x = 0. 

• On a E = F + G. En effet, si x e E alors comme 38 engendre E, il existe x\ x p e IK et y \ , . . . , yq e K tels que 

x = x ï e 1 + ... + x p e p + y 1 f 1 +... + yqfq £P + G. 
eF eG 


Donc E = F ® G. 


Corollaire 24.17 O Dimension d’une somme directe 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels de E. Si Ei et E2 sont 
supplémentaires : E = Ei © E2, alors 
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Démonstration Comme E est de dimension finie, il en est de même de ses deux sous-espaces supplémentaires Ej et E2. Posons 
ni = dimEj et «2 = dimE2. Il existe donc une base ,e ni ) de E] et une base f n2 ) de E2. D’après la proposition 

précédente, -,fn 2 ) est une base de E et est donc de cardinal n = dimE. Par suite : dimEi + dimE2 = ni + «2 = « = 

dimE. 


Corollaire 24.18 O Existence d’un supplémentaire en dimension finie 

Soit E un espace vectoriel de | dimension finie | . Si F est un sous-espace vectoriel de E alors F possède des supplémen- 
taires dans E. 


Démonstration Soit F un sous-espace vectoriel de E. Comme E est de dimension Unie il en est de même de F et F possède donc 
une base [ei ,...,ep) où p- dimF. D’après le théorème 24.10, on peut compléter cette base en une base [ei,...,ep,fi,...,fq] de 
E où q est un entier tel que p+ q = dimE. Posons G = Vect[\f\ , Montrons que F et G sont supplémentaires dans E. La 
famille [fi,---,fq) est libre comme sous-famille d’une famille libre et elle engendre G par construction. Donc c’est une base de G. 
Donc d ’ après le théorème 24. 1 6, on sait que E = F æ G. 



Figure 24.1 - Deux supplémentaires G et H d’un s.e.v F 


^ Attention 24.11 II ne faut pas parler | du | supplémentaire d’un sous-espace vectoriel. Il en existe en général une 
| infinité | . Voir l’exercice 24.58 page 930. 


Théorème 24. 19 QÇÇ Dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels, formule de Grassmann 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G des sous-espaces vectoriels de E alors : 

| dim (F + G) = dim F + dim G - dim (F n G)~| 


Démonstration 

Comme que F n G est un sous-espace vectoriel de E et que E est de dimension Unie, F n G possède, par application de la proposition 
précédente, un supplémentaire F 1 dans F. Montrons que F 1 est un supplémentaire de G dans F + G, c ’est-à-dire que F' ® G = F + G. 

• Soit xeF'nG. Comme F' c F, x e F n G et comme F' et F n G sont supplémentaires, x = 0. Donc F'nG=|0). 

• Soit xe F+G. Il existe donc xi e F et *2 e G tels que x= x\ +X2- Comme x 1 e F, il existe x j e F' et x" eFnG tels que xi = x'^+x" . 
Par conséquent : 

x = 4 + x" + X 2 


eF' eFnG eG 


eG 

et donc xeF' + G. Ce qui prouve que F' + G = F + G. 

On a prouvé que F 1 ® G = F + G. D ’a près le théorème 24. 17, on a : dim (F + G) = dim (F' ® G) = dim F' + dim G. Mais comme 
F'æFnG = F, on a aussi : dimF' + dimF n G = dimF et donc : dimF+G= dimF + dimG-dimFnG. 


Corollaire 24.20 O Caractérisation des supplémentaires 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G des sous-espaces vectoriels de E. On a équivalence entre : 

1 F et G sont supplémentaires dans E. 

2 FnG = {0} et dimF + dimG = dimE. 

3 F + G = E et dimF + dimG = dimE. 

Démonstration 
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Figure 24.2 - Dimension deF + G: F = Fi ® (F n G) et F + G = G®F| 


• JO — > Z Si F etG sont supplémentaires dans E, il est clair que F nG= {0} et, d’après la proposition 24.17, que : dimF + dimG = 
dimE. 

=> suffit de montrer que F + G = E. Mais d’après la proposition 24.19, on a : dim (F + G) = dimF + dimG -dim (FnG) = 
dimF + dimG= n = dimE carFnG = {0}. Par conséquent, d’après la proposition 24.15, on a : F + G = E. 

• 31 => $j£Il suffit de prouver que F n G= {0} ce qui provient de : dimF n G = dimE - dimF - dimG = 0. 

I Remarque 24.5 La formule de Grassmann permet de diviser par deux le travail à effectuer pour prouver une supplé- 
mentarité. 


Exemple 24.12 Reprenons le second point de l’exemple 23.15 page 856. Dans l’espace E = IR 3 , on considère la droite F 
x+y-z 


donnée par le système < 


et le plan G d’équation z - 0. Montrons que E = F æ G. On a déjà vu que F et 


fx+y-z = 0 

G sont bien des sous-espaces vectoriels de E. Le vecteur (x,y,z) e Fn G si et seulement si < 2x - y + z =0 qui admet 

[z - 0 

comme unique solution (0, 0, 0) . Donc dim (FnG) = 0. De plus dimF + dimG = 2 + 1 = dimE. On en déduit, d’après le 
corollaire précédent, que E = F æ G. 


24.4 Applications linéaires en dimension finie 

Dans cette section, on s’intéresse aux implications de la notion de dimension en ce qui concerne les applications linéaires. 

24.4.1 Bases et applications linéaires 

La proposition suivante permet de comprendre qu’une application linéaire entre un espace vectoriel de dimension n et 
un autre de dimension m est entièrement déterminée par une famille de mn scalaires. Cette famille de scalaires, rangée 
convenablement dans un tableau, forme ce qu’on appellera dans le prochain chapitre une matrice. 


Théorème 24.21 Une application linéaire est entièrement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une 
base 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On suppose que : 


<3 


e = (ei, . . . , e n ) est une base de E. 
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famille de vecteurs de F. 


|=(/i. •••,/«) est une 
alors il existe une et une seule application linéaire u : E — > • F telle que : 

Vie [l.w], u{ei)-fi (*) 


D émonstra tion 

• I Unicité I Soit i 


e application linéaire vérifiant (*). Prouvons que u 
i K tels que x = £?_. aj-e*.. Par linéarité, on a : 


> . Soit x e E. Comme e est une base de E, 


Z «fc e fc = Ë a ku[e k )= Ë a kfk 


vlx) = v^E a KfcJ = E «fc"( e fc) = E a kfk- 

Par conséquent, u (x) = v (x) etu=v. 

» | Existence] On construit une application u : E — F satisfaisant (*) de la façon suivante. Soit x e E .11 existe un unique n-uplet 
(À| , . . . ,\ n ) e IK” tel que x = Z^ =1 a k e k . Posons alors u (x) = À,/;. u est bien définie car le n-uplet (Ai, ... , \ n ) associé à x 

est unique, u est de plus linéaire. Soitx' = ^' k e k et soient a, a' e IK. On aax+a'x' = L^ =1 (aAfc + a'A'jJ e k et par définition 


É [ a ^k + ^^' k )fk 


= Z «W*;+ Z a'A'fc/fc 
A-i fc=i 

= au(x) + a'u(x'). 

On a de plus bien : Vfc e [1, «] , u [e k ) = f k . 

Remarque 24. 6 Soient E et F deux IK-espaces vectoriels. Soient u e 2£ (E, F) , x e E et y = / (x) . On suppose que : 

(m) e— (e\,...,e n ) est unebase de E. 

(jhT) /= est une base de F. 

(^T) Il existe une famille de scalaires (oti/) IL[1 nJ m) de K telle que : Vi e [1, ni , iiief = a ijfj- 
(^hZ) Dans la base e, x~Ë x i’ e i et dans la base f,y - Ë yt ‘ fj 

alors : V j e yj = X”_j oc,y • xi. D’après la proposition, la famille de scalaire (cti,_/) ie [ 1 y £[1 caractérise 

complètement l’application linéaire u. Cette remarque est à la base de la théorie des matrices qu’on développera dans le 
prochain chapitre. 

Proposition 24.22 Caractérisation vectorielle de l’injectivité ou la surjectivité d’une application linéaire 

Soit e - (ei,...,e n ) une base de E et f - (f /„) une famille de n vecteurs de E. Soit u : E — F Fapplication linéaire 

tel que : Vi e [1, ni , u(et) = /,-. On a : 

1 u est injective si et seulement si / est libre. 

2 u est surjective si et seulement si / est génératrice. 

Démonstration 

On a : 

u est injective 
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2 On 


: surjective <=> | 

Vye F, 3x e E : f \x] = 

■y) 


1 

Vye F, 3A 1( ...,X„eK: 

( 

w|z^KfcJ = yJ 

k j 

1 

Vye F, 3\i,...,X n eK: 

£ A fc n(e fc ) = y 

_ | 

( 

1 

Vye F, 3Ai,...,A„elK: 

k= 1 I 

Z x kfk = y] 


! 

f est génératrice 

k=1 


| Remarque 24 . 7 C’est un excellent exercice que de refaire seul cette preuve. 


24.4.2 Dimension et isomorphisme 


Proposition 24.23 O Deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement s’ils ont même dimension 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie ri. Un K-espace vectoriel F est isomorphe à E si et seulement si dimF = 
dimE = n. 


Démonstration 

- | => | Supposons que E et F sont isomorphes. Alors il existe u e (E,F) bijective. Soit SB = (e\,..., e n ) une base de E. Alors 
’f> ~ (u(e\) , . . . ,u (e n )) est, d’après la proposition précédente : 

• libre car u est injective. 

• génératrice car u est surjective. 

( 6’ forme donc une base de F et dimF = CardTf = n - dimE. 

- | <= | Réciproquement, si dimF = dimE = n, considérons SB = (ei , . . . , e n ) une base de E et Yf = (/i, •■•,/«) une base de F. On 
définit une application linéaire u entre E et F en posant : Vf e [1, n] , u (e/) = /,• . Par application de la proposition précédente, 

• injective car r 6' est libre. 

• surjective car ’é' est génératrice. 

Par conséquent u est un isomorphisme de E dans F. 


Corollaire 24.24 O 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors E et K" sont isomorphes. 
Démonstration En effet, ces deux espaces vectoriels sont de même dimension. 


Corollaire 24.25 O 

Soient Ei et E 2 deux K-espaces vectoriels de dimension finie alors Ei x E 2 est de dimension finie et : 


Démonstration Supposons que dimEi = n\ e N et dimE2 = «2 e N. Appliquant le corollaire précédent, on a : E| = K” 1 = 
et E2 «S K" 2 . On montre facilement qu’alors : E| x E 2 = K” 1 x K" 2 = K” 1+ ” 2 . Mais dimlK” 1+ ” 2 = ri\ + «2- Par conséquent : 
dim (Ei x E2) = «i + «2- 


24.4.3 Rang 


Définition 24.8 Rang d’une famille de vecteurs 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle rang de la famille de vecteurs & - (ei , . . . , e p ) la dimension 
du sous-espace vectoriel engendré par On notera : rg.^ = dimVecf (,^). 


Définition 24.9 OOO Rang d’une application linéaire 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. On appelle rang de l’application linéaire u e f£ (E,F) la 
dimension du sous-espace vectoriel Im u : rg u - dim Vec t (Im ü) . 


Proposition 24.26 000 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et «e f£ (E,F). Si [e\ e n ) est une base de E alors 

rgM = rg(M(e 1 ),...,M(e„)). 
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Démonstration Soit (e une base deE. On alm« = Vect{u(e\) , u(e n )). En effet : 


yelmu 3xeE: y=u(x ) 

<=>• 3Ài,...,X«elK: y = u| £ À fc efcj 

<^=> 3Â 1) ...,A„eÛi: y= £ \ k u[e k ) 

<=> y e Vecr (u [e\),...,u {e n )) 

etrgM = dimImM = dimVecf(M(ei),...,M(e„)) = rg(M(ei),...,a(e„}}. 

x Ker u 




Figure 24.3 - Formule du rang : E = Ker u ® V et V « Im u 


Théorème 24.27 Formule du rang 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u e if (E,F). On suppose que : 
E est de dimension finie. 


LJ 


Alors on a la formule du rang : 




Démonstration Comme E est de dimension Unie, d’après la proposition 24.18, Ker u possède un supplémentaire G. Montrons 

que G et Im u sont isomorphes. Pour ce faire, montrons que u\g : G — Im u est un isomorphisme. 

- «IG est surjective : Soit y e Im u. Il existe x e E tel que u (x) = y. Comme E = Ker u ® G, il existe x\ e Ker w et x 2 e G tels que : 
x = X] + X' 2 - Comme u (xj ) = 0, on a : y = u (x) = u [x% +X2I = m(x 1) + w(X2) = u{x 2 ). Par conséquent, y possède un antécédent 
pour U|g dans G. et U\q est surjective. 

- U|g est injective : Soit x e G tel que u\q (x) = 0. Alors x e Ker u et donc x e G n Ker u. Comme E = Ker u æ G, x = 0 et donc u\q 
est injective. 

Par conséquent, G et Im u sont isomorphes et, d’après la proposition 24.17, on a : dimlm u = dimG= dimE - dim Ker / . 


Remarque 24.8 

- On montre dans cette preuve que Im u est isomorphe à tout supplémentaire de Ker u. Il faut bien prendre garde qu’en 
général, si u est un endomorphisme, Ker u et Im u ne sont pas supplémentaires. Essayez par exemple de trouver un 
endomorphisme de M 2 pour lequel Im u = Ker u. 

- La formule du rang permet de connaître la dimension du noyau (resp. de l’image) de u dés qu’on connaît la dimension 
de son image (resp. de son noyau). Là encore, on dispose d’un outil puissant qui va permettre de beaucoup simplifier 
les démonstrations. 

(/fS, Attention 24.13 II y a deux erreurs classiques à commettre en appliquant cette formule. La première, grossière, est de 
prendre pour E l’espace d’arrivée de u plutôt que son espace de départ. La seconde est d’oublier de vérifier que E est de 
dimension finie. En dimension infinie, la formule du rang n’a tout simplement pas de sens. ..En effet, Ker u et Im u peuvent 
être de dimension infinie. 


Exemple 24.14 On considère l’application linéaire u : 
son noyau. 


R 3 

[x,y,z) 


R 2 

(x- y + z,x- z) 


. Déterminons son image et 
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- On sait que Ima = {(x- y+ z,x- z) \ [x,y,z] e IR 3 } = {jc( 1,1) + y(-l,0) + z(l,-l) | ( x,y,z ) e IR 3 } = Vect(/i,/ 2 ,/ 3 ) 
avec fi - (1,1), fi = (-1,0) et / 3 = (1,-1). Trois vecteurs dans le plan sont nécessairement liés. Les vecteurs fi et 
fz ne sont pas colinéaires. D’après le lemme de réduction d’une famille liée, on a Ima = Vect[fi,fz). On vérifie que 
les vecteurs f\ et fz forment une famille libre. On a donc montré que [fi,fz] est une base de Im u et que Im u est de 
dimension 2. On remarque que comme Im u c IR 2 et que dimlm u = dimIR 2 alors Im u - IR 2 et u est surjective. 

- On applique la formule du rang et on trouve que dim Ker u - 1. Le noyau de u est alors une droite vectorielle et une 
base de cette droite est formée d’un seul vecteur. On vérifie que (1,2, 1) e Ker u. Donc Ker u - Vect (1,2, 1) . 


Corollaire 24.28 O Caractérisation des isomorphismes 

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE = dimF et u e (E, F) . On a équivalence 
entre : 

1 u est injective. 

2 u est surjective. 

3 u est un isomorphisme. 


Démonstration On a : 

- u est injective => Ker u ~ ( 0 ) => dim Ker u ~ 0 => dim Im u = dim E = n => u est surjective => u est un isomorphisme. 

- u est surjective ==> dimlm u = dimE = n => dim Ker u = 0 =^> Ker u = {0} => u est injective => u est un isomorphisme. 


Corollaire 24.29 O Caractérisation des automorphismes 

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie et ue f£ (E) On a équivalence entre : 

1 u est injective. 

2 u est surjective. 

3 u est un automorphisme. 


Démonstration C’est une conséquence directe de la dernière proposition. 


Théorème 24.30 O Inverses à gauche et à droite 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme u e L(E). On dit que 

1 . u est inversible à gauche si et seulement si il existe v e L(E) tel que v o u = id ; 

2. u est inversible à droite si et seulement si il existe w e L(E) tel que u o w = id ; 

3. «est inversible si et seulement si il existe u~ l e L(E) tel que u° ir ] - iC ] °u - id. 

On a la caractérisation : 

(u inversible à gauche ) <=> {u inversible à droite ) <=> {u inversible ) 


Démonstration Supposons que u est inversible à gauche et montrons que u est bijective. Il existe donc v e L(E) telle que 
v°u = idg. Alors v°u est bijective (c’est l’application identique !) et d’après le théorème 1.1 page 1141, on sait alors que u est 
injective. Mais d’après la proposition de caractérisation des automorphismes, u est bijective. On fait de même si u est inversible à 


Remarque 24.9 

- Là encore, on divise par deux le travail à réaliser pour montrer qu’une application linéaire u e L(E) est bijective. Dans 
le cas général, il faut exhiber une application v £ L(E) tel que u° v = v° u = id|;. Si E est de dimension finie, il suffit 
de montrer que uov- Me ou que vo u - Me. 

- Ce résultat est faux en dimension infinie comme le montre le contre-exemple suivant. Soit SP l’espace des suites 
réelles. On définit deux endomorphismes (le « shift »à gauche et à droite) : 


s g : (ao.ai,...) — - (ai,a2,---) 


s d : (a 0 ,«i, •••)—'• {0, cio, ai,...) 

Étudier l’injectivité, la surjectivité de s g , s d . Calculer s g o s d et s d o s g . 
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24.5 Récurrences linéaires 


On considère les suites de nombres réels ou complexes vérifiant la relation 

VnelM, au n+ 2 +bu n+ i + cu n = 0 avec a /O. 

Des liens avec la résolution de l’équation différentielle ay" + by' + cy = 0 vont apparaître. Il est donc bon de revoir le 
théorème 5.13 p. 211. 

24.5.1 Structure de l’ensemble des solutions 


Soit K = C ou IR. On considère l’espace vectoriel E des suites à valeurs dans K. 



On vérifie simplement que 4> est un endomorphisme de E. On en déduit que F, en tant que noyau de est un sous-espace vectoriel 
de E. 



On vérifie simplement que 'P est linéaire. Maintenant, ¥ est injectif. En effet, soit (w n )neN e Ker'P, on vérifie par une récurrence 
double (Théorème 8.3 p. 306) VneN, H n : u n = 0. 

On a Ho et Hj puisque u e Ker'P et y ne N, (H n et H„ + j) => H„ +2 ) puisque a /O. 

On en déduit que F est de dimension finie. Toute famille libre de F a pour image une famille libre de IK 2 puisque 'P est injectif. 
Donc toutes les familles libres de F ont moins de deux éléments. C’est bien dire que F est un K -espace vectoriel de dimension finie 


24.5.2 Suites géométriques solutions 

Comme pour les équations différentielles où l’on cherchait des solutions de la forme x ■ — * e rx , on va chercher des 
solutions sous la forme de suites géométriques. Là encore on va travailler dans C dans un premier temps. 

On considère l’équation caractéristique 

ar 2 + br + c = 0. 

Si r est une racine, alors la suite (r n ) n£ N est une suite de F. 



Dans les deux cas, F est un espace de dimension 2. 

Démonstration ► Dans le cas des racines distinctes, les deux suites géométriques ont pour image par 'P respectivement (1, ri) et 
(1, r 2 ) qui forment une famille libre de C 2 . Donc les deux suites géométriques forment une famille libre d’un espace de dimension 
au plus deux, donc c’est une base. 

► Dans le cas d’une racine double, les deux suites ont pour image par 'P respectivement (1, r) et (0, r) qui forment à nouveau une 
famille libre de C 2 . 

Exemple 24.15 On considère la suite de Fibonacci définie par 

«o = 0, mi = 1, et Vue N, u n+2 = u n + 1 + u„. 

L’équation caractéristique est r 2 - r - 1 = 0, elle admet deux racines distinctes 
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Donc il existe deux complexes a et b tels que V«€ N,u n - ar"+brg. Les conditions initiales nous donnent uq — 0 = a+b 
et Mi = 1 = ar\ + br 2. On résout ce système en {a, b) pour trouver 


soit 

1 [h + v^r , , . 

u„ = — — - Formule de Binet . 

2 j l 2 ) \ 


24.6 Polynômes 

Comme promis, nous revenons sur les polynômes en nous attachant plus à l’aspect espace vectoriel qu’à l’aspect anneau. 
Pour commencer, un rappel. 


Proposition 24.34 O Structure de K [X] 

(IK [X] , +, •) est un sous-espace vectoriel du IK-espace vectoriel IK N des suites à valeurs dans K. 


Théorème 24.35 O Base canonique de IK n [X] 

Soit K n [X] l’ensemble des polynômes de degré snà coefficients dans K. Alors : 

• IK n [X] est un sous-espace vectoriel de IK [X], 

• La famille I (l,X,X 2 ,...,X”) I forme une base de K n [X] appelée base canonique de K n [X] . 


Démonstration 

• Montrons que K n [X] est un sous-espace vectoriel de K [X], Soient P, Q e K n [X] et soient a, P e IK. Comme IK [X] est un K -espace 
vectoriel, aP + PQ est encore un polynôme de K [X] . Reste à montrer que ce polynôme est de degré *£ n. On a clairement : 
deg (aP) « degP s n et deg (PQ) « degQ s n et appliquant le théorème 21.4, on a aussi deg (aP + PQ) « max (degP, degQ) . 

• Montrons que la famille (l,X,X 2 ,...,X”) est libre : soient aq,... ,a n e K tels que ao.l+ai.X+... + a n .X” = 0. Transcrivant cette 

égalité avec la notation initiale des polynômes, on a donc : («o, . . .,a n , = (0, .0,0, ) et par identification : rxq - ai = ... = 

rx n = 0 ce qui prouve que la famille (l,X,X 2 , . . . ,X”) est libre. 

• Montrons que la famille (l,X,X 2 ,...,X") est génératrice de K„ [X] : Soit P e IK n [X]. Il existe ao,... ,a n e IK tels que P = «o + 
aiX+ ... + a n X n . La famille (l,X,X 2 ,...,X") engendre donc ¥„ n [X]. 

| Remarque 24.10 Nous avons démontré au passage que dimlK„ [X] = n + 1. 


Proposition 24.36 Famille échelonnée en degré 

Soit 2/ = (Po, . . . , P«) une famille de polynômes de K n [X] telle que : 

V i e 10, n\ , deg(P,0 = i 

alors y est une base de [X] . 

Démonstration Soit À0P0 + XiPi + . . . + À n P n = 0 une combinaison linéaire nulle de (P*.). Supposons les Àfc non tous nuis et 
considérons p le plus grand indice i pour lequel Àj. / 0. On aurait alors P p = -jp-P/ • Le membre de gauche est un polynôme 

de degré p et celui de droite un polynôme de degré S p - 1. Contradiction. Donc la famille y est libre. Comme elle admet n+ 1 
vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n+ 1, elle est aussi génératrice. C’est une base de K n [X], 

Remarque 24. 11 La famille (l, (X - a) , ... , (X ~f " ) forme une base de [X] et (P (a) ,P' (a) , . . . ,V {n> (a)) représente les 
composantes de P dans cette base. 

C’est la formule de Taylor. 

On démontre de même : 


Proposition 24.37 Famille échelonnée en valuation 


• Soit y = (P 0 , . . . ,P„) une famille de polynômes de K n [X] telle que : 

V i e [0, n\ , val (P,) = i 


alors y est une base de K n [X] . 
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• Soit 5 ^ = (Pi), e M une famille de polynômes de K [X] telle que : 

Vie N, val (Pt) - f 


alors - 9 1 est une base de IK [X] . 


En résumé 

Ce chapitre doit être parfaitement maîtrisé, il contient différentes notions fondamentales en algèbre linéaire : 

!§§ Familles libres, liées, génératrices. 5 

2 Bases. 

6 

: Théorème de la base incomplète. 

Dimension. 0 

Les démonstrations vous sembleront sans doute difficiles dans un premier abord mais là encore, petit à petit, vous allez 
vous les approprier et vous comprendrez au final qu’elles sont pour la plupart très naturelles. Il est important de bien les 
assimiler et de savoir les refaire car les techniques utilisées re-serviront. 


Formule de Grassmann. 

Formule du rang. 

Image d’une base par une application linéaire. 
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24.7 Exercices 


24.7.1 Famille libre, Famille liée, Famille génératrice 

Exercice 24.1 

Montrer que les vecteurs suivants de IR 3 sont linéairement dépendants : 

1. u = (l,0,l),v = (1, -2,3) ,w=( 1,2, -1). 

2. u = (1,2, -2),v= (2,0, -1 ), vu = (1, -2, 1). 


Solution : 

1. w-2u-v. 

2. v=u+w 


Exercice 24.2 ■ V 

Dans E = & (IR, IR), montrer que la famille (/, g, h) est liée oùf:x^ 1, g : x * i — cos 2 x, h:x^ cos 2x. 
| Solution : D’après la trigonométrie, on a h - 2g- f. 

Exercice 24.3 ■ V 

Préciser si les familles constituées des vecteurs suivants sont liées ou libres : 

1. u = (1,2) , v = (3, 1) , w = ( 5 , 1 ). 

2. m = (-1, 0,2) , = (1,2, 1) , w = (0, 1, 1) . 

3. u = ( 10 , — 1 , — 4 , 10 ) , v = ( 1 , 0 , 1 , — 2 ) . 


Solution : 

1. u et v ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. IR 2 étant de dimension 2, cette famille est une 
base de IR 2 et nécessairement la famille (u, v, w) est liée. 

2. On vérifie facilement que la famille (u, v, w) est libre. 

3. Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, ils forment donc une famille libre. 


Exercice 24.4 I 

Soient ( a,b,c ) e IR 3 . A quelle condition les trois vecteurs (1, a, b), (0, 1, c), (0,0, 1) forment-ils une famille libre dans 
IR 3 ? 


Solution : Soit (À, p, Ô) e IR 3 tels que 

À(l, a, b) + |i(0, 1, c) + Ô(0, 0, 1) = (0, 0, 0) 

On en tire X-0, aX + p = 0 et bX + cp + 8 - 0, ce qui donne X = p = ô = 0. Par conséquent, V (a, b, c) e IR 3 , la famille est 
libre. 


Exercice 24.5 i 

Soit E un K -espace vectoriel et soient e\ , e2, es des vecteurs de E tels que la famille (ei,e2,e3) est libre. Posons : 
fi = e\ - e2, fz - cz + e3, e^. Montrer que la famille (/i ,/2,/s) est libre. 


Solution : Soient ai,a 2 ,a 3 e (K tel que £? =1 ai fi - 0. On a alors : ai (ei - e2) + a 2 (e2 + es) + a 3 (ei - e 3 ) = 0 ce qui 

s’écrit aussi : (01+03) ei + (-01+02) e2 + (02-03)63 = 0. La famille (e1.e2.e3) étant libre, cette égalité n’est possible 
1 ai + a 3 = 0 

que si - ai + 02 = 0 . L’unique solution de ce système est le triplet (0, 0, 0) . La famille (/1 ,fz,fa) est donc libre. 

| 02-03-0 


Exercice 24.6 A? I 

Prouver que la famille (sin, cos) est libre dans le IR -espace vectoriel & (IR, IR) . 


Solution : Soient a, P g IR tels que asin+Pcos -0. On a donc : Vjc g IR, asin x + Pcosjc = 0. En particulier, si x-0, 
on obtient : p = 0 et si x = |, on obtient a -0 .11 vient alors que a = P = 0. La famille (sin, cos) est donc libre et elle 
engendre un sous-espace vectoriel de dimension 2 dans & (IR, IR), c’est-à-dire un plan vectoriel. 
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Exercice 24.7 ■ 

Dans le IR -espace vectorielE = & ([0,2jt] ,R), on considère les quatre fonctions : 


H 

f [0,2 tt] 

l * 

— U 
- — * cosx 

f 2 :< 

\ [0,2tt] 

— U 
' — » JC cosx 

/ 3 : 

j [0,2 tt] 

— * U 
■ — * sinx 


j [0,2 tt] 

— > U 
- — * xsinx 


Prouver que la famille [fi,fz, fa, / 4 ) est libre. 


Solution : 

Soit (ai , 02 , 0 ( 3 , 0 : 4 ) e IR 4 tel que ai -/i +02 ■ f 2 + «3 -fa +04 -fi - 0. On a donc : 

Vxe [0,2n] , ai fi (x) + a 2 -/ 2 (x) +a 3 -/ 3 (x) + a 4 -/ 4 (x) = 0, 

en particulier, remplaçant x par x-0 puis x - n , on obtient le système J Hl ^ puis remplaçant x par x = ? 

[ai+a 2 Ji = 0 

puis x - on obtient le système J a3 + ^ d’où Vj e [1,4] , a,- = 0. 

[a 3 + ^a 4 = 0 


Exercice 24.8 ■ 

Soient r, co e IR tels que 00 / 0. Dans le IR -espace vectoriel E = & (IR, IR), on considère les deux vecteurs f\ et fz définis 
par : 

VxelR, fi (x) = e^sincux et fz (x) = e r *cosu>x. 

Démontrer que la famille [fi,fz) est libre. 


Solution : Soient pi , P2 e IR tels que : pifi + \x 2 f 2 - 0. Cette égalité s’écrit aussi : Vx e IR, pi e rx coscox + 

P 2 e r;ï sinwx = 0. Pour x-0 , on obtient : pi = 0 et pour x = on a : pz - 0. Le couple (pi,|i2) est donc nul et 
la famille [fufz) est bien libre. 


Exercice 24.9 i 

Pour tout a e IR, considérons l’application 


[IR — * IR 
[ x * — *• |x-a| 


Montrer que la famille (/o,/i,/ 2 ) est une famille libre dans J? . 


Solution : Soient ao,ai,a 2 e IR tels que : Z| =0 a,/) - 0. On a donc : Vx e IR, ao |x| + ai |x- 1| + az |x-2| = 0. 

i ai +2a 2 = 0 

En prenant successivement x - 0,1 et 2 dans cette égalité, on aboutit au système : < ao + az - 0 dont l’unique 

l2ao+ai =0 

solution est (ao,ai,a 2 ) = (0,0,0). La famille [fotfufz) est bien libre. 

Autre solution : On suppose ao ^ 0 et on a \x\ = (ai |x- 1| +a 2 |x-2|). Or cette égalité est impossible car le membre 
de droite est dérivable en zéro et le membre de gauche ne l’est pas. Donc ao = 0. On démontre de même que ai -0 et 


az - 0 . 


Exercice 24.10 I 

Les familles de fonctions suivantes sont-ils libres dans .^(IR,IR) ? 
1. (/ 1 , où n~»2 et Vfce [\,n], 



2. (/i,/ 2 ,/ 3 )oùVfce[l,3], 


H' 


IR 

lx-k) 2 


3. (/i,/ 2 ,/ 3 ./ 4 ) OÙ Vxe IR, /i(x) = 1, / 2 (x) = x, / 3 (x) = x 2 et/ 4 (x) = e x . 
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Solution : 

1. Puisque Vx e IR, e.e x+1 - e x+2 - 0, on en déduit que (e x+1 ,e x+2 ) est lié, donc la famille est lié. 

2. Soit ( a , b, c) e IR 3 tels que 

Vx e IR, a(x - 1) 2 + b(x - 2) 2 + c(x - 3) 2 = 0 

alors puisque ce polynôme est nul, les coefficients de x 2 ,x,l du polynôme et de ses dérivées doivent être nuis. On 
en tire 

a+b+c= a + 2b+3c= a+4b+9c = 0 => a=b=c= 0 
Par conséquent, la famille est libre. 

3. Soient (a, b, c, d) e IR 4 tels que 

Vjce IR ,a+bx + cx 2 + de x - 0 

On doit avoir Vx £ IR, 

d + (a + bx + ex 2 ) e~ x - 0 

et en passant à la limite lorsque x -* +oo, on obtient que d - 0. En factorisant ensuite par x 2 et en faisant tendre 
x vers +oo, on trouve que c - 0. Ensuite de même b - 0 et enfin a-O.La famille est libre. 


Exercice 24.11 ■ Ç? 

On considère l’espace des suites complexes E = <S"( C), et deux complexes (k\ , kz) £ C 2 distincts. On note u la suite 
géométrique de raison k\ et v la suite géométrique de raison kz- Montrer que la famille S - lu, v) est libre dans E. 

Solution : Soit (À, |i) £ C 2 tels que Xu+pv-ÛE-En examinant les deux premiers termes de cette suite, on trouve que : 

Jà+h =o 

[Afci + iife = 0 

et en résolvant ce système, que \ - p-0. 

Exercice 24.12 ■ <2 

Soit un IK -espace vectoriel E et une famille de vecteurs (ai, , a n ) e E” libre. On définit les vecteurs 


bi - ai, bz - ai + az, . . . , b n - ai + • • • + a n 
Montrer que la famille {b\, ... , b n ) est libre. 


Solution : Soit (Ai, ... , A„) £ K" tels que 


Alors 


Ai&i H 1- A n b n — 0e 


(Ai H 1 - X n )a\ + (A2 H 1- \n) a 2 ■+ £ (A w -i + X n )a n -i + X n a n — 0 

Comme (ai, ... , a„) est libre, on tire que 

^ n "£ A,; 1 — ••• — X„ H + Ai = Ok 

et par conséquent que tous les Afc sont nuis. 


Exercice 24.13 iW H 

SoitE = 'if 00 (IR, IR). Montrer que c’est un IR -espace vectoriel. On considère ensuite l’application 


— /®( 0 ) 

Montrer que l’ application ipk estlinéaire, puis quêta famille ((pi,...,(p„) est libre dans l’espace L(E, IR). 


Solution : On montre que E est un sous-espace vectoriel de .^(IR,IR). Il est aussi facile de montrer que les applications 
cpfc sont linéaires. Montrons ensuite que la famille est libre. Soit (Ai, ... , X n ) £ IR" tels que 

Aitpi + • • • + A n ip n = Olce.K) 

En appliquant cette application linéaire à la fonction 0fc : x >— • x k e E, ou trouve que 

X/ck! = 0 

(car [x k ] tp) (0) = k\ si p = k et [ x k ] (0) = 0 sip^k. On en déduit donc que Vk £ [1, n] , Xk = 0. 
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Exercice 24.14 IW H 

Soit f ^t) = e kt . Montrer que {f\,...,f n \ est une famille libre dans 


Solution : Soit (Ai , . . . , A„) e M" tels que 


Alors 


VxeR, \ie x H — + X n e nx -0. 


VxeR, A: + • • • + X„e^ n ~ 1)x = 0 0 

et Xi - 0. On recommence avec 

Vx € IR, X2e x 4- • • ■ 4- Xfi ~ i e^ n ^^ — 0 

ce qui donne A 2 = 0 et ainsi de suite, on montre que tous les coefficients de la combinaison linéaire sont nuis. La famille 
est donc libre. 


Exercice 24.15 IW H 

Dans l’espace vectoriel E = &(R,M), montrer que la famille S = (x — l,x — chx,x-* ch2x,...,x — ch nx) est libre. 


Solution : Au voisinage de + 00 , on a l’équivalent ch nx - - — ^ (l + e 2nx ) ~ 
car 1 + e~ 2nx * + > 1. Soient a 0 , ...,a n e IR tels que 

VxelR, ao + ai chx+ ... +a n chnx - 0 


alors 

Vxe IR, a 0 e~ nx + ai ch (x) e~ nx + . . . + a„ ch (nx) e~ nx = 0. 
En vertu de l’équivalent, pour tout k e [0, n} , ch (kx) e~ nx * ~ ^ e^ k ~ n)x !2 et 



2 


ch(fcx) e 


J 0 si k < n 

(1/2 si k-n 


Donc la somme précédente ne tend vers 0 que si a n - 0. On répète n fois ce raisonnement et on montre que ao - ... - 
a n - 0. La famille S est bien libre. 


Exercice 24.16 I W H 

Soit E un IK -espace vectoriel et (il] , . . . , u n ) une famille libre. Les familles 


S = (ui — u 2 ,u 2 — U 3 ,... , u n - 1 -u n ,u n - Mi) 


sont-ils libres ? 


T = (Ml + U 2 ,...,U n -\ + Un, Un + Mi) 


Solution : La famille S est liée car 

(Mi - M 2 ) + (M 2 - M 3 ) + • • • + (M„_i - U n ) + (U n - U\) = 0 E 
Pour la famille T : Soit (Ai, . . . , X n ) e K" tel que 

Ài(Mi + M 2 ) H 1- X n (u n + Ml) = 0 E 


Comme (u\,..., u n ) est libre, il vient que 

Xi + X n — Ok, À 2 + Ai = Ok, ... i A n _i + X n = Ok 


Par conséquent. 


Ai = (-l)‘ _1 Ài = (-l)"Ai. 

Si n est impair, 2Ai = Ok et donc Ai = 0, puis alors tous les coefficients sont nuis. Si n est impair, T est une famille libre. 
Si par contre n est pair, on vérifie que 


L 

i=0 


(-1) 1 1 (u i + u i+1 ) + (-!)" 1 (M„ + Ui)=Oe 


et donc T est lié. 
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Exercice 24.17 IW H 

Dans l’espace E = ,^(R, IR), on considère les fonctions définies par V k e N* , 


Montrer que V n e N* , la famille S = (/i 


où Ô P q = 1 si p - q et est nul sinon. 


[R — IR 
Jk '\ x • — *■ sin(fcx) 

,f n ) estlibre. On calculera d’abord pour (p, q) e (N*) 2 , l’intégrale : 


-f 


sin(px) sin(< 7 x) dx - 8 pc 


Solution : Soit [p, g) e N 2 . On utilise la trigonométrie. Pour tout x e IR : 

sin(px) sin(gx) = - (cos [[p - q) x) - cos ((p + q) x)) 

donc si p ^ q, 

1 r^ 77 i r i i 1 

- sin(px) sin(gx) dx = — sin((p-g)x) sin((p+g)x) =0 

nj 0 2tt l p-q p+q J 0 

et si p = q alors 

-f sin(px) sin(gx) dx = — f (l-cos((p + < 7 )x)) dx- — [x — sin((p + t 7 )x)| = 1. 

7i J o 271 Jo 271 L p+q J o 

Montrons que S estlibre. Soient ai, ... ,a„ e IR tels que L” =1 « ift = 0. Soit k e fl, n]. Par linéarité de l’intégrale, on a : 

0=Z-[ fkWfi(x)dx=£ i a i Ô k i = a k . 
i = 1 71 J 0 i= 1 

et ce pour tout k e [1. n\ . On en déduit que S est libre. 


24.7.2 Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie 

Exercice 24.18 IÇ> I 

Vérifier si les vecteurs suivants forment une famille génératrice de IR 3 : 

Mi = (0,1,1), m 2 = (1,— 1,0) , m 3 — (1,0,2) et «4 = (1,-1, 2) 


Solution : La famille {u\, m 2 , m 3 ) estlibre. En effet, si ai,a 2 ,a 3 e IR sont tels que cxi u\ +a 2 M 2 +a 3 M 3 = 0 alors on a : 
i a 2 + a 3 = 0 

< ai - a 2 -0 ce qui amène cxi = a 2 = a 3 = 0. Comme dimIR 3 = 3, cette famille engendre IR 3 et il en est donc de 
lai + 2a 3 = 0 
même de la famille (mi, m 2> m 3 , M4) 

Exercice 24.19 ■ 

Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel de IR 4 engendré par les familles de vecteurs (mi, m 2 , m 3 , M4) avec : 

1 . Mi = (1,0, 0,1 ), m 2 = (1 ,0, 1,0 ), m 3 = (0 , 1,0, 1 ), m 4 = (1 ,0,0, 1) 

2 . mi = (1,1, 1,0), m 2 = (1, 1,2,0), m 3 = (0,1,1,1), m 4 = (0, 1, 0, 1) 

3 . Mi = (1,-1, 1,-1), m 2 = (1,1,2, —2), m 3 = (3,-1, 4, -4), m 4 = (0,-2, -1,1). 


Solution : 


{ ai + 04 = 0 

ai ^ q. 

a 2 + 04 = 0 

On a une solution non nulle : (1, 1, -1,-1). La famille est donc liée et engendre un espace de dimension au plus 3. 
On vérifie que (u\, m 2 , m 3 ) est libre. Dans le système précédent on fait 04 = 0. On trouve alors ai = 0 puis a 3 = 0 
et a 2 = 0. Donc la famille (mi, m 2 , m 3 , M 4 ) engendre un espace de dimension 3. 


2. On vérifie que M 4 = Mi - m 2 + m 3 . On montre de la même façon que précédemment que la famille (mi, m 2 , m 3 ) est 
libre. Donc dimVecf (M| , m 2 , m 3 , M 4 ) = 3. 


3. On a : m 3 = 2mi + m 2 et M 4 = Mi - m 2 . Les vecteurs ui et m 2 ne sont pas colinéaires et forment donc une famille 

libre. Par suite dimVecf (mi , m 2 , m 3 , M 4 ) = dimVecf (mi,m 2 ) = 2. 
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24.7.3 Bases et dimension d’un espace vectoriel 

Exercice 24.20 V 

Posons e\ - (1,1,1), ei - (1,1,0), e-$ = (0,1,1). Montrer que e- (e1.e2.e3) est une base de IR 3 . 


Solution : Soient ai ,012,0(3 e IR tels que ai ei + a2e2 + «363 = 0. Alors (ai, 02,03) est solution du système 

iai+a 2 =0 

< ai + a2 + 03 = 0 et on trouve ai = 02 = 03 = 0. La famille est donc libre. Comme dimIR 3 = #e, la famille e est une 
l ai + 03 = 0 

base de IR 3 . 


Exercice 24.21 I 

Soit E un K -espace vectoriel de dimension 3 et e = (ei, e2, e3) une base de E. On pose : 
fi = e 2 + 2e 3 , / 2 = e 3 -ei, / 3 = ei+2e 2 

Montrer que f = [fi,f2, fa) est aussi une base de E 


Solution : Soient ai ,a 2 ,a 3 e IR tels que 01/1+02/2 + 03/3 = 0. Alors ai (e2 + 2e3) + 02 te - ei) + 03 (ei + 2e2) = 0 et 
(03 - 02) ei + (ai + 203) e2 + ( 2 ai + 02) e3 = 0 . Comme la famille e est libre, le triplet (ai , 02, 03) est solution du système 
f — a 2 + a 3 = 0 

-(ai + 2 a 3 =0 et on trouve ai = 02 = 03 = 0 . La famille est donc libre. Comme dimIR 3 = #e, la famille e est une 
l2ai+a2 =0 

base de IR 3 . 


Exercice 24.22 I 

Soit E un K -espace vectoriel de dimension 3 et e = (ei, e2, e3) est une base de E. On pose : 
fi = ei+2e 2 + 2e 3 , / 2 = e 2 + e 3 

Montrer que [fi .ff) est libre et compléter cette famille en une base de E. 


Solution : Les vecteurs f\ et f2 ne sont pas colinéaires. Ils forment une famille libre. On vérifie en procédant comme 
dans l’exercice précédent que la famille ( e2.f1.f2 ) est libre et forme donc une base de E. 


Exercice 24.23 I I 

1 . Montrer que les vecteurs fi = (1,2), fa = (-1,2) et fa = (-3,5) forme une famille génératrice de IR 2 . 

2. Exprimer un vecteur quelconque u de coordonnées (x, y) dans la base canonique comme combinaison linéaire 
de ces vecteurs. Cette décomposition est-elle unique ? 


1 . Les vecteurs f\ et /> ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. Comme dimIR 2 -2 la famille 
f = (/i,/>) est une base de IR 2 . Elle engendre donc IR 2 et il en est alors de même de la famille (/ ,/2,/j). 

2 . Introduisons les deux vecteurs de la base canonique de R 2 : ei = ( 1 , 0 ) ete 2 - ( 0 , 1 ). D’après ce qui précède, il existe 
a, b, ce. R tels que u - xei + ye2 = afi + b fa + c/3 . Le triplet (a, b, c ) est solution du système + 2b + 5 c - y ' 
Ce système admet une infinité de solutions et la décomposition recherchée n ’ est pas unique. Une d’entre elles est 
donnée par exemple par a= x !2 + y 14 , b= -x /2 + y /4 etc- 0 . 


Exercice 24.24 I 

Soient (X1.X2.X3) les coordonnées d’un vecteur u dans la base canonique de IR 3 . Exprimeras coordonnées (y1.y2.y3) 
de ce même vecteur dans la base de IR 3 formée des vecteurs : 

ei = (1,1,0), e 2 = (1,0,1), e 3 = (0,1,1). 


Solution : On vérifie facilement que la famille (£1, £2, £3) est une base de IR 3 . Il existe donc des scalaires yi, y2, y3 tels 
que : u = (xi, X2, X3) - yiEi + y2£2 + ysEs. En remplaçant les vecteurs z L par leurs expressions, on obtient le système : 
,yi + y 2 =xi 

< yi + y3 = qui amène : y 1 = 

l y2 + y3 = *3 


921 


Exercice 24.25 I Ç> 

Soient les vecteurs de IR 3 : 


(-1,1,1), y=(l, 1,1), m/ — £1,1,— 1) et x = (2, —3, 1) . 


1. Prouver que la famille (u, v, w) forme une base IR 3 . 

2. Quelles sont les coordonnées de x dans cette base ? 


Solution : 

1 . Soient ai, 012,013 e IR tels que ai u + 02 y + 03 w = 0. Le triplet (01,02,03) est solution du système : 
1 - ai + a 2 + a 3 = 0 

-i ai - 02 + 03 = 0 et donc ai = 02 = 03 = 0. La famille ( u , v, w ) est bien libre. Comme dimIR 3 = 3, c’est une 
l ai + 02 - 03 = 0 
base de IR 3 . 

2. La famille ( u , v, w) étant une base de E, il existe (X1.X2.X3) e IR 3 tel que : x = xi U+X2 V+X3 w. Le triplet (X1.X2.X3) 

i -x 1 + x 2 + x 3 = 2 

est donc solution du système < xi -X2 + X3 = -3. En le résolvant, on trouve xi = — 1, X2 = 3/2 etX3 = -1/2. Les 
i xi + x 2 - x 3 =1 

coordonnées de x dans la base ( u , v, w ) sont donc : | (-1,3/2, -1/2) | 


Exercice 24.26 IÇ? 

Soit E le sous-espace vectoriel de IR 4 engendré par les vecteurs e\ - (1, 1, 0, 0) , e2 = (1, 1, 0, 1) et - (0, 0, 0, 1) . 

1 . Quelle est la dimension de E ? 

2. Compléter cette famille en sorte d’avoir une base de IR 4 . 


Solution : 

1. Comme — e2 - e\, la famille e n’est pas libre. Par contre, comme les vecteurs ei et ez ne sont pas colinéaires, 
(ei , e2) forme une famille libre qui engendre encore E par le lemme de diminution d’une famille liée. On complète 
la base par des vecteurs de la base canonique. 

2. Une solution peut être de compléter la famille {e\ , e2) avec les vecteurs fi — (1,0, 0,0) et fz- (0,0, 1,0) de la base 
canonique de IR 4 . On montre facilement que la famille [e\,ez,f\,fz] est libre. Comme dimIR 4 = 4, elle forme une 
base de IR 4 . 


Exercice 24.27 I V 

Dans l’espace IR 4 , on considère les deux vecteurs fi — (0, 1,2, 1) et fz = (3,0, 1,1). Trouver deux vecteurs f3.fi tels que 
la famille [f\, fz< fa< fri forme une base de IR 4 . 


Solution : Les vecteurs f] et fz ne sont pas colinéaires donc la famille Si = C/1,/2) est libre. On considère la base 
canonique e — (ei, . . . , ef) de IR 4 . On vérifie facilement que Sz - lf\ , fz , e\, ez ) est libre. Finalement, puisque dimIR 4 = 4, 
et que l’on a trouvé une famille libre de cardinal 4, Sz est une base. 


Exercice 24.28 I I 

1. Prouver que (1, /) est une base du IR -espace vectoriel C. 

2. De même, prouver que (l,j) est une base de C où j = e~^~ . 

3. Donner une base du C-espace vectoriel C. 


Solution : 

1. Pour tout nombre complexe z, il existe a,be IR tels que z-axl + bxi.La famille (1, i) est donc génératrice de 
C. Soient a,beM tels que a x 1 + b x i = 0. On a alors forcement a = b - 0. La famille (1, i ) est donc libre. La 
famille forme une base de C. On en déduit que C est un IR -espace vectoriel de dimension 2. 

2. Soient a,b€ IR tels que a. 1 + b.j = 0. On a alors : a[\ + cos + ib sin^ ce qui amène a — b — 0. La famille 
(1,7) est donc libre dans C. Comme € est de dimension 2, (l, j) engendre C. (l, j) est donc une base de C. 

3. La famille (1) forme une base du C-espace vectoriel C. Cette famille est trivialement libre. Si ze C alors z = z.l ! 
Et donc la famille (1) est génératrice de C. C’est donc une base de C et C est un C-espace vectoriel de dimension 
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Exercice 24.29 IW ■ 

SoitE un K -espace vectoriel muni d’une base e = (ej,...,e n ). Pour tout i e [1, w], on pose e,- = e\ + ... + e,-. 

1. Montrer que e = Cfi3je[i,n] forme une base de E. 

2. Exprimer les composantes d’un vecteur de E dans e en fonction de ses composantes dans e. 


Solution : 


n 


1. Soit (ai,...,a„) e K" tel que ^ a;Ei = 0 .On a alors 


(ai + a2 -i i- a„) e\ + (a2 + • 

• • + a„) e2 + ... + +a n e n = 0 

qui conduit, de part la liberté de e, à : 


( ai + a2 + • • 

• +a n - 0 

I a 2 + • ■ 

• +a„ - 0 

1 

a„ = 0 

et donc a n = ... = ai = 0. 


2. Soit x e E. On a x - ai e\ + ... a n e n - a^ei + . . . a'„e„. On a donc : 

ta 1 \+ a! 2 + ■ ■ ■ 

■ + a'„ = ai 

j aî, + • • • 

■ + a'„ = a2 

1 

a'„ = a„ 

ce qui amène : 


[ a i = 

ai -a 2 

o! n _ i = a 

n -l-(X n 

[ (x' n = 


et| x = (ai - a 2 ) e\ + (a 2 - a 3 ) e 2 + . .. + (a„_i - a„) e n -i + u n e n |. 



Exercice 24.30 R W !■ 

1 . Vérifier que IR muni de 1 ’ addition et de la multiplication par un rationnel est un Q -espace vectoriel. 

2. Montrer que 

E = { a+bV2 + cV3,(a,b,c)EQ 3 } 

est un <Q -espace vectoriel. 

3. Trouver une base de E. 


Solution : 

1 . On vérifie facilement que IR muni de 1 ’ addition et de la multiplication par un rationnel vérifie les axiomes définis- 
sant un Q -espace vectoriel 

2. Pour répondre à la question, il suffît de montrer que E est un sous-espace vectoriel de IR. E est clairement non 
vide et si a, a' e Q, u - a+bs/2 + c\/3 e E et u' - a' + b's/2 + d\/3 e E alors au + a'u' = a[a+b\/2 + c\/3) + 
a' [a' + b'\/2 + c's/3) = (aa + a'a') + [ab + a'b') \/2 + (ac + a'c') \/3 e E. L’ensemble E est bien un sous-espace 
vectoriel de R. On peut aussi remarquer que E = Vect (l, \[2, \/3). 

3. Montrons que la famille e - (l, \[2, \/3) est une base de E. Elle engendre clairement E. Soient a, fc, c e Q tels que 
a + b\/ 2 + cV3 = 0. Alors c\/3 = - (a + b\/ 2) et en élevant au carré 3 c 2 - a 2 + 2 b 2 + 2ab\/2. 

( a ) Si a et b sont nuis, on a forcément c - 0. 

(b) Si a- 0 et b^ 0 alors 3 c 2 = 2 b 2 et cl b = +V2/3 ce qui n’est pas possible car c/fo e Q. 

(c) Si a / 0 et b- 0 alors 3 c 2 - a 2 et cia - V3I3 ce qui n’est pas possible pour la même raison que précédem- 
ment. 

(d) Si a,b^ 0 alors \[2 = (3c 2 - a 2 - 2b 2 ) I2ab ce qui n ’est pas possible car \/2&<Q. 

En conclusion, a - b - c = 0 et la famille est libre. On a ainsi trouvé une base de E qui est de dimension 3. 
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Exercice 24.31 199 H 

Soit IR„[X] l’espace vectoriel des polynômes de degré « n. Soit & = (Po,...,P«) une famille de n+1 polynômes de 
R„ [X] telle que : 

V i £ 10, n \ , degPi = i. 

Prouver que & est une base de [X] . 


Solution : 

Pour tout k e [0, n\, supposons que que P^ = À^X^ + EfjJ X^X'. Comme degl\ = k, on a nécessairement X^ / 0. 

Soient ao a„ e K tels que : X^ =0 a fcPfc - 0- Un polynôme étant nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuis, 

on aboutit au système : 

ÀoCXo + Ào,iai +Ào, 20!2 +••• + Ào,«a,i = 0 

Àiai + Xi,2Ct2 +•■■ +\\ } n(X n -t) 

\ n -\OLn-\ + X n -l,n^n = 0 
À„a„ = 0 

qui est triangulaire, et comme Vfc e [0, n \ , Xk ^ 0, son unique solution est le n+ 1 -uplet nul. Il vient : ao = a i = . . . = 
a n = 0 et la famille & est libre. Comme elle est de cardinal égal à la dimension de IR„ [X], JF est de plus génératrice de 
[X] . On en déduit qu ’ elle forme une base de IR„ [X] . 


Exercice 24.32 ÎW : ■ 

Montrer S? (U) et^(R,R) sont de dimension infinie. 


Solution : Pour le premier cas, on considère pour tout n € N, la suite e{n) e .9* [U) qui s’annule à tous les rangs 

sauf au rang n où elle vaut 1. On considère aussi pour tout m e N la famille de suites E m = (e(0), . . . , e{m)). Pour 
tout me N, cette famille est libre. En effet, si ao,...,a„eR sont tels que aoe(O) + ... + a m e(m) = 0 alors on obtient 
(ao,...,a m ,0,...) = (0,...) et donc que ao = ... = a m = 0. Supposons que .9 {R) soit de dimension finie n e IM. La famille 
E„ est libre et de cardinal n+1 ce qui n ’ est pas possible. Donc .9 (R) est de dimension infinie. 

Pour le second cas, on procède de même en considérant pour tout n e N les fonctions f n définies sur IR qui valent 0 si 
x^net qui valent 1 si x = n. 


24.7.4 Sous-espace vectoriel de dimension finie 

Exercice 24.33 19 

Soit F = {[x,y,z] e IR 3 | x-y + 2z — 0}. Prouver que F est un sous-espace vectoriel de IR 3 , en déterminer une base et 
calculer sa dimension. 


Solution : Comme F = {{y -2z,y,z) \ y,zelR} = Vecf((l,l,0),(-2,0,1)), F est un sous-espace vectoriel de IR 3 . La 

famille ((1,1,0), (-2, 0,1)) engendre F et les deux vecteurs la constituant n’étant pas colinéaire, elle est libre. Cette 
famille forme donc une base de F et dimF = 2, 


Exercice 24.34 1 9 

Soit F = {[x,y,z) e IR 3 | x-y+z= 0 et -x-y + z-0}. 

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de IR 3 . 

2. Trouver une base de F. En déduire dimF. 


Solution: On a : + donc F = {[x,y,z) elR 3 | x-y + z-0 et -x-y + z- 0} = 

{ (0, y, y) | y e IR} = Vect (0, 1, 1) . F est donc un sous-espace vectoriel de IR 3 et la famille constituée du vecteur (0, 1,1) en 
forme une base. On en déduit que dimF = 1. Le sous-espace F est la droite vectorielle de IR 3 dirigée par (0,1,1). 

Exercice 24.35 ■ 9 

Montrer que le sous-ensemble 

F = {(a + p,p,2a-|3,-a) |a,(3ef8} 

est un sous-espace vectoriel de IR 4 dont on déterminera la dimension et une base. 


Solution: Comme F = {(a + P,P, 2a- P, -a) | ae IR,|3 e IR} = {a (1,0,2, -1) + P (1,1, -1,0) | a, P e IR} = Vect (ei,e2) où 
e\ - (1,0,2, -1) et e2 = (1, 1, -1,0) . On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de IR 4 . De plus, les vecteurs e\ et ei 
ne sont pas colinéaires et ils engendrent F. Ils forment donc une base de F et dimF = 2. 
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Exercice 24.36 I 

Dans IR 4 , on considère le sous-ensemble 

F := {(x,y,z, t) elR 4 | 2x-y + 3z + t = 0} 
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de IR 4 et en déterminer une base. 


Solution : Comme F = {(x,y,z, t) e IR 4 ; | 2x - y + 3z + t - 0} = {(x,2x + 3z + t, z, t) \x,z, te IR) = 

Vect ((1,2, 0,0) ,(0,3, 1,0) ,(0, 1,0, 1)). Donc F est un sous-espace vectoriel de IR 4 . La famille (e1.e2.e3) où ei = (1,2, 0,0), 
e2 = (0,3, 1,0) ete 3 = (0,1, 0,1) engendre F. Montrons qu’elle est libre. Soient ai, 02,03 e IR tels que ai e\ +«262 + 0363 = 

) ai =0 

2ai + 3 cx 2 + a 3 0 f donc a 1 - a 2 - 03 = 0. La famille est bien libre. Alors (ei, e2, 63) 
02 - 0 
a 3 = 0 

est une base de F et dimF - 3. 

Exercice 24.37 

Soit F = {(x, y, z, t) e IR 4 | 2x-y + z-t = 0} 

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de IR 4 . 

2. Trouver une famille génératrice de F. 

3. En déduire une base de F puis la dimension de F. 

Solution : 

1. On a : F {[x,y,z, t) e IR 4 1 2x-y + z- 1 = 0} = {[x,y,z,2x-y + z] \ x,y,zeU\ 

|x(l,0,0,2) + y(0,l,0,-l) + z(0, 0,1,1) |x,y,zelR} = Vecf(ei,e 2 ,e 3 ) où ei = (1,0, 0,2), e 2 = (0, 1,0, -1) et 
e3 = (0, 0, 1, 1) . On en déduit à la fois que F est un sous-espace vectoriel de IR 4 ainsi qu ’une famille génératrice de 
F. 

2. On vérifie facilement que la famille (e1.e2.e3) est libre. On en déduit que cette famille forme une base de F et 
donc que dimF = 3. 


Exercice 24.38 I 

Dans l’espace IR 4 , on considère le sous-espace vectoriel F -Vect{v 1,02,03,04} où v\ = (1,2,3, 1), V2 = (0, 1,1,1), 
V3 = (0, 0, 1, 2), 04= (2, 5, 6, 1) Trouver une base du sous-espace vectoriel F. 


Solution : On remarque que V4 = 2v\ + V2-V3. Donc la famille est liée et d’après le lemme de réduction d’une famille 
liée, F — Vectfvi, V2, V3). On montre facilement que la famille fv\, V2, V3) est libre et forme donc une base de F. Il 
s’ensuit que dimF = 3. 

Exercice 24.39 1 

On note E l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables de IR dans IR. Soit un réel a e IR. On note F l’ensem- 
ble des fonctions f vérifiant : 

VxelR, /'(x) = a/(x ) 

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer une base de F. 


Solution : On applique le théorème de résolution des équations différentielles homogène du premier degré sans second 
membre et les fonctions f solutions de y' - ay = 0 sont celles de la forme f : x >— • ae“ où a e IR. On en déduit que 
F = Vect [x <-> exp fax)) et que c’est un sous-espace vectoriel de E. Il est alors clair que la famille ( x >-* exp fax)) forme 
une base de F et que dimF = 1. 

Exercice 24.40 ■ 

Montrer que F = {/ e 'ta 2 (IR) | /" - 2/' + 2/ = 0} est un sous-espace vectoriel de c é? (IR) et en déterminer une base. En 
déduire la dimension de F. 


Solution : En appliquant le théorème de résolution des équations différentielles du second ordre à coefficients con- 
stants, on trouve que F = {x>— (acosx + (3sinx) e~ x \ a, (3 e IR}. Autrement dit : F = Vect où /1 : X 1 — cosxe~ x et 
f2 : X 1 — sinxe _;<: . La famille (/î./î) engendre F. On vérifie facilement qu’elle est hbre. Elle forme donc une base de F 
et dimF -2. 


Exercice 24.41 I 

Montrer F = {P e IR4 [X] | P (1) = P (2) = 0} est un sous-espace vectoriel de IR4 [X] et en déterminer une base ainsi que la 
dimension. 
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Solution : Les polynômes de F sont de degré « 4 et s’annulent en 1 et 2. Par conséquent, ils sont de la forme 

(aX 2 + foX + c) (X - 1) (X - 2) . Il s’ensuit que F = Vecf (Pi,P 2 ,P 3 ) où Pi = X 2 (X- 1) (X-2),P 2 = X(X- 1) (X-2),P 3 = 
(X - 1) (X - 2) . On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de IR4 [X] . On vérifie facilement que la famille (Pi , P2, P3) 
est libre. Si ai, CX2. 03 sont trois réels tels que aiPi + a2P2 + a 3 P 3 = 0 alors par intégrité de l’anneau des polynômes, 
aiX 2 + a2X + 03 = 0 ce qui n’est possible que si 01-02-03- 0. La famille (Pi ,P2,P3) forme donc une base de F. 

Exercice 24.42 

Soit F l’ensemble des fonctions f : IR — IR telles qu ’il existe a,b,ce.U pour lesquels : 

VxelR, /(x) = [ax 2 + bx+c) sinx 

1 . Montrer que F est un sous-espace vectoriel de & (IR, IR) . 

2. Déterminer une base de F ainsi que sa dimension. 

Solution : 

1. F est engendré par la famille (x*--* x 2 sin x,x<-^ xsin x.X’-* sinx). C’est donc un sous-espace vectoriel de éP (U, K). 

2. Une base de E est donnée par la famille précédente : Soient a, (), y e (R tels que : Vx e (R,ax 2 sinx + f)xsinx + 
y sin x = 0, alors Vx ^ 0 [ji] , ax 2 + |3x + y = 0. Un polynôme du second degré est soit identiquement nul, soit ne 
s’annule au plus que deux fois. Donc o - P = y = 0. La famille est donc libre. Elle est, par définition génératrice 
et forme donc une base de F qui est alors un sous-espace vectoriel de dimension 3 de E. 


Exercice 24.43 I 

Déterminer une base du sous-espace vectoriel F de & (IR, IR) donné par : F = Vect(/i,_/î,/ 3 ,/ 4 ) où 
f : x—* e x , f 2 :x^e~ x , / 3 :x~ chx, / 4 :x~shx. 


Solution : On vérifie facilement que la famille [fi,fz] est libre. De plus : fs - - [fi + f>) et fi — - [fi - ff). Donc par 
application du lemme de réduction d’une famille liée : F = Vect[f\, f2, fa, ff) - Vect (/i,/i). On en déduit qu’une base 
de F est (/i,/ 2 ). 

Exercice 24.44 I I 

On pose : 

/i:x— x, / 2 :x^x 2 , / 3 :x^xlnx, / 4 :x^x 2 lnx 
On pose aussi : F = Vecf (/i,^,/ 3 ,/ 4 ). Prouver que F est un IR -espace vectoriel et déterminer sa dimension. 


Solution : L’ensemble F s ’ écrit comme un Vect, c ’ est donc un sous-espace de & (IR* , IR) et donc un IR -espace vectoriel. 
Soient a ,• e IR, i e 11,41 tels que f - ai/i + 0:2/2 + «3/3 + «4/4 = 0. La fonction f ainsi que toutes ses dérivées sont 
identiquement nul les sur IR* . L’égalité f (1) = 0 amène ai + a2 = 0. L’égalité /' (1) = 0 amène ai + 2a2 + a 3 + a 4 = 0 
et /"( 1) = 0 amène 2a2 +a 3 + 3a 4 = 0. Enfin, /"'( 1) - 0 amène -a 3 +2a 4 = 0. Le quadruplet (ai,a2,a 3 ,a 4 ) est donc 
solution du système formé par ces 4 équations. On vérifie en le résolvant que sa seule solution est (0,0, 0,0). Il vient 
donc que ai = a2 = a 3 = a 4 = 0. La famille (/1 1/2,/3,/t) est libre et dimF -4. 

Exercice 24.45 V 

Posons F = Vecf (/1 ,/2,/ 3 ) où 

/1 : x — ► e x , f 2 :x~e 2x et f 3 :x~e x \ 

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de & (IR, IR) et en donner la dimension et une base. 


Solution : 

L’ensemble F étant donné comme un Vect, c’est un sous-espace vectoriel de & (IR, IR). Soient ai,a2,a 3 e IR tels que 
ai fi +02/2 + a 3 / 3 - 0. On a donc : Vxe IR, a 1 e* + 02 e 2x + a 3 e x - 0. En particulier, pour tout x e IR, en divisant par 

e * 2 ; 2 2 

0 = (aie* - * 2 + a 2 e 2 * - * 2 + a 3 ] a 3 

donc a 3 -0. On a donc en revenant à la première égalité : Vx e IR, aie* + 02e 2 * = 0. De même, on divise cette égalité 
par e* et on trouve 

0 = (ai + a2e*) — » ai 

et nécessairement ai = 0 ce qui amène aussi 02 - 0 car la fonction exponentielle est strictement positive. La famille 
(/b/2,/3) est bien libre et dimF = 3. 
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Exercice 24.46 IW H 

Soit p £ N* . On considère le sous-ensemble é9 p (IR) de ,9 (IR) des suites p -périodiques : 
y p (IR) = {{u n ) e <5^ (IR) | V u e N, u n+p = u n } 

Montrer que é9 p (IR) est un sous-espace vectoriel de dimension Unie de .9 (IR) et déterminer sa dimension. 


Solution : ,9 p (IR) est stable par combinaison linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de .9 (IR). Pour tout ne N, 
notons « n mod p »le reste de la division euchdienne de n par p. Introduisons la famille ((«n)) .- e n ni ^e suites données 

par 

J 1 si n mod p = i 

\/neN, u l n - 

[ 0 sinon 

Cette famille forme une base de .9 p (IR). Si (Xi,...,a p 

e IR sont tels que Xf_| a/ [u‘ n ) - 0 alors il vient que la suite 

(<xi,...,a p ,ai,...,a p ,ai,...) est nulle et donc que ai = 

. . . - a p - 0. Donc la famille est hbre. Considérons une suite 

p -périodique a - [ai,...,a p ,ai,...,a p ,ai,...)e ,9 p (IR). On peut écrire que a- ai [u ] n ) + . . . + a p (u„) et donc la famille 
engendre .9 (IR). En conclusion, c’est bien une base de ,9 p (IR) et dim,9 p (IR) = p. On aurait aussi facilement pu résoudre 

cet exercice en montrant que 



— IRP 

9: i iu n ) 


est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 



24.7.5 Hyperplan 

Exercice 24.47 I W 

Soit un IK -espace vectoriel E, H un hyperplan de B, et H' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que 
HcH' => H' = HouH' = E 


Solution : Supposons que H' / H. Alors il existe a e H' \ H. On sait alors, puisque H est un hyperplan que H®Vect(a) = 
E. Montrons que H' = E. Soit x e E, il existe (xn, À) e H x (K tels que x = xh + Àa e H' car H' est un sous-espace vectoriel 
de E. 


Exercice 24.48 IW ■ 

Soit E un K -espace vectoriel de dimension Unie et H un hyperplan de E. Montrer qu’il existe une forme linéaire tp tel 
que H = Kerip. 


Solution : Comme H est un hyperplan et que E est de dimension Unie, H admet un supplémentaire D dans E et 

dimD = 1. Soit v un vecteur formant une base de D. Tout vecteur x e E se décompose de manière unique sous la 
forme x = xo + au où xo e H et a e R. On considère alors la forme linéaire donnée par tp (x) = O si x e H et (p (y) = 1. 
L’apphcation ip est bien définie sur E et vérifie par construction Kerip = H. 


Exercice 24.49 IW H 

SoitD une droite vectorielle et H un hyperplan d’un K -espace vectoriel E de dimension n e N* . Montrer que si D çzf H 
alors D et H sont supplémentaires dans E. 


Solution : 

Le sous-espace vectoriel D + H contient H et D et est contenu dans E donc dim(D + H) = n ou dim(D + H) = n - 1. 
Si dim (D + H) = n - 1 alors comme dimH = dim (D + H), il vient que D + H = H et donc que Dc(D + H) = Hce qui 
contredit l’hypothèse formulée au sujet de D. Donc dim (D+H) = n, ce qui prouve que D+H-E. Déplus dim (DnH) = 
dim (D + H) - dimH - dimD = 0, donc FnH = {0} d’où le résultat. 


Exercice 24.50 IW ■ 

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, Hi et H2 deux hyperplans de E avec H 1 # H2. Calculer dim (Hi n 
H 2 ). 


Solution : 

Calculons tout d’abord dim (Hi + H2). Remarquons que Hi + H2 est un sous-espace vectoriel de E qui contient Hi. On 
a donc dim (Hi + H2) = n ou dim (Hi + H2) = n- 1. Si dim (Hi + H2) = n - 1 alors, comme dimHi = dimH2 - n- 1 
et que Hi c Hi + H2, H2 cH; + H2 alors Hi = Hi + H2 = H2 ce qui contredit le fait que Hi et H2 sont distincts. Donc 
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dim (Hi + H 2 ) = dimE = n. La formule de Grassmann amène dimHi + dimH 2 = dim (Hi + H 2 ) + dim (Hi n H 2 ) et donc 
dim (Hi n H 2 ) =2n—2—n= n-2. On peut aussi raisonner avec des formes linéaires. Comme H 2 est un hyperplan de 
E, il existe une forme linéaire sur E, cp G E* non-nulle telle que H 2 = Kercp. Considérons la restriction cp de la forme 
linéaire cp au sous espace Hi. Il est clair que tp est une forme linéaire de Hi : (p e H*. 

Le p/ 0 H * : par l’absurde, si (p = 0, on aurait Vx g EL, cp(x) — cp(x) = Or et donc on aurait EL c H2. Mais puisque 
dimHi = dimH 2 - n- 1, on aurait EL = EL ce qui est faux d’après 1 ’ énoncé ; 

2. EL nEL = Kercp ; 

- Soit x g Eii n H 2 , cp(x) = (p(x) = Or, 

- Soit x g Kercp, xgHi et cp(x) = cp(x) = Or et donc x g EL n H 2 ; 

Nous avons donc montré que ELnEL est un hyperplan de l’ espace EL et puisque dim EL -n— 1, en utilisant le résultat 
du cours, il vient que dim (EL n EL) - n-2. 


Exercice 24.51 IW H 

Soit E un K -espace vectoriel de dimension Unie. Soient H un hyperplan et F un sous-espace vectoriel de E non inclus 
dans H. Montrer que dimF n H = dimF - 1. 


Solution : Comme dimH = n - 1, le sous-espace vectoriel F + H de E est de dimension égal à n ou n-1. Mais F n ’ est 
pas inclus dans H, donc dim (F + H) = n. Par ailleurs, d’après la formule de Grassmann dimF + dimH = dim (H + F) + 
dim (F n H) donc : dimF + n- 1 - n + dim (F n H) ce qui prouve le résultat. 


24.7.6 Sous-espaces supplémentaires 

Exercice 24.52 I C? 

Déterminer un supplémentaire de F = Ve et (w, v) où u - (1,0,1) et~u — (1,1,0) dans IR 3 


Solution : Posons w = (0,0, 1). On vérifie facilement que la famille ( u , v, w ) forme une base de IR 3 . Donc, d’après le 
cours les deux sous-espaces F = Vectfu, v ) et G- Vect(w) sont supplémentaires dans IR 3 . 


Exercice 24.53 I 

On considère le U-espace vectoriel E = IR 3 et u - (1, 1, 1) g IR 3 ; Posons : 

F = {(x,y,z) g IR 3 | x + y-z = 0} et G = Vect(u) 
Prouver que F et G sont des sous-espaces supplémentaires de E. 


Solution : On a F = {(x,y,z) g IR 3 | x+y + z = 0} = {(x,y,x + y) | x,y g IR} = Vect(v, w ) avec v = (1,0,1) et w = 

(0, 1, 1). On vérifie facilement que la famille (n, v, w ) forme une base de IR 3 donc F® G = IR 3 . 


Exercice 24.54 I Ç? 

Dans E = IR 4 , on considère l’ensemble 


F = {(x,y,z,î)GE | x-yetx-y+t-0] 

1 . Montrer que F est un sous-espace vectoriel de F, et déterminer une base de F. 

2. Déterminer un supplémentaire de F dans E. 

3. Le supplémentaire trouvé est-il unique ? 


Solution : 

1. On a F = {(x,y,z, t) gE;x = y et x - y + t = 0} = {(x,x,z,0) | x,zg IR} = Vecf (u, y) avec u » (1, 1,0,0) et v = 
(0,0, 1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. En conclusion, ( u , v ) est 
une base de F et dimF = 2. 

2. Introduisons les vecteurs w = (1,0, 0,0) et W = (0,0,0, 1). On montre facilement que la famille ( u , v, w, W) est 
libre. Comme son cardinal est égal à la dimension de IR 4 , c’est une base de IR 4 et si G = Vectfw, W) alors F et G 
sont en somme directe. 

3. Ce supplémentaire n ’ est bien entendu pas unique. On montre de la même façon que précédemment que, par 
exemple, G' = Vecf ((1, 0, 1, 0) , (0, 0, 0, 1)) est un autre supplémentaire de F dans IR 4 . 
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Exercice 24.55 ■ Ç> H 

Soit 1 ’ espace vectoriel E des polynômes à coefficients réels de degré « 4. On considère 1 ’ ensemble 
F = {P e E | P(0) = P'(0) = P'(l) = 0} 

1. Montrer que F est un K -espace vectoriel, déterminer une base de F et préciser sa dimension. 

2. Montrer que le sous-espace vectoriel G = Vect(l,X, 1 +X + X 2 ) est un supplémentaire de F dans E. 

Solution : 

1. Déterminons F. Soit P e F. Puisque P(0) = P'(0) = 0, 0 est racine double (au moins) de P. Donc 3Q g IF 8 [X] tel 
que P = X 2 Q. En examinant les degrés, on obtient que degQ < 2. Donc Q = aX 2 + bX+c. Alors Q' = 2aX + b. 

3 

Comme P' = 2XQ+X 2 Q', etP'(l) = 0, on trouve que 4a+3b+2c = 0. Donc P -X 2 (aX 2 + bX-2a- -b) On vérifie 
réciproquement qu ’un polynôme de cette forme est dans F. Donc 

F = {«X 4 + foX 3 - (2a + ^fo)X 2 ; (a, b) e IR 2 } = {aÇX 4 - 2X 2 ) + b(X 3 - ^X 2 ); [a, b) g IR 2 } = Vect(Pi , P 2 } 

où Pi = X 4 - 2X 2 et P 2 = X 3 - ^X 2 . On vérifie que (Pi,P 2 ) est une f a m il le libre (degrés distincts). C’est donc une 
base de F et alors dimF = 2. 

2. On vérifie que (1,X, 1 +X+X 2 } est une famille libre (degrés étagés). C’est donc une base de G et alors dimG = 3. 
On montre ensuite que FnG = {0}. Soit P g F n G. Alors comme P g G, il existe a,b,c g IR tels que P — a + 

{ a+c =0 
b+c =0 
b + 3c - 0 

donc l’unique solution est le triplet nul. Donc P = 0 et F et G sont bien en somme directe. Puisque dimE = 5 = 
dimF + dimG, d’après le cours, E = F ® G. 

Exercice 24.56 Ç? 

Dans l’espace vectoriel IR 4 , on considère les sous-espaces vectoriels 

F = Vecf ((1,2, 1, 3), (2, 0, 0, 1)) et G = {(x, y, z, t) g R 4 1 2x + y + z = 0, x = y} 

1. Déterminer les dimensions des sous-espaces vectoriels F et G. 

2. Montrer que FnG= {0}. 

3. En déduire que IR 4 = F © G. 

Solution : 

1. Par définition, Si = (/i,/ 2 ) est générateur de F. On vérifie que cette famille est libre. C’est une base de F et donc 
dimF = 2. Il faut déterminer une famille génératrice de G : 

G = {x(l , 1 , -3, 0) + t (0, 0, 0, 1) | (x, t) G IR 2 } 

Donc gi = (1, 1, -3, 0) et g 2 = (0, 0, 0, 1) forment une famille génératrice de G. On vérifie qu ’il est libre. C’est donc 
une base de G et dimG = 2. 

2. On vérifie facilement que les vecteurs (1,2, 1,3) et (2,0,0, 1) ne sont pas solutions du système ) x ^ z 

l x =y 

doncFnG-{0}. 

3. D’après la formule de Grassmann, puisque dimF + dimG = dimIR 4 et que F n G = {0}, il vient que dim (F + G) = 
dimE et donc que F + G = E. On peut alors écrire que E = F ® G. 

Exercice 24.57 ■ Ç? 

Soit un IK -espace vectoriel E de dimension Unie n. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E vérifiant dimF + 
dimG > n. Montrer que F n G ^ {0 e}. 

Solution : Utilisons la dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels : 

dim(F + G) = dim F + dim G -dim (F n G) 

On obtient que dim (F n G) = dimF+dimG-dim(F+G) > «~dim(F+G). Mais comme F+G est un sous-espace vectoriel 
de E, dim (F + G) « n et donc dim (F n G) > 0. On obtient finalement que F n G / {0}. 
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Exercice 24.58 IW H 

Soit E un IR -espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace vectoriel de E différent de {0} et différent de 
l’espace E. Montrer que F admet une infinité de supplémentaires dans E. 

Indication 24.15 : Faire un dessin dans IR 2 3 4 5 lorsque F est une droite vectorielle. 


Solution : Considérons une base de F, (e\ e p ) (où p = dimF) et complétons là en une base de E par des 

vecteurs e p +i,...e n e E. Pour tout te IR, posons G t = Vect{te\ + e p+ i,e p+ 2,-..,e n ). Soit t e IR, montrons que G t 

est un supplémentaire de F dans E. Il suffit pour ce faire de montrer que (ei e p , te\ + e p+ \, e p+ 2 , .... e n ) est 

une base de E. Soient e IR tels que cxiei + ... + a p e p + a p+ i (te i + e p+ i) + a p+ 2e p +2 + +...<x n e n = 0 alors 

(ai + ta p+ i) ei + ...+a p e p +a p+ ie p+ i+a p+ 2e p +2 + ---+a,je„ = 0 et comme ( ) est libre, il vient que ai + fa p+ i = 
(X2-...-a p = a p+ i = a p+ 2 = . . . = a„ = 0 et donc que ai = . . . = a„ = 0. La famille (e\,..., e p , te i + e p+ i, e p+ 2, . . . , e n ) 
est donc bien libre et comme son cardinal est égal à la dimension de E, il s’agit bien d’une base de E. En conclusion, 
E = F©G t . 

Si t / t 1 sont deux réels, alors G t / G t '. En effet le vecteur e p + te i n’est pas élément de Gf. Si c’était le cas, alors 
il existerait a p+ i,...,a n e IR tels que e p+ i + te i = a p+ i (e p+ i + t'ei) +a p+ 2e p+ 2 + ... + a n e n . Alors (a p+ it'-t) e\ + 
(a p+ i - 1) e p+ i +a p+ 2e p+ 2 + ... + a„e„ = 0. La famille (e\ , e p+ i , .... e n ) est libre comme sous-famille d’une famille libre 
donc en particulier a p+ i t' -t = a p+ i - 1 = 0 et t - t', ce qui est contraire à notre hypothèse de départ. 


Exercice 24.59 I WÇ i 

Soit E un H. -espace vectoriel de dimension finie. On considère F et G deux sous-espaces vectoriels de E de même 
dimension. Le but de cet exercice est de montrer que F et G admettent un supplémentaire commun. 

1. Montrer que F n G admet un supplémentaire F' (resp. G') dans F (resp. dans G). 

2. Montrer que F' et G' sont de même dimension. 

3. Montrer F' et G' sont en somme directe. 

4. En considérant une base de F' et une base de G', construire un supplémentaire commun à F et G dans F + G. 

5. Répondre alors au problème initial. 


1. F n G est un sous-espace vectoriel de F qui est de dimension finie car c’est le cas de E. Donc F n G admet un 
supplémentaire F' dans F. On fait de même pour G'. 

2. Comme F = Fn G© F', il vient que dimF' = dimF - dimF n G. De même, dimG' = dimG-dimFnG. Le résultat 
s’ensuit alors du fait que F et G ont même dimension. On notera p = dimF' = dimG'. 

3. Soit x e F' n G'. Comme F' c F et que G' c G, on a x e F n G. Mais F' et F n G sont supplémentaires donc x = 0. 

4. Comme F' et G' sont de même dimension p, ces deux sous-espaces admettent des bases f = (fi,---,f P ) pour F' 

et (gi,...,g p ) pour G' . Considérons la famille h- (hi,...,h p ) où pour tout i e [l,p], hi - fi + gi. Aucun des 
vecteurs de cette famille n ’ est dans F u G. En effet, s ’il existe i e [ 1 , p] tel que h, e F u G alors hi e F ou hi e G. 
Si hj = f) +gj eF alors gi = ft~ ht e F. Donc g,- e F n G. Mais gi e G' et les deux sous-espaces G' et Gn F sont 
en somme directe, donc gi - 0, ce qui n’est pas possible car la famille g ne serait pas libre. On fait de même si 
ht e G. Montrons maintenant que la famille h est Ubre. Soient ai , . . . , a„ e K tels que ai h\ + . . . + a p h p = 0. Alors 
le vecteur v - ai/i + . . . + a p / p s - (aigi + . . . + a p g p ) est élément de F' n G'. D’après la question précédente, 
v = 0 et ai fi + . . . + a p f p — ai gi + . . . + a p g p = 0. Les familles f et g étant libres, on en déduit que ai = . . . = a p = 0 
et donc que h est Ubre. Posons H-Vect(hi,...,h p ). Il est clair que dim H = p. Montrons que F n H = {0} . Soit 
xe FnH. Alors il existe ai,...,a p e K tels que x = a/P,-. Mais Lf = i a; g, = x-Xf = , a,// et donc le vecteur 

Y.f-1 a igi e F n G ce qui prouve que a; g; = 0 car ce vecteur est aussi élément de G'. Comme la famille g 
est libre, il vient que ai = . . . = a p = 0 et donc x = 0. F et H sont bien en somme directe. Enfin, puisque F' est 
supplémentaire de F dans F + G, donc dim (F + G) = dimF + dimF' = dimF + p = dimF + dimH. Donc H est un 
supplémentaire de F dans F + G. De même H est un supplémentaire de G dans F + G. 

5. On considère un supplémentaire H à F + G dans E. Il existe car E est de dimension Unie. Montrons que H © H 
(vérifier que cette somme est bien directe) est un supplémentaire commun à F et G dans E. Soit x e F n (H © H). 
Alors x e F et x - a + à ou a e H et â e H. Mais â- x- a e F + H = F + G donc à e (F + G) n H ce qui amène 
a — 0 et x - a. Mais comme F n H = {0}, il s’ensuit que x - 0 et donc F et H © H sont en somme directe. De plus 
dim (H © H) = dim (F + G) - dimF + dimE - dim (F + G) = dimE - dimF. Donc F + (H © H) = E et E = F © (H © H) . 
On montre de même que E = G © (H © H) 
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24.7.7 Rang d’une famille de vecteurs 

Exercice 24.60 I V 

Déterminer le rang des familles {v\, v 2 , v 3 , i> 4 ) de vecteurs de IR 4 donnés par : 

1. v 1 = (1, 1,0,0) , v 2 = (1,0, 1,0) , va = (1,0,0, 1) , v 4 = (0,0, 1, 1). 

2. vi= (1,1, 0,0), v 2 = (1,0, 1,0), v 3 = (1,0, 0,1), V 4 = (1,1, 1,-1). 


1 . La famille est libre donc son rang est 4. 

2. Comme i/ 4 = v\ + v 2 - v 3 , d’après le lemme de réduction d’une famille liée, dimVecf (i>i, v 2 , 1/3, V4) = 
dimVecl (î/i, v 2 , v 3 ). La famille {v\, v 2 , V3) est une sous-famille de celle étudiée dans la première question et 
qui était libre. Elle est donc libre. On en déduit que le rang de la famille est 3. 


Exercice 24.61 ■ V I 

Dans le IR -espace vectoriel ([0, 1[,IR), on considère : 


Quel est le rang de la famille (/1, /2, fa, ff) 



f2 '- X ~'Mc 

f -X 1 

/3 • 

f 4 : x — - — 

)? 

J4 yTTZ 


Solution : 

Pour tout x e [0, 1 [, /1 (x) = = h M + fi (x) et f 2 (x) = ^==5 = / 3 (x) - fi (x) donc rg [fi, f 2 ,f 3 , / 4 ) = rg (/ 3 , / 4 ) = 2 

car cette dernière famille est libre 


24.7.8 Applications linéaires en dimension finie 

Exercice 24.62 1 9 

„ ... fl 4 — * IR 2 

On considéré u:< , ^ ^ 

1 (x,y,z,t) >—> (2x + y,t — x) 

1 . Montrer que u est une application linéaire et déterminer Ker u et Im u. 

2. La f a mille {(m( 1, 0, 0, 0), u( 1, 1, 1, 1)} est-il libre dans IR 2 ? 


Solution : 

1. On vérifie facilement que u est linéaire. On a 

Kerw = |(x,y,z, f) e IR 4 | { * X+V + f Z q } = {(x,-2x,z,x) | x,ze R} = Vecf(ei,e 2 ) 

avec e 4 = (1,-2, 0,1) et e 2 - (0,0, 1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une base de 
Ker u. Alors dim Ker u — 2 et d’après la formule du rang dimlm u-2. Comme ImacIR 2 et que dimIR 2 = 2, il 
vient que Im u - IR 2 et donc que u est surjective. 

2. Comme u (1, 0, 0, 0) = (2, - 1) et que u (1, 1, 1, 1) = (3, 0) et que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment 
une famille libre de IR 2 . 


Exercice 24.63 



V 

M 3 [X] 
XP'-2P ’ 


1 . Montrer que Q est un endomorphisme de IR 3 [X] . 

2. Déterminer Im0 et en déduire le rang de 0. 

3. Donner la dimension de Ker 0 et déterminer Ker 0. 


| Solution 7 
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1. Si P g R 3 [X] , il est clair que deg (XP' - 2P) «3 et donc que 0 (P) e M 3 [X] . Soient a, P g IR et P, Q g M 3 [X] alors 

0 (aP + PQ) = X (aP + (3Q)' - 2 (aP + PQ) = a (XP' - 2P) + p (XQ' - 2Q) = a0 (P) + p0 (Q) 
donc 0 est linéaire. 

2. Soit P = aX 3 + bX 1 2 + cX+d g IR 3 [X], On calcule que 0(P) = aX 3 - cX-2d. Donc Im0 = Vecf (l,X,X 3 ). La famille 
(l,X,X 3 ) étant libre, il vient que rg0 = 3. 

3. D ’ après la formule du rang, dim Ker 0=1. Comme 0 (X 2 ) = 0, Ker 0 = Vec t (X 2 ) . 

Exercice 24.64 I Q 

Soient a g IR et F = {P e M„ [X] | P (a) = 0}. 

1. Prouver que F est un sous-espace vectoriel de M„ [X]. Déterminer sa dimension. 

2. Déterminer un supplémentaire de F dans M„ [X] . 


Solution : 

{ |j^ [X] * [R> 

"p ^ p ^ . On vérifie facilement que 0 est linéaire et surjective. De plus F = Ker0. Donc 

F est un sous-espace vectoriel de M n [X] . D’après la formule du rang, dimF = dim Ker0 = dimR„ [X] - dim IR = n. 
2. Notons G = IRo [X] . G est clairement un sous-espace vectoriel de IR,, [X] de dimension 1 . On vérifie facilement que G 
est en somme directe avec F. Comme de plus dim (F + G) = dimF+dimG= n+1- dim IR,, [X], on a IR,, [X] = F+G. 
En conclusion, M n [X] = F © G. 


Exercice 24.65 IW ■ 

On considère l’application linéaire 

f M[X] — * MPC] 

(p: | P — P + P' + P" 

1 . Montrer que 1 ’ endomorphisme (p est injectif. 

2. Montrer que 1 ’ endomorphisme (p est surjectif. 

Indication 24. 15 : Pour montrer la surjectivité, étudier la restriction de (p àM„[X] qui est un espace de dimension Unie. 


Solution : 

1. Soit un polynôme P g MPC] tel que P + P' + P" = 0, soit P = -(P' + P"). Si l’on suppose que P / 0, on a degP « 
degP - 1 , une absurdité. Donc (p est injective. 

2. Soit un entier ne N. Notons ip n la restriction de (p à M„PC], Alors, si P e M„PC], tp„(P) = P + P' + P" e M„PC] car 
deg(tp B (P}) « max(degP, degP', degP") ^ n. Donc <p n est un endomorphisme de M„ [X] injectif, donc surjectif, car 
M„[X] est un espace de dimension Unie n+1. 

Soit alors P e M [X] . Notons n - degP. Alors P g M„ [X] et donc 3Q e R„ [X] tel que <p„ (Q) = P. Mais alors (p(Q) = P 
et on a donc montré que tp est surjective ! 


Exercice 24.66 IW H 

On définit l’ application 

I M 3 PC] — * M 4 

<P- l P — (P (0) 1 P' (1) 1 P" (1), P" (2)) 

1 . Montrer que (p est un isomorphisme. 

2. En déduire qu’il existe un et un seulpolynôme PgM 3 [X] vérifiant P(0) = 1,P'(1) =2,P"(1) = -1 et P" (2) = 1. 


1. Il est clair que q> est li néaire. Montrons que Kercp = {0}. Soit P g IR 3 [X] tel que (p(P) = 0. Considérons H = P - P ( 1 ) . 
Comme H(l) = H'(l) = H"(l) = 0, il vient que 1 est racine d’ordre 3 de H, donc H = (X- 1) 3 Q et donc P = 
Q(X- 1) 3 + P(1). Mais en examinant les degrés, il faut que Q = À g IR d’où P = À(X- 1) 3 + a (avec a = P(l) g IR). 
Comme P(0) = 0, a - -À et donc P = À((X- 1) 3 - 1). Mais alors P" = À(6(X- 1)) et comme P"(2) = 1, il vient que 
À = 0 et donc que P = 0. 

Comme cp est injective, et que dimM 3 [X] = dimM 4 = 4, ip est donc bijective. 

2. Comme cp est bijective, l’élément (1,2, -1,1) possède un unique antécédent P g IR 3 [X]. 
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Exercice 24.67 IW H 

On considère un IK -espace vectoriel E et un endomorphisme u e L(E) . Soit un sous-espace vectoriel F de E. On suppose 
que Fc w( F). 

1. On suppose que E est de dimension Unie. Montrer que w(F) = F. 


2. Trouver un contre-exemple lorsque E est de dimension infinie. 


Indication 24.15 : Pour la deuxième question, on pourra étudier u : 


K |X] 
P 


K |X] 
P' 


avec F = {XP ; P e E}. 


Solution : 

1 . Considérons la restriction de u à F : M|f : F — E. Alors d ’ après la formule du rang, dim u (F) = dim V - dim Ker u « 
dim V. Comme F c u (F) , on a aussi que dim F « dim u (F) . Donc dim F = dim u (F) et F = u (F) . 

2. En considérant E = IR [X] etF = {XP; P eE}, V application u\P >— -P' fournit un contre-exemple puisque m(F) = E/ 
F. 


Exercice 24.68 I W l -M 

Soit f £f£ (E, F) avec E et F deux K -espaces vectoriels tels que dimE = n etdimF = p. Dire, pour chacune des phrases 
suivantes, si elle caractérise l’injectivité, la surjectivité ou la bijectivité de f : 


L’image de toute famille libre de E par f est libre 
Im/ = F 

L’image d’une base de E par f est génératrice de F. 
rg f = n. 

L’image d’une base de E par f est libre. 
rg/ = P- 


7. L’image d’une base de E par f est une base de F. 

8. L’image de toute famille génératrice de E par f est 
génératrice de F. 

9. 3g e .S? (UE), g°/ = id E 

10. 3g£S£ (F, E) , / o g = id F 


1. Supposons que l’image de toute famille libre est libre. Montrons que f est injective. Considérons une base e 

de E et un vecteur x e E tel que /(x) = 0. Notons (xi , . . . , x n ) e R" les coordonnées de x dans la base e. On 
a donc : 0 = / (x) = LJ!=o x if^ e i). Mais la famille e = (e\,...,e n ) étant libre, il en est de même de la famille 
(/(ei (e,,)) . L’égalité précédente n ’ est donc vraie que si x\ =... = x n - 0 et alors x-0. On a ainsi montré 

que Ker / = {0} et que f est injective. 

2. Si Im f - F alors f est surjective. 

3. Si l’image d’une base e = (ei , . . . , e n ) de E par f est génératrice de F alors montrons que f est surjective. Soit 
y e F. La famille [f (e\) , f (e n )) est donc génératrice de f et il existe des scalaires ai , . . . ,cx„ e IR tels que 
y - ai/(ei) + ... + a„/(e„) = /(aiei + ... + a n e n ). Par conséquent, y = / (x) avec x = ai e\ + ... + a„e„ et f est 
bien surjective. 

4. Si rg/ = n alors f est injective. En effet, d’après la formule du rang, on a : dimE = dimKer/ + rg/ et il vient que 
dim Ker / = 0 c’est à dire que Ker / = {0} 

5. Si l’image d’une base e = e n ) de E par f esthbre dans F alors montrons que f est injective. Soit x£ E tel 

que f (x) = 0 et soit (xi, . . . , x n ) les coordonnées de x dans la base E. Alors 0 = / (x) = Z£ =0 x,/ (e,-). On termine 
alors comme dans la première question et on montre que x = 0 c’est-à-dire que f est injective. 

6. Si rg/ = p alors par définition du rang d’une application linéaire, dimlm/ - p - dimF et donc Im/ = F. On 
prouve ainsi que f est surjective. 

7. Si l’image d’une base de E par f est une base de F alors en apphquantles résultats des questions 3) et 5), il vient 
que f est bijective. 

8. Si l’image de toute famille de E par f est génératrice de F alors en particulier l’image d’une base de e est 
génératrice de F et appliquant la question 3, f est surjective. 

9. Si il existe g £ 5£ (F, E) tel que g°f = id E alors g est surjective et f injective. Pour que f soit surjective, il faudrait 
supposer de plus que dimF = dimE. 

1 0. Si il existe g £ 5£ (F, E) tel que f° g = id E alors f est surjective et g injective. Pour que f soit injective, il faudrait 
supposer de plus que dimF = dimE. 


Exercice 24.69 IW ■ 

Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n, un vecteur xo de E et un endomorphisme f e L(E) tel que 
(/(x o), f 2 (x 0 ) , . . . , f n (xo)) soit libre. 
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1. Montrer que la famille (xo,f(xo),...,f n 1 (xo)) est une base de E. 

2. Montrer que f est inversible. 


1 . Soit cxo, . . . , a n -i g K tels que L”^ 1 a ,/‘ (xo) = 0. Alors f (L”^ 1 a,/' (xo)) = 0 ce qui s ’ écrit aussi Z”_T 0 ' a</ i+1 (Xo) . 
Mais la famille (/(xo),/ 2 (xo), . . . ,/"(xo)) est libre donc ao = ... = a„_i = 0 ce qui prouve que la famille 
(xo, /(x 0 ), . . . , /" _1 (x 0 )) est libre 

2. Comme dimE = n, les familles (xo,/(xo),...,/" _1 (xo)) et (/(x 0 ),/ 2 (xo),...,/"(xo)) sont des bases de E. Comme 
l’image de la première base par f est la seconde base, f est forcément inversible. 


Exercice 24.70 I W H 

Soit un IK -espace vectoriel E de dimension Unie n et deux endomorphismes ( u , v ) g L(E). Montrer que 
rg u + rg v « rg(w o v) + n 

Indication 24.1 5 : On pourra étudier la restriction ü de u à Im u et montrer que Im« = Im(uoi>) etKer ü - Ker Mnlm v, 
puis appliquer le théorème du rang à ü. 


Solution : Considérons la restriction de u à lmv : u = u\unv- On vérifie facilement que ImHoc = Im« et que 

Ker u - Ker u n Im v. En apphquant le théorème du rang à ü, on trouve que 

dim (Im v ) = dim (Ker Mnlm u) +rg(w° u) 

Mais dim (Ker u nlm») s dim (Ker ü) et donc, en appliquant le théorème du rang pour u, on trouve que 
rg v « in - rg u) + rg(u o v) 


Exercice 24.71 IW H 

Soit un IK -espace vectoriel E et deux sous-espace vectoriel Ei, E2 de E. Montrer que : 

(3ue L(E) | Kerw = Ei et Im« = E 2 ) «=> (dimE = dimEi +dimE 2 ) 

Indication 24.15 : Pour la réciproque, construire une base de E en complétant une base de Ei. Définir alors u en se 
donnant l’image de cette base. 


S olution : 

- | (i) => (il) | : Le sens direct est une conséquence directe de la formule du rang : dimE = dim Ker u + rg u = dimEi + 
dimE2- 

- | (ii) => Ü) | : si Ei = {0}, alors dimE2 = dimE donc E2 = E. En posant u - id, on vérifie que u convient. De même si 
E2 = {0}, u — 0 convient. Supposons maintenant que Ei / {0} et E2 ^ {0}. Alors, il existe une base (ei, ...,e p ) de Ei (où 
p = dim E;). Complétons cette base en une base de E ; e = (eu. ..,e p , e p+ \, . ..,e n ). Comme dimE2 - n-p, il existe 
une base f de E2 de la forme (f p + 1 , . Définissons alors u en se donnant l’image de la base e : 

Mi g [l ,p\,u(e{) — 0, Mi g [p+ 1, nj , u(et) = fi+i 

Alors, Mx g Ei, w(x) = 0 donc Ei c Ker u. Soit x g Ker u, décomposons x dans e. 

x = xi ei + • • • + x p e p + x p+ i e p+ i + ■ ■ ■ + x n e„ 

u(x ) = Xp+i/p+i H — + x n f n = 0. Mais comme f est libre, il vient que x p+ \ - ■ ■■ - x n - 0 et donc que x g Ei. 

D’autre part, Im« = Vect(u(ei), . . . , u(e n )) = Vect(/p + i, . ../„) = E 2 . 


Exercice 24.72 IW H 

Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n et deux endomorphismes f,g de E vérifiant f°g-0 et/'+g g GL(E) . 
Montrer que rg (/) + rg(g) — n. 


Solution : 

- Comme f°g- 0 alors Img c Ker / et d’après la formule du rang rg/ + rgg « rg/ + dim Ker / = n. 

- D’autre part, comme f + g g GL(E) alors n - rg (/ + g) s; rg/ + rgg car Im (/ + g) c Im/ + Img. 
L’égalité est ainsi prouvée 
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Exercice 24.73 ■ W I 

Soit un IK -espace vectoriel E de dimension finie n. On considère l’ensemble A = {(u, v) e L(E) 1 2 3 4 | u°v = 0}. Déterminer 
sup{rg u + rgv\ (u, v) e A}. 

Solution : L’égalité u° v - Q amène Imi/c Ker u et donc d ’ après la formule du rang rg u + rg v « rg u + dim Ker u - n. 
Pour u = id et v — 0, il y a égalité. Donc | sup{rg u + rg v | (u, v) g A} -~n | 

Exercice 24.74 

Soient E un IK -espace vectoriel de dimension finie n> 2. 

1 . Démontrer que les homothéties sont les seuls endomorphismes f de E tels que : 

Vx g E, [x,f (x)) est une famille liée. 

2. En déduire que les homothéties sont les seuls endomorphismes de E qui commutent avec tout autre endomor- 
phisme. 

Indication 24.15 : Pour tout x e E, on pourra considérer une projection surVect(x)). 


Solution : 

1. Les homothéties vérifient clairement la propriété indiquée. Réciproquement, on sait par hypothèse que Vx g 
E,3À^ g IK | /(x) = X x x. Il s’agit donc de démontrer que l’on peut choisir le même X pour tous les x. Autrement 
dit, si l’on choisit deux vecteurs x et y, on peut prendre X x = X y . 

► Si (x, y) est libre, alors, comme : [X x+y - À J x + (A x+y - A y ) y = 0 il vient que X x+y = X y = X x . 

► Sinon x et y sont colinéaires et il existe a g IR tel que y-ax et 

/ (y) = / (ax) = X ax ax = a f (x) = aA^x 

et on peut prendre X ax -X. On a ainsi montré que pour tout vecteur y g E, / (y) = Ay. Donc f est une homothétie 
de rapport X. 

2. Considérons f un endomorphisme de E qui commute avec tous les endomorphismes de E. Soit x un vecteur non 
nul de E et soit n la projection de E sur Vec t (x) parallèlement à un supplémentaire donné de Vect (x) dans E (qui 
existe car E est de dimension finie). Comme f et II commute, on a : n(/(x)) = / (n (x)) = / (x). Donc comme 
If (/ (x)) g Vecf (x), / (x) et x sont liés, x étant quelconque non nul, ce résultat est vrai pour tout x g E \ {x}. Ce 
résultat est aussi clairement vérifié par le vecteur nul. D’après la première question, on peut affirmer que f est 
une homothétie. Réciproquement, une homothétie commute avec tous les endomorphismes de E. 


Exercice 24.75 I9W H 

Soit f un endomorphisme d’un IK -espace vectoriel E de dimension n. Pour tout peN, on note : 


K p = Kerf p et I p = Im/ p . 


1 . 

2 . 

3. 


Montrer que : 


y p G N, KpcKp+i et Ip+idp. 

Prouver qu ’il existe un plus petit entier naturel r ^ n tel que :\/i> r, K; = K,+i . 
Montrer de même que : 


Mi^r, I,- = I j+ i. 


4. Montrer que : E = K r © I r . 


1. Soit p g N et soit x g K p . Alors f p+1 (x) = / [f p (x)) = 0 car f p (x) = 0. Donc x g K p+i et K p c K p+ i. Considérons 
maintenant y g I p+ | . Alors il existe x g E tel que : y = f p+] (x) = f p [f (x)) et donc y g I p et I p+ i c I p 

2. Pour tout p g N, Kp c K p+ i donc : dimK p « dimKp+i et la suite (dimK p ) est croissante. Comme K p c E, on a 
aussi : dimKp n. La suite (dimKp) est donc majorée. Appliquant le théorème de la limite monotone elle est 
convergente mais, ses valeurs étant entières, cela équivaut au fait qu’elle est constante à partir d’un certain rang 
r g N. r est le plus petit entier naturel tel que Mi^r, K; = K,+i . 

3. D’après la formule du rang et le résultat précédent, on montre que Mi > r, I; =I;+i. 

4. Soit y £ K r nl r . Effectuons un raisonnement par l’absurde en supposant que y ^ 0. Alors f r (y) = 0 et il existe x g E 
tel quey= f r (x). Il vient donc: f 2r (x) = 0. Mais comme y = f (x) / 0, il existe r' £ \r + l,2r] tel que f r (x) = 0. 
On a donc x g K r / et x t K r ce qui contredit le fait que la suite (K r ) est constante à partir du rang r. On en déduit 
que y-0 et que K r r\I r - {0}. Il vient alors que : dim (K r + I r ) = dimK r + diml r = dimKer/ r + dimlm/ r = n par 
apphcation de la formule du rang et de ce fait : K r + I r = E. En résumé : E = K r ® I r . 
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Exercice 24.76 I9W H 

Soit un espace vectoriel E de dimension 3 et un endomorphisme u deE tel que u 2 =0. Montrer que 
3aeE: 3/ e E* : VxeE, u(x) = /(x)-a 

Indication 24. 15 : Traduire en terme d’image et de noyau la relation u 2 = 0. Introduire ensuite une base de Ker u et la 
compléter. Définir f à l’aide de cette base. 


Solution : La relation u 2 - 0 donne que Imuc Ker u (le montrer). D’après le théorème du rang, 

3 = dim (Ker u) + rg m =£ 2dim (Ker u) 

ce qui implique que dim (Ker u ) S* 2. Si dim (Ker u ) = 3, alors u -O et le résultat est évident avec f - 0 et a quelconque. 
Supposons donc que dim (Ker m) = 2. Alors d’après le théorème du rang, dim (Im u) = 1. C’est une droite vectorielle : 
3a e E, a ^ 0 tel que Im« = Vect(a). Considérons une base ( ei,e 2 ) de Ker u et complétons-la en une base (e \ , e2,e^) de 
E. Puisque u / 0, u(e 3 ) /O et donc 3c e IR tq u(e%) — ca. Définissons la forme linéaire f en se donnant l’image de la 
base e par f : /(e 1 ) = 0, /(e 2 ) = 0 et /(e 3 ) = c. Soit alors x e E. Décomposons x dans la base e : x- x\ e\ + x-iez + X 3 e 3 . 
Alors m(x) = X3 ca- x^f(e^)a - /(x)a. 


Exercice 24.77 I9W H 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension Unie et soit f e L(E) un endomorphisme de rang 1. 

1. Montrer qu’il existe un scalaire X € K tel que f 2 = À/. 

2. A quelle condition sur le scalaire À, (id —f) est-il inversible ? Calculer alors (id-/) -1 . 


Solution : 

1 . Comme rg / = 1, il existe un vecteur e\ e E tel que Im/ = Vecî(ei). On complète le vecteur e\ en une base 
( ei,...,e n ) de E. Comme lmf = Vect(e\), pour tout i e [l,a], il existe À,- e K tel que f (et) = A,e 1. Donc f 2 (ef) = 
/(A,e 1 ) = ÀiÀiei = Ài/(e;). Si xe E alors il existe e K tels que x- Z” =1 ot;e( et 


f 2 (x) = £ a,/ 2 (e/) = Ai £ a,/ (ef) = Ài/(x) . 


Posons alors À = Ai . On a bien f 2 (x) = A / (x) pour tout x e E. 

2. Remarquons que (/-id)(/+ (1 -A) id) = (A- 1) id. On en tire une condition nécessaire et suffisante pour que id-f 
soit inversible : il faut et il suffit que A / 1 .On calcule alors ( 


ad -/)- 1 = -L-(f+a-\)id) 


Exercice 24.78 WVV r. 

Soit un K-espace vectoriel E de dimension Unie n et deux endomorphismes ( f,g ) de E vérifiant : 
/°g°/ = /etg°/°g = g 


1. Montrer que E = Ker/® Im g. 

2. Montrer que rg (/) = rg (g) = rg(g o /) = rg(/ o g) . 


Solution : 

1. Soit y e Im g n Ker/. Il existe xe E tel que y - g(x) = g°/°g(x) = go /(y) = 0 car y e Ker/. Donc Ker / etlmg 
sonten somme directe. Soitxe E, onécritx- [x-go/(x)] +go/(x). Ona/(x-go/(x)) =/(x)-/°go/(x) = 
/(x) -/(x) = 0 donc x-gof(x) e Ker/. Il est clair que g°/(x) elmg. Donc E = Ker/ + Img. En conclusion, on 
a bien E = Ker / © Im g. 

2. D’après le théorème du rang, dimE = dim Ker/ + rg/ et d’après la question précédente, dim Ker/ + rg g d’où 
rg/ — rgg. Comme gofog = g,ona que Imgclmfgo/) ce qui implique que rg g « rggo/. De même, comme 
Imgo/clmg alors rggo / « rgg et on on obtient que rgg = rggo/. On fait de même pour la seconde égalité. 


Exercice 24.79 IW5 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension Unie n et u,v e L(E). On suppose que E = Im a + Im v - Ker u + Ker v. 
Montrer que ces deux sommes sont directes. 
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Solution : On a : 

n = dim (Im u + Im v) car E = Im u + Im v 

= dim Im u + dim Im v - dim (Im «nlm v) d’après la formule de Grassmann 
= n - dim Ker u + n- dim Ker v - dim (Im unlmv) d’ après la formule du rang 

= 2 n- (dim (Ker u + Ker u) + dim (Ker u n Ker u)) - dim (Im u n Im v) à nouveau d’après la formule de Grassmanr 

= 2 n-n- dim (Ker u n Ker v ) - dim (Im u n Im u) car E = Ker u + Ker v 

donc 0 = dim (Ker u n Ker u) +dim (Im u n Im u) et ceci n 'est possible que si dim (Ker u n Ker v) = dim (Im u n Im u) = 0. 
On en déduit que les deux sommes sont directes. 

Exercice 24.80 I 

On considère un IK -espace vectoriel de dimension Unie et un endomorphisme u G L(E). Montrer qu’il existe un auto- 
morphisme v g GL(E) et un projecteur p g L(E) tels que u = v° p. 

Solution : Si u est inversible, il suffit de prendre v - u et p - Me. Sinon, notons r = dim Ker u. D’après la for- 

mule du rang, on a n - r = dim(ImM) . Considérons une base {e\,..., e r ) de Ker u et complétons-la en une base 
e = (ei,...,e r ,e r +i,...,e n ) de E. Posons f r+ \ - u(e r+ i),...,f n - u(e n ). On vérifie que cette famille est libre. Soient 
a r+ i,...,a n g K tels que a r +i/r+i + ... + u n f n - 0 alors u(a r+ ie r+ i+ ... + a n e n ) = 0 et a r+ ie r+ i + ... + a n e n g 
’\fect{e r+ i,...,e n ) nKeru = {0}. Donc a r +ie r +i + ... +a n e n = 0 mais comme (e r+ i,...,e n ) est libre, a r+ i = ... = a„ = 0. 
On complète alors cette famille en une base f = {fi,...,fr,fr+i>---,fn ) de E. Définissons alors p le projecteur sur 
Vect(e r+ i, . ,.,e n ) donné par p {ej) - 0 si i g fl, r] et p (e;) = e* si i g [r + 1, n\ . Définissons aussi l’application hnéaire 
v par vfej) = /• pour tout i g [1 ,n\. Comme v envoie une base de E sur une base de E, v est inversible. On vérifie 
facilement en calculant l’image des vecteurs de la base e que v° p - u. 

Exercice 24.81 I 

Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n et un endomorphisme f g L(E). Montrer l’équivalence entre les 
propriétés suivantes : 

1. E = Im/ + Ker/ 4. Im/ = Im/ 2 

2. E = Im/æKer/ 

3. Im/ n Ker / = {0} 5. Ker / = Ker f 2 . 


Solution : 

1. 1 1) => 2)~| Comme E = Im/ + Ker/, en appliquant la formule de Grassmann puis la formule du rang, 
dim (Im / n Ker/) = dimlm/ + dim Ker / - dimE -0 et Im/ n Ker / = {0}. Donc E = Im/ ® Ker/. 

2. | 2) => 3)~] Par définition. 

3. | 3) => 2)~| Par la formule du rang. 

4. | 2) => 4)~| Il est clair que Im/ 2 c Im/. Soit y G Im/ alors il existe x - x\ + X2 G Im/ ® Ker / tel que y-fix). 
Alors y = f ta) g Im f 2 car X\ g Im/. Donc Im/ c Im/ 2 et on a bien Im/ = Im/ 2 . 

5. | 4) => 5)~| Il est clair que Ker / c Ker f 2 . On utihse la formule du rang : n - dim Ker / + dim Im/' = dim Ker f 2 + 
dimlm/ 2 . Comme Im/ = Im/ 2 , il vient que dim Ker / = dim Ker f 2 . Finalement, Ker / = Ker/ 2 . 

6. | 5) => 4)~| se prouve de la même façon. 

7. | 5) => 3)"] Soit x g Im/ n Ker / alors / ta = 0 et il existe xo g E tel que x = f ta). Donc f 2 ta) = 0 et xq g 
K er/ 2 = Ker/. Alors x = / ta) = 0 et Im/ n Ker/ = {0}. 

8. | 3) => 1)~| C’est une conséquence directe de la formule de Grassmann. 

On vérifie que la chaine d’implications est bien fermée. 

Exercice 24.82 ■ W I 

On note E l’espace vectoriel IR„ [X] des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à n. On définit V apphcation 



où Q est définie par : 

VjcgIR, Q M = J (x+f) n P(t)dt 
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Montrez que f est un automorphisme de E. 


Solution : On vérifie d’abord que f est bien définie. Si P e E, en utilisant la formule du binôme, on obtient que Vx e E, 

QW= É0[ü I, "‘ p<,)d ‘] x ‘ 

ce qui montre que /(P) est une fonction polynomiale de degré inférieur à n. 

Il est immédiat que f est linéaire. Montrons l’injectivité de f en vérifiant que Ker / = {0}. Soit P e E tel que /(P) = 0. 
D’après le calcul précédent, 

Vfce[0,rc], f f fc P(f)df = 0 

J o 

Comme P(f) = T. k=0 a kt k , on obtient alors que 

f P 2 (f)df = Y, a k f î fc P(f)df = 0 
«/O k=0 **0 

Donc Vf e [0, 1], P(f) = 0, ce qui montre que le polynôme P a une infinité de racines et est donc nul. 

Un endomorphisme injectif en dimension Unie étant bijectif, f est un automorphisme de E. 

Exercice 24.83 m i 

Suite de l’exercice 19.55 p. 742. 

Soit un anneau (A, +, x). On dit qu ’il est régulier lorsque 

Vue A, 3x e A :u - uxu. 

Montrer que si E est un K-evde dimension Unie, l’anneau L(E) est régulier. 

Solution : On choisit une base de E : (ei,...,e n ). Les u(e k ) appartiennent à l’image de u. On considère une base 

(.fi,---, fri de Im / que l’on complète avec f r+ \ ,...,f n ) de E. On a f k - u[x k ) pour 1 =£ fc =£ / . On pose x{f k ) = x k pour 
1 =£ A; =£ r et x(f k ) - 0 par exemple pour k> r. On a alors u{x{f k )) - u{x k ) = f k pour l^k^r. Donc pour tout v e Im/, 
w(x( v)) - v. A fortiori pour v - u(e k ), l^k^n et donc uxu - u. 


24.7.9 Rang d’une application linéaire 

Exercice 24.84 

Déterminer une base du noyau et de l’image des applications linéaires suivantes : 

, , f \ 3. f . _ (C vu comme IR -espace vec- 

[x,y,z) < — ► (y-z,z-x,x-yj \ z 1 — * z+iz 

f IR 4 — » IR 3 toriel ) 

' * ( [x,y,z,t) • — » [2x + y+z,x + y+t,x + z-t) 


Solution : 

jy-z - 0 

1. On calcule Ker f. On sait que (x,y, z) e Ker / si et seulement si < z-x = 0 .On montre alors que x-y-z 

lx-y=0 

et donc Ker / = Vect((l, 1, 1)). Le vecteur (1, 1, 1) forme une base de Ker / et dim Ker / = 1. D’après la formule 
du rang, dimlm/ = 2. Une base de Im/ est donc formée de deux vecteurs de Im/ non colinéaires. Il suffit de 
prendre par exemple f (1,0,0) = (0,-1, 1) et/(0,l,0) = (1,0, -1). 

1 2x + y + z = 0 

x + y+f = 0. On trouve y — -2x-z 
x+z-t =0 

et t - x+ z donc Ker / = Vect(ui , uf] avec u\ = (1,-2, 0,1) et U2 = (0,-1, 1,1) qui sont non colinéaires. Une 
base de Ker / est formée de ces deux vecteurs. D’après la formule du rang, dimlm/ -2 et il suffit de trouver 
deux vecteurs de Im/ non colinéaires pour avoir une base de Im/. On peut prendre f (1,0, 0,0) = (2,1,1) et 
f (0,1, 0,0) = (1,1,0). 

3. On calcule le noyau de f. On trouve z - a + ib € Ker / •<=> z+iz-0 •«=> (a + b) (1 + i ) = 0 <=> a + b = 0. 
Donc Ker / = Vect(l - i) et le vecteur 1- i forme une base de Ker/. De même, Im/ = {z+ iz \ zeQ = 
{(a + b) (1 + i) | a, b e IR} = Vect (1 + i ) et une base de Im/ est 1 + i. 
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Exercice 24.85 I Ç> 

Déterminer toutes les applications linéaires de IR vers IR. 


Solution : Soit fe. L(M). Alors pour tout x e K, f(x) = x/( 1). Posons a= f (1). Alors f : x<-> ax. Réciproquement, si 
f est de cette forme alors f e L (IR) . On montre ainsi que L (IR) = Vect (Mr) . 


Exercice 24.86 I Ç 1 

Déterminer toutes les applications linéaires de IR 2 vers IR 2 . 


Solution : Soit (ei,e2) là base canonique de IR 2 et soit u : IR 2 >-*■ IR 2 une application linéaire. Alors pour tout v = 

xe\ + ye 2 g IR 2 , on a : u(v) — xu{e\) + yu[e 2 ). Réciproquement, si on se donne deux vecteurs v\ , i>2 g IR 2 et si on 

( [j^2 ¥ [j^2 

considère l’application u : \ , on montre facilement qu’elle est linéaire. On en déduit que 

[ [x.yj • — ► xvi +yv 2 

L(lR 2 ) - {(*>y) xvi+yv 2 I Vi, v 2 e IR 2 }. 


Exercice 24.87 I 

SoitE un K -espace vectoriel de dimension Unie n, F un K -espace vectoriel de dimension finie p etue L(E,F). Montrer 
que rg (w) ^ min(rc, p). 


Solution : Comme IihkcF, rg(«) — dim Im«s dimF - p. De plus, par la formule du rang, rg(u) - n- dim Ker u^n 
d’où rg (u) « min(«, p). 


Exercice 24.88 I F? 

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, et ue L(E). Montrer que 

(Ker u — Im u) {u 2 - 0 et n = 2 rg(u)) 


Solution : Soit u e E(E) tel que Ker u-lmu. Soit x e E alors u (x) e Im u = Ker u donc u 2 (x) = 0 et u 2 = 0. De plus 
d ’ après la formule du rang, dim E = dim Ker u + dim Im« = 2dim Im« = 2rg(«). 

Réciproquement, si u 2 = 0 et si n = 2rg(u) alors Ker « = lm«. En effet, comme u 2 = 0, il est clair que Imac Ker u. 
La formule du rang amène dimE = dim Ker u + dimlm u et comme n - 2rg(M), dim Ker u - dimlm u. On en déduit le 
résultat. 


Exercice 24.89 I F? 

On considère ( n + 1) réels distincts (xo, . . . , x n ) e IR " +1 et l’application 

I IR„[X] — R n+1 
1,5 : 1 P — (P(x 0 ),...,P(x„)) 

1. Montrer que (p est un isomorphisme. 

2. En déduire que si {yo,...,y n ) e IR n+1 , il existe un unique polynôme P g IR„[X] tel que Vi g [0, n], P(x,) = y/ 
(polynôme interpolateur de Lagrange). 

3. Soient deux réels distincts (a, b) g IR 2 et quatre réels (a,(3,ô,y) g IR 4 . Montrer qu’il existe un unique polynôme 
P G IR 3 [X] vérifiant 

P (a) = a, P '(a) = (3, P (b) = 5, P\b) = y 


Solution : 

1. On montre facilement que q> est linéaire. Si P g Kertp alors P(xo) = •■■ = P(x„) = 0. Donc P est de degré au plus n et 
admet n + 1 racines. Ceci n’est possible que si P = 0. Donc cp est injective. Comme dimlR" +1 = dim[R„[X] = n + 1, 
on en déduit, grâce à la formule du rang que dimlm (p = n + 1 et donc ip est surjective. On prouve ainsi que ip est 
un isomorphisme. 

2. Le résultat annoncé dans cette question découle directement de la définition d’une bijection. 

I ^ [j^4 

3. Onprocède demême qu’avant. On considère l’applicationQ: j p ^ (P(a) P' (a) P {b) P'(fo)) ^ nmon ' 

tre facilement qu’elle est linéaire. Soit P g KerG. Alors a et b sont des racines doubles de P. Mais a et b sont 
distincts et P de degré au plus 3. Ceci n’est possible que si P = 0. Donc KerG = {0} et 0 = 0. On montre comme 
avant, en utihsant la formule du rang, que 0 est surjective. Donc 0 est un isomorphisme. En conséquence de quoi 
il existe un unique polynôme P g IR 3 [X] vérifiant P(a) = a, P' (a) = (3, P(fo) = ô, P '(b) - y. 
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Exercice 24.90 I 

Soit E un K -espace vectoriel de dimension Unie n etu,v£ L(E). Montrer que 
u 2 3 ov-uovou+id = 0 => u e GL(E) 


Solution : On a u° {v° u - u° v) = id donc u admet un inverse à droite donné par v o u - u o v. Comme E est de 

dimension Unie, on en déduit que u est inversible. 


Exercice 24.91 I 

Soit E = M„ [X] et Q G E. Montrer qu ’il existe un unique polynôme P G E vérifiant P' + P = Q. 


{ [JÇ [X] ► |R [X] 

"p ^ p" + p . On vérifie facilement que (p g L (R„ [X] ) . De plus <p est injective. En effet, 

si P g Kertp alors P + P' = 0 et degP = degP'. Ceci n’est possible que si P - 0 et montre que Kercp = {0}. Comme 
dimlR n [X] = n+ 1, on peut affirmer que (p est un automorphisme. On sait en effet d’après le cours qu’un endomorphisme 
injectif dans un espace de dimension finie est bijectif. Si Q g [X] , il existe alors un unique polynôme P g [X] tel que 

cp (P) = Q, c ’est-à-dire tel que P + P' = Q. 


Exercice 24.92 I W I 

Soient E un K -espace vectoriel et f,geé£ (E) . Montrer que : 

1 ■ rg(/ + g)«rg/ + rgg 
2 - |rg/-rgg|«rg(/-g). 

Solution : 

1. On a 

rg(/ + g) = dimlm (/ + g) =£ dimlm/ + dimlmg 

car Im (/ + g) clm/ + lmg. 

2. Par ailleurs 

rg / = rg(/ - g + g) « rg(/- g) + rgg 

d’où rg/-rgg=Srg(/-g). On montre de même que rg g - rg/ « rg (g ■ - /) . Comme rg (/ - g) = rg [g -f), on en 
déduit 1 ’ inégalité . 

Exercice 24.93 W ! 

Soit E un K -espace vectoriel réel de dimension n. Soit f un endomorphisme nilpotent de E, c’est-à-dire qu’il existe 
p g N* tel que f p - 0. 

1. f peut-il être bijectif ? 

2. Prouver que Ker / ^ {0} et que rg/ n- 1. 

3. Soit q le plus petit entier non nul tel que f q = 0 

(a) Montrer que :V k ^ q, f k - 0. 

(b) Justifier l’existence de x o g E tel que f q ~ k (xg) ^ 0. 

(c) Montrer que : (xo, / (xo) , . . . , f q ~ ] (xo)) est libre. 

(d) En déduire que q ^ n puis que f n - 0. 

4. On suppose dans cette question que q-n. Trouver tous les endomorphismes g g L(E) qui commutent avec f. 
Indication 24.15 : On montrera que g° f = f ° g si et seulement si il existe [ag, . . . a n - 1 ) g K” tels que g = 
a 0 id+aif+... + a n - 1 f n ~ 1 . 


1. Si f était bijective alors il en serait de même de f p car ce serait une composée de fonctions bijectives. Or f p - 0 
qui n’est pas bijective donc f n’est pas bijective. 

2. On a vu dans le cours que pour un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension Unie, on a équivalence 
entre le fait que cet endomorphisme est bijectif, surjectif ou injectif. Comme f n’est pas bijective, elle n’est à la 
fois ni injective et ni surjective. Il vient alors : Ker / ^ {0} et rg/ « n - 1. 

3. (a) La composée de l’application nulle par une application quelconque est une application nulle ! 

(b) Comme q est le plus petit entier non nul tel que f q = 0, f q_1 n ’ est pas identiquement nul sur E : il existe 
donc x 0 g E tel que f q ~ k (xq) / 0. 
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(c) Soit ao,..., (Xq-i g R tels que 

a 0 xo + ai/ (x 0 ) + . . . + a.q-if q ~ x (jco) = 0 (★). 

Alors, par linéarité : f^ 1 (a 0 x 0 + ai / (x 0 ) + . . . + a^-i f q ~ x (x 0 )) = 0 et : ao/' 7-1 (xq) + ai f q (x 0 ) + . . . + 
a^-i f 2q ~Hx 0 ) = 0 mais comme : Vfc & q, f k — 0., il vient aoxo - 0 et donc : ao = 0. L’égalité (*) 
devient alors : ai/ (xo) + . . . + a^-i f q ~ l (xo) = 0. En appliquant f q ~ 2 à cette égalité, on montre de la même 
façon que ai s 0. On répète encore n-2 fois ce procédé et on montre aussi que : a2 = . . . — a q - 0. La famille 
(xo, / (x o) , . . • , Z' 7-1 (xo)) est bien libre. 

(d) Une famille libre de E est de cardinal au maximum la dimension de E. Donc q ^ n. D’après la question 3 (a), 
il est alors clair que f n = 0. 

4. On suppose que g est un endomorphisme de E qui commute avec f. Comme (xo,/(xo),...,/" _1 (xo)) est une 
base de E, il existe ao , . . . , a„_i e K tels que g (xo) = X,%Zo a kf k (xo) • On calcule alors l’image par g des vecteurs 
delà base (x 0 ,/(xo),.--,/ n_1 (x 0 )) : 

g[f (xo)) = f (g(x 0 )) =f | £ a k f k (xo)| = Y. a kf i+k (xo) = ajfc/ fc j (/* (x 0 )j 

et on peut alors affirmer que g = JL^Zo a kf k ■ Réciproquement, si g est de cette forme, on vérifie facilement qu ’ elle 
commute avec f. 


Exercice 24.94 I 

Soit E un espace vectoriel de dimension Unie non nulle. Démontrer 1 ’ équivalence des deux propriétés suivantes : 

1. Il existe / ei?(E) tel que Im / = Ker /. 

2. La dimension de E est paire. 


Solution : 

| => | Soit f e 5£ (E) tel que Im/ = Ker/. D’après la formule du rang : dimE = dimKer/+ dimlm/ = 2dimKer/ et 
dimE est bien pair. 

| => | Réciproquement, si dimE = 2n où ne N* alors considérons une base (ei,...,e n ,e' 1 ,...,e' n ) de E ainsi que l’endo- 
morphisme f e f£ (E) donné par : Vi e [1, ni f (e/) = e'- et / (e') = 0. On vérifie facilement que f est linéaire, que 
Ker / = Vect (e' p . . . , e' n ) et que Im / = Vect [e' v ■■■,e' v ). 


24.7.10 Formes linéaires en dimension finie 

Exercice 24.95 I W ■ 

Soient E un K -espace vectoriel de dimension ne N* et (p une forme linéaire non nulle sur E. Montrer que pour tout 
x € E \ Kertp, Kerip et Vectix) sont supplémentaires dans E. 


Solution: Posons F- Kerip+Vect(x). Comme dimKertp - n- 1, on a la disjonction : dimF - n- 1 ou dimF = 
n. Si dimF = n - 1 alors F = Kercp et forcément x - 0 ce qui n’est pas possible par hypothèse. Donc dimF - n et 
Ker ip+Vecî(x) = E. Si «e Kertp nVecï(x) alors il existe a e H. tel que u- a-x etO - cp(u) = aip(x). Comme x e E\Kercp, 
tp(x) / 0 eta = 0 ce qui prouve que u-0 et donc que Kercp nVecf(x) = {0}. Kercp et Vecf(x) sont bien supplémentaires 
dans E. 


Exercice 24.96 1W Ï-M 

Soient f et g des formes hnéaires sur un K -espace vectoriel E de dimension finie telles que Ker / = Ker g. Montrer 
qu ’il existe a g K tel que f- a- g. 


Solution : 

Si f = 0, le résultat est clair. Sinon, il existe x g E tel que f (x) Z 0. Par conséquentVect (x) et Ker / sont supplémentaires. 
Puisque g (x) Z 0 , on peut trouver a g K tel que f (x) = ag (x) . On pose h = f- ag. L’application h est nulle sur Ker / et 
h (x) = 0 donc h = 0 d’où le résultat. 


Exercice 24.97 IW ■ 

Soit E un K -espace vectoriel de dimension n et ue L(E) un endomorphisme. On suppose que Vcp g E*, cpo u = 0 E *. 
Montrer que u = Ol(E) • 
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Solution : Supposons que u ne soit pas nulle. Soit xo e E tel que yo-u (xo) / 0. Posons F = Vecî(yo) et considérons 
un supplémentaire G à F dans E. Ce dernier existe car E est de dimension Unie. On sait que tout x e E se décompose 
de manière unique sous la forme x - ayo + xq où xq e G et a e K. On introduit l’application cp sur E définie par 
tp (x) = a. On vérifie que tp est linéaire. Si x - ayo + X G et si x! - a'yo + x' G sont deux vecteurs de E alors par unicité 
de la décomposition d’un vecteur sur E = F ® G, pour a, a' e IK, le vecteur ax + a' x' se décompose sous la forme 
ax+ a'x' = (aa+ a'a')yo + (axe + a' x' G ) et (p(ax+ a' x') - aa+ a' a' - cup (x) + a'ip(x'). De plus, (p(yo) s 1 donc (p 
n 'est pas nulle et ip ( u (xo)) non plus. On aboutit alors à une contradiction et u est nulle. 


Exercice 24.98 ! I 

Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie n et soient fi, ..., f n e !£ (E,K) n formes linéaires surE. Montrer que 


la famille / = (/x. • • • » fn) est une base de f£ (E, IK) si et seulement si l’application 0 : 


E 


est un isomorphisme. 


K n 

{fl (x) i .... /n (x)) 


Solution : 

| => | Supposons que f est libre. Soit x e Ker0. Alors fi (x) - ... - f n (x) = 0. Par l’absurde, supposons que x f 0. 
Considérons un supplémentaire H à Vect (x) dans E et considérons la forme linéaire (p donnée par (p|n = 0 etcp(x) = 1. 
Comme f est une base de S£ (E,K), il existe ui,...,a n e K tels que (p = E” =l a ifi. Mais alors (p (x) = EL, <x tfi (.x) et 
on aboutit à une absurdité. Donc x - 0 et Ker0 = {0}. Donc 0 est injective. Comme dimf£ (E,IK) = dimK" = u, 0 est 
un isomorphisme. 

| <= | Prouvons la réciproque par contraposée. Supposons que f est liée et montrons que 0 n 'est pas injective. Un des 
vecteurs de f peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres. Supposons, quitte à renuméroter les vecteurs de 
f, que ce soit le dernier. Alors il existe Ài,...,À„_i e M tel que f n = Yfjff\Xifi. Si xe E alors 

0W = |/i(x),...,/„_i(x), £ fi (x) j eVecf(ei,...,e„_i) 

où 

Vie[l, n-U, Ej = I 0, 1 . 

V i-ème place J 

On montre sans difficulté que la famille (£|,...,e„_i) esthbre donc dimVecf = n- 1. Alors dimlm0 « 

n - 1 et Q n’est pas surjective donc n’est pas un isomorphisme. 


24.7.11 Récurrences linéaires 

Exercice 24.99 

l-s/5 

Programmer la suite définie par uq-\, u\- — - — et Vu e N, u n+ 2 = u n+ 1 + u n . 

1. Que valent u 2 0 , u 50 , u l00 ? 

2. Trouvez-vous les mêmes résultats que votre voisin ? 

3. Démontrer que Vu e N, u n - u". 

4. Les résultats sont ils en accord avec ceux des questions précédentes ? Pourquoi ? 

Solution : 

1. On trouve par exemple comme valeurs approchées u 2 o - -10 -7 , U 50 = -4x 10 -7 et uioo = -11892. 

2. Pour des raisons qui apparaitront plus tard, il n’y a pas de raison de trouver la même chose pour u\oo, sauf à 
travailler avec le même logiciel sur le même type de matériel. 

3. Les deux suites (u n ) et (u”) vérifient la même relation de récurrence d’ordre 2 et coïncident sur les deux premiers 
termes. Elles sont donc égales. 

4. On a U ] 00 = 10 -27 environ, à comparer avec -11892 trouvé précédemment. Nous sommes ici en présence d’un 
cas où les accumulations d’erreurs d’arrondis provoquent à coup sûr ce phénomène. 

Les suites solutions de u n+2 = u n+ \ + u n sont de la forme arf + br", où a et b sont déterminés par les conditions 
initiales uq et u\ . Une petite erreur sur uq et u\ entraîne une petite erreur sur a et b. Mais cette erreur sur b fait que 
b se retrouve non nul, ici en l’occurrence strictement négatif, au lieu d’être nul, et de ce fait, la suite programmée 
tend vers - 00 . De fait dès que l’on trouve deux termes consécutifs de la suite qui sont de même signe, la suite va 
tendre vers -00 (ou + 00 ) 
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24.7.12 L’espace vectoriel des polynômes 


Exercice 24.100 

Soient 

Pi=2X 2 -X-1, P 2 = X 2 + 2X, 


P 3 =X 2 -1 


Montrer que la famille 22 = (Pi,P2,P 3 ) est une base de IR 2 [X], 


Solution : Soient a; ,a 2 , a 3 e IR tels que aiP 3 + a 2 P2 + a 3 P 3 = 0 alors avec X - 1, on obtient que 2a 2 = 0, c’est-à-dire 

0.2 — 0. On a donc aiPi + a 3 P 3 = 0. Mais ces deux polynômes ne sont pas proportionnels donc ai = a 3 = 0. La famille 
2? est donc libre. Comme Card [22) = 3 = dimlR2 [X] , c’est une base de IR2 [X] . 


Exercice 24.101 ■ W 

1 . Pour tout k e [0, 71] , on pose Pfc = (X + 1) k+1 - X fc+1 . Montrer que la famille 22 = (P 0 , . . . , P„) est une base de 
IR„[X], 

2. En étudiant la preuve de la question précédente, déterminer une condition suffisante pour qu ’une famille (Qo, . . . , Q „) 
de polynômes de IR„ [X] forme une base de R„ [X] . 

3. En utilisant ce critère, montrer que la famille 2ê = (Rq,..., R„) où, pour tout k e [0, n\ , Rfc = (X - a) k + (X + a) k , 
a e IR forme une base de IR„ [X] . 


Solution : 

1. En utilisant la formule du binôme, on calcule facilement que, pour tout k e [0, n\, P*. = ( fc |')X'. On a en 

particulier degPfc - k et on reconnaît une famille de IR„ [X] étagée en degré. Donc elle est libre et comme son 
cardinal est égal à la dimension de IR„ [X] , elle forme une base de IR n [X] . 

2. L’argument clé dans la démonstration précédente est que : Mk e [0, w], degPfc = k. Une famille de n+ 1 
polynômes de [R„ [X] vérifiant cette propriété forme toujours une base de IR„ [X] . 

3. Il est clair que pour tout k e [JO, n\ , degR^ = k. La famille 2% forme donc une base de IR,, [X] . 


Exercice 24.102 ■ W H 

Pour tout k e [0, n} et a e C*, on pose P* = X k {a-X) n ~ k . Montrer que la famille .22 - (Po P„) est une base de 

C„[X], 


1. Soient a,..., a„ eC têts que L^ =0 afcX fc (a- X)" k -0. 

► En remplaçant X par 0 dans cette égalité, on trouve : ao = 0 et celle-ci devient: Xj^a^X^ (a-X) n ^ k = 0. 

► Le terme de gauche de cette dernière égalité est un polynôme divisible par X. 

On a alors : Lfc=i a fcXJ fc-1 [a-X) n ~ k = 0. On recommence comme en 1., on montre que ai — 0. 

► On répète n-2 fois ces opérations et on montre que a 2 = . . . = a„ = 0. 

On a ainsi montré que 22 est libre. Comme cette famille est de cardinal égal à la dimension de C n [X], on en déduit 
que c’est une base de C„ [X] . 

2. À partir de Pfc(X) = X fc_1 ( a-X) n ~ k , on définit Pfc(X) = X"Pfc(i) = (aX- \) n ~ k . Les [PkOQlo^k^n forment une 
famille échelonnée en degrés, donc une base de C„ [X], 

3. C’est du cours : Proposition ?? p. ??. 


Exercice 24.103 I W H 

On pose Po = 1 et pour tout k e [1, n\ , on pose 

„ X(X— l)...(X-fc+l) 

Pfc “ kl ! • 

1 . Montrer que £2={ Po, . . . , P n ) est une base de R n [X] . 

2. Montrer que: Ml Ç-z, Mke]0,n[, Pfc(Z)eZ. 

3. Déterminer l’ensemble des polynômes P de IR„ [X] vérifiant : Mi e Z, P (i) e Z. 

Solution : 

1. Pour tout k € [0, n\, degPfc = k. On reconnaît une famille étagée en degré, on en déduit que 22 est une base de 
M n [X] . 
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2. 


Si k - 1, le résultat est évident. Supposons k > 1. Si l ^ k alors : Pfc(Z) = 
[0, k - 1] on a Pfc (Z) = [Ô] et enfin si l < 0, on a : 


Z(Z-1)...(Z- fc+ 1 ) 
k\ 



P kU) 


— I ZI C— I Z| — 1) — Ç— I Z| — A: + 1 ) 
k\ 

|Z|CIZ| + l)...CIZ| + fc-l) 

^ ' l - 1 



Dans chacun des trois cas. P/c (Z) e Z. 

3. Soit P e (R„ [X] vérifiant : VZ e Z, P (Z) e Z. Dans Za base P s’écrit : P = Z£ =0 afcPfc avec e IR. Mais, 
P (0) = clq donc ao £ Z. De même P (1) = ao + «i donc a\ e Z. Supposons que «o. «i> • • • . «fc e Z pour ke [1, n - 1] 
et montrons qu’il en est de même de a/c+\. On a : 

P(fc+1) = P 0 (fc+ 1) + aiPi (fc + 1) + . . . + flfcPjt (fc + 1) + «jt+iPfc+i (k + 1) 

= Po (k + 1) + diP\ [k+ 1) + . . . + flfcPfc [k+ 1) +üic + i 

eZ 

et comme P (fc+ 1) e Z, il en est de même de a^+i. On montre ainsi que tous les coefficients de P sont entiers. 
Réciproquement, un polynôme dont les coo rdonnées dans la base & sont entières est à valeurs entières sur les 
entiers. En résumé, l’ensemble recherché est | Z n [X] | . 


Exercice 24.104 ■ W H 

Considérons le C-espace vectoriel E = €5 [X] et A = X 1 2 + 1. 

1. Montrer que 

F = {P e C 5 [X] | A | P} 

est un sous-espace vectoriel de C 5 [X] 

2. Déterminer une base et la dimension de F. 

3. Déterminer un supplémentaire de F dans E. 


1. On vérifie facilement que : F = {[àX 3 + bX 2 + cX+ d) (X 2 + l) | {a,b,c,d) e C 4 } = Vect(Pi,P 2 ,P 3 ,P 4 ) avec Pi = 
X 3 (X 2 + 1), P 2 = X 2 (X 2 + 1), Pi = X (X 2 + 1) et Pi = (X 2 + 1) . F est donc un sous-espace vectoriel de E. 

2. La famille £? = (P1.P2.P3.P4) est génératrice de P. Déplus si ( a,b,c,d ) e C 4 est tel que aP \ + bP2 + CP3 + d?4 - 0 
alors aX 3 + bX 2 + cX+ d - 0 et a - b - c - d - 0. Cette famille est donc libre et elle forme une base de F. On en 
déduit que dimF = 4. 

3. Posons G = Vect(l,X). Il est clair que Fn G = {0} et par apphcation de la formule de Grassmann, dim(F + G) = 

6 = dimE. On en déduit que F + G = E et donc que F et G sont supplémentaires dans E. 


Exercice 24.105 V 

Soit P un polynôme de IR[X], de degré inférieur ou égal à n. 
Démontrer que 


f P (fc) lQ) x fc + i 


= L(-d' 


,p (fc) (x) 


fc +1 


Solution : Il suffit de le vérifier pour une famille génératrice de R n [X] : X m . En posant 8/j - 1 si i - j et 8/j = 0 sinon, 
le membre de gauche égale 


n pWm) +1 ^ n ô km 

tott+U'- to( k+l » 


m + 1 

= f P{t)dt 

J 0 
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D’autre part le membre de droite égale 

k V lk Hx) 


l-=n UC+ IJ. i- =n 


k m{m- 1) ... (m- A:+ l)* 72 k+l 


1 £(-«*; 


_ * m+1 y t (m+1)! 

m + l^ 0 (ra- fc)!(A;+ 1)! 

= j» Jm+l\ 

m + 1 fc=o l fc+1 / 

=^£ ( - u ( c ) 




On a bien l’égalité demandée. De plus on a 


VPmn 


Exercice 24.106 

Soit ne N*, E = IR„[X], E m (X) = (")X m (l -X) n ~ m . 
Exprimer la base (1,X, . . . ,X") dans la base (Eq,Ei , . . . ,E„). 


Solution : On considère (p : 


avec E* m = X m (l-X)"-' 


. Donc (p(P) = (1 - 


En posant Y - - 
Comme P |- 

Les (Em) 0 ^ ms „ forment une famille de E échelonnée en valuations. C’est donc une base de E. tp est une bijection, de 


bijection réciproque \J/Q t — * (1 +X)"Q ^ j. 

On peut le vérifier directement :\p (E^) = (1 +X)" | |l - JTx 

Maintenant \p(X fc ) - (1 +X) n ^ fc = X fc (l +X)"~ fc v "‘ 




x»=£ 


X m (1 + X ) n ' 

n-k } 
p-kj 


Donc puisque ip est bijective, X k — ^ 

p=fc 

On peut le vérifier directement : 

Ê.ÇayfJ^a-x)”-' 


ln-k ] 

[P-k) 




x p =L 

1 p=k 


1+Xj 

n-fc 1 

p-k. 


= X m . 

Iv(e;). 




24.7.13 Endomorphismes opérant sur les polynômes 
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Exercice 24.107 IW H 

Soit l’application 

f U[X] — U[X] 

^ | P P-XP' 

Montrer que (p est un endomorphisme. Déterminer son noyau et son image. 

Solution : On montre facilement que tp est linéaire. Soit un polynôme P g Kertp. Si P / 0, on peut écrire P = a n X n + 
a n - iX n_1 H — + «o avec a n ^ 0. Alors P = XP' d’où a. n X n H — = na n X n + .... En identifiant les termes de plus haut 
degré, on trouve que a n { 1 - n) — 0. Donc, puisque a n /0, n — 1. Mais si n = 1, P = aX+ b et alors P = XP' => b- 0. 
Donc P = aX. Réciproquement, si P = aX, (a € U), on a bien P = XP'. En conclusion, | Kenp - Vect(X) | . 

Déterminons Im(p. Soit Q = b^X k G Imcp. Alors il existe P G IR[X] tel que P -XP' = Q. En examinant les degrés, 
il faut que degP = n. Posons P = E% =0 a/ c X lc . On doit donc avoir V k g [0, n], (1 -k)a,k = b^. Une condition nécessaire 

h 

pour que Q g Iirnp est donc que b\ = 0. Réciproquement, si b\ = 0, en posant = - — — pour k ± 1 et a\ — 0, on a bien 

tp(P) = Q. En conclusion, | Imcp - {b n X n + • • • + bp-, b\ - oj~| . 


Exercice 24.108 ■ W H 

Soit A = X 3 + X 2 + X + 1 et E = R„ [X] . Considérons 1 ’ application 


E 

T (P) 


où r (P) désigne le reste de la division euclidienne de P par A. 

1. Montrer que r est bien définie et que r g f£ (E).. 

2. Prouver que r 2 = r. Qu’en déduisez vous ? 

3. Déterminer 1 ’ image et le noyau de r. 


1. Soit P g E. Par application du théorème de la division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) £ (IR [X]) 2 tel 
que P = AQ + R et degR <3. On a donc r (P) = R et r est bien définie. Si on considère un autre polynôme P g E, il 
existe un couple (Q, R) g (IR [X]) 2 tel que P = AQ + R et degR < 3. De plus, pour tout a,âeK: 

aP + âP = A (aQ + âQ) + (aR + âR) 

et deg (aR + âR) < 3. Par unicité du couple quotient-reste dans la division euclidienne de deux polynômes, on peut 
affirmer que le reste de la division euchdienne de aP + âP par A est aR + âR. On prouve ainsi que r (aP + âP) = 
a r (P) + âr (P) et donc r g 5£ (E). 

2. Avec les notations de la question précédente, r (P) = R avec degR < 3. Donc R = 0A+ R et par unicité du couple 
quotient-reste dans la division euclidienne, r (R) = R. On prouve ainsi que r 2 - r. r est donc un projecteur. 

3. Il est clair que le noyau de r est l’ensemble des polynômes de IR„ [X] qui sont divisibles par A. Il est aussi clair 
que Im r c IR 2 [X] . Mais si P g IR 2 [X] alors r (P) = P donc on a aussi : IR2 [X] c Im r et donc Im r = IR2 [X] . 


Exercice 24.109 ■ QW H 

1. Soient n g N* et 

( C n+ i [X] — C n [X] 

( P — P(X+1)-P(X) 


(a) Montrer que A est bien définie puis que c ’ est une application hnéaire. 

(b) Déterminer le noyau de A. 

(c) En déduire que A est surjective. 

2. On considère maintenant E = C [X] et 


E 

PCX+Q-PPQ 


(a) Montrer que A est un endomorphisme de E. 

(b) Déterminer Im A. 
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(c) Soient P e C [X] et n e N. Montrer que : 



(d) En déduire que si degP < n alors on a : L£ =0 (— l) fc (^)P (fc) = 0. 


Solution : 

1. (a) SoitP- a n+ \X n+] + ... + üq e C„+i [X]. Montrons que A(P) e C„ [X]. On a : 

A (P) — ( Cln+\ (X + 1 ) n+ ^ 4- ci fi (X 4- \) n 4- . . . 4- d\ (X 4- 1 ) 4- Uq ) — ((ln+ lX^ + ^ 4- dffXf 1 4- . . . 4- dfX 4- dQ ) 



termes de degré « n 



termes de degré « nj 


donc deg A (P) « n et A (P) e C n [X] . Par ailleurs, si P, Q e C„+i [X] et si a, P e C alors : 


A(aP + pQ) = (aP + PQ)(X+l)-(aP + pQ)ffi 


= a (P (X+ 1) - P (X)) + P (Q (X + 1) - Q (X)) 
= aA(P) + pA(Q) 


donc A est linéaire. 

(b) Soit m>\ et soit P = a m X m + . . . + a 0 un polynôme de degré m e C n+ \ [X] avec m « n + 1. On a donc : 
a m X- 0. Supposons que P e Ker A. Alors P vérifie P (X+ 1) = P (X) ce qui amène : 


Le coefficient du terme de degré m - 1 de P(X+ 1) est ma m + a m -\ et celui de P est a m -\. Les deux 
polynômes étant égaux, il en est de même de leurs coefficients, ce qui amène m - 0 car a m X- 0. On en 
déduit que P est un polynôme constant. Réciproquement, on vérifie que tout polynôme constant est élément 
du noyau de A et donc | Ker A - IRp [X] | . 

(c) D’après la formule du rang, dimlmA - n + 1 et comme dimC„ [X] - n+ 1, il vient Im A = C n [X], A est donc 
surjective. 

2. (a) On montre de la même façon que précédemment que A est un endomorphisme. 

(b) Montrons que A est surjective. Soit P e C [X] et n- degP. Par application de la partie précédente, A|c n+1 pq : 
€„+i [X] — C n [X] est surjective. Comme P e €„ [X] il existe Q e C„+i [X] tel que A (Q) = P. On en déduit que 
A est surjective et que | ImA = C[X] | . 

{ g > g 

.On vérifie facilement que ô est un endomorphisme de 

P 1 * P (X + IJ 

E et que A = Ô - id. De plus, pour tout k e N*, Ô k (P (X)) = P (X + fc) . Comme les endomorphismes ô et id 
commutent, la formule du binôme donne, pour tout ne N* : 


3. Remarquons que pour tout polynôme non constant de C [X] , deg A (P) = degA(P)-l. On en déduit que si degP < n 


a m (X+ l) m + . . . + oq — a m X m + . .. + «o- 



donc pour tout P e E : 



alors A” (P) -0 et en utilisant la relation établie dans la question précédente, on obtient : (-l) fc 



P(*)=0 


Exercice 24.110 ■ V 


Déterminer dans R[X] les polynômes P satisfaisant à n(n- 1)P- (X 2 - 1)P" = 0. (ns2). 

1 . Montrer que P est nécessairement nul ou de degré n. 

2. Démontrer que l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 1. 
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3. Démontrer que P est un polynôme de même parité que n. En déduire la nullité de certains coefficients de P. 

4. Établir une relation de récurrence entre les coefficients de P, déterminer P et montrer que : 


1 + g (~l) q 



= 0. 


Solution : 

1. Supposons que P est une solution non nulle et soit XX k son terme dominant. Comme les termes dominants de 
nfn- 1)P et de (X 2 - 1)P" sont égaux, on en déduit que Xn{n- 1) = Àfc(fc- 1) d’où n 2 -n = k 2 -k soit ( n-k)(n + 
k-l)-0 d’où n-k ce qu’il fallait vérifier. 

2. L’ensemble des solutions est le noyau de l’endomorphisme cp de U n [X] défini par : 

ip(P) = n(n- 1)P - (X 2 - 1)P". D’après la question précédente, pour 0 =£ fc =£ « - 1, deg(cp(X fc )) = k. Donc la famille 
(qj(X fc )) 0 sfcsn-i est une famille échelonnée en degrés. Elle engendre donc un un espace vectoriel de dimension 
n-l. Donc la dimension de l’image de tp est supérieure ou égale à n-l.De plus si degP = n, alors deg(ip(P)) « 
n-l. Donc Ira(ip) = R„_i [X] et la dimension du noyau de (p est donc égale à 1. 

3. Il est clair que si P est solution non nulle, alors Q = P(-X) est aussi solution, de même degré n. Q - (-1)”P 
appartient donc aussi à Kerip. Comme son degré est < n, c’est le polynôme nul. Ce qu’il fallait vérifier. 

On en déduit qu’en posant P - £ a/cX k on a a n -^q+\) - 0. 
fc= o 

4. En posant P - a k X k on aP"=^ k(k- l)a k X k ~ 2 = (k + 2)(k+ l)a k+2 X k etXP" = £ k(k- l)a k X k . Pour 

k=0 k=0 k=0 k = 0 

k n-2, le coefficient de degré k du polynôme n(n - 1)P - (X 2 - 1)P" est nul, 

, r „ rn „ rr „ . (fc + 2)(fc+l) (jfc + 2)(fc+ 1) 

doncn[n-l)a k -nk-l)a k +(k+2)(k+l)a k+2 = 0, donc a k = — — — a k+2 = -7 — — — a k+2 . 

k(k-l)-n(n-l) (n-k)(n-k+ 1) 

„ „ (n-2q + 2Kn-2q+l) 

En posant k - n-2q, a n - 20 = «n-2to-n, 

F * q [2q){2n-2q-l) q ’ 

d’où 

, ~(n-2q + 2)(n-2q + D (n-2q + 4)(n-2q + 3) n(n- 1) 

Qf n—2ü — ( 1) ^ X ... x &YI’ 

q (2g)(2n-2g-l) (2g-2)(2w-2g + l) 2(2n-3) 

q q- 1 <7= 1 


Et donc 

a n 2q = {~l) q a n 

Soit a n - 2 q - (-1 ) q a n 


(n-2q)\ x 2 x ... x 2(7 x (2n-2q- 1) x ... x (2n-3) 

On écrit au numérateur les q facteurs pairs 


(n — 2q)\2 c t q\ x (2n - 2q — 1) x . . . x (2n — 3) 
qui manquent pour avoir le produit de 2n - 2q - 1 à 2n - 2 au dénominateur : 


a„- 2 q = f-l) q a n 
Comme (2n-2q-l) x (2n-2q) x ... x (2n-3) x (2n-2) = 
a n -2q = (.-l) q a n \ 


\ (2g)! x (2n - 2q) x [2n — 2q + 2).. 

. x {2n — 4) x (2 tî — 2) 

l) 24 q\ x [2n - 2q - 1) x (2n - 2g) x . 

. . x (2n — 3) x (2n — 2) 


[2n—2q — 2)1 

n\i2q)\2l{n- q){n- q+\)x ...x{n-\){2n-2q-2)\ 


\ 2 qj 


2 c tq\{2n-2)\ 


' n\ [n- 1)! (2g)!(2w- 2q-2)\ ( 2 %)(%‘) 

2.q) q\{n- q - 1)! {2n-2)\ ( 2 «“ 2 ) 


La dernière égalité traduit le fait que P(l) = 0 pour une solution P non nulle. 
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Chapitre 


25 . 


Calcul matriciel 


Pour bien aborder ce chapitre 


Tout est dit dans le théorème 24.21 page 908 du chapitre 24. ..si on se fixe une base e = (ei , . . . , e p ) de E et une base 
/ = (/i , . . . , fq) de F alors une application linéaire ue L(E,F) est entièrement déterminée par les composantes des vecteurs 
u (e;) dans la base /. Ces pq scalaires définissent complètement u. Il est tentant de les représenter dans un tableau. Si on 
note, pour tout j e [l, p \ , u (e/) = £? =1 aijfj alors on peut écrire : 


u(e i) 


u(e p 

t 


V ' 

au 

fl j 

a\p 

«n 

Clij 

“\r 

a «i 

11 ‘Il 

a ‘ii> 


-/i 




■</, 


Ce tableau est la matrice de u dans les bases e de E et / de G. Se posent alors des questions naturelles : 

(jgji Si on effectue cette manipulation pour deux applications linéaires u et v, comment se calcule la matrice correspon- 
dante à au + P v ? On verra qu’on peut définir une addition entre les matrices et une multiplication par un scalaire. 
Avec ces deux lois, l’ensemble des matrices (de même taille) possède une structure de K-espace vectoriel. 

Si u et u sont deux endomorphismes de E, quel est le lien entre la matrice de u o u et celles de u et v? Pour 
l’expliciter, on définira le produit entre les matrices. 

Peut-on calculer le rang d’une application linéaire facilement à partir de sa matrice dans des bases données ? La 
réponse est oui et l’outil est le pivot de Gauss. 

^ Peut-on par un procédé calculatoire déterminer si un endomorphisme est inversible à partir de sa matrice dans des 
bases données ? La réponse est là aussi oui et l’outil consistera en le déterminant. 

@ Pour un endomorphisme inversible, existe-t’il un procédé permettant de calculer la matrice de son inverse? Cet 
outil existe et il est donné par la comatrice. 

Si on prend d’autres bases e' et /' de E et F, peut-on calculer la matrice de u dans ces nouvelles bases en fonction 
de sa matrice dans les bases initiales ? La réponse est encore positive et on mettra en place des formules de 
changement de bases. 

£ Enfin, pour un endomorphisme u e L(E), existe-il une base de E dans laquelle la matrice de u prend une forme 
simple et facile à manipuler ? La réponse sera donnée en spé dans le chapitre sur la réduction des endomorphismes. 
Au niveau historique, on peut indiquer qu’au 3 e siècle, le mathématicien chinois Liu Hui résolvait les systèmes linéaires 
ayant jusqu’à 6 inconnues. Il représentait ces systèmes grâce à des tableaux et avait découvert la méthode qu’on appelle 
maintenant pivot de Gauss pour les résoudre. Au 17 e siècle, toujours pour résoudre des systèmes linéaires, Leibniz in- 
vente le déterminant. Cette notion est approfondie par Cramer qui découvre soixante ans plus tard la méthode qui porte 
maintenant son nom. Il faut attendre le 19 e siècle, pour que la notation matricielle sous forme de « rectangle (ou carré) de 
nombres » apparaisse. Gauss découvre le produit matriciel en dimension 3 et indique que la formule se généralise dans 
les autres dimensions mais sans détailler. Sylvester, le premier, dénomme ces rectangles de nombres du mot « matrix ». 
Dans tout ce chapitre, m, n, p, q, r sont des entiers positifs, IK désigne le corps IR des réels ou le corps C des complexes. E 
et F sont des K-espaces vectoriels. 
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25.1 Matrice à coefficients dans K 

25.1.1 Définitions 


^Définition 25 . 1 Matrice 

Soit K un corps et q, p g N* . On appelle matrice à q lignes et p colonnes à coefficients dans K toute application : 
A f [M]x[l,p] K 

'l (i,j) — a Uj 


que 


l’on note : 


colonne j 

( 

«il 


\ 

CLlp 


-ligne i 


V 


a q i 


a qp 




- Le coefficient de A qui se trouve à l’intersection de la z-ème ligne et de la y'-è me colonne est noté atj ou [A] y : 

i représente l’indice de ligne. 
j représente l’indice de colonne. 

- On dit aussi que A est une matrice q x p ou une matrice [q, p) à coefficients dans K. 

y- On note 9Jlq, p (K) l’ensemble des matrices à q lignes et p colonnes à coefficients dans IK. 


^ Notation 25.1 On notera aussi [A] ij le coefficient ay de A. 

Définition 25.2 Vecteur ligne, vecteur colonne d’une matrice 

Pour toute matrice A e 9Jlq, p (K) : 



on appelle, pour (z,y) e [ 1, c/| x [l,p] : 

- z-ème vecteur ligne de A le p-uplet L,- = . . , a- ltP ) e K p . 

- y-ème vecteur colonne de A le g-uplet Cj (ai, y, . . . , a q j ) e K q . 

Définition 25.3 Matrice ligne, matrice colonne 

- Une matrice colonne est une matrice qui ne possède qu’une seule colonne. 

- Une matrice ligne est une matrice qui ne possède qu’une seule ligne. 

Définition 25.4 <2 Matrice nulle 

On dit que A g dJlq iP (IK) est la matrice nulle de S ülq tP (Kl si et seulement si tous ses coefficients sont nuis. On la note : 
Om q , p m ou 0 lorsqu’aucune confusion n’est à craindre. 


Définition 25.5 v* Matrice carrée 

Une matrice possédant autant de lignes que de colonnes est dite carrée. On note ÜJl n (K) l’ensemble des matrices carrées 
à n lignes et n colonnes. 


Définition 25.6 Matrice identité 

On appelle matrice identité et on note l n la matrice de DJl n (K) donnée par : 

I« = 

1 0 ... 0' 

0 1 • - : 

g 9Jl„(K) 


: •• 0 
0 ... 0 1 ; 
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25.1.2 L’espace vectoriel ÜJl q<p (IK) 

On munit (IK) d’une addition et d’une multiplication par un scalaire. Le triplet (?0lq,p (K) , +, .) est alors un (K-espace 
vectoriel de dimension p q. 

Proposition 25.1 O Somme de matrices, multiplication d’une matrice par un scalaire ' 

- Soient A = (a,j),B = (bjj) e ÏÏSl Chp (IK). On définit A + B comme étant la matrice C = (c,j) e 9Jlq, p (K) donnée par : 

V (j,J) e [ 1 , q\ x [ 1 , p] , aj = a ifj + b t:j . 

- Soit A = (a,j) e 9Jlq, p (IK) et À £ K. On définit À - A comme étant la matrice D = (d P j) e (K) donnée par : 

V(î,7)e [1,<7] x [Lpjîÿ d itj - \a it] 


puni de ces deux lois (2J l q , p (K) , +, •) est un K-espace vectoriel. 

Démonstration : Laissée au lecteur. On vérifie aisément les différents axiomes définissant un espace vectoriel. 

| Exemple 25.3 



Exemple 25.4 Les matrices élémentaires de 9ÏÏ2.3 (K) sont 

p _ fl 0 Oi _ fo 1 01 _fo 0 1) _ fo 0 01 _fo 0 0) _ fo 0 Oi 

Eu (o 0 oj ,El ’ 2 (o 0 oj ’ El ' 3 (o 0 Op 2 ’ 1 (l 0 Op 2 ' 2 (o 1 Op 2 ’ 3 (o 0 lj' 

À titre d’exercice, et pour préparer le théorème suivant, montrer que cette famille de 6 matrices constitue une base de 
9ÏÏ2.3 (K). 


Théorème 25.2 O Base canonique de 9Jlq, p (K) 

La famille formée par les matrices élémentaires ^ x ^ est une base de 9Jl q , p (IK) appelée base canonique 

de %ytq,p (K). On en déduit que : 



Démonstration 
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Prouvons que cette famille 
Alors on a l’égalité : 


une famille de scalaires de K tels que : j a i,jf-i,j = 0. 



Par identification des coefficients de ces deux matrices, on a : Vi e [l, g] , Vj e [l, p] , oqj = 0 ce qui prouve la liberté de la 
famille ( E ij)- 

Montrons que cette famille est génératrice de VJÎ a n (IK). Soit A = a,- ,• € 3Jl 0 „ (K). On a clairement : A = 

Lf =1 L^ =l «jjEjj . Ce qui prouve que la famille (e ( -j j est génératrice de ffflq, p (IK). 


25.1.3 Produit matriciel 

On définit maintenant, quand c’est possible, le produit de deux matrices. Le théorème 25.10 page 957 explicite le sens de 
ce produit, il correspond en fait à la composition des applications linéaires. 


ZtÉFiNiTiON 25.8 O Produit matriciel 

Soit A e S ül r ,q (K) et B e StJt q>p (IK). On définit AB comme la matrice C de DJl r , P (K) définie par : 
v; e [1, r] V; e [l, p ] c,-j = [AB]*j = £ a Uk b k j 




colonne j 



Attention 25.5 On ne peut effectuer le produit de A g £0 î ri(? (K) et B g 9Jlq\ p (IK) que si q - q' ! 

Exemple 25.6 Si A = |o 2 j et B = | ^ ^ alors AB = | 0 4 2 | et BA = | ^ ^ j. Remarquons qu’en 

général, le produit AB peut exister sans que ce ne soit forcément le cas pour le produit BA. 

Il est souvent utile dans les exercices de savoir multiplier les matrices élémentaires. Pour ce faire introduisons le symbole 
de Kronecker. 
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Théorème 25.3 QQQ Produit de matrices élémentaires 

Pour deux matrices élémentaires de 9Jl„(IK), on a la formule importante suiv 

ante qui donne leur produit : 

| Efc/Epg = 8lpPkq | 



Démonstration Par un calcul direct. 


Proposition 25 .4 Règles de calculs avec les matrices 

Quant les produit suivants sont possibles, pour des matrices A,B,C et des scalaires a, P : 

1 Le produit matriciel est distributif à gauche par rap- 3 Le produit matriciel est associatif : (AB) C = A (BC) . 

port à l’addition : C (cxA+ PB) - aCA+ PCB. 

2 Le produit matriciel est distributif à droite par rap- 4 Le produit matriciel admet la matrice I„ comme 

port à l’addition : (cxA + PB) C = aAC + pBC. élément neutre :AI„ = I„A = A. 

Démonstration Laissée au lecteur. 

25.1.4 Transposition 

Définition 25.10 Q Transposée d’une matrice 

On appelle transposée de A g 2J l q , p (IK) la matrice noté f A g 9Jl p ,q (IK) dont les colonnes sont formées par les lignes de 
A. Autrement dit : 

Vi€[l,p], Vje[l,q], [ f A ] Uj = a j , i 


| Remarque 25. 1 Transposer revient à échanger les lignes et les colonnes d’une matrice. 



Démonstration : La linéarité ainsi que la relation *( f A) = A sont faciles à prouver. Pour la bijectivité, on propose deux méthodes : 

- On montre facilement que, si Ae KerO, on a ( r A) = 0 et donc A= f ( f A) = 0 et KerO = {0}, 0 est injective. Grâce à la formule du rang, 
on en déduit qu’elle est aussi surjective et donc bijective. 

- On peut aussi remarquer que O o O = id ce qui prouve que O est bijective et égale à sa fonction réciproque. 

I Remarque 25.2 En prenant un peu d’avance sur le paragraphe 25.3.4, L’opération de transposition est une symétrie 
par rapport à KerO - id = SP n (IK) parallèlement à KerO + id = sé n (K). 
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Proposition 25.6 Ç? Transposée d’un produit 
Pour tout A e 90î r><? (K) et B e ÎDÎ^p (K) : 

| f (AB) - r B f A | 

Démonstration On suppose que A = («/,*) e %Rr,q (K), que B = [bk,j] e ^q,p (K), C = AB = (c;j j e 9Jl r ,p (K) où c,-j = 
a i,k b k,j- On note aussi : 

• A' = t A= |a'. fc j e ÜJlq, r (K) avec pour tout i e [l, g] et tout k e [1, r], a'. k = a k q. 

. B' = *B = e aKp.g (IK) avec pour tout k€ |l, p] et tout j e [l, q\ , b' kj = bj )]c . 

• C'= t B r A=(c^.]€9Jt p , r (K). 

Pour tout i e [l, p] et je 11, r] : 

q q 

c 'i,j = .X b 'i,k a 'k,j = .X a ],k b k,i = c j,i 

et par conséquent, C'= f B f A = C = f AB. 

/K Attention 25. 8 Attention au retournement dans le produit. 

25.1.5 Avec Maple 

Voici une feuille de calcul Maple sur les matrices. On notera : 

- la première ligne qui sert à charger en mémoire les instructions maple pour faire du calcul matriciel. 

- la commande pour le produit de deux matrices : &* . Pour l’addition de deux matrices, on utilisera + et pour la multi- 
plication par un scalaire *. 

- la commande pour évaluer les matrices : evalm. 

> with (linalg) : #On charge la librairie de calcul matriciel 

> A:=matrix( [ [1,-1] , [D, 2] , [1, -3] ] >'; 


Il -il 
[ ] 

A := [Q 2] 
[ ] 

m -3] 


> B:=matrix( [ [2,0] , [1,-3], [-1,1]]); 

[ 2 0] 

[ ] 

B := [ % -3] 

[ ] 
[-1 U 

> C : =matrix ( [ [-1,1,0], [0,2,1] ] ) ; 

[-1 1 0] 
C : = [ ] 

[0 2 1] 

> evalm (2*A-B) ; ton calcule 2A-B 

[ 0 -2] 

[ ] 

[-1 7] 

[ ] 

[ 3 -7] 

> evalm (A&*C) ; ton calcule AC 

Ht -i -ai 

[ ] 

[ Q 4 2] 

[ ] 

[-1 -5 -3] 

> transpose (A) ; ton transpose A 

" 1 1 0 1 ] 

[ ] 

[-1 2 -3] 
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25.2 Matrices d’une famille de vecteurs, d’une application linéaire 

25.2.1 Matrice d’une famille de vecteurs relativement à une base 


Définition 25.11 O Matrice d’un vecteur relativement à une base 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie ne te- (ei e n ) une base de E. Soit x £ E un vecteur qui se 

décompose sur la base e en : 

x=xiei + --- + x n e n 

On appelle matrice de x relativement à la base e et on note Mat e (x) la matrice colonne donnée par : 

n ) 

: eOJt„,i(IK) 

Xn) 


Mate (x) = 


oùx=Y d X i e i 

\ tl ) 


I 1 ) 

Exemple25.9 On considère IR 3 muni de sa base canonique e = (e1.e2.e3). Soit v - (1, —2,3) e (R 3 . Alors Mat e [v) = -2 . 

V 3 J 

Remarque 25.3 Mat e (x) représente les coordonnées du vecteur x dans la base e. Il y a bien sûr une correspondance 
biunivoque entre les vecteurs de E et les matrices colonnes de taille n (qui contiennent les composantes de ces vecteurs 
dans une base fixée). De plus, « effectuer des calculs avec ces vecteurs » correspond à « effectuer des calculs avec ces 
matrices ». C’est le sens de la proposition suivante. 


Proposition 25.7 Tout K -espace vectoriel de dimension n est isomorphe à (IK) 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit e une base de E. L’application 0 : j ^ ^ Mat; 1 (x)^ c l u ' à 

vecteur associe la matrice colonne de ses coordonnées dans la base E est un isomorphisme de IK -espaces vectoriels. 


un 


Démonstration Si x = x ( - e,- et si y = y/ e ( - alors pour tout a, fi e IK, ax + fiy = (ax,- + fi y,) e,- donc il est clair que 

Mat e [otx + fi y) = cxMat e (x) + fiMate (y) et 0 est linéaire. Si x e Ker0 alors 0 (x) = 0 et les composantes de x dans la base e valent 
toutes 0. Donc x - 0 et 0 est injective. De plus, dimE = dimÛR^j (IK) donc 0 est bijective. 


/Définition 25.12 ^ Matrice d’une famille de vecteurs relativement à une base 

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension q e te- e q ) une base de E. On considère (fi,..., v p ) une famille 

de p vecteurs de E qui se décomposent dans la base e sous la forme : 

V/e[l,p] v ] = Y j a i , j e i . 

i = 1 

| On appelle matrice de la famille (ui,..., v p ) relativement à la base e et on note Mat e [vi,...,v p ) la matrice : 

l ’l - v p 

au a ip 


lT,a y-ème colonne de cette matrice est constituée des coordonnées du vecteur vj dans la base e. 


Exemple 25.10 On se place à nouveau dans R 3 muni de sa base canonique e - (e1.e2.e3). Soient v\ - (-1,3,0), V 2 - 

(-1 0 -3 1 1 

(0,-1, 5), V 3 = (-3,2, 1), u 4 = (1,0, — 1) e IR 3 et soit v = (ui, V 2 , V 3 , vf) alors Mat^u) = 3-12 0 . 

V0 5 1 -lj 
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25.2.2 Matrice d’une application linéaire relativement à deux bases 


('Définition 25.13 V Matrice d’une application linéaire relativement à deux bases > 

Soient : 

^ E un K-espace vectoriel de dimension pe te-(e\,...,e p ) une base de E. 

2 F un K-espace vectoriel de dimension q et / = (/i , . . . , f q ) une base de F. 
m uei?(E,F). 

On appelle matrice de u relativement aux bases f et e et on note Matp^ e (m) (ou Mat e j (u)) la matrice q x p donnée 
par : 


» 9 > “!■) 

t Y Y 



' a n 

a n 

«1 P 

-/1 

Mat /_<, (m) = 

an 

dij 

à\ p 



a q 1 .gfë 

dqj 

a qp 



où [a\j,. . . , a q j) sont les composantes du vecteur u (ej) dans la base /. 

Autrement dit : Maty^ e (u) est la matrice de la famille de vecteurs ( u (ei) u (e p )) relativement à la base / : 

Mat (u) = Mat f (u(e i) ( e p )) . 

V y 


I Remarque 25.4 Les notations utilisées sont un peu lourdes mais elles rendront très simples à retenir les formules de 
changement de base. 


Exemple 25.11 Donnons deux exemples : 

- Soit E = IR 3 muni de sa base canonique e et F = R 2 muni de sa base canonique /. Soit u : 

{ p t p 

( xyz ) . , ( x +y-z2x-y + 3z) alorscornme M tei) - (L 2 )> «(^2) = (1,-1) et w(e 3 ) = (-l,3),Mat/^ e (u) = 

f! V -1] 

(2 -1 3 )' 

- Soit E = i 3 [X] muni de sa base canonique e et u : j 0 > p/ alors u{\) = 2, u(X) - 2X-1, w(X 2 ) = 2X 2 -2X 


et m(X 3 ) = 2X 3 - 3X 2 . Il vient alors Mat e (u) = 


2-10 0 
0 2-20 
0 0 2 -3 

,0 0 0 2 ) 


Définition 25.14 Ç* Matrice d’une forme linéaire relativement à une base 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension nete= {e\ e n ) une base de E. Si (p est une forme linéaire sur E, on 

appelle matrice de (p relativement à la base e la matrice ligne 1 x-n donnée par : 

Mat e ((p) = (<p(ei),...,<p(e„)) 


Proposition 25.8 V Une application linéaire est entièrement déterminée par sa matrice dans deux bases 

Soient : 

1 E un K-espace vectoriel de dimension p et e = (ei, . . . , e p ) une base de E. 

2 F un K-espace vectoriel de dimension q et / = (/1 , . . . , f q ) une base de F. 
l’application : 

0 . f Ü?(E,F) — m q , p (K) 

' [ u ' — ► Mat f^eiü) 

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, si M e 0Jî^ iP (K), il existe une unique application linéaire 
u £ 5£ (E,F) telle que 0 -1 (M) = u. On dit que u est l’application linéaire de E dans F représentée par M dans les bases 
J' de E et f de F. | 
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Démonstration 

• On vérifie tout d’abord que 0 est linéaire. Soient a, P e K et soient u, v e SB (E,F). On suppose que 0(u) = Mat f^ e (u) = 
A = e ajl^p (K), que 0(u) = Maty^ e (u) = B = j e ÜJ lq iP (IK) et que 0(au + Pu) = Maty^ e (au + Pu) = C = (cjj) e 
91lq,p (IK). Par conséquent : 

Vy e [l,p] , w(ey) = p a kJ f k et u(ey] = p b kJ f k . 

Par suite, pour tout je [l, p] : 

(au + pu) (e/) = £ c k ,jf k = «H (ey) + P»(«y) = ^ (««fcy + P&fcy) îk- 

Par identification, la famille f formant une base de F, on a : 

Vfce [l,p] , Vy e [l,p] , c kJ = aa kj +f>b k] 
ce qui prouve que : C = aA + PB et que 0 est linéaire. 

• 0 est injective. En effet, si u e ,S?(E,F) est telle que 0(u) = 0 alors Vy e [l,p] , u(eyj = L^ =| 0.f k = 0. u s’annulant sur une 
base de E ne peut que s ’ annuler sur E tout entier et donc u = 0. On en déduit que Ker 0 = {0} et que 0 est injective. 

• 0 est surjective. Soit A = [a ( ',y j e 9Jtg,p (IK). Considérons l’application linéaire u e S£ (E,F) donnée par : Vy e [l, p] , u |ey j = 
T. k=l a k,jfk (Rappelons qu’une application linéaire est complètement déterminées parles valeurs qu’elle prend sur une base de 
l’espace vectoriel sur lequel elle est définie). On a clairement 0 (u) = A ce qui prouve que 0 est surjective. 

Plan 25.1 : | Autrement dit : | 

Avec les notations précédentes, se fixant une base e dans E et une base f dans F. 

• Toute matrice de ï üïq rP (K) est celle d’une application linéaire u e SB (E,F) dans les bases e et f. 

• Réciproquement, à toute application linéaire de SB (E,F) correspond une et une seule matrice de S ülq, p (K) qui 
la représente dans les bases e et f. 

En utilisant ces deux dernières propositions, on obtient : 


Corollaire 25.9 

Soient E et F deux K-espace vectoriel de dimension finie, soient e et f des bases respectives de E et F. Si on note 
p = dimE et q - dimF, on a : 


| dim SB (E,F) - dimgft^p (IK) - qp 


Démonstration : En effet, deux IK -espaces vectoriels isomorphes ont la même dimension. 

Le théorème suivant justifie la définition du produit matriciel. Composer des applications linéaires revient à multiplier les 
matrices correspondantes. 


Théorème 25. 10 V Fondamental ! Matrice de la composée de deux applications linéaires 

Soient : 

1 E un IK-espace vectoriel de dimension p et e — (e\, . . . , e p ) une base de E. 

2 F un K-espace vectoriel de dimension q et / = (/i , . . . , f q ) une base de F. 

3 G un K-espace vectoriel de dimension r et g = (gi , . . . , g r ) une base de G. 

4 ueSB(E,F) et ne SB (F, G), 
alors : 


Démonstration Notons : A = [«i'.y'j = Mat (u) B = (bi",y"j = Matg^y (u) et C = (cyy j = Matg^ e (u° u). Soient y e 
[l,p] etieH,r].Ona:(uou)(ey] = u(u(ey]] = u(l^ =1 « fc ,y/ fc ) = L q k=l a kJ v[f k ) = 'L q k=l a k jL r i=1 b i:k gi =L q k=l I. r i=l b uk a kij gi = 

Et par identification : cîj = £? =1 bj k a k i cequi prouve le résultat. 

Enfin, on écrit le calcul de l’image d’un vecteur par une application linéaire peut s’effectuer, en dimension finie, au moyen 
des matrices. 
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a : | \ 

Proposition 25.11 V Ecriture matricielle de l’image d’un vecteur par une application linéaire 

Soient : 

1 E un K-espace vectoriel de dimension p et e = (ei, . . . , e p ) une base de E. 

2 F un IK-espace vectoriel de dimension q et / = (/i , . . . , f q ) une base de F. 

3 «ei?(E,F). 
alors : 

Autrement dit, si Y = Mat/ [u (x)), A - Mat /_ e (w) et X = Mat e (x), on a : | Y = AX | . 

v . 1 

Démonstration Posons A = e (K), X = (xy) e 9Jl Pi i (K) et Y = (y,-) e 9Jl^i (IK). On a : u{x) = u(E/ =1 Xjej j = 
Iy =1 x ]u[ e j) = I y =1 xj Ef =1 atjfi = lf =| E/ =1 °i,] x jfl = E? =1 yrfi- Par identification, on a bien : 


Vie [Ml. JY = É a i,j x j 


ce qui prouve le résultat. 

Exemple 25.12 

- Soit deux applications linéaires 

[R 3 — » R 2 

M '| (x, y, z) > — » {x-y, x+y+z) 

On note e la base canonique de R 3 et / la base canonique de R 2 . 

1. On écrit Mat/^ e (u) = || ^ !j*j etMat e _/(p) = |l 2 

2. On écrit maintenant Mattel p o u ) et Mat/^/ («o p). On sait que 


Mat e ^ e (po u) - Mat e ^f (p) x Mat/^ e (m) = 1 2 

U -1 


R 2 — » R 3 

(x,y) 1 — » (x + y, x + 2y, ; 


Mat /_/ (uo v) - Mat/^ e (u) x Mat e ^/ (p) x 


C ■/ î) : 


1 1 
1 2 | = 
1 -lj 


0 l) 

1 2 


'° - 1 ) 
3 2 


3. Donnons l’expression analytique de «o p et po w. On utilise le théorème 25.1 1. 

( 2 0 lïïxl / 2x+ z 3 

D’unepart 3 1 2 y = 3x + y + 2z donc mo p(x,y,z) = (2x + z,3x + y + 2z,- 

lo -2 -ijUi V -2 y-z ) 

(0 -lHx] = 

2) (y) \3x+2y) 


■2 y-z). 


D’autre part . 


et vou(x,y) = (-y,3x + 2y). 


25.3 Matrices carrées 

25.3.1 Définitions 

Rappelons qu’une matrice est carrée si et seulement si elle possède autant de lignes que de colonnes. L’ensemble des 
matrices carrées de taille n est noté (K). 


Proposition 25.12 

- (DJÎ n (K) , +, •) possède une structure d’espace vectoriel de dimension finie n 2 . 

- (9Jl n (K) , +, x) possède une structure d’anneau unitaire (non commutatif). 

Démonstration Le premier point est un corollaire immédiat des propositions 25. 1 et 25.2. On vérifie facilement les axiomes d’un 
anneau pour (9Jl n (K) , + , x ) . 
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I Remarque 25.5 Comme (Wl n (K) , +, x) est un anneau, pour deux matrices A, B g ÜJl n (K), on pourra utiliser la formule 
du binôme de Newton (voir le théorème 19.17 page 725) dès que A et B commutent, c’est-à-dire dès que AB = BA. 

71-1 1 A 70 -1 1 ) 

Exemple 25.13 Calculons les puissance de A = 0 1 - 1 . On remarque que A = I3 + B avec B = 0 0 - 1 . 

V0 0 1 J vo 0 0 ) 

70 0 1\ 

On remarque aussi que B 2 = 0 0 0 et que B 3 = 0. Comme I3B = BI3 = B, 

VO 0 0 J 

écrire pour n^2: 

*-(i 

Par un calcul direct, on montre que cette égahté reste correcte si n - 0, 1 d’où 


on peut appliquer la formule du binôme et 
-n ^11) 


le résultat. 


Définition 25.15 Matrice d’un endomorphisme dans une base 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension ne te une base de E. Soit n g if (E) un endomorphisme de E. On appelle 
matrice de l’endomorphisme u dans la base e la matrice notée Mat e (u) et donnée par : 

Mat e («) — Mate^e (w) 

Remarquons que Mat e (u) est une matrice carrée : Mat e (n) g 9Jt„ (K). 


Proposition 25.13 O Un endomorphisme est entièrement déterminé par sa matrice dans une base 

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension ne te une base de E. Alors, l’application 

Q f if (E) — 2H„(IK) 

' ( u • — *• Mate (w) 

est un isomorphisme d’anneaux et d’espaces vectoriels. 

En particulier, si M g 9JÎ„ (K), il existe un unique endomorphisme n G if (E) tel que 0 _1 (M) = u. On dit que u est 
l’endomorphisme de E représenté par M dans la base e. 


Démonstration Le fait que 0 est un isomorphisme d’espaces vectoriels est un cas particulier du théorème 25.8. Par ailleurs, si 
u,veS f (E) alors 0 (u° p) = Mat e [u°v) — Mat e (n) Mat e O) = 0 (u) 0 (u) ce qui prouve que 0 est un morphisme d’anneaux. 

Plan 25.2 : | Autrement dit : | 

Avec les notations de la proposition précédente, se fixant une base e de E : 

• A toute matrice A de S ül n (IK) correspond un et un seul endomorphisme u de E dont la matrice dans la base e 
est A. 

• Réciproquement, à tout endomorphisme de E correspond une et une seule matrice de DJl„ (IK) qui le représente 

dans la base e. 


25.3.2 Éléments inversibles dans Wl n (K), groupe GL„ (K) 


Définition 25.16 Matrice inversible 

On dit qu’une matrice carrée A g 9J l n (K) est inversible si et seulement si il existe B g DJÎ n (K) tel que : 

AB = l n et BA = I„ 

Si tel est le cas B est unique et est appelée matrice inverse de la matrice A ; on la note A -1 . L’ensemble des matrices de 
taille n est noté GL„ (h). 


Démonstration : Soit B et B' deux matrices de 9Jl n (K) telles que AB = BA = l n et AB' = B'A = I n . On a donc 
B = BI n = B (AB') = (BA) B' = I„B' = B'. 


| Exemple 25.14 
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est inversible. En effet, cherchons son inverse sous la forme B = ^J. Comme AB = I 2 on a le 

qu’on résout et on trouve B = ^ j . On vérifie que AB = BA = I 3 donc B = A -1 . 


Remarque 25.6 On comprend grâce à cet exemple qu’il va falloir développer des outils plus sophistiqués si on 
veut montrer sans trop de calculs qu’une matrice est inversible. Ces outils seront le rang (voir paragraphe 25.5) et 
le déterminant (voir paragraphe 25.6). On montrera aussi dans ce dernier paragraphe comment, grâce à la notion de 
comatrice, on pourra calculer l’inverse de matrices inversibles de taille pas trop grande. 

La proposition suivante permet de traduire la notion d’inversibilité entre les matrices et les applications linéaires. 


•*-(ï 1) 

f x + z- 1 

I y+t = 0 

1 z = 0 


Proposition 25. 14 O Une application linéaire est inversible si et seulement si sa matrice est inversible 

Soient e et / des bases respectives des K-espace vectoriels E et F tous deux de dimension n, u e 5£ (E,F) et A =1 
Maty^ e (u). Alors A est inversible si et seulement si u est un isomorphisme. 


Démonstration 

| => | Supposons que A est inversible. Alors il existe B e 9Jî n (K) tel que AB = BA = l n . Soit v élément de 5£ (E,F) tel que B = 
Mat e ^f (u) - On a : 

Matg_g (Idg) = l n = BA = Matg^ ( v ) Maty^g (u) = Matg^g [vo u) . 

Par conséquent v°u = Idp . De même, on a : 

Mat f<_f (Idp) = l n = AB = Maty*, e (w) Matg^y ( v ) = Mat y_y (u°v). 

Par conséquent u° v - 1 dp. On a ainsi prouvé que u est un isomorphisme de E dans F d’application réciproque v. 

| <= | Réciproquement si u est un isomorphisme de E dans F alors notons v : F — E son application réciproque. Posons B = 
Mat e ^f (v). On a : 

AB = Maty^g (u) Mat e _y ( v ) = Ma ty^y {u°v) = Mat y^y (Idp) = I„ 


BA = Matg^y (u) Mat y^ e (m) = Matg^g (u° u) = Matg^g (I dp) = I n 
et donc A est inversible de matrice inverse B. 


Proposition 25.15 O Si E est de dimension n, GL„ (K) et GL (E) sont des groupes isomorphes " 

1 (GL„ (IK) , x ) est un groupe (en général non abélien). 

2 Si E est un IK-espace vectoriel de dimension n et si e est une base de E, l’application 

| GL (E) — GL„(K) 

' ( u * — *' Mate (m) 

est un isomorphisme de groupe. 

v 

Démonstration 

• 0 est bien définie car si u est un automorphisme de E alors Mat e (m) est inversible. 

• 0 est un morphisme de groupe : si (u, v ) e (GL(E)) 2 , alors 0 ( w o v) ~ Mate (uo v) = Mate (w) Mate (u) = 0(n) 0(u). 

• 0 est injective car si 0 (u) = l n alors Mate (w) = l n et donc u - 1 dp. 

• Enfin, 0 est surjective car toute matrice de GL n (K) représente un automorphisme de E. 

I Remarque 25 . 7 Les deux démonstrations qui viennent sont typiques de ce chapitre. Pour démontrer une propriété sur 
les matrices, on la transcrit en terme d’application linéaire. Vous devez vous familiariser avec cette gymnastique. 


Exemple 25.15 On reprend la matrice A = j j de l’exemple 25.14 p. 959. 

A est la matrice, dans la base (1,X), de l’endomorphisme u de Ki [X] dans lui-même défini par w(P) = P(X+ 1). 

Il est clair que l’endomorphisme v de Ki [X] dans lui-même défini par u(P) = P(X- 1) "défait ce que fait u" et donc que 
u et v sont inverses l’un de l’autre. Donc A est inversible d’après la proposition 25.14 p. 960. De plus A -1 est la matrice 


de v dans la base (1,X), à savoir U 
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Théorème 25.16 W Une première caractérisation des matrices inversibles 

Soient A, B e (K) . On suppose que : 

AxB = I„ 

alors A et B sont inversibles et inverses l’une de l’autre : B = A -1 et A = B -1 . 

Démonstration Soient E un espace vectoriel de dimension n, e une base de E et soit u l’endomorphisme de E représenté par A 
dans la base e et v l’endomorphisme de E représenté par B dans la base e. Comme AB = l n , on a : l n = AB = Mate (u) Mat e ( v ) = 
Mat e (m° v) = Mate (Me)- Rar conséquent : u° v - Idg. On en déduit que d’après le théorème 24.30 page 912 que u est inversible 
d’inverse v et donc que A est inversible d’inverse B. 



Démonstration Soient E un espace vectoriel de dimension n, e une base de E et soit u l’endomorphisme de E représenté par A 
dans la base e : A - Mat e (u). Soient X e îfR n | (K) etxle vecteur de E tel que Mat e (x) = X. On a : 


AX = 0 <=> Mate (n) Mate (x) = 0 <=> Mat e (m (x)) = 0. 

Si A est inversible alors u est un isomorphisme. Donc AX = 0 n’est possible que si u (x) = 0 c’est-à-dire si x = 0. Par conséquent 
X = 0. Réciproquement, si AX = 0 entraîne X = 0, alors u (x) = 0 entraîne x = 0 et donc Ker u - {0} par suite u est injectif. Comme 
u est un endomorphisme, u est donc aussi surjectif d’après le corollaire 24.29 page 912 et définit bien un isomorphisme. Par 
conséquent A est inversible. 



Démonstration Supposons que A et B soient inversibles. Il existe alors A', B' e 9Jl n (IK) telles que : AA' = l n et BB' = I n . Montrons 
que : B' A' est la matrice inverse de AB ce qui prouvera le résultat. Il suffit pour ce faire de remarquer que : 


ABB'A' = A BB' A' = AA' = I„. 



Démonstration : On a la série d’équivalences : 

Ae GL„ (K) <=> BB e M n (K) : AB = l n <=> BB e 9Jl„ (IK) : r (AB) = h n <=> BB e m„ (K) : f B f A = I„ » f Ae GL„ (K) . 



Exemple 25. 16 On a vu au chapitre 2 que si ~u est un vecteur du plan de coordonnées (x, y) dans une base orthonormale 
directe e = (T, f) et si Rq est la rotation vectorielle d’angle 0 e IR alors les coordonnées de Re ( ~u ) dans e sont : [x' , y') - 
(cos0x + sin0y,-sin0x + cos0y) . On a donc : 


Mate (Re) Mate (R-e) = 


cos0 sin0 H cos0 -sin0 ) _ ^ 
-sin0 cos0 sin0 cos0 j ^ 


Remarquons que (Mat e (Re)) 1 = TVIate (Re). Les matrices inversibles A dont la matrice inverse est égale à leur trans- 
posée : C A sont dites orthogonales. 
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B 10 22 | Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 à Lyon, mort le 22 janvier 1922 à Paris) [ . 

Mathématicien Français. Camille Jordan est issu d’un milieu favorisé. Son père 
était polytechnicien et sa mère était la soeur du peintre Pierre Puvis de Cha- 
vannes. Il fait des études brillantes et intègre Polytechnique à la première place. 

Il devient ingénieur du corps des mines et mène en parallèle des recherches math- 
ématiques. En 1876, il succède à Cauchy comme enseignant à l’école Polytech- 
nique. 

Ses travaux mathématiques portent sur la géométrie, (courbes de Jordan), mais 
également sur l’étude du groupe des permutations, et les séries de Fourier. Il 
est aussi l’auteur d’un procédé de réduction des endomorphismes tellement utile 
qu’il est parfois nommé « jordanisation des endomorphismes ». Réduire un en- 
domorphisme consiste à trouver une base dans laquelle sa matrice prend une 
« forme simple ». Dans le cas de la jordanisation, il s’agit d’une matrice diago- 
nale par blocs dont les blocs sont des matrices de Jordan (voir l’exercice 25.58). 

Ce procédé est en particulier important pour résoudre certaines équations dif- 
férentielles. Ajoutons que Jordan était réputé pour l’excentricité de ses notations. 

Il prend sa retraite en 1912. Celle ci est marquée par le décès de trois de ses huit 
enfants durant la première guerre mondiale. 



25.3.3 Trace d’une matrice 


Définition 25.17 0 Trace d’une matrice carrée 

Soit A = [dij) e DJl n (K) une matrice carrée. On appelle trace de A et on note Tr (A), le scalaire : 
Tr (A) = £« w 


| Remarque 25.8 La trace de A e 9Jt„ (IK) est égale à la somme des éléments diagonaux de A. 


Proposition 25.20 O Propriétés de la trace 

- L’application Tr : | ^ J est un forme linéaire. En particulier, si a, (3 e K et si A, B e DJÎ n (IK) alors 

( A 1 » tr (AJ 

| Tr (cxA + PB) - qTr (A) + [3Tr (B) | 

- VA,Be9JÎ„(K), | Tr (AB) - Tr (BA) | 


Démonstration 

- La linéarité de la trace est laissée en exercice. 

- Soient A, B e ÜJt n (IK). On suppose que A= etB= (feyj. On a :Tr (AB) = £" =| (zjL, etTr (BA) = (^fc=l a k,i^>i, 

et ces deux quantités sont bien égales. 


_Plan 25.3 : | En résumé : Opérations sur les matrices [ . 


1 Si A, B e 9Jlq jP (K) et si a, P e K, alors : 
r ( f A) = A 

f (aA+pB) =a*A + |3 f B 
*(AB) = *B f A 

H Si A,BeGL„ (K), 

(AB) -1 = B -1 A -1 


f*A)%(A -1 ) 

3 Si A, B e 9Jt„ (IK) et si a,|3e K, alors : 

Tr (aA + (5B) = aTr (A) + (3Tr (B) 
Tr (AB) = Tr (BA) 
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25.3.4 Matrices carrées remarquables 

Matrices scalaires, diagonales, triangulaires 

Nous allons nous intéresser à deux types particuliers de matrice dans cette section : les matrices diagonales et les matrices 
triangulaires. Les premières se multiplient et s’inversent très facilement (quand c’est possible évidemment). Avec les 
secondes, les calculs sont plus difficiles mais moins que dans le cas de matrices quelconques. 


^Définition 25.18 9? Matrices scalaires, diagonales 

- Une matrice D g S ül n (IK) est diagonale si et seulement si : 


Vije[l,nl 

S 


Vo ... 0 x n ) 

On notera D = Diag(Ài, . . . , À2) ainsi que Qs n (IK) l’ensemble des matrices diagonales de taille n. 
Les matrices diagonales de la forme Diag (À,..., À) où À. g K sont appelées matrices scalaires. 


| Remarque 25.9 Une matrice A g 9)1 n (K) est scalaire si et seulement si il existe À g K tel que A = ÀI„. 


Définition 25.19 Matrice triangulaire supérieure 

On dit que T g 9)1 n (K) est triangulaire supérieure lorsque : 


N 

y i, je 11, ni i > j => t uj 

= 0 


T est de la forme : 

T— 

'tu ... tint 

0 f22 




i 0 ... o t nn \ 



[On note 3~ n (K) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n. 

J 


Proposition 25.21 Dimension du sous-espace des matrices diagonales et du sous-espace des matrices triangu- 
laires 

1 Le sous-ensemble des matrices scalaire de 9Jl n (IK) est un sous-espace vectoriel de 9)1 n (K) de dimension 1. 

2 Le sous-ensemble des matrices diagonales Qs n (K) de S Ul„ (K) est un sous-espace vectoriel de 9R n (IK) de dimen- 
sion n. 

3 Le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieures 3~ n (K) de S Jl n (K) est un sous-espace vectoriel de 

S ül n (K) de dimension ^ . 


Démonstration 

• Le fait que chacun de ces quatre sous-ensembles de 9)1 n (K) sont des sous-espaces vectoriels de 9)1 n (IK) est laissé en exercice au 
lecteur. 

- La matrice identité engendre clairement le sous-ensemble des matrices scalaire de 9)1 n (IK) . Par conséquent ce sous-ensemble est 
de dimension 1. 

- Les matrices élémentaires (t*-/.i)/eL I «1 en § en drent clairement le sous-ensemble des matrices diagonales S) n (K) de 9)1 n (K). 
Comme cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre et forme donc une base de 5) n (K)- Par conséquent : 
dim (K) = n. 

- De même les matrices élémentaires (p/jj . ^ engendrent le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieures 3~ n (K) 

de 9)1 n (K). Comme cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre et forme donc une base de 3~ n (K). Il y a 

— - de telles matrices et donc : dim, 5” >, (IK) = — -. 


Proposition 25.22 9? Opérations algébriques avec les matrices diagonales et les matrices triangulaires 
supérieures 
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- Si Di et D2 sont deux matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont respectivement Ai , . . . , X n et pi , . . . , p„, 
Di D2 est diagonale et ses coefficients diagonaux sont Ai pi , . . . , A n p n . 

- Si Ti et T2 sont deux matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont respectivement À| \ n 

et pi,..., pn, T1T2 est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont Ài pi A rt p rt . 

- Si N e SDÎ/j (IK) est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuis, alors N” = 0 ; on 
dit que N est nilpotente. 

Démonstration Exercice. 


'COROLLAIRE 25.23 O Inverse d’une matrice diagonale et d’une matrice triangulaire ' 

• Une matrice diagonale D = Diag (Ai, ... , K n ) est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non 
nuis. Dans ce cas : 

D -1 = Diag(Ai _ 1 ,...,A„ _1 ) 

• Une matrice triangulaire supérieure T e (K) de la forme : 


'tu * 

0 f22 

, 0 ... 


0 


est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuis. Dans ce cas, T 1 est de la forme : 



Démonstration 

• Soit D = Diag(À| , . . . , \ n ) une matrice diagonale. Supposons que : Vfce [l,n] , Aj. / 0 alors clairement la matrice Diag(Ai _1 ,...,A n _1 ) 
est la matrice inverse de D. Réciproquement, si un des coefficients. Ai par exemple est nul. Alors, posant X = '(1,0,..., 0) e 

(IK), on a AX ~0etX/0 donc,appliquant la proposition 25. 17, An ’ est pas inversible. 

• De même si T est une matrice triangulaire supérieure telle que ses coefficients diagonaux sont non nuis, alors en posant X = 
c (xl, ...,x n ) e 0Jl„i (IK), on a: TX = 0 si et seulement si : 

[ AiXi + ai t 2X2 + ai t3 X3 + ... + ai, n Xn=0 
\2X2 + (12,3X3 + . . . + «2 ,nXn = 0 


A n x n - 0 


comme les A;, pour i e [1, n\ sont non nuis, ce système possède comme unique solution le n-uplet nul donc X = 0 et appliquant 
à nouveau la proposition 25.17, A n’est pas inversible. Réciproquement, si un des coefficient. Ai par exemple est nul, alors en 
posant X= f (l,0,...,0) e 9Jl n , i (IK), on a AX = 0 etX/0 donc, appliquant la proposition 25.17, A n’est pas inversible. 

Matrices symétriques, antisymétriques 


Définition 25.20 O Matrices symétriques, antisymétriques 

Soit A e 9 JÎ„ (K). 

- On dit que A est symétrique si et seulement si 'A = A c’est-à-dire si et seulement si : 

Vi.ye [l,n] djj = üij 

L’ensemble des matrices symétriques de taille n est noté Sé n (K). 

- On dit que A est antisymétrique si et seulement si f A = - A c’est-à-dire si et seulement si : 

V i, j e [1, ni aj,i = - ai,j 

^ L’ensemble des matrices antisymétriques de taille n est noté si n (K) à n lignes et n colonnes. 
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I Retnarque 25.10 Par définition, si A= (ay) G 911 n (K) est antisymétrique, et si i G [1 ,n\ alors a i;! - = -a,- ,- et donc 
a.i'i = 0. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont donc nuis. 


(Proposition 25.24 


1 

| Sf’n (K) et sd n (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de 911 n (K). De plus : 


n(n+ 1) | 



dim SP n (K) = 2 1 et 

dômsdn (K) = 2 1 


Démonstration Posons, pour tout i, j e [1, n] , i < j posons F y = E y + E y et Hy = By - Ey où Ey désigne la matrice 
élémentaire ( i,j ). On a : 

.^„(IÜ) = Vecf|Fy,H M | /, y e 1 1 , «J , ï < y| 
et 

s4 n (K) = Vect ({Hy | i, j e 11, ril,i< ./j] 

ce qui prouve que ces deux ensembles sont des sous-espaces vectoriels de 911 n (IK J . De plus, on vérifie facilement que les familles 
(Fy ,Ey | i,j e [1, nj , i < /j et (Hy I i,j e [1, n\ , i < /j sont libres de cardinal respectif U + ^ et — — . Elles constituent 

donc des bases de, respectivement, Sf n (K) et si n (IK) ce qui donne leur dimension. On vérifie de plus facilement que si une matrice 
est à la fois symétrique et antisymétrique, elle est nulle et donc SP n (IK) n sd n (IK) = {0}. Comme de plus : dimS^ n (IK) + dim.«/ n (IK) = 
dim'JJi,, (IK) = n 2 on peut affirmer que ces deux sous-espaces sont supplémentaires dans 911 n (IK). 

Matrices de changement de base 

Comme leur nom l’indique, les matrices de changement de base vont nous permettre de calculer la matrice d’une appli- 
cation linéaire dans des bases données quand on connaît cette matrice pour d’autres bases. 


Définition 25.21 O Matrice de changement de base 

Soient e = (ei, . . . , e n ) et f - (f\,. ..,f n ) deux bases du (K -espace vectoriel E de dimension n. On appelle matrice de 
passage de e à f (ou matrice de changement de base) et on note P e ^f la matrice de la famille (/i, . . .,f n ) relativement 
à la base e : 


P^/=Mat e (/i 


| Remarque 25. 1 1 P e ^f g 9R n (IK) . 


Proposition 25.25 0 Propriétés des matrices de changement de base 

Soient e, f et g trois bases du K-espace vectoriel E de dimension n. On a : 


i 

| P e ^f = Mat e ^f {id[[) | 


2 

| P e^g = P e-/ x P f^g | 


3 P e ^f est inversible et : 


|[P^/] -1 = P/^| 


v 

J 


Démonstration 

1 La première égalité est laissée en exercice. 

g|| On a, par application du théorème 25. 1 0 : P e ->f x P f_g = Mat e ^f {id^xMaff^gtidy) = Mat e ^g {id^ ° id^) = Mat e ^ g (idg) = 

IV 

çj Par application de la proposition précédente, on a : P e _y x P f_ e = P e _ e = l n et P f_ e x P = P = l n Par conséquent, 

P e ^f est inversible et : [ p e^/] = P/-> e . 

Corollaire 25.26 00 Caractérisation matricielle de la liberté d’une famille de vecteurs 

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, e une base de E et x une famille de n vecteurs de E. Alors, la famille x 
est libre si et seulement si la matrice des n vecteurs de la famille x dans la base e : Mat e (x\,...,x n ) est inversible. 

Démonstration 
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| => | Supposons que la famille x soit libre. Comme elle est de cardinal n, elle forme une base de e et donc, appliquant la propriété 
précédente, Mat e (X] ,...,x n ) = P e ->x est une matrice de passage de la base e a la base x et est donc inversible. 

| <= | Réciproquement, si Mat e (x\,.. ,,x n ) est inversible alors cette matrice représente un automorphisme u de E dans la base e 
et comme l’image d’une base de E par un automorphisme de E est une base de E, on en déduit que x est une base de E. En 
particulier x est libre. 


Proposition 25.27 O Toute matrice inversible s’interprète comme une matrice de changement de base 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension ne te une base de E. Alors pour toute matrice inversible A e GL n (K), il 
existe une unique base e' de E telle que A = P e ^ e i . 

Démonstration Soit A e GL„ (K). Les vecteurs colonnes de A sont les coordonnées d’une famille de vecteurs f dans la base e : 
A= Mat e {fi,..., fn). Par application de la proposition précédente, la famille f est libre et donc A= Mat e (/) = P e _f. 

Matrices de transvection et de dilatation, opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice 

On considère dans tout ce paragraphe une matrice 


( « 1,1 ••• «i,p \ 

: : e m n , p (K) . 

«n, 1 • • • tin, p J 

Définition 25.22 Opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice 
On appelle opération élémentaire sur les lignes (respectivement sur les colonnes) de la matrice A une des opérations 
suivantes : 

Q Addition d’une ligne (respectivement d’une colonne) à une autre ligne (respectivement à une autre colonne). 

@ Multiplication d’une ligne (respectivement d’une colonne) par un scalaire | non nul | . 

0 Échange de deux hgnes (respectivement de deux colonnes) 


^ Notation 25.17 On note, pour tous i,j e [1, n\ et tout À e K* : 

- L,- — ÀL ( - la multiplication de la ligne i par le scalaire À. 

- L,- — L,- + XLj l’addition de la ligne ÀL j à la ligne L;. 

- L j ** Lj l’échange des lignes i et j. 

On a des notations analogues avec les colonnes. 

Nous noterons, pour tout i e II, n\ et tout je [l, p \ , E i; - la matrice élémentaire de (IK) dont tous les coefficients sont 
nuis sauf celui à l’intersection de la i-ème ligne et de la j-ème colonne et qui vaut 1. 



Démonstration Par un calcul direct. 


Proposition 25.29 O Traduction des oec en termes matriciels 
On a le tableau de correspondance : 


| k || oec | matrice P | 


1 

Ci ■*— ÀC i + XCj 

Ip + ÀE ij 

Matrice de transvection 

2 

Ci -AC,- 

Ip-Eü + XEu 

Matrice de dilatation 

3 

n 

1 

Ip —En —Ejj + E jj +E ji 



qui se ht ainsi : 

Effectuer l’opération élémentaire n°fc sur les colonnes de A revient à multiplier A | à droite | par la matrice inversible P 


Démonstration Par un calcul direct. 
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25.4 Changement de base 

25.4.1 Pour un vecteur 


Proposition 25.30 O Formule de changement de base pour un vecteur 

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension n. Considérons e et / deux bases de E et x £ E. Alors : 


| Mat/ ~ 


x ) = P f^ e x Mat e M I 


Démonstration Posons Matf (x) = (x'.j e (IK), Mat e (x) = (X;) (K) etPf^ e = e 9Jln,n (K). On 


Par conséquent : 


*=M/l=IX y e 


VieU./i], e J =Ÿ j a it jf i . 


x - 

- fxjJfoij/l) 

= £(£«ljX;)/l 

i=l V;'=l J 


= £xj/ t 

Donc, par identification, on a bien : Vi e [1, n] , X'. = Z”_j a i,j^j ■ 


On peut aussi prouver ce résultat de la façon suivante : 

Mat f ( x ) = Mat f (Id E (x) ) 

= Mat f— e (l d E ) x Mate (x) par application de 25. 1 1 
= P/^e x Mate M 


25.4.2 Pour une application linéaire 

Proposition 25.3 1 O Formule de changement de base pour une application linéaire 

On considère : 

• e et e' deux bases du K-espace vectoriel E 

• / et f deux bases du IK-espace vectoriel F 

et u e 5£ (E, F) . On a la formule de changement de base : 

I Mat f (m) = P x Mat f^ e (u) x P e ^ e , | 


Démonstration Soit x e E et y = u(x). Soit X = Mat e (x), Y = Matf (y), X' = Mat e i (x). Y' = Mat p (y), A = Matf_ e (n) et 
A' ~ Matyv_gf (u). On a, par application du théorème 25.11 : Y = AX et Y' = A'x'. De plus, par application de la proposition 
précédente ; X = P e ^ e /X' et Y= P/^/'Y'. On a donc : 

Y' = P / ^ / Y = P / ^ / AX et Y' = A'X' = A'P e ^ e X. 

Par conséquent : A'P e i_ e = P/i^/A ce qui donne bien : A' = Pp->f x Matf^ e (u) x P e _^. 

On peut aussi démontrer cette formule ainsi : 

A' - Mat (w) = Mat«_y (Idp° uold E ) 

= Mat (Id E ) x Maty^g (w) x Mat e ^ e / (Id E ) 

P P X Matf^e (u) X Pg^g, 


25.4.3 Pour un endomorphisme 
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Proposition 25.32 V Formule de changement de base pour un endomorphisme 

On considère e et e' deux bases du K-espace vectoriel E et u e ££ (E). On a la formule de changement de base : 

qui s’écrit aussi avec P = P e ^ e ',A = Mat e (u) et A' = Mat e ' (u) : 

| A' = P -1 AP | 

v 

Démonstration : C’est un corollaire immédiat de la proposition précédente. 

| Remarque 25.12 Avec les notations précédentes, si A' = P _1 AP alors A'" = P _1 A”P. 

25.4.4 Pour une forme linéaire 


Proposition 25.33 O Formule de changement de base pour une forme linéaire 

Soient e et e' deux bases du K-espace vectoriel E. Si tp est une forme linéaire sur E, on 


Démonstration : C’est encore un corollaire immédiat de la proposition précédente. 

25.4.5 Un exemple 

Soit l’espace vectoriel E = R 2 muni de sa base canonique e et les deux vecteurs f\ = (1,2), - (1,3). 

1 . Montrons que le système f est une base de E. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment donc 

une famille libre de IR 2 . Comme dimIR 2 = 2, / est forcément une base de E. On écrit Mat e (/) = gj 

2. On écrit la matrice de passage P e ^f - 3)- 

3. On inverse cette matrice en cherchant une matrice B = telle que P e ^/ x B = I 2 . On obtient un système et on 

trouve P f^ e = B = 

4. Soit le vecteur x = (4,1). On cherche matriciellement les coordonnées du vecteur x dans la base /. On trouve 

Mat / (x) = P/_ e Mat e (x) = ^ = |^j. 

{ E ► e 

^ ^ | ^ + y x y) • O n écrit les matrices de cet endomorphisme dans les 

bases e et/: Mat e (m) = _\] et Mat/ (u) = P/^ e Mat e (u)P e ^ f = ^ 3) " (Ig lu\ 

25.5 Rang d’une matrice 

On va développer dans cette section des méthodes pratiques pour : 

1 . calculer le rang d’une application linéaire à partir de sa matrice dans des bases données. 

2. tester si une matrice (et donc si l’endomophisme associé) est inversible. 

25.5.1 Définition et propriétés 


Définition 25.23 Rang d’une matrice 

On appelle rang de Ae 9J l qtP (K), et on note rgA, le rang de la famille constituée des vecteurs colonnes C\,...,C p de A 
dans K 4. 
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Proposition 25.34 OOO Le rang d’une matrice est égal au rang de l’application linéaire qu’elle représente 

Soient : 

1 E un K-espace vectoriel de dimension p muni d’une base e. 

2 F un K-espace vectoriel de dimension q muni d’une base /. 

3 AeSDÎ^p (K). 

On sait qu’il existe une unique application linéaire u e 5£ (E, F) telle que A = Mat/^ e (w) alors on a : [^gï^^g^. 


Démonstration Rappelons que rg u ~ dimVetf ( u [e\ u [e p )) . Pour tout i e [ 1, p] , notons C; le vecteur colonne de 9Jl^i (IK) 

donné par : C,- = Matp Les vecteurs colonnes de A= sont exactement les vecteurs Ci .... ,C p . Notons aussi : 

& = Vect{u{e i) u[e p ))<= F et éf=Vecf(Ci C p )cK ? . 


Utilisant le lemme de réduction d’une famille liée, on peut extraire de la famille {u(e\),..., u[e p )) une sous-famille libre b qui 
engendre encore Iâ . Quitte à re-numéroter les vecteurs de la famille ( u (eQ [e p )), supposons que la sous-famille en question 
est : b = [u{ei),...,u (e/)) où / e [l, p] . b est donc une base de ^ et rg u = l. Montrons que c = (Ci , . . . , C /) est une base de . 
On aura ainsi bien prouvé que rgA = l - rg u. Supposons que ai,...,a / sont l scalaires de K tels que ujCj = 0. Alors : 

Vie [ 1 , c/j| , £ { =1 üij dij = 0. Par ailleurs : 






La famille b étant libre, ceci n’est possible que si ai = . . . = a; = 0. Donc c est libre. Montrons que c est génératrice de 'fl . Il suffit 
de montrer que chacun des vecteurs C j pour j e [/ + l,p] est combinaison linéaire des vecteurs Ci,...,C /. Mais ceci est clairement 
conséquence du fait que chaque vecteur u{ej^ pour j e [/+ 1, p] est combinaison linéaire des vecteurs u(e\) , . . . ,u (e;). La famille 
c est donc bien une base de èf et la proposition est alors démontrée. 


Théorème 25.35 OOO Une matrice carrée est inversible si et seulement si son rang est égal à sa taille 

A e 9J X n (K) est inversible si et seulement si rg (A) = n. 


Démonstration Soient e une base d’un K-espace vectoriel E de dimension n et soit u l’unique endomorphisme de E tel que : 
Mat e (m) = A. On a : A inversible <=> u est un automorphisme de E <=> rgA = rg u - n. 


Proposition 25.36 000 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, e une base de E et (xi,...,x n ) une famille de n vecteurs de E. Alors 
Mate {xi,...,x n ) est inversible si et seulement si (xi,...,x„) est une base de E. 


Démonstration Soit u l’endomorphisme de E défini par : Vi e [1, n] , u (e,) = Xj . Notons A = Mat e (x\,...,x n ) = Mat e ( u) . On 
a : A est inversible <=> u est un automorphisme de E <=> l’image d’une base de E par u est une base de E. 


1 Théorème 25.37 0 





1 Soit A g fSlq,p (I&). On a : A est une matrice de rang r si et seulement si il existe Q g GL^ (K) et P g GL„ (K) telles que 1 

A = QJ r P où 






1 



0> 



o \ x 





i 

^9— 

— e- 

— r 

./, = 

c 

1 0 

0 



, o *! 

) 0 

0, 
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| => | Soit E un K -espace vectoriel de dimension p, e une base de E, F un IK -espace vectoriel de dimension q et f une base de 
F. Soit u e 5£ (E,F) l’unique application linéaire de E dans F telle que Maty^ e (u) = A. On a : rg u = rgA= r. Faisant comme 
dans la démonstration du théorème 24.27, on peut décomposer E en la somme : E = Ker u ® G où G est un sous-espace de E 
tel que u\q : G — Imu est un isomorphisme. Par conséquent, dimG = dimlmu = rgw = r. Soit (ej, .. . , e' r ) une base de G et 
^e' r+1 , . . . , e p j une base de Ker/. e' = (e' 1 ,...,e' r ,e' r+1 ,...,e' n ) est donc une base de E et l’image d’une base d’un espace vectoriel 
par un isomorphisme étant une base de l’espace vectoriel d’arrivée, (w(e^) , .. . , u(e' r )) est une base delm / qu’on peut compléter 
en une base f' = ^u(e' , u(e' r ) ,f ' r+t , . .. ,/^j de F. On a : Mat ( u ) =J r et utilisant les formule de changement de base, 

A= Matf^ e (M) = P f_>/i x Matfi^p ( u ) x P e ,^ e 

qui est de la forme voulue. 

| <= | SoitE un K -espace vectoriel de dimension p et F un K -espace vectoriel de dimension q. Soit e une base de E, / une base de 
F et: 

- e 1 une autre base de E telle que P e '-, e = P. 

- f' une autre base de F telle que P p-*f = Q. 

Soit u e f£ (E,F) tel que : Mafp^p ( u ) = J r . Interprétant la formule A = QJ r P comme une formule de changement de base, on a : 
A ~ Mat (ti). Par conséquent : rgA= rg u = rgj r . 


Corollaire 25.38 O Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée 

Pour tout A e M q , p (K), rg ( f A) = rg (A) . 


Démonstration Posons r = rgA. En appliquant la proposition précédente, il existe Q e GL q (IK) et P e GL p (IK) telles que A = 
QJ r P. Par conséquent : t A= ; P / r f Q = f PJ r f Q et f P e GL p (IK), f Q e GL q (IK). Par conséquent, appliquant à nouveau la proposition 
précédente :rg t A = r. 


Définition 25.24 Matrices équivalentes 

Deux matrices A, B e 9JÎ PiP (IK) sont dites équivalentes si et seulement s’il existe deux matrices inversibles Q e GL q (IK) 
et P £ GL p (K) telles que A = QBP -1 . 


I Remarque 25.13 Un corollaire du théorème précédent est que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles 
ont même rang. 


Définition 25.25 Matrices semblables 

Deux matrices carrées A, B e 9)1 „ (IK) sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P telle que A = PBP -1 . 


| Re?narque 25.14 Deux matrices semblables sont a fortiori équivalentes. 
| Remarque 25.15 Deux matrices semblables ont même trace. 


25.5.2 Calcul pratique du rang d’une matrice 


Proposition 25.39 Ç? Deux matrices déduites l’une de l’autre par une oel ou une oec ont même rang 

Deux matrices obtenues l’une de l’autre par une oel ou une oec sont de même rang. 


Démonstration Soit A e 9Jl n , P (K) et P une matrice correspondant à une oel ou une oec. P est donc inversible. Posons B = PA. Soit 
r = rg(A). On applique le théorème 25.37. Il existe des matrices Qi e GL„ (IK) et Q2 e GL p (IK) telles que A = QiI r Q2- On a donc : 
B = PQ1UQ2 = Q0UQ2 avec Qo = PQi qui est une matrice inversible de GL n (IK). Par conséquent, B étant de la forme Q0UQ2 où 
Qo et Qi sont inversibles. On applique à nouveau la proposition 25.37 et on peut affirmer que B est de rang r. 


(Lemme 25.40 




Soit ae IK*. On a : 

a 

* ••• * ) 


rg 

0 

A' 

= l + rgA'. 


k 0 

J 
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Démonstration Soit 



Par définition, rgA = dimVecf (L] , . . . ,L«) où L\,...,L n représentent les vecteurs colonnes de A. Posons F = Vecf(Li) et G = 
Vect(L 2 ,...,L n ). Montrons que ces deux sous-espaces vectoriels deK p sont en somme directe. Soit L= e FnG. Comme 

L e F, on a : L = ÀLj . Comme L e G, on a aussi = 0. Par conséquent, en regardant la première coordonnée, Àa = 0, d’où À = 0 et 
donc L = 0. Donc F et G sont en somme directe. On a donc dimVecf (Li,...,L n ) = dimF + dimG ce qui s’écrit aussi rgA = 1 + rgA'. 

Plan 25.4 : | Application au calcul du rang d’une matrice A | 

Pour calculer le rang d’une matrice, on applique le plan suivant : 

1 SiA-0 alors rgA = 0. 

(J|: Sinon A possède un coefficient a non nul. Par des permutations de lignes et de colonnes, on peut supposer 
que a est en position (1, 1) . En retranchant aux n - 1 dernières lignes un multiple judicieusement choisi de la 
première ligne, on obtient une matrice du type : 


f a 

A ... A "j 

0 

A' 

1 o 

) 


et donc rgA = 1 + rgA' 

3 On se ramène ainsi à une matrice de taille (n- 1) x (p- 1) sur laquelle il suffit de réitérer le procédé jusqu’à 
obtenir une matrice de taille nulle. 


Exemple 25.18 Calculons le rang de la matrice A = 0 2 1 - 1 . On a 


'1 -1 2 0 1 
rg (A) = rg 0 2 1-1 

, 1-12 0 , 


r g P 


1-12 0 


1 -1 =l + rg f 


- 2 + rg(0 0) = 2 


Proposition 25.41 O Méthode du pivot de Gauss 

Par une suite d’oel, on peut transformer une matrice inversible en une matrice triangulaire supérieure (inversible !). 


Démonstration On va démontrer cette proposition en effectuant une récurrence sur la taille n de cette matrice. 

1 Si n = 1 la proposition est évidente. 

@ SoitnelXI, n> 1. 

(3 Supposons la proposition vraie au rang n - 1 et prouvons la au rang n. Soit A = j j e GL n (K) . Quitte à permuter les lignes 
de A, cette matrice étant inversible, on peut supposer que au / 0. Par des oel, en utilisant comme pivot le coefficient au, 
on peut alors transformer A en une matrice B de la forme : 

( «n\* ... * ) 


et on a, par application du lemme précédent : rgA = rgB s 1 + rgA'. On applique l’hypothèse de récurrence à A 1 , on peut 
transformer A' , via une suite finie d’oel, en une matrice triangulaire. On effectue les oel correspondantes sur la matrice B et 
on la transforme en une matrice triangulaire. 

4 La proposition est alors démontrée par application du principe de récurrence. 

Retnarque 25.16 Grâce aux opérations élémentaires sur les lignes et en s’inspirant de l’algorithme précédent, on peut 
calculer l’inverse d’une matrice A g GL„ (K) donnée. Il suffit de suivre les étapes suivantes. 

1 On juxtapose A et \ n . 
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2 Grâce à des oel de type 1 et 3 sur A on se ramène à une matrice triangulaire supérieure. Ceci correspond à 

multiplier successivement à gauche A par des matrices Pi, . . . , P r de type 1 ou 3. La matrice triangulaire obtenue 
est P r Pi .A. On effectue ces mêmes oel sur I„. La matrice obtenue est P r Pi. 

3 On effectue des oel de type 2 sur P r Pi .A afin d’obtenir une matrice triangulaire dont la diagonale ne 

comporte que des 1. Ceci correspond à multiplier successivement à gauche A par des matrices Qi, . . . , Q s de 

type 2. La matrice triangulaire obtenue est Q s Qi-P r Pi .A. On effectue ces mêmes oel sur I„. La matrice 

obtenue est Q s Qi.P r Pi- 

4 Enfin, à nouveau grâce à des oel de type 1, on se ramène à la matrice I„. Ceci correspond à multiplier 

successivement à gauche Q s Qi .P, Pi.A par des matrices Ri, R f de type 1. La matrice triangu- 
laire obtenue est R t Ri-Qs Qi-Pr Pi .A. On effectue ces mêmes oel sur I„. La matrice obtenue est 

Rt Ri-Q* Qi-Pr Pi- 

5 Au final, on a donc R t Ri-Qs Qi-P r Pi.A = I„. La matrice R f Ri-Qs Qi-Pr Pi est donc l’in- 

verse de A. 


son inverse : 


Exemple 25.19 La matrice A = - 1 1 0 est de rang 3 comme on le vérifie en appliquant la méthode 70. Calculons 


1 0 1 

et on en déduit que A -1 = [ 1 1 1 

1 1 


L2 *— L2 + Li 


L 3 + L 2/2 1/2 1/2 1 


L 2 - 
L 3 - 


L 2 /2 

2L 3 


Li *— Li + L 3 
L 2 *— L 2 + L 3 /2 


Li <— L| - L 2 


25.6 Déterminant d’une matrice carrée de taille 2 ou 3 


Grâce à la notion de déterminant nous disposerons d’un outil performant pour prouver qu’une matrice est inversible. 
Cette notion a néanmoins d’autres applications comme le calcul de l’inverse d’une matrice inversible via le calcul de la 
comatrice, la résolution de certains systèmes linéaires, les problèmes d’orientation du plan ou de l’espace... 

Comme stipulé dans les programmes des filières PCSI, PTSI, TSI, nous nous bornerons à travailler en dimension 2 ou 3. 
Néanmoins, la plupart des démonstrations que nous allons donner sont valables en dimension n quelconque. 

Les étudiants de la filière MPSI devront compléter ce chapitre par la lecture du chapitre 26 sur le groupe symétrique. 
Dans toute la suite, on pourra considérer que n est un entier égal à 2 ou 3 et que E est un IK-espace vectoriel de dimension 
n. On commencera par expliquer ce qu’est le déterminant d’une matrice, d’une famille de vecteurs puis d’un endomor- 
phisme. Nous nous intéresserons ensuite à des méthodes pratiques de calcul du déterminant. Enfin, nous donnerons des 
applications. 
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25.6.1 Définitions 


Définition 25.26 Déterminant d’une 
- On appelle déterminant de la matrice A = 


matrice de taille 2 

( «Il «12 

l «21 «22 


e m 2 (K) le scalaire de K, noté det (A) et donné par : 
«Il «12 I 


| «21 «22 | 


= ail «22- «12 «21 


( ail ai2 «13 'l 

«21 «22 «23 £ SDÎ3 (K) le scalaire de K, noté det (A) et donné par : 

«31 «32 «33 J 


«11 «12 «13 

det (A) = I «21 «22 «23 =«11 

| «31 «32 «33 | 


«22 «23 

«32 «33 | 


«12 ai3 
| «32 a33 | 


«12 «13 

| «22 «23 | 


«11 «22 «33 + «12 «23 «31 + «13 «21 «32 _ «31«22«13 _ «32«23«11 _ «33«21«12 
qui se calcule avec la règle de Sarrus. Voir remarque 3.14 p. 125. 



I Exemple 25.20 
- detl2 = 1, detl3 = 1. 

- Plus généralement, le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux. 

25.6.2 Propriétés 


Théorème 25.42 Ç? Propriétés du déterminant d’une matrice 

Soient A, B e SDt„ (K) 


i |det(0 OTn( K)) = o|. 

Autrement dit : le déterminant d’une matrice in- 

versible est inversible 

2 | det(I„) = 1 1. 

6 Si A est inversible alors | det (A -1 ) = de * (A] |. 

3 | det (ÀA) = À" det (A) | où À e K. 

7 | det( f A) = det (A) | 

4 | det (AB) = det (A) x det (B) | 

5 Caractérisation des matrices inversibles : 


| A e GL„ (IK) <=> det (A) / 0 |. 



Démonstration Ces propriétés se démontrent pour la plupart par des calculs directs. Prouvons par exemple les points 5 et£ 
. Soit Ae GL n (IK) une matrice inversible. Alors Ax A -1 = I n et d’après les points@et 4, det (A) det (A -1 ) = 1 donc det (A) ^ 0 
et det(A _1 ) = de j^ . La réciproque sera une conséquence du corollaire 25.45. En effet, A peut être vue comme la matrice d’une 
certaine famille de n vecteurs dans un espace de dimension n dans une base e fixée. Dire que det (A) / 0 revient à dire que cette 
famille est libre et donc que la matrice A qui les représente dans la base e est inversible. 

25.7 Déterminants d’ordre 2 ou 3 d’une famille de vecteurs 
25.7.1 Défi ni tion 
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/Définition 25.27 Ç* Déterminant d’ordre 2 et 3 d’une famille de vecteurs n. 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base e= {e\ e n ). 

- Si n — 2, on appelle déterminant dans la base e des vecteurs V\ et V 2 de E et on note det e (Vi, V2), le déterminant de 
la matrice formée par la famille (Vi,V2) dans la base e : Mat e (Vi, V2) : 

det(Vi,V 2 ) = detMat e (V| ,V 2 ) 

En particulier, si : Vi = x\\e\ + x\ 2 e 2 , V 2 = x 2 i e\ + x 22 e 2 alors : 

det(Vi,V 2 )= 11 21 = X11X22-X12X21 

e | X 12 X 22 | 

- Si n = 3, on appelle déterminant dans la base e des vecteurs Vi, V2 et V3 de E et on note det e (Vi, V2.V3), le détermi- 
nant de la matrice formée par la famille (Vi,V2,V3) dans la base e : Mat e (Vi,V2,V3) : 

det(Vi,V2,V3) — detMatg (Vj, V2, V3) 

En particulier, si : Vj » xnei + xi 2 e 2 + xi 3 e 3 , V 2 = x 2 iei + x 2 2e 2 + x 2 3ea et V 3 = x 3 iei + x 32 e2 + x 33 e 3 alors : 

I Xn X 2 1 X31 I 

det(Vi,V2,V 3 ) = X12 X22 X32 

| X13 X23 X33 | 

= X11X22X33 + X12X23X31 + X13X21X32 - X31X22X13 - X32X23X11 - X33X21X12 

qui se calcule avec la règle de Sarrus. J 

Remarque 25.17 

- Le déterminant introduit dans les chapitres 2 et 3 est celui dans les bases canoniques respectives de IR 2 et R 3 . 

- Le déterminant d’une matrice carrée définie dans le paragraphe précédent est le déterminant de ses vecteurs colonnes 
dans la base canonique de K”. 

25.7.2 Propriétés 
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Démonstration Par un calcul direct. 


I Remarque 25.18 

On suppose que n - 2 ou 3. Soient xj i„eE. Si deux des vecteurs de cette famille sont égaux alors det e (x\ x n ) - 

0 . 

25.7.3 Formule de changement de base 


fPROPOSiTiON 25.44 0 Formule de changement de base 


Soient : 



- E un K-espace vectoriel de dimension n. 


- e - (ei,.. 

. ,e n ) une base de E. 


- e’ = (e’ v . 

. . , e' n ) une autre base de E. 


- y={x l> . 
Alors : 

...,x n ) une famille de n vecteurs de E. 



det (x \ , . . . , x n ) = det {e\ , . . . , e n ) x det (xi , . . . , x n ) 

e' e' e 



Démonstration On 


det (xi,...,x n ) 


det (Matg/ (x\ x n )) 

det (P e ^ e - x Mat e {X\,...,x n l | 
det (Matg' I e ) x Mate (X\,...,x n )) 
det (Mat^ (d)J x det (Mate (x\,...,x n ï) 
det (e) x det (xi,...,x n ) 


Remarque 25.19 En remplaçant x par e' dans cette dernière formule, on obtient : 
1 = det (e') = det (e) x det (e') 


Corollaire 25.45 OOO Caractérisation des familles libres via le déterminant 

Soient : 

- E un K-espace vectoriel de dimension n. 

- e = {e\, . . . , e n ) une base de E. 

- 52 - (jet , . . . , x n ) une famille de n vecteurs de E. 

Alors 52 est libre si et seulement si det e (xi x n ) ^ 0. 


Démonstration 

| => | Supposons que 2/ soit libre. Alors comme 2? est de cardinal n = dimE, 2/ forme une base de E. Par conséquent, Mat e (27) 
est inversible et det e (,7’) = detMatg (27) / 0. 

| <= | Réciproquement, supposons que 52 soit liée, alors, quitte à re-numéroter les vecteurs de la famille 52 , on peut supposer que 
x\ est combinaison linéaire des vecteurs : X2,...,x n , c’est-à-dire qu’il existe a2,...,tx n tels que : x\ = «2x2 + ... +a n x n . On a 


det(xi,X2,...,x n ) = det(<X2X2 + ■■■ + <x n Xn,X2,...,x n ) = 0C2det(X2,X2 ...,x n ) + ... +a n det(x n ,X2,...,x n ) = 0 
par application de la remarque 25.18 p.975. Donc det e ( 52 ) est nul. 


Proposition 25.46 0 00 Caractérisation des familles liées via le déterminant 

Soient : 

- E un K-espace vectoriel de dimension n. 

- e = [e\, . . . , e n ) une base de E. 

- 52 = (xi , . . . , x„) une famille de n vecteurs de E. 

Alors 52 est liée si et seulement si det e (x\ x n ) = 0. 


Démonstration Par contraposée de la proposition précédente. 
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25.8 


Déterminant d’un endomorphisme 


25.8.1 Définition 


Proposition 25.47 O Déterminant d’un endomorphisme 

Soient : 

- E un K-espace vectoriel de dimension n. 

- e= (ei,...,e n ) une base de E. 

- u un endomorphisme de E. 

Le scalaire det e (u{e\) (e,,)) est indépendant de e et est appelé déterminant de l’endomorphisme u. On le note 

det (»).. 


Démonstration Soit f une autre base de E. On a : Mat f (u) = P f_ e x Mat e (u) x P e ^f. Par conséquent, 
det [u (/i) , . . . , u (/„)) = det ^Mat f («)) = det (P/^ e x Mat e (u) x P e ^f j 

= det (p f^ e j det (Mat e (u)) det ( p e^/) = det (Mate («)) 
carP e ^f = [Py_, e ] et donc det(p e _^j = ^det|p^_ e || . 

| Remarque 25.20 Si u est un endomorphisme de E et que e est une base de E, on a : det(u) = det (Mat e (m)). 


25.8.2 Propriétés 


Théorème 25.48 0^20 Propriétés du déterminant d’un endomorphisme 

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension n, u, v des endomorphismes de E. On a : 


2 [detâ^TTI 

3 où À e K est un scalaire. 

4 j^leUM^^^leUuL^ieUuJ. 


5 Caractérisation des automorphismes de E : 

| ueGL(E) ~ det(M) 

6 Si u e GL (E) alors ^et^r^^aëïïâj- 


Démonstration C’est un corollaire immédiat du théorème 25.42 et de la remarque précédente. 


25.9 Méthodes de calcul du déterminant 

On se restreindra dans cette section aux déterminants des matrices carrées, le déterminant d’une famille de vecteurs ou 
d’un endomorphisme s’en déduisant. 

25.9.1 Opération sur les lignes et les colonnes 

Les propriétés qui suivent découlent directement des propriétés des formes u- linéaires alternées : 


Théorème 25.49 O Calcul d’un déterminant par des oel et des oec 

1 Un déterminant qui a deux colonnes identiques est nul. 

2 Un déterminant qui a une colonne combinaison linéaire des autres colonnes est nul. 

3 Un déterminant dont une colonne est formée de 0 est nul. 

4 On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant à une colonne une combinaison linéaire des autres 

colonnes. 

5 Si on multiplie par À une colonne d’un déterminant, on multiplie par À la valeur de ce déterminant. 

6 Quand on permute deux colonnes d’un déterminant, on change son signe. 

7 Comme le déterminant d’une matrice est égale à celui de sa transposée, les 6 phrases précédentes restent vraies 
si on remplace le mot "colonne" par le mot "ligne". 
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Démonstration Démontrons par exemple le point 4. On suppose que la matrice A e 911 n (K) est composée des vecteurs colonnes 
C\,...,C n Soient i e [l,n], ai,...,a ! _i,a !+ i,...,a n des scalaires de IK. On a : 

det(A) = det(Ci,...,C n ) = det(Ci,...,C„) + det Ci,...,C,_ 1 , £ afcCfc,C, +1 ,...,C« 

V k=i,m / 

=0 en raison du second point 
= det[ci,...,C/_i,C ( - + ^ ai c C] c ,Ci + i,...,C r i\ 


Exemple 25.21 

Calculons 


1 3 1 

1 2 0 

U 3 1\ li 3 11 

L2-L2-L! L 2 J L ! , 


0 1 2 
1 1 2 

|0 1 2| |o 1 2 | 


2 3 1 
0 0 0 
2 1 4 

= 0 car la troisième ligne est nulle. 


1 1 2 
3 2 6 

= 0 car L3 = Li +L2. 


25.9.2 Développement d’un déterminant suivant une rangée 


Proposition 25.50 O 

Soit A g 9H n (IK) une matrice de la forme : 


0 ' 


A = 

A' 

0 



l * ••• * 

a ; 


où A' g 9H„-i (IK). Alors | det (A) = adet(A') j. 





Démonstration Par un calcul immédiat en utilisant la définition d’un matrice de taille 2 ou 3. 


Définition 25.28 r <? matrices triangulaires 

On appelle matrice triangulaire inférieure toute matrice A e DJl n (IK) vérifiant V i < j, a/j = 0. 
On appelle matrice triangulaire supérieure toute matrice A e 9Jl n (IK) vérifiant V i > j, ai / = 0. 


Soit L (resp. U) l’ensemble des matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures). L et U sont des sous-espaces- 
vectoriels de DJl n (IK), et 911 n (K) =L + U. LnU est l’espace vectoriel des matrices diagonales. 


Corollaire 25 .5 1 O Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux 

Soit A = [aij] e 911 n (IK) une matrice triangulaire : Alors : 


detA = j] a kk 
k= i 


Démonstration Immédiat par un calcul direct (si n = 2 ou 3) ou 
Exemple 25.22 On va calculer, sous forme factorisée : 



a-b-c 2 a 2 a 1 

abc 

1. 

2 b b-c-a 2 b 3. 

c a b 


2c 2c c-a-b \ 

b c a 


1 + a a a 1 

1 a a 2 

2. 

b l + b b \ 4. 

1 b b 2 


c c 1+c | 

1 c c 2 


où a, b, c sont trois complexes. 


utilisant la propriété précédente. 


bc ca ab 
5 .abc 
1 1 1 
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. On commence par additionner toutes les lignes, disons dans la troisième : L3 - — L1+L2 + L3 On peut mettre 
(a+h+ c) en facteur. 


a-b-c 2 a 

2a 

a-b-c 2 a 

2 a I 


2 b b-c- 

2b = (a+b+c) 

2b b-c- 

2b 

On effectue 

2c 2c 

c-a-b 

1 1 

1 | 


a-b-c 2 a 

2 a 

-(a+b+c) 

0 

2a I 

2b b-c- 

2b -(a+b+c) 

0 -(a+b+c) 

2b =(a + 

2c 2c 

c-a-b 

0 

0 

1 | 

2. En procédant de la même façon : 




I 1 + a a a 

I 1+ fl 

a a I 


1 0 a I 

b 1 + b b 

= (1 + a+b+c) b 

l + b b = (1 + a 

+ b + c) 

0 1 b 

| c c 1 + 

\ | 1 

1 1 1 


0 0 1 I 

3 . Là encore : L3 - — L| 

+ L2 + L3 On peut mettre ( 

+ b + c) en facteur. 



label 

label 

la bj cj 2 

1 

I a+l 


4. On effectue 

Il a a 2 
1 b b 2 


Li - — Li - L3 



L2 - — L2-L3 



I 0 a-c a 2 -c 2 

I ° 1 

a+ c I 

= 0 b-c b 2 -c 2 

= (a - c) (b - c) 0 1 

b + c 

| 1 c c 2 

1 1 * 

- c 2 | 


bc-ab ca-ab ab 

-b -a ab 


a-c b-c c 

= (a- c)(b- c) 1 1 c 

= (a-c)(b-c)(a-b). 

0 0 1 

0 0 1 



Définition 25.29 O Mineur, cofacteur 
Soit A = [at]) e (IK). 

- On appelle mineur d’indice ( i,j ) le déterminant A,-j de la matrice obtenue en supprimant la ;-ème ligne et la j-ème 
colonne de la matrice A. 

- On appelle cofacteur d’indice ( i,j ) et on note A le scalaire Ay = (-1)' +/ A 



Démonstration On peut le vérifier facilement par un calcul immédiat dans les cas n = 2 et n = 3. 
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25.10 Applications 

25.10.1 Colinéarité de deux vecteurs du plan 


Proposition 25.53 Caractérisation de l’alignement de trois points du plan 

Soit^(0, ei,e2) un repère du plan. e = {e\,ez) forme donc une base du plan. Soient Mo (xo,yo), Mi (xi ,yi ), M2 (x2,y2) 
trois points distincts du plan. Alors, Mq, Mi, M 2 sont alignés si et seulement si 


1 1 1 

xo xi x 2 =0 

yo yi yi 


Démonstration On a : 


1 1 1 

xo XI X2 

yo yi yz 


I 1 0 0 I 

xo xi - xo X2 — xo = 0 par des opérations sur les colonnes 

I yo yi-yo y2-yo I 

I xi -xo X2-X0 I „ , . • .1 .. v 

= 0 par développement suivant la première ligne 

I yi-yo y2-yo I 

det (m 0 M 1 ) MoM 2 ) = 0 

les vecteurs M0M1 et M0M2 sont colinéaires 

les points Mq, Mi, M2 sont alignés 


25.10.2 Inversion de matrice 


Définition 25.30 O Comatrice 

Soit A = [ciij) e DJl„ (IK). On appelle comatrice de A et on note Com(A) la matrice des cofacteurs de A : 
Vi.j e II, n} , [Com(A)]|| = A Uj = {-l) i+] A,j 


Proposition 25.54 O 
Soit A e 9Jl n (K) . Alors : 

[~A x r (ComA) - f (Com (A)) x A - (det A) I,7| 

En particulier, si A e GL„ (IK) : 

A -1 - — *(Com (A)) 

detA 


Démonstration Notons, pour tout i,j e [l,n], by = (— 1 ) J A et posons B = \bij j e dJl n (K). Soit i,j e [l,n], on a : 

Exemple 25.23 

- Soit A = ^ J. Comme det(A) = -1, A e GL 2 (i). On calcule Com(A) = et A -1 = ^^ f (Com(A)) =t 

j-2 -11 
-3 -1 


- Soit A = 0 1 1 . On calcule det (A) = 3 donc A e GL 3 (IR). On calcule alors Com (A) = -2 4 - 1 I et A 1 = 


-1 0 2 ) 

d^(Com(A)) = l(-i 4 -l|. 


2-1 1 \ 
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I Remarque 25.21 On comprend après ces quelques calculs les limitations pratiques de cette méthode. En dimension 2 
et 3 les calculs restent faisables mais ils deviennent très lourds dés que n ^ 4 si la matrice ne possède pas beaucoup de 0. 

25.10.3 Orientation du plan et de l’espace 

Définition 25.31 O Bases de même sens, de sens contraire 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 ou 3. Soient e et e' deux bases de E. On dit que : 

- este' sont de même sens (ou ont même orientation) si et seulement si det e ( e ') > 0. 

- Sinon, on dit que e et e ' sont de sens contraires (ou n’ont pas la même orientation). 


Définition 25.32 O Orientation 

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension 2 ou 3. Orienter E revient à choisir une base e de E. Si e' une autre base de 
E, on dit qu’elle est directe si elle est de même sens que E et indirecte sinon. 


Exemple 25.24 On oriente E = IR 2 en prenant la base canonique e. La base donnée par e' = ((1, 1) , (1,-1)) est indirecte. 
En effet : 


25.11 Systèmes linéaires 

On termine ce chapitre par une étude des systèmes linéaires. 


25.11.1 Définitions 


'Définition 25.33 O Système linéaire à n équations et p inconnues 
Soient 


r «1,1 . 

• • «l,p ) 

( b i ï 

A = : 

: e 9Jt„,p (K) et B = : 

, «n, 1 • 

a n,p ) 

V bn ) 


On considère le système linéaire à n lignes et p inconnues {S?) donné par : 


{ ai, 1*1 + «1,2X2 + ••• + «i,pX p = bi 

\ 

a n , îxi + a n , 2 x 2 + • • • + a n , p x p = b„ 

1 Résoudre ce système consiste à déterminer l’ensemble SP de tous les p-uplets (xi, ..., x p ) e K f> vérifiant (.5^). 

2 Le vecteur b = (foi, ... , b n ) s’appelle le second membre du système (,5^). 

3 On appelle système homogène associé au système (.5^), le système obtenu lorsque b - 0. On le note (J?o) et on 
note &b l’ensemble de ses solutions. 

4 A s’appelle la matrice du système (,5^). 

5 rgA s’appelle le rang du système et est noté rg(,5^). 

6 On dit que le système est compatible si l’ensemble de ses solutions est non vide. 


25.11.2 Interprétations 

La compréhension des différentes interprétations qu’on peut avoir d’un système linéaire est un bon test de votre com- 
préhension de l’algèbre linéaire. 


Interprétation vectorielle 

Notons Ci = («ii,...,«„i),...,C p = (aip,...,a„ p ) e K” les p vecteurs colonnes de A et b - (_bi,...,b„) le second membre 
de (^). On a : 

|~(xi,...,Xp) e K p est solution de {5?) <=> XjCj + ...XpC p = b | 

Donc : 

- Le système est compatible si et seulement si b e Vec t(Ci , . . . , C p ) . 

- rg(^)=rg({C 1 ,...,Cp}). 
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Interprétation matricielle 


e 9Jt p ,i (K) On a : 


(xi, . . . , x p ) e K p est solution de (,9) 


ax=b| 


Interprétation en termes de formes linéaires 

Notons E = K p , e la base canonique de E et Li = [an,...,ai p ) ,...,L n - [a n i, 
Soient (pi , . . . , cp„ n formes linéaires sur E telles que : 

Vi e fl,n] , Mat e (q>i) = L ,■ 


On a : 


, a n p) e IK P les n vecteurs lignes de A. 


(xi x p ) e ¥9 est solution de (9%) 

<=> Vie [l,ra], ipi [xi,...,Xp] = 0 

<=> [xi,...,Xp) e p Kertp; 


Interprétation en termes d’applications linéaires 

Considérons E — V\ p et F = K” munis de leurs bases canoniques respectives e et /. 
linéaire de E dans F telle que Maty^ e (u) - A et x le vecteur de E tel que Mat e (x) 

On a : 

| [x \ , . . . , x p ) e IK P est solution de (9 e ) u (x) = b | 

Donc : 

- Le système (J'O est compatible si et seulement si fc e Im (u). 

-Si u est injective et si le système [S^) est compatible alors l’ensemble des solutions de (S*) ne possède qu’un et un seul 
élément. 

- Si u est surjective, le système {,9’) est compatible. 

- Si u est à la fois surjective et injective alors l’ensemble des solutions de {.9) ne possède qu’une et une seule solution. 

25.11.3 Structure de l’ensemble des solutions 


Soient u g 5£ (E, F) l’unique application 



Théorème 25.55 9 Structure de l’ensemble des solutions de l’équation homogène 

Soit (S?) un système linéaire à n équations et p inconnues. L’ensemble des solutions du système homogène {.9o) 
associé à est un IK-espace vectoriel de dimension p - rg {,9) . 


Démonstration Soit u:K p —>■ K n l’application linéaire représentée par A dans les bases canoniques de K” et K p . Soit x = 
( xi ,..., Xp ) e IK P . x est solution de (,9q) si et seulement si u{x) = 0 c’est-à-dire si et seulement si x e Keru. Par conséquent 
(9q) = Ker u. Ceci prouve à la fois que (,9q) est un sous-espace vectoriel de K p mais aussi que, d’après la formule du rang, 
dim (9 0 ) = dim Ker u = dimIKP - rg u - p-rg,9. 


Théorème 25.56 Structure de l’ensemble des solutions de (S*) 

Soit S l’ensemble des solutions du système linéaire {9 e ). 

1 Si le système (9 e ) n’est pas compatible alors 9 = 0. 

2 Sinon, alors il existe une solution particulière xo de (9 e ) et on a alors : 

9 = x 0 + 9o = {x 0 + xeK p \ xeS 0 } 


Démonstration Supposons que le système (9 e ) soit compatible, alors 9 ^ 0. Soit xo e 9. On a ; 

xe.9 <=> u(x ) = b<=> u(x-xq) = 0<=> x-xq e Kerw = 9q <=> x = xq + ^o 
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25.11.4 Cas Particulier : Les systèmes de Cramer 


Définition 25.34 O Système de Cramer 

Un système de n équations à n inconnues de rang n est dit de Cramer. 


| Remarque 25.22 Matriciellement, un système de Cramer s’écrit AX = B où A e GL n (K) et B e 9Jl n j (K). 


Proposition 25.57 O Résolution matricielle d’un système de Cramer 

Un système de Cramer possède une et une seule solution qui s’écrit matriciellement : X = A -1 B. 


Démonstration A étant inversible, la proposition est immédiate. 


Proposition 25.58 O Formules de Cramer 

Si (S*) est un système de Cramer d’écriture matricielle AX = B, l’unique solution de {.9 J ) est le n-uplet {x\,...,x n ) tel 
que : 


Vie [1 # «J, 

où A/ est la matrice obtenue en remplaçant la /-ème colonne de A par B. J 

Démonstration Soit (x\,...,x n ) l’unique solution de (S") alors si C\,...,C n désignent les vecteurs colonnes de A, on a : 
LjJLj x k < 2k = B- Par conséquent, pour tout i e [1, n] , on a ; 



det (Ci, 


d’où le résultat. 


,C n ) 


Z x k det (Ci , . . . , C j„i , Cfc, C/ + i , . . . , C n ) 
xi det (Ci , . . . , Ci_i , CuC i+ i, . . . , C„) = xi det (A) 


Remarque 25.23 En particulier, si n — 2, on a : Soit 


(S*) = 


ax + by-a 
cx + dy-P' 


Notons A = | ^ ^ | Ce système est de Cramer si et seulement si det (A) = 

couple solution de (S**) est donné par : 


b 

d 


= ad- bcï 0 et dans ce cas, le 


la b I 

| P d | 


I a al 



25.11.5 Méthode du Pivot de Gauss 

I Remarque 25.24 Si un système à n équations et à n inconnues est sous forme triangulaire (c’est à dire si la matrice A 
correspondante est triangulaire et sans zéro sur la diagonale) alors il est de Cramer. En effet, la matrice A est inversible. 

Méthode : Résolution d’un système de Cramer par la méthode de Gauss 

Soit {S?) un système de Cramer d’écriture matricielle AX = B. La méthode du pivot de Gauss consiste, en utilisant des 
oel à transformer la matrice A en une matrice triangulaire supérieure en effectuant les mêmes opérations sur la matrice 
colonne B. Le système correspondant est alors équivalent au système initial et possède donc le même ensemble solution. 

f x +2y +3z = 1 

La descente : < -x -3y +5 z - 2 

[ x +y +z = -1 

On fait apparaître des zéros : coefficients de x dans les deuxièmes et troisièmes lignes. On ne touche pas à la première. 


+2y 

-y 


+3z 

+8z 

+2z 
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3 L2 * — L2 + Li 
2 L 3 1 — L 3 - Li 






Ces opérations sur les lignes se traduisent par des multiplications à gauche par des matrices. Il suffit de voir le résultat sur 
la matrice I 3 . Donc il s’agit de la matrice 

( 1 0 0 
Gi= 1 10 

V-i 0 1 

Autrement dit 

[1 0 0| [1 2 3\ (1 2 3\ 

Gi • A = 1 1 0 x -1 -3 5 = 0 -1 8 

V-l 0 lj V 1 1 lJ VO 1 2) 

ou encore 

[1 0 0| [1 2 3 1 \ fl 2 3 n 

Gi-Â= 1 1 0 x -1 -3 5 2 = 0 -1 8 3 . 

V-l 0 lj V 1 11 -lj \0 1 2 2 ) 

On continue de «sculpter» le système (ou la matrice Â obtenue en soudant les matrices A et B) pour faire apparaître un 
zéro : le coefficient de y dans la troisième ligne. 


x +2y +3z 

-y + 8 z 
lOz 


3 

5 L 3 


L 3 +L 2 


Cette fois 


1 0 0' 
0 1 0 
1 ! 


Il ne reste plus qu’à remonter : On trouve successivement z = f =:l et x = - 

Il est à remarquer que Gi et G 2 sont inversibles. Pour trouver leurs inverses, il suffit de défaire ce que faisaient ces matrices. 
[ lu * Li 

Pour Gj 1 : < L 2 * — L 2 - Li . 

I L 3 < — L 3 + Li 

Donc 

fl 0 01 fl 0 0 A 

Gj 1 = 1-1 1 0 . De même G^ 1 ^ 0 1 0 . 

V 1 0 lj V 0 -1 lj 
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25.12 Exercices 


25.12.1 Opérations sur les matrices 

Exercice 25.1 ■ V 

Soient les matrices : 

I - 1 0 1 ) 

A = 0 2-1 et B = 

1-21 0 J 

1 . Calculer : AB et BA. 

2. Calculer : '(AB) et 'B, 'A et r B r A. 

3. Calculer : Tr (A), Tr (B), Tr (AB) et Tr (BA). 

4. Développer : (A + B) 2 . 


-3 2 -1 

-6 0 3 


. On remarque que AB ^ BA. 



r 1 -4 -3 ' 


f 1 -1 2 ' 


' -1 0 -2 ' 


( 1 -4 -3 ' 

2. '(AB) = 

-2 1 -2 
, 1 2 0 , 

, f B = 

1 0 -1 
.12 2 j 

, t A — 

0 2 1 
. i -i 0 , 

et f B f A = 

-2 1 -2 

( ï 2 0 ; 


3. Tr (A) = 1, Tr (B) = 3, Tr (AB) = 2 et Tr (BA) = 2. On a bien : Tr (AB) = Tr (BA) 

4. (A + B) 2 = A 2 + AB + BA + B 2 / A 2 + 2AB + B 2 car AB / BA. De manière plus générale, la formule du binôme ne 
s ’ applique pour développer (A + B) " que si A et B commutent. 


Exercice 25.2 i 

Calculer lorsque cela est possible les produits AB et BA ; 


0 11) 

1 0 0 ] 


et 


2. 


A=( 1 ) et B 


1 0 1 

0 1 

1 2 

-1 1 ; 


3. 


A= ( 


-10 1 1 

2 10 0 

3 2 1 1 

3 1-1-1 

2. Le produit AB n’est pas possible. Par contre : BA = B. 


1. AB= | J' ^ | etBA = 


3. AB = ( 1 ) et BA = 


-1 -1 -1 -1 

1111 
0 0 0 0 

1111 


Exercice 25.3 I W 

1. Soient i,j,k, le [1, w] etEij, E m les matrices élémentaires de 9Jî n (K) correspondantes. Calculer E,j x E^/. 
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2. Soit une matrice A e 5 Ol n (M) . On suppose que A commute avec toutes les matrices diagonales. Montrer que A est 
une matrice diagonale. 

3. Trouver les matrices A e DJÏ n (R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques. 


Solution : 

1. On vérifie facilement que E ,-y x E k p = Sjifiu 

2. Notons A - Soit Je e [1, n). Comme A commute avec la matrice E kk , on a 

Æfcfc = Y y 

i=l 7-1 

et n n 

EfcfcA = dijEijEkiç -JL JL «îjEfcfcEi/ 

et donc 

7 Æ(fcE;fc = ^ Cl k jE k j, 
i-1 M 

Ceci pour tout indice k. 

Comme le membre de gauche est une matrice nulle sauf peut-être sur la k-ième colonne et le membre de droite, 
une matrice nulle sauf peut-être sur la k-ième ligne. On en déduit que pour i ^ k, a- lk - 0 et donc que A est une 
matrice diagonale. La réciproque est claire. 

3. Soit une matrice A - ((ay)) qui commute avec toutes les matrices symétriques. Soit k e Jl, n], La matrice E kk est 
symétrique, et on calcule 

AE kk = YJL aijEijE kk = YJL a ij^jk^ik = JL a ikfik 

i=l;=l i=lj=l ir-.l 

EfcfcA = JL JL dij'fkkfij = JLJL a ij&kiEkj = JL a k]^kj 

Par conséquent, les coefficients de la matrice AE kk sont nuis, sauf sur la k-ième colonne où ce sont les coefficients 
de la k-ième colonne de la matrice A. De même, les coefficients de la matrice E kk A sont tous nuis sauf sur la k- 
ième ligne, où l’on retrouve les coefficients de la matrice A. Puisque AE kk = E kk A, on en déduit que V(i, k) e 
[1, n]] 2 , i ^ k => üik = aki = Ok • La matrice A est donc nécessairement une matrice diagonale : A - £? . d;E ( - ( -, 
Considérons ensuite pour (k,() e [[1, n]] 2 , k^i,la matrice symétrique S = E^ + Ep k . On calcule 

AS = Y diEuEkp + Y diEuEpk = d k E k p + dpE fk 
SA = Y diEkpEii + Y diEpiçE.u = dp E k p + d k Ep k 

Puisque le système (E k p,Ep k ) est libre, on trouve que dp = d k . En définitive, la matrice A doit être une matrice 
scalaire : 3a e K tel que A - al n . Réciproquement, une matrice scalaire commute avec toute matrice, donc avec 
toute matrice symétrique. 


Exercice 25.4 ■! W I 

Soit une matrice A = ((a^-)) e (K) et deux indices ( k , Z) e [[1, n}] 2 . 

1 . Déterminer les matrices AE et E k pA. 

2. Trouver toutes les matrices Ae9Jt„(IK) vérifiant : VB e9Jt„(IKE AB = BA. 


Solution : 




1. On sait que A - Y.ij-i,..n a ijfij donc 




AE kl- Y a ij V 'ijEkl = 

Y a ifîjk&tt = 

JL 

«ifcE,/ 

i,j=l...n 


i-i... 


Efc/A = Y «/;Efc/E,7 = 

Y a i]^li^kj = 

JL 

a ljfkj 

i,j=l...n 
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2. Sipour tout B g DJl n (K), AB = BA, alors en particulier, pour tout k, l £ [1 ,n\, E/t/A = AE/^ et doncJ_i = \ n a^E,-/ — 
Xj=i...n a/jEfcy. Mais la famille (E,ÿ) est libre donc cette égalité n’a lieu que si = 0 pour i^ket si a*,,- = ajj 
pour tout i,j e [1, n], autrement dit que si A est scalaire. Réciproquement, si A est scalaire alors elle commute 
avec toutes les matrices de SBÎ„((K). 


Exercice 25.5 ■ W I 

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux matrices symétriques soit encore une 
matrice symétrique. 


Solution : Soit C = AB, où A - et B = sont deux matrices carrées symétriques. On a Cij = 

1 sjsn 1 

Y a ikbkj = Y a kibjk - X! ^jk a ki = Co avec C' = BA. Donc cq = Cp si et seulement si C = C' c’est-à-dire lorsque A 
k = 1 fc= 1 fc=i 

et B commutent. 

Plus synthétiquement : '(AB) = 'B'A = BA car A- 1 A et B = r B. Donc r (AB) = AB si et seulement si AB = BA. 


Exercice 25.6 

On considère la matrice 


Calculer r JJ, et] 1 ]. 


Solution : On considère SS - {ef) i^ n la base canonique de IR” et u l’endomorphisme de IR” défini par u{e\) — 0 et 
u(e- L ) = e,_i pour 2. J est la matrice de u dans SS. t J est la matrice de v dans SS, avec u(e,) = e i+ i pour i^n-1 et 
v{e n ) - 0. f JJ est la matrice devou dans SS. On a i/o u(ei) = 0 et vouief) - v(ei-i) = e,. Donc 


0 

0 ... 

0' 


fl 

0 

... 0 1 

0 

1 0 



0 

1 0 ... 



0 1 

0 ... : 

de même ] t ] = 


0 1 0 




0 




0 



•• 0 


0 


1 0 

,0 

0 ... 

... 0 1, 


lo 

0 

0 0, 


Exercice 25.7 ■ W 

On définit pour i / j, la matrice T ^ g 97t„(R) par 

T^=I+AEy 

Soit une matrice A g 9Jt„([R). Calculer AT^. et T y. A. Interpréter le résultat trouvé. 

Solution : Soit et les vecteurs colonnes de la base canonique de IR". On a Ty = ej. pour k ^ i etTy.ey = ej + Àe,-. On 
en déduit que la k-ième colonne de la matrice de ATy. est ATy. = Ae^ pour k^ i et ATy ey = Ae ; - + ÀAe,-. Moralité : la 
matrice AT y est obtenue en ajoutant À fois ia i-ème colonne de A à sa j-ème colonne. 

De même (par exemple en transposant) la matrice T y. A est obtenue en ajoutant À fois ia j-ème ligne de A à sa i-ème 
ligne. 

Moralité : Lorsqu’on multiplie à gauche (par une matrice T y.) ou agit sur les lignes. Quelle action ? Il suffit de le voir 
sur la matrice l n . 


Exercice 25.8 ■ W 

Soit A g dJl np (IR) telle que 


1. Montrer que A- 0. 


V(X,Y)G‘m fI i(R)xatt pl (IR) f XAY = 0. 
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2. Trouver une matrice 2x2 non-nulle telle que 


VXe9Jt 2 i(M) t XAX- 0. 


Solution : 


1 . Soit fj la j -ème matrice de la base naturelle de ÜJlpi (R) et et la i -ème matrice de la base naturelle de dK n \ (R) . On 
a t e l hfj = dij d’où le résultat. 


Exercice 25.9 ■ W H 

Soient deux matrices A, B g telles que : 

VCg9K„(R) ACB = 0 

Montrer que A — 0 ou B = 0. 

Solution : On traduit l’énoncé avec des endomorphismes : Soit u,ve if (R”) tels que \/w e if (R”), u° w o v = 0. 
Démonter que u - 0 ou v-O. 

Par contraposée : Supposons u ^ 0 et v ^ 0. Donc Hx g R" tel que z = v(x) / 0 et 3y g R” tel que u(y ) / o. On constmit 
alors w g if (R”) tel que w(z) - y. On a alors (u o w o v)(x) = u(y) / 0. Donc uo wo v ^ 0. 

Exercice 25.10 W i 

Soit deux matrices colonnes non nulles X, Y g DJt n \ (R). 

1 . Montrer que la matrice X C Y est de rang 1 . 

2. Montrer que toute matrice carrée A de rang 1 peut s’écrire sous la forme ci-dessus. 

3. Soit une matrice A g 9Jt„i CR) de rang 1 . Montrer qu ’il existe À. g R tel que 


1. Le rang de X et de l Y égale 1 donc le rang du produit est « 1. Par exemple parce que toutes les lignes (ou les 
colonnes) sont proportionnelles, ou bien parce que si u et v sont deux applications linéaires, uo v (si elle existe) 
a un rang inférieur au rang de u. Le rang de X f Y n ’ est pas 0 manifestement. 

2. Comme A /O, on choisit un élément dij ^ 0. Comme A est de rang 1, toutes les lignes sont proportionnelles à la 

i -ème ligne : L % = a^-L Donc on peut prendre X= et Y - (an,...,ai n ). 

3. On écrit A - X r Y, d’où A 2 = AA = X t YX t Y. Comme C YX est un réel, il commute à X. Donc AA = ( t YX)X t Y = ( f YX)A. 
On peut donc prendre À = t YX. 


Exercice 25.11 IW ■ 

Déterminer toutes les formes linéaires tp sur 9JC„(R) vérifiant : 


Solution : Remarque : Si n - 1, alors toutes les formes linéaires conviennent. 

On prend n> 1. Une forme linéaire est définie par ses images des vecteurs d’une base, donc ici les cp (E ,*). 

OrEik — EijEjk donc en choisissant A = E i; - et B = E avec j (c’est possible puisque n> 1) on a B f A = E^Ey-,- = 0. 
Donc (p (E ik) = 0 et (p est la forme nulle. 

Exercice 25.12 m W ! 

On considère deux matrices A et B de M 2 (R), et C- AB. 

1. Calculer le nombre d’additions, puis de multiplications nécessaires au calcul de C. 

2 . On pose : Si = «21 - «n; S2 = «n + «12! S3 = ai2 - Si; S4 = «22 - S3; S5 = ^22 - bu; S6 = bu - bu ; S7 = 
bu + S5; S 8 - b 2 i-S 7 . 

Pi = «21^11; P2 = 022^21! P3 = S1S5; P4 = S2S6; P5 “ S 4 b 22 ; P6 = au$a; P7 = S3S7. Enfin Sg = Pi +P7; S10 = 
S9+P3; Su — P4 + P5. 

Démontrer que en = S10 + P6! C12 = S10 + P4; C21 = Pi + P2; C22 = Sg + Su. 

3. Calculer le nombre d’additions, puis de multiplications nécessaires au calcul de C par cette nouvelle méthode. 



A 2 = ÀA 


et exprimer À en fonction de X et Y. 


Solution : 


V A, B G (R) (p (AB) = tp(B C A) 
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1. Il y a 4 coefficients à calculer. Pour chacun d ’eux il y a deux multiplications et une addition. Soit 8 multiplications 
et 4 additions. 

2 . Sio + P6 = Sg + P3 + ai2Sa = Pi + P7 + S1S5 + «12^21 - S7) = a2ifon + S3S7 + («21 - «n)(&22 - foi2) + «12^21 - 
«12(^11 +S5) = «21 foll + («12 -Si) (foll + S5H «21^22 -«21^12- «11&22 + flll &12 + «12^21 -«12 ^11 -012(^22-^12) = 
«2lfoll + «12foll + «12(fo22-fol2)-(«21-«ll)foll-(«21-«ll)(fo22-fol2) + «2lfo22-«2lfol2-«llfo22 + «llfol2 + «12fo21- 
«12 fol 1 — «12 fo22 + «12 fol2 = «2lfoll + «12foll + «12fo22-«12fol2-«2lfoll + «llfoll-«2lfo22 + «2lfol2 + «llfo22-«llfol2 + 

«21 i>22 - «21 fol2 - «11 b 22 + «11 fol2 + «12&21 “ «12foll — «12fo22 + «12&I2 = «11 foll + «11 b 22 ~ «11 fol2 - «11 &22 + «11 fol2 + 

«I 2 foll + «12fo22-«12fol2 + ai2fo21-«12foll — «12fo22 + «12fol2 + «2lfoll-«2lfoll-«2lfo22 + «2lfol2 + «2lfo22 — «2lfol2 = 
«il fou + « 12&21 +0 = Cn- Les trois autres calculs sont tout aussi jubilatoires. 

3. Il y a 7 multiplications et 11 additions. Le deuxième algorithme est plus rapide dès qu’une addition est 7 fois 
plus rapide qu ’ une addition. Dans ce cas on constate que le gain en rapidité est au détriment de la place mémoire 
utilisée. 


25.12.2 Trace d’une matrice 

Exercice 25.13 I 

Existe-t-il deux matrices (A, B) e M„(IR) 2 vérifiant AB- BA = l n ? 


Solution : Si AB - BA = l„, en prenant la trace, on obtiendrait Tr (AB) - Tr (BA) = Tr (I„) et alors Tr (I „) = 0 ce qui est 
faux. 


Exercice 25.14 I 

Soit (A, B) e M„ (IR) 2 vériûant AB - BA = B. 
Démontrer que Vfc g N* , Tr (B fc ) = 0. 


Solution : On démontre par récurrence : : AB fc - B fc A = kB k . On a Hi par hypothèse. D’autre part 

AB k+ 1 - B fc+1 A = (AB fc - B fc A)B + B fc (AB - BA) = JcB k B + B fc B = (k+ 1)B* +1 . 

En prenant la trace, on obtient le résultat. 


Exercice 25.15 I 

Soit deux matrices A, B £ 9K n (IK). On suppose que 

VX G 0Jt„ (K) Tr (AX) = Tr (BX) 


Montrer que A - B. 


Solution : Si A = ((a i; ) et X = ((jc,-/)), on calcule 

Tr(AX) = Y.Y. « ik x ki 

i=l *=i 

En prenantX-Bpq, on a x^i = Skp^iq, Tr(AX) = a qp , donc \/q,pe [1 ,n], a qp = b qp etparsuiteA-B. 


Exercice 25.16 IW ‘iM 

On se donne deux matrices A, B g 9Jl„ (IR) . Trouver toutes les matrices X g 9Jt n (IR) vérifiant : 
X+Tr(X)A = B. 

Indication 25.24 : Si X est une solution, prendre la trace de 1 ’ équation puis discuter. 


Solution : Soit une matrice X g S0Î„ (IR) solution. Alors Tr(X) +Tr(X)Tr(A) = Tr(B). Il faut étudier deux cas : 

1 . Si Tr (A) - 1, alors Tr (X) = ^ et alors X = B - ^ ^P^ A. Réciproquement, on vérifie que cette matrice 

convient. 


2. Si Tr(A) = -1, alors en prenant la trace dans l’égalité X + Tr (X)A = B on déduit Tr(X) + Tr(X)Tr(A) = Tr(B) soit 
Tr (B) = 0. Donc si Tr (B) / 0, il n’y a pas de solution. 

Réciproquement, si on suppose Tr (B) = 0, alors en posant X = B + ÀA, on a bien TrX = Tr B + ÀTr A = -À, et par 
conséquentX+ Tr (X)A = X-ÀA = B + ÀA-ÀA = B. 

Dans le cas où Tr (A) = -1 et Tr (B) = 0, l’ensemble des solutions est - {B + AA, À e R}. 

Conclusion : Si Tr(A) / -1, Sf -\b~ T ' (B) a1. Si Tr (A) = -1 et Tr (B) / 0, Sf> = 0. Si Tr (A) = - 1 et Tr (B) - 0, alors 
( 1 + Tr (A) J 

5? = {B + ÀA; À e R}. 


Exercice 25.17 IW 

Trouver toutes les formes linéaires cp sur 931 n (K) vérifiant 

V (A, B) e 9Jl n (K) 2 , ip(AB) = cp(BA) 


Solution : Soit cp une telle forme linéaire. Avec des matrices élémentaires, il vient pour tout i,j, k,t e [1 ,n\, 

(p (EijEici - Efc/Ejj) = 0 soit cp (Ô^E,/ - Ô^Ejy) = 0. Si j -k et il s’ensuit que cp (E$) = 0. Et si j - k et i - alors 
cp (E,-,- - Ejj) - 0. Donc cp est nulle sur tous les vecteurs En de la base canonique tel que i^i et constante sur ceux tels 
que i = i. On en déduit que pour une matrice A = (a,y) e 9R n {K) alors cp (A) = yL” =1 an - yTr (A) où y = cp (En). Donc 
cp e Vect(Tr). Réciproquement, si cp est proportionnelle à la trace, alors cp vérifie V(A,B) e 9R n (K) 2 , cp(AB) = cp(BA). 


Exercice 25.18 IW H 

Soient deux matrices A, B e 931 n (R) . On note 

< A,B >= Tr(A f B) 

1 . Calculer < A, B > en fonction des coefficients de A et B. 

2. Vérifier que < A,B>=<B,A> 

3. On note || A|| = \/< A,A>. Montrer que || A|| = 0 <=> A = 0. 

4. Montrer que A>— •<A,B>etB'— -<A,B> sont des formes linéaires sur S Ul n (R) . 

5. Montrer que |< A, B >| « ||A|| ||B||. 

On a prouvé que <,> est un produit scalaire sur 9Jt„(R), voir le chapitre 27. L’inégalité prouvée dans la dernière 
question n ’est autre que celle de Cauchy-Schwarz. Voir le théorème 27.2 page 1 063. 


Solution : 

1. On utilise la formule du produit matriciel. Si A - (a,y) et si B = {by) Pour tout i,j e [1 ,n\, [A' B] ^ =L£ =1 «/fcùyfc 


:A,B>=Tr(A f B ) = £ £ 


2. C’est évident d’après la formule précédente. 

3. On utilise à nouveau la formule précédente : || A|| 2 = L” =1 Z£ =1 Le résultat en découle immédiatement. 

4. On montre facilement la linéarité de A —* • < A, B > en utilisant la hnéarité de Tr . D ’a près la question 2., B —► < A, B > 
est aussi linéaire. 

5. Pour tout te R, 

0 « ||A+ rBII 2 =< A+ *B,A+ tB >= ||B|| 2 t 2 + 2 < A, B > f + ||A|| 2 . 


On obtient ainsi un trinôme du second degré en t. Son discriminant est A =< A, B > 2 - ||A|| 2 ||B|| 2 . Comme ce 
trinôme est positif, il admet au plus une racine réelle et donc A < 0 .On en déduit que < A, B > 2 - ||A|| 2 ||B|| 2 « 0 et 
donc que |< A, B >| «|| A|| ||B||. 


25.12.3 Rang d’une matrice 

Exercice 25.19 !Ç> 

Déterminer le rang des matrices suivantes : 

2 10 11 

21 0 -12 

31-1 0 1 

0 12 3 1 


1. A= | 2 1 0 

,-iio 


' 1-10 2 ' 
2 - 11-1 
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Exercice 25.20 I W H 

Déterminer suivant la (ou les) valeur(s) du (des) paramètre(s) le rang des matrices : 


( l-a 0 OA 

1. A= -1 2 -a 1 

V 2 0 3 -a ) 

fl 1 1 \ 

2. B - 1 b+c c+ a a+b I. 

\ bc ca ab ) 

f 1 cos0 cos20 \ 

3. C = cos0 cos20 cos30 . 

V cos20 cos30 cos40 J 



f a b 0 0 0 

0 a b 0 0 

5. E = 0 0 a b 0 

0 0 0 a b 

„ b 0 0 0 a 



f l-a 0 0 

1 transpo. 1 

(l-a -1 2 

rg 

-1 2 -a 1 

{ 2 0 3 -a J 

I Ig | 

0 2 -a 0 

{ 0 1 3 -a) 


0 \ transpo. 
3-aj ^ 


(2- a 1 \ si 2 , 
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De plus, on vérifie facilement que si a - 1 ou a -2 alors rgA = 2 .Donc rgA = < 


si a =1,2 ou 
sinon 


rg b + c c + a a + b 


1 b+c bc 
rg I 1 c+a ca 


L2 L2 - Li 
L3 — L3 - Li 


= rg| 0 a-b c(a-b) = 
%-c b(a-c)j 


, (a-b c(a- b)i si a ï b et aï c , I 
1+rs U-c Ha-C,l ‘H 


utilisant les symétries de la matrice, on en 
si a-b- c 

si deux parmi les trois nombres a, b et c sont égaux et le troisième différent 
si b / c et aï b et aïe 


bj {; 

déduit 


si bï c 
si b- c 


3 . SiQï o[|], 


f 1 cos 9 cos 20 
rg cos0 cos 20 cos 30 
V cos20 cos30 cos40 


L2 -^L2-COS0 Li 
L 3 <— L3 -cos20Li 


rg [ 0 -sin 2 0 

-sin20sin0 


Par ailleurs si 0 = 0 [ ^ j , rgC = 2. 


abc 
a 2 b 2 c 2 


cos 20 

-sin20sin0 
- sin 2 20 


L2 — L 2 - Li 
L3 — L3 - Li 


L 2 - 

l 3 — 


cos0 cos20 

cos20-cos 2 0 cos30-cos0cos20 

cos30-cos20cos0 cos 40 -cos 2 20 
L 2 

-|in0 

— — - ( 1 cos0 cos 20 'i 

mm=J 0 sin0 sin 20 

V 0 sin0 sin20 J 

( 1 cos0 cos 20 \ 

0 sin0 sin20 =2. 

0 0 0 J 


b- a b 2 -a 
c-a c 2 - a 


( b- a b 2 - a 
c-a c 2 -a 


1 (1 b+a\ L2-L2-L1 il b+a\ |3 sic 

= i+ 4 c+ «)— =" i+ n» c - b )= 2 +^ c - b) =\ 2 sic 


utilisant les symétries de la matrice, on en déduit 
si a-b- c 

si deux parmi les trois nombres a, b et c sont égaux et le troisième différent . 
si bïc et aï b et aïe 


5 . Supposant a ï 0 et b ï 0 : 

a b 0 0 0 

0 a b 0 0 

0 0 a b 0 

0 0 0 a b 

b 0 0 0 a 


a b 0 0 0 

0 a b 0 0 

0 0 a b 0 


0 -b 2 0 0 


a b 0 0 0 


0 0 
0 0 


r a 

b 

0 

0 

0 1 


' a 

b 

0 

0 

0 

0 

a 

b 

0 

0 

L5 *— flL>5 + fo 4 L,4 ^ 

0 

a 

b 

0 

0 

0 

0 

a 

b 

0 

0 

0 

a 

b 

0 

0 

0 

0 

a 

b 


0 

0 

0 

a 

b 

, 0 

0 

0 

-b 4 

a 4 , 


„ 0 

0 

0 

0 

b 5 + a 5 . 


>i a 5 + b 5 ï 0 
>i a 5 + b 5 = 0 


En résumé, (et dans le cas où a et b sont réels) : rg (E) = 0 si a et b sont non nuis, rg (El =5 si a ou b est nul mais 
pas en même temps. rgE = 4 si a - 1 et b - -1 ou si a - -1 et b - 1. Dans tous les autres cas rg(E) m 5. 
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Exercice 25.21 I Ç> 

Calculer le rang des familles de vecteurs v = Oi , vz, V3) de IR 3 suivantes avec : 

1. V! = (1,2,0), V2 - (0, 1,0), 1-3 = (1,1,1). 

2. 1/1 = (1,1,0), v 2 = (0,1,1), V3 = (1,2,1). 

3. (1,1,1), vz = (1,2,1), Ks = (l,-l,l). 


Solution : 

1. On a très clairement une base de IR 3 . Le rang est 3. 

2 . U\ et V2 forment une famille libre. V3-V1 + V2. Le rang est 2 . 

f 1 1 M 

3. Le rang de la famille v est le rang de la matrice 1 2 - 1 . En opérant sur les lignes, on obtient : 

V 12 1 J 

f 1 1 M f 1 1 M 

L 2 *- L 2 -Li 0 1 -2 , puis 0 1 -2 \. Le rang est donc 3. 

L 3 - L3-L1 \0 1 0 J L 3 - L3-L2 vo 0 2 J 


Exercice 25.22 I 

Calculer le rang des applications linéaires suivantes : 


t R 3 _ R 3 j R2[X] __ Rz[X] 

Lf: \ [x,y,z) ~ {x + y-z.x-z) ■ P 1 — ♦ P' 


IR 2 — ► M 3 
' J '\ (s,f) — (s+f, 

f rc 3 [X] — R3 IX] 

2 s-t,t) ’ } P XP'-P ’ 

Solution : 


1 . C’est le rang de la matrice j 

fl 1 -Il 

10 0 qui est clairement de rang 3. 

lo 0 -iJ 

2. C’est le rang de la matrice 

f 1 1 1 

2 - 1 qui est clairement de rang 2 en regardant les deux dernières lignes. 

0 1 / 

3. L’image de la base (1,X,X 2 ) par 0 est (0, 1,2X) qui est de rang 2. Donc 0 est de rang 2. 

4. L’image delà base (1,X,X 2 ,X 3 ) par 0 est (-1,0,X 2 ,2X 3 ) qui est de rang 3. Donc 0 est de rang 3. 


2 5 

-2 4 

1. Calculer M 2 . 

2. Déterminer le rang de M. 

3. Soit A e 0113,2 (C) et B e OH23 (C) telles que AB = M. Démontrer que BA = 9I 2 . 


Solution : 

( 64 + 4 + 4 16+10-8 -16 + 8-10 \ ( 72 18 -18 1 

1. M 2 = 16+10-8 4 + 25+16 -4 + 20 + 20 = 18 45 36 =9M. 

V -16 + 8-10 -4 + 20 + 20 4 + 16 + 25 J V -18 36 45 J 

2. M est de rang 2. (4L 2 - Li = 4L 3 + Li). 

3. AB est de rang 2, donc rg(A) 3= 2, donc rg(A) = 2. De même rg(B) = 2. Donc A est la matrice d’une application 
linéaire injective. 3A' e 9012,3 (C) , telle que A'A = I 2 . De même B est la matrice d’une application linéaire surjective. 
3B' e 0H 3i 2 (C) , telle que BB' = I 2 . Comme ABAB = 9AB, on en déduit que A'ABABB' = 9A'ABB' = 9I 2 I 2 = 912- 


25.12.4 Calcul de déterminants de taille 2 ou 3 

Exercice 25.24 I C? 

En variant les techniques utilisées (Règle de Sarrus, développement suivant une ligne, une colonne, en faisant appa- 
raître des zéros,...) Calculer les déterminants suivants : 
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1 2 

01 


1 

1 1 


3 

4 

-2| 

a) 

0 1 

6 

c) 

5 

8 3 

e) 

2 

3 

1 


2 4 

2\ 


2 

-1 2 


1 

2 

3 1 


-3 

2 9 I 


1 

-1 0 


1 

1 

-21 

b) 

-1 

0 -1 

d) 

5 

-5 5 

f) 

-1 

3 

4 


11 

-5 -12| 


2 

1 3 


-1 

. 1 

3 1 


Il 2 01 11 2 01 

a) On peut opérer sur les lignes : Lg < — L3-2Liet 0 1 6=0 1 6 =2. 

P 4 2\ |o 0 2\ 

b) En développant par rapport à la deuxième ligne : 


1-3 

-1 


— 12 


11 “5 " 


1 11 -5 -12| 

c) La présence des trois 1 à la première ligne incite à soustraire la première colonne aux deux autres : 

U 1 il U ° ° I | o _„| 

5 8 3 = 5 3 —2 = = -6. 

[2 -1 2| |2 -3 0 | I I 

d) En additionnant les colonnes : C2 - — C2 + Ci 

Il -1 01 11 0 01 11 0 01 

5 -5 5 = 5 0 5 =- 5 5 0=-15. 

\2 1 3| \2 3 3| \2 3 3| 

13 4 -21 

e) Avec la règle de Sarrus, alors ? 2 3 1 =27 + 4 + 6-8-24-6 = -!. 


f) L2 * — L2 + Li et L3 * — L3 + Li — 1 3 


I 1 1 -2 I 

: 0 4 2 =24-4 = 20. 


Exercice 25.25 I I 

Sans les calculer, expliquer pourquoi les déterminants suivants sont nuis : 


4. A 4 = 0 0 3 
0 0 1 


I 1 a b+c I 

1 b c+a 

| 1 c a+b | 

1 cos2x 

1 -cos2x 

| cosxsinx cosxsinx 


2 cos 2 x 
2sin 2 x 
sin2x 


Solution : 

1 . Une colonne de Ai est nulle donc Ai = 0. 

2. Les deux premières colonnes de A2 sont proportionnelles, donc A2 = 0. 

3. La première colonne de A3 est somme des deux autres donc A3 = 0. 

4. A4 étant diagonale, le déterminant A4 est égal au produit de ces termes diagonaux. Un de ceux-ci étant nul, il en 
est de même de A4. 

I 1 a a+b+c I 

5. A5 3 2 = 1 b a+ b+ c et les première et troisième colonnes de A5 sont proportionnelles. Il vient 

| 1 c a+b+c | 

A 5 = 0. 

6. La dernière colonne de Ag est somme des deux autres donc Ag — 0. 


Exercice 25.26 IW I 

Calculer, sous forme factorisée : 
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a-b-c 2 a 2 a 

1. 2b b-c-a 2 b 

2c 2c c-a-b 

0 a b I 

2. a 0 c 

b c 0 | 

1 + a a a I 

3. b 1 + b b 

c c 1 + c | 
abc I 

4. c a fo 

& c a | 

où a, b, c sont trois réels. 


Il a a 2 I 

5. 1 b & 2 

| 1 ce 2 ! 

(appelé déterminant de Va ndermonde). 

I a+b b+c c+a I 

6. a 2 + b 2 b 2 + c 2 c 2 + a 2 

| a 3 + b 3 b 3 + c 3 c 3 + a 3 \ 

II sina cos a I 

7. 1 sinù cos b 

| 1 sine cos c | 


Solution : 

I a-b-c 


(a + b + c) 2b b-c-a 


Li— L1+L2+L3 


a+b+c a+b+c a+b+c I 
2b b-c-a 2b 

2c 2c c-a-b \ 


C2 •*- C2 - Ci 
C3 C3 - Ci 


(a + b+ c)\ 2b -b-c-a 


(a+b+c) 3 


- 1 2 abc | par application de la règle de Sarrus. 


Li— L1+L2+L3 


(1 + a + b+c)\ b l + b b 
c c 1 + c 


1+a+b+c 1+a+b+c 1+a+b+c 

b l + b b 

c c 1 + c 

C2 «- c 2 - Cl 
C3 C 3 - Ci 


I 1 0 0 I 

(1 + a+b + c)\ b 1 0 = | 1 + a+b+c \ 

c 0 1 


I a b c I 
c a b 


I a+b+c b c I 
a + b + c a b = 
| a+b+c c a \ 

L 2 — L 2 - Li 
L3 L 3 - Li 


, L2 L 2 - Li 

1 f fl L 3 ^L 3 -Li 
5. 1 b b 2 = 


I a+b b+c c+a 
a 2 + b 2 b 2 + c 2 c 2 + a 2 
| a 3 + b 3 b 3 + c 3 c 3 + a 3 
C 2 C 2 - Ci 
C 3 •<- C 3 - Ci 


I c b a 
•2 c 2 b 2 a‘ 
| c 3 b 3 a- 
un déterminant de Vandermonde. 


Il b c 

(a + b + c) 0 a- b b-c 
| 0 c-b a-c 



\a+ b + c)[(a- b) 2 + (a- c. 

) 2 + (b-c) 2 ) 


a 2 I 

1 a a 2 


a b 2 -a 2 \ = (b-a)(c-a)\ 

0 1 b+ a \ 

a c 2 - a 2 | 

0 1 c+a \ 

-\(b-a)(c-a)(c-b) \ 

I -2c b+c c+a 

1 c 

b + c 

= -2c 2 b 2 + c 2 c 2 + a 2 

= — 2 c 2 

b 2 + c 2 , 

\ -2c 3 & 3 + c 3 c 3 + a 3 

1 1 1 1 1 

1 c 3 

b 3 + c 3 1 

2abc\ c b a \ - \ -2abc(b- a) (c- 

-a) (c-b) | 

\ c z b 2 af- \ 
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Montrer que : 


13 0 0 1 10 0 3 1 

0 4 0 = - 0 4 0 =60 

| 0 0 5 | | 5 0 0 | 


| Solution ; Facile par permutations des colonnes. 

Exercice 25.28 IÇ> 

Les nombres 1 19, 153 et 289 sont tous divisibles par 17. Montrer, sans le développer que le déterminant 
divisible par 17. 


5 

8 


91 

3 est 
9| 


I 100 10 9 I I 119 10 9 I 

Solution : Notons A ce déterminant. On a : 1000A = 100 50 3 Ci— Ci+c 2 +Cj_ 50 3 = 

| 200 80 9 | | 289 80 9 | 

I a 10 9 1 

17 1 b 50 3 \ où a, b et c désignent respectivement le quotient de 119, 153 et 289 par 17. On obtient :A -17m 
| c 80 9 | 

I a 10 9 I 

avecra= b 50 3 qui est un entier. Comme 17 est premier avec 1000, appliquant le lemme de Gauss, 17 divise A. 
| c 80 9 | 


Exercice 25.29 I 

Soit ( a,b,c ) e IR 3 . Considérons les polynômes P a = (X- a) 2 ,Pi, - (X- b) 2 , P c - (X- c) 2 . Déterminer pour quelles 
valeurs de (a, b, c) la fami ll e = (P fl ,Pfe,P c ) forme une base de IR2 [X] ? 


f a 2 b 2 c 2 

Solution : La matrice de la famille 2? dans la base canonique (l,X,X 2 ) de IR2 [X] est M = -2a -2b -2c . 

Il 1 1 J 

Utilisant les déterminants de Vandermonde, on trouve detM = -2 (b- a) (c - a) (c - b) . La famille 2? forme une base de 
R2 [X] si et seulement si les scalaires a,betc sont deux à deux distincts. 


Exercice 25.30 I9W H 
Montrer que 

I cos (a - b) cos [b - c ) 
A = cos (a + b) cos ( b + c ) 
| sin (a + b ) sin ( b + c ) 


cos(c-a) I 

cos(c + a) = -2sin(a-fo)sin(fo-c)sin(c-a) 
sin (c + a] \ 


Solution : On développe suivant la première ligne et on reconnaît les formules d ’ addition : 

A = cos (a - b) [cos ( b + c ) sin (c + à) - cos (c + à) sin [b + c)] - cos (fo - c) [cos (a + b) sin (c + a) - cos (c + a) sin (a + b)] + 

cos (c - à) [cos (a + b ) sin {b + c) - cos ( b + c) sin (a + b)] - 

cos (a - b) sin (a - fc) + cos ( b - c ) sin [b - c) + cos (c - a) sin (c - a) = - (sin2 [a - b) + sin2 (fo - c) + sin2 (c - a)) 

2 
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puis on utilise les deux formules sin p + sin q = 2 sin cos et cos p - cos q = - 2 sin sin : 

A = - (2 sin (a - c)cos(a+ c-2b) + sin2(c-a)) 
2 

— sin (a - c) cos (a + c - 2fr) + sin (c - a) cos (c-a) = sin ( a - c) (cos {a + c- 2b) - cos (c - a)) 

- -2 sin (.a— b) sin (b — c) sin (c - a) 


Exercice 25.31 V 

Soient 

Pi=2X 2 — X+l, P 2 = X 2 + 2X, P 3 =X 2 -1 
Montrer que la f am i ll e = (Pi,P2,P3) est une base de R2 [X], 

Solution : Notant e = (X 2 ,X, l) la base canonique de R 2 [X], on a : 

( 2 1 M 

Mat e (<^) = -12 0 

Il 0-1 j 

qui est inversible. La famille SP est donc une base de R 2 [X] • 

Exercice 25.32 

A quelle condition sur le réel a la famille e - [e \ , e 2 , £3) : 

e% = {a, 1, 1) e 2 = (1, a, 1) «3 = (!,],«*) 

forme-t-elle une base de R 3 ? 


I a 1 1 I 

Solution: La famille e forme une base de R 3 si et seulement si j 1 a 1 /O. Ce déterminant vaut: {a- 1) 2 (a + 2). 

| 1 1 a | 

La famille e est donc libre si et seulement si a # 1 et a ^ -2. 


25.12.5 Inversion de matrice 

Exercice 25.33 I 

Inverser 

t -3 1 0 

A= 2 0 1 

VI 2-1 

1. en utilisant des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes. 

2. en utilisant la comatrice. 


Solution : 









1. On effectue les mêmes opérations sur 

les lignes de A et de I 3 . 




-3 

1 

0 




1 

0 

0 

2 

0 

1 




0 

1 

0 

1 

2 

-1 




0 

0 

1 

-3 

1 

0 




1 

0 

0 

0 

2 

3 

l 2 


3L 2 +2 Li 

2 

3 

0 

0 

7 

-3 

l 3 


3L 3 + Li 

1 

0 

3 

-6 

0 

-3 

Li 

+_ 

2Li - L 2 

0 

-3 

0 

0 

2 

3 




2 

3 

0 

0 

0 

-27 

l 3 


2L 3 -7L 2 

-12 

-21 

6 

-54 

0 

0 

Li 

_ 

9Li - L 3 

12 

-6 

-6 

0 

18 

0 

l 2 

— 

9L 2 +L 3 

6 

6 

6 

0 

0 

-27 




-12 

-21 

6 

9 

0 

0 

il 


L1/C-6) 

-2 

1 

1 

0 

9 

0 

L 2 996- 

L 2 /2 

3 

3 

3 

0 

0 

9 

l 3 

<- 

La/C-3) 

4 

7 

-2 


Chaque opération sur les lignes est la multiplication à gauche par une matrice inversible. Donc A est inversible et 



(-2 3 

2. On calcule det(A) -9 et com(A) = 1 3 

V 1 3 


7 donc A 1 

-2 J 


f com(A) 

det(A) 


3 

7 


Exercice 25.34 I 

Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et calculer leur inverse : 


1. A = 

2. B = 


r 1 0 1 

3. C= -10 1 

, 01-1 
r 0 -2 1 ' 

4. D= 1 0 1 

,0 -1 2 j 


1 1 0 1 

0 1 2 

0 0 1 , 

0 10 0 ' 
0 0 10 

0 0 0 1 

1 0 0 0 ; 



Exercice 25.35 I 

On considère la matrice A e WI2 (C) donnée par A = | \ ^ | . 

1 . Montrer que A 2 - 2A - 12 = 0. On dit que X 2 - 2X - 1 est un polynôme annulateur de A. 

2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse. 

3. Retrouver ce résultat par un calcul direct. 


Solution : 

1 . On montre par un calcul direct que A 2 - 2A - 12 = 0. 

2. L’égalité précédente amène : A (A - 2I2) = I2 . A est donc inversible et sa matrice inverse est : 

3. On retrouve ce résultat en utilisant la comatrice ou en passant par un système. 
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Exercice 25.36 I 
1 0 i 


Soit A - 


-10 2 
0 1 -1 , 


1 . Montrer que le polynôme que P = X 3 - 3X + 3 est un polynôme annulateur de A. 

2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse. 

3. Retrouver ce résultat par un calcul direct. 



'2 -1 0 ' 


Solution : Même déroulement que l’exercice précédent. On trouve A 1 = I3 - ^A 2 = i 

1 1 3 

1 1 0 , 


Exercice 25.37 V 

Soient deux matrices carrées A, B £ (K) vérifiant AB = 0 . Montrer que si A est inversible, alors B = 

= 0 . 

Solution : Si A est inversible alors on peut écrire : 



AB = 0 => A -1 x AB = A -1 x 0 => B = 0. 




Exercice 25.38 IW H 

Soit une matrice A e ÜJl„ (IR) antisymétrique. On pose M = I + A. 

1 . Soit une matrice colonne X e 9Jl n ,\ (K) • Calculer la matrice r XAX 

2. En déduire que la matrice M est inversible. 


Solution : 

1. Si A - ( a,ij ) alors f XAX = X" =1 X” =l aijxixj. Comme A est antisymétrique, pour tout i / j cijixixj - -aijxixj 
et an - 0. Alors | f XAX - o] . 

2. Soit X e 9Jl n ,i (IR) . Alors 

MX= 0 => f XMX = 0 => *X(I + A)X = 0 =^> *XX+ ( XAX = 0 => f XX = 0 

en vertu de la première question. Mais si X = (x,-), f XX = X” =1 x'f et f XX = 0 implique que Vi e [1, n\, x,- =0 et 
que X - 0. On en déduit que M est inversible. 


Exercice 25.39 IW H 

Déterminer 1 ’ inverse de la matrice carrée A - 


O) 


O al 


Solution : Soit t 

? - (ei , . . . , e n ) une base de K n et f - f/i, ■■■,/«) la famille de vecteurs de K" admettant A comme 

matrice dans la base e. On a donc : 



ft = e 1 + ae 2 , f 2 = 

e 2 + ae 3, ...,f n 2 = 2 + ae n 1, f n \ = e n 1 + ae„, f n = e n . 

On en déduit que : 

e n 

= fn 


e n - 1 

= fn-l-af„ 


e n -2 

- fn-2 - afn-\ + a 1 fn 


ei 

= fl- ah + a 2 h - a 3 h + • • • + (-1)" -2 a n ~ 2 f n 


e\ 

- fi- af 2 + a 2 h ~ a 2 h + . . . + (-1)" -1 
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donc f est une base de K n , A est inversible et 

1 

-a 

0 

1 

o' 



a 2 

-a 



A -1 =Maty (e) = 

-a 3 

a 2 




(-I) n ~ 2 a n ~ 2 

(-1 ) n ~ 3 a n ~ 3 . 

1 0 



(-1 )n-t a n-l 

(-1)" -2 a n ~ 2 . 

.. -a 1 



Exercice 25.40 IW H 

Soit A g DJl n (K) telle que I„ + A est inversible. Soit B = (I„ - A) (I n + A) -1 • 

1. Montrer que B = (I„ + A) _1 (I„ -A). 

2. Montrer que I n + B est inversible et exprimer A en fonction de B. 


1. On a (In+A)(I„-A) = (I„ -A) (I„ + A), donc 1„-A = (I„ + A ) -1 (I„ - A) (I„ - A) donc B = (I„ - A) (I„ + A ) -1 = 
(I n + A ) -1 (I„ - A), ce qu’il fallait vérifier. 

Un argument plus savant : (I„ + A) -1 est un polynôme en A, et comme tel commute avec n ’ importe quel polynôme 
en A, par exemple l„ - A. En effet, soit B = I„ + A. La famille I„,B,B 2 ,...,B” est liée. On peut écrire ÀoI« + 
ÀiB + ...ÀfcB fc = 0 où k désigne le plus grand indice « n 2 pour lequel X^ / O. On a Ào / 0, sinon on aurait 
B(À] I„ + . . . A.*;B fc-1 -0 et donc B ne serait pas inversible. Donc on peut écrire 


I n = B ™B - ... - ^B fc_1 ) . 

V Ao Ao Ao J 


Donc B 1 = - — I n - —B - ... - — B fc 1 est un polynôme en B donc un polynôme en A = B - 1„. 

Ào ÀO Ào 

2. B- (21 n -In -A) (I„ + A)- 1 = 2 (I n +A) _1 - (I n + A) (I„ +A) _1 = 2 (I„ + A)” 1 - I„. D’où I n + B = 2 (I n +A) _1 , ce qui 
montre bien que I n +B est inversible. Déplus (I n +B) -1 = - (I„ +A), d’où A = 2(I„ + B) _1 -I n . 


Exercice 25.41 [ Ç"? :..C 

Soit A une matrice carrée nilpotente de taille ne N*. Montrer que la matrice (I„ - A) est inversible. 


Solution: On suppose que A est nilpotente d’ordre p£ N*. On a donc A k -O pour tout petA k ^0 pour tout k < p. 

Mais 

(I „ - A) (I„ + A + A 2 + . . . + A p_1 ) = (I n - A) + (A- A 2 ) + . . . + (A p_1 - A p ) = I„ 
par télescopage et car A p - 0. Donc I„ - A est inversible d ’ inverse I„ + A + A 2 + . . . + A p_1 . 


Exercice 25.42 IÇÇ? H 

Soit une matrice U triangulaire supérieure telle que tous les éléments de la diagonale soient non-nuls. Montrer que la 
matrice U est inversible. (On montrera que UX = 0 => X = 0 ) 


Solution : Soit une matrice colonne X g 9Jt„i (IR) telle que UX = 0. On obtient un système d’équations triangulaire sur 
les coordonnées de X qui se résout de proche en proche en partant de la dernière équation et on obtient finalement que 
X-O. Par conséquent, U est inversible. 

Une autre façon de voir est de considérer que la matrice est celle d’un endomorphisme u de IR„_i[X] dans la base 
(X k ). L’hypothèse « U triangulaire supérieure avec tous les éléments de la diagonale non-nuls » se traduit par : Vfc g 
{0, . . . , n - 1}, deg(u(X k )) = k. Donc u transforme la base (X fc ) en une famille échelonnée en degrés, donc une base de 
IR„_i[X], Donc u estbijectif, donc U est inversible. 


Exercice 25.43 I W 


On considère la matrice M = ((m,-y))i Sii y sn g 9Jl„(IR) avec m,y = 


si zV / „ . 

. Calculer M 2 et M 1 . 

si i = j 
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Solution : 


Faire d’abord le calcul pour n-3.En notant M 2 = ((a i; )), on tire que a t j = 


m ik m k] — Hk#{i,j} 


[in- 2)- Si iïj 

a ü = \ ] 

l(n-l) si i = j 


On remarque que M 2 - in- 2)M + in - 1)I„ d’où l’on tire que M est inversible et que M 


Exercice 25.44 I 

Inverser la matrice suivante : 


1 6 5 4 3 2 

2 1 6 5 4 3 

3 2 1 6 5 4 

A_ 4 3 2 1 6 5 

5 4 3 2 1 6 

6 5 4 3 2 l j 


Solution : Avec la forme de la matrice A, on peut faire le pari que la matrice inverse peut s’écrire, si elle existe, 


x y z t u v 

v x y z tu 

i u v x y z t 

t u v x y z 

z t u v x y 

K y z t u v x 

L’égalité AA -1 = Ig se traduit, pour la première colonne de AA -1 , par 

x +6v +5u +4 1 +3 z +2 y = 1 

2x +v +6 m +51 +4 z +3y = 0 

3x +2v +u +61 +5 z +4y = 0 

4x +3v +2 u +1 +6 z +5y = 0 

5x +4v +3 u +21 +z +6 y = 0 

6x +51" +4 u +31 +2 z +y - 0 


Il n’est pas difficile de voir que la (les ?) solutions de ce système fournit une solution pour les autres colonnes. 
Maintenant, en additionnant les lignes, en posant S-x+v+u+t+z + y, on obtient 21S = 1. 

Ensuite on multiplie la 2 ème la 4 ème et la 6 crnc ligne par - 1 et on additionne les six lignes pour obtenir -3x+3v-3u + 

1 4 

31-3z + 3y = 1 soit 3Si -3S2 = -1 en posant Si - x + u+ z et S2 - v + t + y. Ce qui donne Si = - - etSa = — . 

Si on continue dans la même idée, pourquoi ne pas multiplier la 2 eme et la 5 eme ligne par j et la 3 eme et la 6 eme ligne par j 2 
avant d’additionner le tout: [5+7 j +9 j 2 )(x+t)+(9+5j +7 j 2 )(v+z)+(7+9j +5 j 2 )(u+ y) = 1. En utilisant 7(1+/+ j 2 ) - 0, 
on a (-2+2j z )(x+ î) + (2-2j)[v+ z) + (2j -2j 2 )[u+ y) = 1. En factorisant par [2-2 j), on a j 2 [x+t) + [v+z) + j[u+y) - 

1 -î 2 

2(1-7) " 2(1 — 7HI-7 2 ) “ 


- = -(1 - j 2 ). En conjuguant, on obtient j(x+ t) + (v + z) + j 2 (u + y) = -(1 - j). En posant 


Ti = x+ t, T 2 = v + z, T$ = u + y on a 
Ti + T2 + T3 = 


f Tl 


T 2 


jt 3 

j 2 t 3 


- (1 - j 2 ) . Bon, on sent qu ’il y a de l’idée mais il n’y a rien de décisif. Il faut aller 


j Ti + T 2 
encore plus loin : 

Soit ( = exp(2|l). On multiplie la k ème ligne par ( k et on additionne le tout : 

xS + (uS + ( 2 uS + C 3 1S + ( 4 zS + C 5 yS = 1 en posant S = 1 + 2( + 3( 2 + 4Ç 5 + 5Ç 4 + 6Ç 5 . Soit P(X) = 


OrP'(X): 


X 6 -l v 6X 5 CX - 1) - (X 6 - 1) 

' X-l +X (X-l) 2 f 


d’où S = - 


1000 


On obtient ainsi en faisant jouer le rôle de C, par Ç 2 , Ç 3 , . 


+<V 

+C 2 M 

H 3 t 

+Ç 4 z 

+ç 5 y = 

t!. 
„ 6 

+t, 2 V 

h 4 U 

+C 6 f 


+C 4 y = 

( 2 -i 

6 

+(, 3 V 

H 6 U 

+C 9 

+ç 12 z 

H 15 y = 

C 3 - 1 
,6 

+o 

+t> 

+Ç 12 f 

+Ç 16 z 

H 20 y = 

ç -i 
6 


+C 10 M 

H 15 t 

+i 20 z 

H 25 y = 

C 5 ~l 

6 


On trouve x en additionnant les lignes, en utilisant 1 + + £, 2k + (, 3k + +(, 4k + +( 5fc = 0 pour l«A:«5:6x=^--l d’où 

x — — — — . Pour trouver v, on multiplie la k ernc ligne par Ç 5fc et on additionne le tout : 6v - 1+ — d’où v - — . 

63 21 63 

Pour trouver t, on multiplie la k-ième ligne par l 4k et on additionne le tout : 6u- — d’où t - . Le même calcul 

1 21 126 

donne le même résultat pour les autres inconnues : t= z = y = 


-20 1 
22 -20 


Exercice 25.45 I9W H 

On considère une matrice A e 9ÏÏ„(C), A = à diagonale dominante : 

Vie U,nf, \au\>Y J \aiji 
i*i 

Montrer que la matrice A est inversible. Cette propriété est connue sous le nom de lemme d’Hadamard. 


Solution : Supposons que A ne soit pas inversible. Alors il existeX- (xj) e OJÎi (C) non nul tel que AX - 0. CommeXest 
non nul, on sait que a- max/ e| i n i |x;[ / 0. Déplus, on a encore A (X/ a) = 0. On peut donc supposer que max ie [i, n j |x,-| = 
1. On note io l’indice i e [1,«] tel que |x,-| = 1 . L’égalité AX - 0 amène pour tout i e U, ni, £” =1 a ij x j - 0 ou encore 
—an Xi = 'E.j-i jjti a ij x j ■ En particulier, pour i = io, cette égalité devient en passant à la valeur absolue et en utilisant 
l’inégalité triangulaire : 

|«Mol = Kio*iol= £ «*> jXjl* £ \okj\\xj\< £ \ a ki\ 

I y=i,jVi'o 

carmax i£ [i ; „] |x/| = 1. Mais comme la matrice est à diagonale dominante, on a aussi |a; 0 ( 0 | > T.j^i 0 \di 0 j\ et on aboutit à 
une contradiction. Par conséquent A est inversible. 


Exercice 25.46 I 

1. Soit ne N, Démontrer qu’il existe un unique polynôme U„(X) e Z [X], de degré n, vérifiant 
V0e IR, sin0.U„(cos0) = sin(rc+ 1)0. 


Démontrer que 


U„+i (X) + U n -i (X) = 2X1] n (X) (*) 


Démontrer que 


Vw >1 ,Vp> 1, U n +p = U p U„ -Up_iU„_i 


(**). 
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2. Soit 


'2x 1 0 


1 2x 1 


B „(x) = o 


0 ' 

0 • 


: 1 2x 1 

0 ... 0 1 2Xj 


Démontrer que pour x / cos — — , B„(x) est inversible et son inverse est la matrice symétrique définie par 


b' ij = {-l) 


i+j Di-i{x)Dn-]lx) 

Unix) 


pour i j 


et 




U j_| (x)U„_,'(x) 

U» (JC) 


pour i > j. 


1 . Existence : On 1 ’ établit par récurrence. On peut prendre Uo(X) = 1 , Ui (X) = 2X, 
et puisque sin (« + 2)9 + sinn9 = 2 cos 9 sin [ri + 1)9 on a nécessairement 

sin 9 U„+i (cos 9) + sin 9 U„_i (cos 9) = 2 cos 9 sin 9 U n (cos 9) . 

Donc on choisit U„+i (x) = 2xU„ (x) - U„_i (x) sur [- 1; 1] . On en déduit que les U„ sont des fonctions polynômes, 
appelés polynômes de Tchebychev (de deuxième espèce). Les polynômes U„ (X) ainsi construits conviennent et 
appartiennent à Z [X] . 

Unicité : La différence de deux tels polynômes s’annulerait sur [-1; 1] ce qui donne l’unicité. 

On a bien entendu 

U„ + i(X)+U„_i(X) = 2XU„(X). (*) 

U n est de degré n par une récurrence immédiate. 

Les (ic - cos » 1 =£ k « n sont les n racines distinctes de U n . 

Enfin, en utilisant trois fois sinasinb = \ (cos [a- b) - cos{a+ b)), on a d’une part : 

sin 2 9U„ +p (cos9) = sin9sin(rc + p + 1)9 = ^cos(rc + p)9- ^ cos(rc + p + 2)9, 


et d’autre part : 

sin 2 9U p (cos9)U„ (cos9) - sin 2 9U p _i (cos9)U„_i (cos9) = sin(p + l)9sin(n + 1(9 - sin p9sin «9 

= i cos(p - n)9 — i cos(p + n + 2)9 
- ^ cos(p - n)Q + ^ cos(p + n)9 
= ^ cos(p + n)9 - ^ cos(p - n)9 


On a bien établi (**) 

2. Soit 1 ^ i < j ^ n (en posant U_i (x) = 0 dans le cas où j -n) 

Ë ■ b 'ik b kj = b 'ij-i b J-U + h'ijhjj + b 'ij t i b DU = b 'ij-\ b i-U +2xb 'ij + b 'ij+i 

_ i-l) i+ J- 1 U i - 1 U n -j +1 + (-l) i+ J2xU,_iU n -j + (-l) i+ - /+1 U 1 -_iU„_ J -_i 

„ , + h Um (U„-; +1 -2xU»- ; +U b -;- 1 ) 

Unix) 


d’après (*) où l’on remplace n par n-j. 
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Pour i = j (en posant U_i (x) = 0 dans le cas où j - n et donc b' nn+1 -0) 

£ b' ik bki = b' it _ , fc,-_ i i + b^bu + b' ii+l bi + u = b' ii _ ] bi-\i + 2xb' n + b' jj+l 
k= 1 

U;_ 2 U„_; +2xU,_ 1 U„_j -Uj-iUb-/-! 

U„(X) 

= 77-7— (-Ui- 2 U„-i +U/-1 (2xU n _/ +U„-i-i)) 


25.12.6 Calcul des puissances d’une matrice 

Exercice 25.47 IÇ> 

Calculer A” pour ne N* et les matrices A suivantes : 


1. A- 

2. A - 

-U 2 ] 

(a b \ 
-[ 0 a) 

**-i; ;) 
Y 

) 

Solution : 

Par des récurrences faciles, on trouve : 
t 1 2 n -\ \ 

1 1 1 

1 1 

1. A n = 

(0 2- J 


l) 

2. A” = 

1 a n na n ~ l b \ 

1 0 a" j 

4 A» = 2-( 

-1 \ 
1 J 


Exercice 25.48 I I 

1. Calculer les puissances de A=| j J j. 

2. On pose : F 0 = 0 ; Fi = 1 ; F n+2 - F n+1 + F„ (suite de Fibonacci) . 
Démontrer que pour tous entiers naturels n et p, F„ +p = F„+iF p + F„F p _i . 


Solution : 

1. Par récurrence, \/n e N* A" = ( F ” +1 |. 

{ F « Pn- 1 1 

2. On calcule le coefficient de la l ère ligne et 2 eme colonne de A n+P - A n A p . Comparer avec l’exercice 20.21 p. 764 

Exercice 25.49 ■ V 

1 2 -M 

Soit A = 0 11 

l 0 0 1 J 

1. Montrer que A - 13 est nilpotente d’ordre 3 (c’est à dire que (A-I3) 2 ^ 0 et que (A-I3) 3 = 0 

2. En déduire, en utilisant la formule du binôme de Newton A n pour tout ne N. 


Solution : 

1. Par un calcul direct, on montre que B = A - 13 vérifie B 3 = 0 et B 2 ^ 0. 
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2. Utilisant la formule du binôme, ce qui est valide car I 3 x B = B x I 3 , on obtient, pour n ^ 3 : 
A” = (B + I 3 )" 



Cette formule reste valable si n- 0, 1,2. 


Exercice 25.50 I 

[ 1 -1 0 
Calculer A n pour A = 0 1 -1 

V 0 0 1 


de deux manières différentes. 


Solution : Même déroulement que dans 1 ’ exercice précédent : on forme la matrice B = A - 1 3 et on montre qu 'elle est 

n{n- 1) ' 


nilpotente d’ordre 3. On applique ensuite la formule du binôme et on trouve : A n = 
aussi prouver ce résultat en effectuant une récurrence. 


0 1 
0 0 


Exercice 25.51 I W 

On considère la matrice A = 

1 . Montrer que le polynôme X 2 - 5X + 4 est un polynôme annulateur de A. 

2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse. 

3. Pour n^2, déterminer le reste de la division euclidienne de X” par X 2 - 5X + 4. 

4. En déduire 1 ’ expression de A” pour tout ne. N. 



Solution : 

1. Par un calcul direct. 


[5 1 ) 51 

2. On déduit de la question précédente que : A I -I 2 - -Al = I 2 . A est donc inversible d’inverse : -I 2 - - A. 

3. En utilisant le théorème de la division euclidienne, il existe des polynômes à coefficients réels Q et R tels que : 
X” = Q (X 2 - 5X + 4) + R et degR <2 .Le polynôme R est donc de la forme R -aX+b. Remarquant que les racines 

de X 2 - 5X + 4 sont 1 et 4, on obtient le système : i ° ^ qui admet comme solution : a - - (4” - 1) et 

[4a+b-4 n 3 

fo=i(4 — 4 n ). 


4. On en déduit que si n & 2, A” = Q (A) (A 2 -5A + 4I 3 ) +R(A) = R (A) = 


ï(4"-l)A+-(4 — 4")I 2 


Exercice 25.52 IW ■ 

On considère la matrice J g DJl n (IR) remplie de 1 : 


J 


1 . Calculer J 2 puis pour k g l\l , J fc . 

2. J est-elle inversible ? 
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3. On considère la matrice 


Calculer les puissances successives de A. 


( 1 - 1 - ] 

A= -1 1 -1 

l-l -1 1 


Solution : 

1. ] 2 -n] puis par récurrence, pour k & 1, J k — n k ~ 1 ]. 

2. Puisque J 2 = n], il vient que J (J - ni) = 0 et alors si J était inversible, en multipliant à gauche par J -1 , on aurait 
J - ni ce qui est faux pour n^2. 

Remarque : La matrice J est visiblement de rang 1. 

3. Écrivons A = 21 - J et en utilisant le binôme (I et J commutent), on trouve pour n?l que 


A” = Ê (*) 2-A-l) V = 2’I+(i 


Mais£" =i r 2" *{-l)*3 ir 1 = ^ LjjL 0 ” 2” fc (-3) fc -2 n U ( 2 . Et ûnalement. 


Exercice 25.53 l 's? 

On considère la matrice 

( -1 a a\ 

1 -1 0 e 9Jl 3 (R) 

-1 0 -lj 

Calculer pour ne N, A”. 


Solution : Décomposons la matrice sous la forme A — H - 1 où 


( 0 a a\ 
1 0 0 
-1 0 0 J 



H 3 = 0 


Avec le binôme, on trouve finalement que 


A” = (-1)” 




Exercice 25.54 I 

On considère la matrice 


Calculer ses puissances A n pour « e N. 


Solution : On pose A = al 2 + b J avec J = 'J . On vérifie que J 2 = I 2 ■ Comme I 2 et J commutent, on peut appliquer la 

formule du binôme : 

k pair k impair 





£ k - S - T. Comme [a+ b) n - S +T, on en déduit S = 

k impair 
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^ [(a + b) n + (a-b) n ] etT = i [(a+b) n - [a-b) n ]. Donc 

„_(S T]_l((a + b) n + (a-b) n ( a + b) n - (a- b) n \ 

A ~\T s)~2 \{a+b) n -(a-b) n [a + b) n + {a-b) n )' 


Exercice 25.55 I Ç 1 

I l 1 1 \ I a b 0 A 

Soient les matrices A- \ 0 1 1 ,B=[ 0 a b . Calculer les puissances des matrices A, B. 

VOOlJ { b 0 a J 


Solution : On écrit A = I + J avec J = 

f° 1 
00 1 

. On calcule J 2 = 

f° 0 M 

0 0 0 


[o 0 oj 

! 

[o 0 0 J 


= 0. En appliquant le binôme, 


(0 1 0 \ 

On écrit B - al + bP avec P = 0 0 1 . Alors P 2 = 


0 o n 

1 0 0 I et P 3 = I. En appliquant la formule du binôme, 


B" = al + pp + Y P* avec „ = 


ety = ILo. fc = 3£ 


'fc=0,fc=3 P+ 2“ 

Pour calculer ces trois sommes (voir aussi B.2.2p. 1162), on développe ( a+b) n , (a+ jb) n et ( a+j 2 b) n . On trouve ainsi 


PJ 

Vf 


y = ( a+b) n 

Y j 2 = ( a + jb) n 

Y j = ( a + j 2 b) n 


.( a+j 2 b ) n , 
1 . 


Soit V = 1 j j 2 \, X = P et D = (a + jb) n . Posons aussi V = 1 j 2 j . On a W = 3I3, donc X = -VD, 


1 j ï 


a - ~[(a+b) n + (a + jb) n + (a+ j 2 b) n ) 

P = -(( a+b) n + f(a+jb) n + j(a+j 2 b) n ) 

Y = -(( a+b) n + (ja+jb) n + j 2 (a+j 2 b ) n ) 

a P y' 

Y a 
Y a, 

{a+b) n + (a+ jb) n + (a + j 2 b) n {a+ b) n + j 2 (a + jb) n + j(a + j 2 b) n ( a+b) n + (ja + jb) n + j 2 (a + j 2 b) n ' 
(a+b) n + (ja+ jb) n + j 2 (a + j 2 b) n (a+ b) n + (a + jb) n + (a + j 2 b) n ( a+b) n + j 2 (a + jb) n + j(a + j 2 b) n 
(a+ b) n + j 2 (a + jb) n + j(a + j 2 b) n (a + b) n + (ja+ jb) n + j 2 (a + j 2 b) n (a+ b) n + (a + jb) n + (a + j 2 b) n 


Autrement dit B n - 


Exercice 25.56 I 

Soit la matrice A = ^ j . Calculer A”, (on décomposera A = I2 + 4J) 


n 


Solution : On a A - 1 2 + 4J, avec J = L 

T .x (4n+l -4rc 1 

A n = l 2 + 4n] = . J. 

[An -An + 1 

J. Comme r = 0, on en déduit, puisque I2 et J commutent, 


Exercice 25.57 1W 

1. Soit la matrice H- (( hij )) avec hy = 1. CalculerH k . 

2. En déduire les puissances de la matrice A — {(«iy}) où ay = (1 - ôÿ). 

3. Montrer que la matrice A est inversible en calculant son rang. 

4. Trouver 1 ’ inverse de la matrice A (on le cherchera sous la forme al + b H ). 


1006 


Solution : 

1. On montre par récurrence que H fc = n k_1 H pour k > 1 et H° = I. 

2. A = H - 1. En utilisant la formule du binôme, 

AP = (-l)Pl +i |^| n fc (-l) p ~ fc j H = (-l) p I+ ~ 1)P H - ^-.H 

3. Par les opérations C 2 <— C 2 - Ci , . . . , C„ <— C„ - Ci , puis en ajoutant toutes les colonnes de la matrice obtenue à 
la première, A a même rang que la matrice triangulaire supérieure avec pour éléments {n — 1), — 1, . . . , -1 sur la 
diagonale. Par conséquent, pour n^2, le rang de A vaut n et donc A est inversible. 

4. En calculant 

(al + foHHH-I) = -al+ [a+ (n- 

il suffit de prendre a - -1 et b - — j- pour n > 1 . Par conséquent, A est inversible et 

A -1 = — - — H-I 
n- 1 


Exercice 25.58 IW I 
0 0 


1 0 


1. Soit la matrice ] - g ] 


(A 


€ DJl n (K) . Calculer les matrices J 2 et J” pour tout entier ne N. 


lO 


O : 

O 1 0; 


'a 0 


b a 


2. Calculer les puissances de la matrice A = g ^ 


: e Tl n {K). Les matrices de cette forme sont 


appelées matrices de Jordan. 


,0 


b 

0 


a 0 
b a , 


[0 0 ... 0 
0 0 : 
1 0 

0 : 

,0 ... 1 0 0 


On déduit donc J 2 de ] « en baissant d’un cran la diagonale de 1 dans la matrice » 


On déduit J 3 de J 2 par le même procédé et ainsi de suite. On obtient alors J n ~ 


0 0 0 0 

1 0 ... 0 0 , 


J m — 0 pour tout m>n. 

2. On remarque que A - a\ n + b J. Comme I n et J commutent, on peut appliquer la formule du binôme. On obtient 
pour tout meN: 


et 


a m 0 
••• 


0 
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0 Db m 


(T)« m lb a " 



a m 0 


o ' 


A m = 

Qa m ~ k b k 
Xn) a mn b n ••• 

Qa m k b k ... 

0 

(” )a m ~ 1 b a m i 

si m ^ n 


25.12.7 Représentation matricielle d’une application linéaire 

Exercice 25.59 ■ I 

Pour chacune des applications linéaires suivantes : 

1 . vérifier que u est linéaire. 

2. déterminer sa matrice dans les bases canoniques des espaces vectoriels considérés. 

3. déterminer son rang. 

4. Déterminer u~ l quand cette application existe. 

5. calculer l’image du vecteur V donné en utilisant cette matrice. 

I R 3 — * IR 2 

(x,y,z) —> ( x+y+z,x-2y-3z ) 

' IR 3 — IR 3 

. [x,y,z] — • [x + z,y-z,z-x 

IR 3 — * O 
Tl • * ~Û A V 


1. u : 

2. u : 

3. On pose T = (1,1,1). u:- 


et V = (0, 1,-1).. 
et V = (1,2, -1). 

5 

et V = (-1,0,2). 


5. u : 

6. u : 

7. u : 


0*3 [X] 

— 

"p,® et V = X 3 - 3X 2 + X - 1 . 

P 

1 — *■ 

XP' (X) - P 

0*2 IX] 

— 

„ etV = X 2 -X+ 1. 

P 

1 — > 

(P (OLP (D, P (2)) 

9Jt 2 (IR) 

— 

etV = f 1 "M. 

M 

1 — ► 

M [0 1 J 

ajt 2 (R) 

— 

9Jt 2 (0*) . c fl 11 fO 

M 

1 *■ 

EM fO lj [1 l 


Solution : 

1. (a) On vérifie facilement que u est linéaire. 

P 1 

U -2 

(c) rg(w) = rg(A) = 2 

(d) u ne peut être bijective car IR 2 et IR 3 ne sont pas de même dimension. 

(e) On aB = Mat e 'V =1 1 ] et AB = Donc w(V) = (0,1). 


2. (a) On vérifie facilement que u est linéaire. 

I 1 0 1\ 

(b) A - Mat e (m) = 0 1 -1 où e désigne la base canonique de IR 3 . 

l-l 0 lj 

(c) rg(u) = rg(A) — 3 

° 

(d) On en déduit que u est bijective. De plus A 1 = - 1 2 1 donc u 1 

2 U 0 îj 


(w] 


[x- z,x + 2y + z,x+ z) 
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(e) On aB- Mat e V = | 2 |etAB=( 3 |. Donc u(V) = (0,3, -2). 
3. (a) 

(b) 


u est linéaire par bilinéarité du produit vectoriel. 

f ° i -n 

A = Mat e (m) = -1 0 1 où e désigne la base canonique de IR 3 . 

I i -i 0 J 

rgw = rgA = 2. 
u n’est donc pas bijective. 


(e) Ona B = Mat e V=| 0 |etAB=( 3 |. Donc w(V) = (-2, 3,-1). 
4. (a) ( 


(c) 

(d) 

(e) 

5. (a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

6. (a) 


(e) 

7. (a) 

(b) 

(c) 

(d) 


) On vérifie facilement que u est linéaire. 
-1 0 0 0 

A = Mate (m) = o 0 î 0 
,0 0 0 2 ) 

rgw = rgA = 3. 
u n’est donc pas bijective. 


où e - (l,X,X 2 ,X 3 ) est la base canonique de IR3 [X] . 


Ona B = Mat e V = 


2 


Donc n (V) = 2X 3 - 3X 2 + 1. 


[2x+[-3x + 4y-z)X+[x-2y + z)X‘ 


On vérifie facilement que u est linéaire. 

(1 0 0\ 

A = Mat e '<=e (u) — I 1 1 1 où e' est la base canonique de IR 3 et e celle de IR2 [X], 

U 2 4) 

rgu-rgA — 3. 

l f 2 0 0 \ 1 |R 3 — ► |r 2 [X] 

A -1 = - -3 4 -1 . On en déduit que u~ l : •< , . 1 

2 li -2 ij 1 M — 

On a B = MateV = |-1 j et AB = |l|. Donc n(V) = 3X 2 +X+ X. 

u est linéaire car l’opération de transposition est linéaire. 

1 0 0 0^ 

0 0 10 
0 10 0 
0 0 0 1 ) 

rgw = rgA = 4. 

On vérifie sans peine que A -1 - Ace qui se vérifie par ailleurs en remarquant que la transposition est une 
symétrie de DJI2 (IR). 


où e - (En,Ei2,E2i,E22) est la base canonique de DJI2 (IR) 


On a B = Mat e V = 


U 9 


On vérifie facilement que u est linéaire. 
10 10^ 

0 10 1 
0 0 10 
0 0 0 1 ) 


A = Mate («) = 
rgw = rgA = 4. 

On vérifie que A -1 = 


où e - (En,Ei2,E2i,E22) est la base canonique de VJI2 (IR) 


1 0 -1 
0 1 0 
0 0 1 
Vo 0 0 


On montre par ailleurs que : u 


-1 J 2K 2 (M) — 27t 2 (R) 
M — E- 3 M 
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'0' 


T 


1 

1 

et AB = 

1 

1 

. Donc u (V) : 

,0, 


lo, 




Exercice 25.60 

Soit l’endomorphisme cp : 


l R„|X] 

l P 


[R„[X] 

P" 


1 . Montrer que (p est linéaire. 

2. Écrire la matrice de cp dans la base canonique de [X], 



Exercice 25.61 I 

Soit cp : P ' — * XP' + P où P est un polynôme. 

1 . Prouver que cp e 5£ (R 3 [X]) . 

2. Calculer la matrice de cp dans la base canonique de IR3 [X] . 

3. Démontrer que cette matrice est inversible et calculer son inverse. 

4. En déduire que cp est bijective et calculer l’image réciproque de chacun des éléments de la base canonique de 
U 3 [X] par cp. 


Solution : 

1. La linéarité provient de la linéarité de la dérivation et de la multiplication parX. Reste à démontrer que XP' + P 


est un polynôme et que deg(XP' + P) 3 ce qui ne pose pas de difficulté. 
2. On a cp(X fc ) =XfcX fc_1 +X k - (_k+ l)X fc . D’où la matrice : M = 


1 0 0 (T\ 
0 2 0 0 
0 0 3 0 
\.0 0 0 4, 


1 0 0 0 ^ 
0 \ 0 0 
0 0 i 0 
lo 0 0 

1 


4. On a q> 1 (X*) = X* 

v ' fc+1 


Exercice 25.62 I 

On considère 1 ’ espace vectoriel E = '1Ç? 00 (IR) et les vecteurs f] ,/2,/3,/i e E donnés par : 


fi'. X 1 —* ch x, fi'-x^ shx, f 3 : X 1 — xcbx et f^-.x^x shx 

1. Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel F de E engendré par la famille f = (/i,/2./3./4)- 

2. Soit cp - 2/" + /'-/. Montrer que cp e f£ (E). 

3. Déterminer la matrice de cp dans la base f. 

4. cp est-elle un automorphisme de F dans F ? Si oui, déterminer la matrice de cp -1 dans la base f. 

5. Trouver une solution particulière de 1 ’ équation différentielle : f"' - 2f" + f - f — sh x + x ch x. 
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Solution : 

1. dimF = 4 caria famille f est libre. En effet supposons Vxe IR, achx + fcshx + cxchx+ dxshx- 0, en regardant 
en 0, on a a - 0 on a donc dxshx- ~{bshx+ cxchx) qui est donc une fonction impaire : d’où d- 0. Comme en 
+oo, fosh x = o(xsh x) on en déduit que d, puis c sont nuis. 

2. La linéarité est claire, tp C/i ) = fz - 2/l +/ 2-/1 = 2 f 2 - 3/i,(p(/ 2 ) « 2/i - 3/ 2 ,ip(/ 3 ) = 2/4 - 3 / 3 + 4/, - 4/ 2 et 
ip(/ 4 ) = 2/3 -3/4 +4/ 2 -4/!. 


1 


-4^ 


1 -2 -4 

0 0-3 

V 0 0 2 -3 


4. M 1 = - — n n n e . Comme M 1 existe, (p est un automorphisme de F. 

5. On cherche une solution ue F, vérifiant cp(w) = / 2 + / 3 = v. Il suffit de prendre u - (p -1 (u) pour cela on calcule 

- (-3chx-2shx + 3xchx + 2xshx). 



'10 

5 

4 

-4' 

r 0' 


-9' 


1 

5 

10 

-4 

4 

1 

1 

-6 

D’où u - 

15 

0 

0 

9 

6 

1 

-_ Ï5 

9 


„ 0 

0 

6 

9 ; 

loj 


„ 6 , 



Exercice 25.63 IW 

On considère un € -espace vectoriel E de dimension 3 et f un endomorphisme non nul de E. Montrez que f 2 = 0 si et 
seulement s’il existe une base e de E telle que 


(° 1 

Mat e {f) =0 0 0 

\0 0 0 J 


Solution : Si f 2 - 0, Im/ c Ker/. D’après le théorème du rang, 

dimlm/ + dim Ker / = 3 

Comme dimlm/ sS dim Ker/, il vient que 3 =S 2dimKer/ et donc que dim Ker/ Ss 2. Comme f n’est pas l’endo- 
morphisme nul, dim Ker / - 2 et dimlm/ = 1. Donc il existe un vecteur e 3 e E non-nul tel que Im/ = Vect(ei). On 
complète en une base (ei,e 3 ) de Ker / que l’on complète ensuite en une base (ei,e 2 ,e 3 ) de E. Comme /(e 2 ) e Im/, il 
existe À e IR tel que /'(e 2 ) = \e\. Mais À n’est pas nul (sinon f - 0) ; on pose alors e 2 = — e 2 . La matrice de f dans la 
base e - (ei,e 2 , e 3 ) est de la forme souhaitée. La réciproque est évidente. 


Exercice 25.64 I W ■ 

On considère la matrice A - [aij) e 1 (IR) donnée par : V ( i , j) [1, n + 1] , On suppose que A est la 

matrice d’un endomorphisme 0 e il? (M„ [X]) dans la base canonique e = (1,X, . . . ,X”) de IR n [X], 

1 . Soit P G IR„ [X] . Expliciter 0 (P) . 

2. En déduire que A est inversible et calculer A -1 . 

3. Calculer A m pour tout m£ N. 
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et donc 0 (P) = (l" =Q (J) a* ] + (l" =1 (*)a fc ]x+ ... + (("_}) a„_ i + [ n n _^a n ]x" 1 + (”)a„X", ce qui amène, en re- 
groupant par coefficients et en utilisant la formule du binôme : 

0(P) = a n ^ |fcjx^ + a ” - i | + ... + a\ (X + 1) + ao 

— Un (X 4- 1 ) n 4- cin — i (X+ 1 ) n i 4- . . . 4- ci\ (X 4- 1) 4- oq 
= P(X+1) 

On a alors montré que | 8 (P) = P(X+ 1) | . 

2. 0 est un automorphisme de R„ [X] et , pour tout P € IR„ [X], 0 _1 (P) = P (X- 1). On déduit de la question précédente 
que A est inversible et que : A -1 = Mat e (0 _1 ) = (fo,y) avec pour tout i,j e [0, ni , bij = (- 1) ■ /_! r 1 J 


3. De la même façon que précédemment, A m - Mat e (0 m ) et, pour tout Pel„ [X] , 0 m (P) = P (X + m) donc A m = (cy) 
avec pour tout i,j e [0, ni , 


— : 


Exercice 25.65 IW H 

Soit A e 2JI 2 (IR). On définit 1 ’ application 

j <m 2 (m — 3Ji 2 m 

/A • I X — AX 

1 . Vérifier que /a est un endomorphisme de DJl 2 (K) , et déterminer sa matrice dans la base canonique de 97l 2 (IR) . 

2. Comparer rg/X et rg u\ où ua est l’unique endomorphisme de matrice A dans la base canonique de IR 2 . 


Solution : 


on trouve M = 


'a 

0 

c 

,0 


0 b 
a 0 
0 d 
c 0 


0' 

b 

0 

d , 


2. En général on a rg /a - 2rg ua- Si A est inversible, alors f a est inversible, et f A 1 est définie par 

J 9Jt 2 0R) — OJfeTO _ , . _ 

/a x __ A -i x . Donc rgfA = 4 = 2rg u A - 


Si A est nulle, il en est de même pour f,\. 

Si A est de rang 1, alors il existe une relation de dépendance linéaire entre les deux colonnes. On retrouve cette 
relation entre la premières et troisième colonne de M d’une part et entre la deuxième et la quatrième d’autre part. 
Donc l’espace engendré par les colonnes de M est de dimension inférieure ou égale à 2. Par ailleurs la première 
et la deuxième colonne sont linéairement indépendantes. D’où le résultat. 


n — j—1 


Exercice 25.66 ■ - 

Soit A e (IR) définie par a (J - = (- 1) ' . 

1. Démontrerque A 3 = (-1)” _1 I„. 

Indication 25.24 : On pourra considérer L : j 

2. En déduire que 

I L(-D ,+fc+ *f n ~f 

k=o e=o ^ 1 

pour tout ( n , i,j ) e (N*) 3 , i,j n. 


(0 ^ i,j « n- 1). 

IR„_i [X] — * 

P(X) — 

-1 U n-e-1 ' 


IR„-i [X] 

(l_ X )n-l.p(_I_) ' 


= (-!)"■%■ 


| SolutionT 
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1. Remarquons que L est bien linéaire, et que L(X k ) - G ~!Q n 1 — — - = (1-X)” k 1 e R„_i [X], L est donc bien 


1 


1 


1 


' “ x ï 


= (- 1 )" _1 X . 


L 2 (X fc ) ~ (1 - X) ^ 1 1 x J r t _ x) . l l-xj u-x; 

Donc L 3 = (- 1 )" 1 idj5„_,[xi. 

Enfin La matrice de L dans la base naturelle de R„_i [X] est donnée par ses vecteurs colonnes. La j eme est donnée 

ih-J-A 


par L(X J ) = (1 -X) n ~^~ 1 = £ (- 1 )' 
1=0 

On a donc bien A 3 = 


rfr-Ei-u'i 


)x' . On retrouve donc bien la matrice A. 


2. Le calcul deü- A 3 s’obtient par 

i»irEE 1| itV(j = ZI(- 1 ) I J(-l) I fc l(-l) I ^ J. D’ou le résultat. 


25.12.8 Structure formée de matrices 

Exercice 25.67 IÇ> 

Soit l’ensemble 

/ = {( * * jeîDîaTO I JcelR\{0}|. 

Montrer que, muni de la multiplication usuelle des matrices, J? est un groupe abélien. 

Solution : Soit J(x) = et J = J(l) . On a] 2 -2] et] (x) J (y) = 2 xyJ = J ( 2 xy) . On a donc la stabilité et la commuta- 
tivité. On a aussi J (x)J (5) = J(x) donc est élément neutre et J (x)J (y) = J(i) lorsque 2 xy = \ soit y = . Tout élément 

admet bien un symétrique. 

Exercice 25.68 I V 

Pour la multiplication usuelles des matrices carrées, les ensembles suivants sont-ils des groupes : 

GL(2, R) n ÜJl 2 (Z) , {Me S 0 Î 2 (Z) | detM = 1} ? 

Solution : Le premier ensemble n ’ est pas un groupe car, par exemple, la matrice ^ j ne P eut avoir pour inverse que 

| 2 1 1 qui n 'appartient pas à l’ensemble. 

Notons G — {M e 9JÎ2 (Z) | detM = 1 } et montrons que G est un sous-groupe de GL2 (R). 

- la matrice identité appartient à G. 

- si A, B e G alors AB e SOÎ2 (Z) et det AB = det A x detB = 1 x 1 = 1, et donc AB e G. 

- Si A = ^ j (a, b, c, d e Z) alors | ^ | ^ appartient à G et est 1 ’ inverse de A. 


Exercice 25.69 I I 

1 . L’ensemble E = { ( g § ) : a e M \ { 0 }} muni de la loi de multiplication usuelle des matrices de WI2 (R) est-il un 
groupe ? 

2. L’ensemble Sfy. (R) des matrices symétriques réelles d’ordre 2 muni de la loi de multiplication usuelle des matri- 
ces de m 2 (R) est-il un groupe ? 


Solution : 


L ° ui - (0 0) X (0 l) = { a 0 0 )■ On a un groupe abélien. 


2. Non. Le produit de deux matrices symétriques n’a aucune raison d’être symétrique : | 

1 Mxf 0 °] = f° X ) 

l oj [ 0 lj \o 0 J 

La loi n ’ est pas interne. 
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Exercice 25. 70 l 


1. L’ensemble des matrices avec a,b,c,d £ U tels que ad - bc / 0 et a 2 - b 2 - c 2 - d 2 1 est il un sous- 

groupe de GZ 2 (M) ? 

2. L’ensemble des matrices ^ j avec a e 1* et fo e IR est-// un sous groupe de G Z 2 (K) ? 

3. Existe-t-il une valeur M e IR telle que l’ensemble des matrices avec a, b, c,d eM tels que ad - bc ^ 0 et 

a « M forme un sous-groupe de GZ 2 (IR) ? 

Solution : 

1 . L’ensemble G des matrices ^ J avec a, b, c, d e IR tels que ad - bc ^ 0 et a 2 - b 2 - c 2 - d 2 ^ 1 n 'est pas un sous- 

groupe de GZ 2 (IR). Eu effet les deux matrices et | j a PP art >erment à G et leur produit j 

n’appartient pas à G. 

2. L’ensemble H des matrices ^ j avec a e IR* et Z? e IR est un sous groupe de GZ 2 (IR). En effet, 

- 1 2 élément neutre de GZ 2 (IR) appartient à H. 

- Soient M = j et M' = deux éléments de H alors MM' = ü ^ c yi J donc le produit de 

deux éléments de H appartient à H. 

- Soit M = |q a -i| • Alors M -1 = ^ appartient à H. 

3. Soit Km l’ensemble des matrices avec a, b, c, d e IR tels que ad - bc ^ 0 et a ^ M. Nous allons montrer, en 

raisonnant par l’absurde, qu’il n’existe pas de valeur Me IR telle que Km forme un sous-groupe de GZ 2 (IR). 

Soit M e IR tel que Km forme un sous-groupe de GZ 2 (IR). Alors I 2 appartient à Km donc M s 1. Aiusi, les matrices 
A = j j et, pour tout n e N, A n = | ^ j j appartiennent à K„ donc le produit AA n = | ^ n appartient à 
K„. En conséquence, pour tout ne N, on a : 1 + n « M, ce qui est absurde. 

Exercice 25.71 l<? 

Soient les ensembles 

L = {(o o ) e9n2(M) UeK } etM = {( -x -x )e®l 2 (>») I *£®\- 
Étudier si, munis des lois usuelles, L et M sont des anneaux, des corps. 

( x 0 \ 

Solution : Soit A(x) - I q q I • On a A(x) + A(y) = A(x + y) et A(x) + A(y) = A(x + y) . On vérifie ainsi que M est un 
anneau et même un corps. De fait, A : x e IR » — > A(x) est un morphisme d’anneaux. 

Soit B(x) ~ | X _ x X _^ | = xA(l). Ou a A(l) 2 = 0. On en déduit que A(x)A(y) = 0 = A(0). La multiplication est donc 
associative, commutative, distributive par rapport à l’addition. En revanche il n’y a pas d’élément neutre. Bien entendu, 
M n’est pas un corps. 

Exercice 25.72 

Soit la matrice A = | ^ j j. On note *€ l’ensemble des matrices qui commutent avec A. 

Montrer que fo est un sous-espace vectoriel de S0Î 2 (IR) et déterminer sa dimension. 

Solution : est le noyau de f\: I *^ 2 ^ et eu tant que tel est un sous-espace vectoriel de 9Jt 2 (IR) . 

[ A 1 — *- Aa-aA 

Ou a clairement A e et I 2 e c é?. Remarquons aussi que les matrices de commutent aussi avec S = A - 1 2 = | ^ . 

Soit M = \ a j| e c €, on a SM = ( C ^ ] et MS - j \. On a donc -b - c et a - d. Donc est bien le 
d) \-a -b) \-d c ) 

sous-espace vectoriel de 93T 2 (IR) engendré par A et I 2 (ou par S et I 2 .) 
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Exercice 25. 73 I 

Posons : 

-(iîl-Hî o 1 ) 

et E = {xl + yj | (x, y) g IR 2 }. Vérifier que J 2 = -I et montrer que l’application 0 : j -y t # ^j + yj est un 

isomorphisme de corps. 


Solution : 0 est linéaire, et 0(x + iy) = xl + yj = O n ’ est vérifié que pour x = y- 0. G est donc un isomorphisme linéaire 
entre E etC. 

Une fois établi J 2 = -I, on en déduit que 0((xl + yJHx'I + y'J)) = 0((xx' - yy')I + {xÿ + yx')J) = 0(xl + yj)0(x'l + y' J). 
Comme on a 0(1) = 1, on a bien un isomorphisme de corps. 


Exercice 25. 74 iW 

Soit c > 0. 



| ; xe] - c;c[. 


Démontrer que cet ensemble de matrices est un sous-groupe, (de quoi ?) 


Solution : On pose cp -argth(f) ; Soit x - c.thip. Or 1- th 2 ip = — — . Donc — ■= = chip, et — c = shq>. Donc 


MW= (S )'E»P°»m8=ar g th(f), 


on a M(x).M(y) = | + ch((p + 0) )' °^ t,ent bien un sous-groupe du groupe des matrices inversibles. On 

l’appelle le groupe de Lorentz. 


Exercice 25.75 IW H 

On considère le sous-espace vectoriel V de OJÎa (IR) engendré par les matrices 

(-10 1 \ (-1 1 0 

A= 1 -1 0 et B = 0 -1 1 

VO 1 -lj V 1 0 -1 

Montrez qu’aucun élément de V n’est inversible. Montrez que (V,+, x) est un corps isomorphe à C. 


Solution : Soit M = ÀA+ |aB etX = 1 . On a MX = 0. Donc M n’est pas inversible. 

u; 

Pour la suite, on a besoin de quelques calculs euphorisants : AB = BA = -(A+ B); A 2 = B - 2A; B 2 = A - 2B. On en 
déduit que V est stable par multiplication. On remarque ensuite que (AA + |iB) (À'A + p'B) = [ (A — |x) (À' - |i') - 3ÀÀ' ] A + 
[ (À - |a) (À' - |i') - 3 |i |i' ] B. On en déduit que la multiplication est commutative dans V. On cherche 1 ’ élément neutre de 
V sous la forme À'A + |i'B. On doit avoir (ÀA + |iB) (A'A + |i'B) = AA + |iB pour tous À et |i, donc en particulier lorsque 
À-|i = 0, ce qui donne X' - |i' = - On pose alors E = (A+B). Ensuite on vérifie que A(A+B)+3A = B(A+B)+3B = 0 

ce qui veut bien dire que AE = A etBE = B. On en déduit par linéarité que E est élément neutre de V pour la multiplication. 
Enfin (A- B) 2 = A 2 + B 2 -2AB = -(A + B) + 2(A + B) = -3E. Donc en posant] - ^=(A-B), on a ] 2 = -E. 

{ C — ► V 

z- a+bi * aE + b J eSt Un ' so,nor P^' srne 

d’anneaux qui transporte la structure de corps de C sur V. 


Exercice 25.76 I9W H H H I 
( cos 2 0 -sin29 sin 2 0 

Pour tout V9 g IR, ou pose Tg = cos0.sin9 cos2B -sinô.cosQ 
V sin 2 9 sin29 cos 2 9 

1 . Démontrer que T = {rg,9c IR} est un groupe. 

2. Calculer detTg. 


1015 


Solution : 

1. Soit A = Tg.Tq, = (ay)i«,-j«3- On a 

«1,1 = cos 2 9.cos 2 (p-sin29.cos(p.sin(p + sin 2 9.sin 2 (p 

= cos 2 9. cos 2 tp - 2 sin 9. simp costp. sincp + sin 2 9. sin 2 (p 
= (cos 9. cos (p - sin 9. sin (p) 2 = cos 2 (9 + (p) . 

«1,2 = -cos 2 9.sin2(p-sin29.cos2(p + sin 2 9.sin2(p 

= - sin 2ip. (cos 2 9 - sin 2 9) - sin 29. cos 2(p = - (cos 29 sin 2(p + sin 29. cos 2(p) 

= -sin2(9 + ip). 

«1,3 = cos 2 9.sin 2 (p + sin29.cos(p.sin(p + sin 2 9.cos 2 (p 

= cos 2 9. sin 2 (p + 2 sin9. sin (p cos tp. sin (p + sin 2 9. cos 2 (p 
= (cos9.sin(p + sin9.cos(p) 2 = sin 2 (9 + (p). 

«2,1 = cos9.sin9.cos 2 tp + cos29.cos(p.sinip-sin9.cos9sin 2 ip 

= sin9. cos9. (cos 2 (p- sin 2 ip) +cos29. cos (p. simp 
= j (sin 29. cos 2(p + cos 29. sin 2ip) = |sin(29 + 2(p) 

= sin(9 + (p).cos(9 + (p). 

«2,2 = -cos9.sin9.sin2(p + cos29.cos2(p-sin9.cos9sin2ip 

= cos 29. cos 2tp - 2 cos 9. sin 9. sin 2cp = cos 29. cos 2tp - sin 29. sin 2(p 

- cos2(9 + (p). 

«2,3 = cos9.sin9. sin 2 tp-cos29. cos (p. sincp -sin9.cos9. cos 2 tp 
= -«2,1 = -sin(9 + cp).cos(9 + cp). 

«3,1 = sin 2 9.cos 2 (p + sin29.cos(p.sincp + cos 2 9.sin 2 cp 

= «1,3 =sin 2 (9 + cp). 

«3,2 = -sin 2 9.sin2(p + sin29.cos2cp + cos 2 9.sin2(p 

- — «1,2 — sin 2(9 4- cp) . 

«3,3 = sin 2 9.sin 2 (p-sin29.sin(p.cos(p + cos 2 9.cos 2 cp 

= «1,1 = cos 2 (9 + cp). 

Finalement - r 9+lp . On a donc un morphisme de IR sur T, qui fait donc de T un groupe. 

2. Un calcul avec la règle de Sarrus n ’ est jamais méprisable : 

detTg = cos 2 9. cos 29. cos 2 9 + sin 29. sin 9. cos 9. sin 2 9 + cos 9. sin 9. sin29. sin 2 9 
- sin 2 9. cos 29. sin 2 9. + sin 29. cos 9. sin 9. cos 2 9 + cos 2 9. sin 9. cos 9. sin29 
= cos 2 9. cos 29. cos 2 9 + sin 29. sin9. cos 9 + cos 9. sin 9. sin 29 - sin 2 9. cos 29. sin 2 9 
= cos 2 9. cos 29. cos 2 9 + 2. sin 29. sin 9. cos 9 -sin 2 9. cos 29. sin 2 9 
= cos 29. (cos 4 9 -sin 4 9) + sin 29. sin 29. 

= cos 29. (cos 2 9 - sin 2 9) . (cos 2 9 + sin 2 9) + sin29. sin 29. 

= cos 29. cos 29 + sin 29. sin 29 = cos 2 (29) + sin 2 (29) = 1 . 

Si on utilise le fait que T = {Tg,9 e IR} est un groupe, alors un argument plus savant permet d’aboutir au même 
résultat : 

Tous les éléments de T g sont en valeur absolue inférieurs a 1 . Donc | det Tg| s; £ 1 « 6. 

oe6 3 

Or 9 — » detTg est un morphisme de groupes. Son image est donc un sous-groupe borné de IR. Il est donc inclus 
dans {— 1; 1}. De plus, 9 — <■ detTg est une application continue de IR dans IR, son image est donc un intervalle. 
C’est donc {!}. Donc, V9 e IR, detTg = 1. 


Exercice 25.77 I ’f) 

Pour chacun des sous-ensembles suivants : 

1. Montrer que c’est un sous-espace vectoriel deE- ÜJI3 (E). 

2. En donner une base et la dimension. 

U a -b a \ | U 2a c-b a \ 

Fi = < b -a b |«,foelR> et F 2 = < I 3 b + c a- b a + 2c |«,£>,ce[R 

[\ a -b a ) J lv «+3c b -a-c J 
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Exercice 25. 78 I 

Soit E l’ensemble des matrices de 9Jl 2 (K) de la forme : A = | U a ^ ^ J avec («> b) e K 2 . 

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de Wl 2 (K). Donner une base de E. 

2. Montrer que E est un sous-anneau commutatif de Wl 2 (K). 

3. Déterminer les éléments inversibles de E. 

4. Déterminer les diviseurs de zéro de E. 


Solution : 

1. L’ application tp : 


M 2 

(.a, b) 


est linéaire, clairement surjective. Son noyau est réduit au 


a+b b 
-b a- b 

vecteur nul. cp est donc bijective. Une base de E est donc, par exemple, (cp(l,0),q)(0, 1)) . 

. , , , , , ,,, (a+b b H a' + b' b' ) ( aa' + ab'+ba! ab' + ba' 1 

2 . 9 («,i».<p(fl,tf) = | _ b a _ b ){ _ b , a '_ b ') = { _ bd _ a y aa'-ab'-ba'j 

ip(aa' } ab' + ba'). E est donc stable par multiplication. Comme il contient I2 = ip(l,0), c’est un sous-anneau de 

m 2 m. 

3. Les éléments inversibles de E sont ceux pour lesquels a /O. On a alors tp(a, fo) -1 - l P ( ^ ~ ) • 


aa! 


0 


4. En résolvant le système j + b(l i g On obtient par exemple a - 0 ce qui interdit b - 0 et implique 
a! - 0. Donc les diviseurs de zéro sont les (q> (0, fo).cp(0, b')) avec b b' ^ 0. 


Exercice 25.79 SW HK 

Une matrice A = (fljj) de DJI 3 (IR) est dite magique si elles vérifie les 4 conditions suivantes : 

1 Pour tout j e {1,2,3}, on a : atj - 0. 

i=i 

3 

2 Pour tout i e {1,2,3}, on a : £ ay = 0. 


3 On a : £ au = 0. 

@ «13 + «22 + «31 - 0. 

On notera .Æ l’ensemble des matrices magiques. 

1 . Montrer quel ’ ensemble des matrices magiques possède une structure de M-espace vectoriel. 

2. Montrer que si Me/ alors e ,Æ . 

3. Caractériser les matrices magiques antisymétriques et les matrices symétriques. On notera ,s/ l’ensemble des 
matrices magiques antisymétriques et y l’ensemble des matrices magiques symétriques. 

4. Prouver que ® 2? = 

5. Interpréter le résultat obtenu. 

Solution : 

1. est l’intersection des noyaux de huit formes linéaires. C’est donc un sous-espace vectoriel de 9JT3 (IR) comme 
intersection de sous-espaces vectoriels. 

3 3 

2. C’est clair, les rôles des formes linéaires A • — ► ^ a,-* et A • — ► ^ a^i étant échangés. 

i = 1 i= 1 

( 0 -« a 1 

a 0 -« et 

-a a 0 J 

jf 0 -« a ) i 

œ/ = < I a 0 -a | ae IR >. 

ll-fl « 0 J J 

Soit Ae J'*. En posant a s ai3 on obtient «31 - aet «22 = -2a. On pose b = au d’où a 2 i = b, au = -a- b, 033 = 


| h b b 0 1 1 

b + 3a, a 2 3 - a^ 2 - 2a- b. La somme delà 3 eme colonne donne 6a - 0. Donc S? = < b 0 -b |belR>. 

[{0 -b b) 1 
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4. £DÎ3 TO est la somme directe de l’espace des matrices symétriques et de l’espace des matrices symétriques. Donc 
a fortiori srf = .Æ . (A- i(A + r A) + \{A- f A)j. 


5. 


On en déduit que . 



b- a a A 
O -a- b I | [a, b)eU 2 
a- b b ) 


Exercice 25.80 1 0? 

(Extrait des petites Mines 2006) 
I-Étude de deux ensembles de matrices 


Soit (x, y) un élément quelconque de IR 2 . On note M X:V la matrice 


y ] 

x + yj 


Soit Z le sous-ensemble de DJI2 (K) tel que Z = | [x,ÿ) e IR 2 }. 

1. Quelle relation doivent vérifier x et y pour que la matrice M XiJ/ ne soit pas inversible ? Calculer le produit 
M Xi y x M - Xi y. En déduire l’inverse de lorsqu’il existe. 

2. Z est-il un sous-espace vectoriel de (9712 (K) , +, .) ? On justifiera sa réponse. 

Soit A = |_° 2 jjj e 97t 2 (IR) etj = {A + M x , y | (x,y) e K 2 }. 

3. Montrer que J est un sous-espace vectoriel de (9712 (IF8) ,+,.)• 

4. Quelle est la dimension de J ? Déterminer une base de J. 

5. Montrer que la loi x est interne dans J . 

II - Étude d’une application de 9712 (K) 

Soit B une matrice quelconque de WI2 (IR). Soit cps l’application de WI2 (IR) dans DII2 (IR) qui à la matrice X associe la 
matrice <Pb (X) = B x X. 


1 . Montrer que tps est un endomorphisme de 1 ’ espace vectoriel (9712 (IR) ,+,.)• 

2. On suppose dans cette question que B = M23 -C ^ ] . 


(a) (pB est elle surjective ? Bijective ? 

(b) Déterminer la matrice de (pB dans la base canonique de 9712 (IR). 

On rappelle que la base canonique de 9712 (IR) est constituée des matrices où 


3. On prend dans cette question B = Mq ,-2 = ‘ 


E2 ’ 1 = }i oj et Ez ' 2 = 

. tps est-elle surjective ? Bijective 


fO 0) 
10 1 


Solution : I. 

1. M Xi y n’est pas inversible lorsque x 2 - y 2 - 2y - 0. Dans les autres cas, M X:V est inversible dans DJI2 (IR), mais 
peut-être pas dans Z. 

M X: y x M - x ,y = (y 2 - x 2 + 2y)l2. Donc, lorsque x 2 - y 2 - 2y / 0, = M j +2y ’ y ï x 2 +2y ) 4 uf a PP art, ent 

bien à Z. 

2. La matrice nulle n’appartient pas à Z. Donc T n’est pas un sous-espace vectoriel de (DJI2 (IR) ,+,.). 

IR 2 — * E 

( x,y ) — A+M Xi - 
nul. cp est donc bijective. 

4. Une base de E est donc, par exemple, (ip(l, 0), cp(0, 1)) . J est de dimension 2. 

r x - y y \[ x! -y' y' \ _ f xx) - xy' - yxf + yy' xy' + y xf 

x + yj} 0 x' + y' )~\ 0 xx' + xy' + yx' + yy' 

= (p(xx' + yy', xy' + yx'). C’est bien dire que la loi x est interne dans J. 


3. L’application cp : 


5. tp(x,y).cp(x',y') = 


est linéaire, clairement surjective. Son noyau est réduit au vecteur 
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1. On a B (AX + ^Y) = ÀBX + |iBY. De plus BX e 9Jt 2 (R) . (p B est donc un endomorphisme de (©Î2 (R) ,+,.)• 

2. (a) On a B -1 = ^j. On a cp B -i (cp B (X)) = B _1 .(p B (X) = B _1 BX = X. On a donc (p B -i = ((p B ) _1 . 


ffiJOn.HEu-g J) (J °) = (‘ ° 

1- 

E11 +2E 2j i . On obtient ainsi la première colonne de la matrice de cp B 

dans la base canonique de DJI2 (IR) : 

f 1 ' 

0 

2 

. On trouve de la même façon les autres colonnes : 

(1 0 1 O 1 
0 10 1 
2 0 3 0 



lo. 


,0 2 0 3, 



3. Cette fois B n’est pas inversible. Puisqu’il n’est pas question d’obtenir une solution à (p B (X) = I2, cp B n’est pas 
surjective et donc pas bijective. 


Exercice 25.81 I W m 

Soit une sous-algèbre si de l’algèbre L(E). On suppose que V/' e L(E), f 2 e .vl => / e . Montrer que s4 - L(E). 


Solution : Raisonnons de façon équivalente sur les matrices carrées. Supposons que si soit une sous-algèbre de 9Jl n (IK) 
vérifiant VM e 9Jt n (K) , M 2 e .si => M e si. Il suffit de montrer que toute matrice E ij de la base canonique appartient 
à si. Comme si est une sous-algèbre de L(E), Ol® e si. Or si ( i,j ) e [1, nH 2 , P 2 . = EyEjj = 8f/Ej/. Par conséquent, 
si i i j, E 2 j € si et donc E,-y e si. Soit maintenant i e [[1, rafl. Soit j f- i. On sait que Ey,E/t £ si et comme si est 
une sous-algèbre de L(E), le produit EÿEy,- = E,-,- est encore dans si. Comme si contient toutes les matrices de la base 
canonique et que c’est un sous-espace vectoriel de 9Jl n (K), si - 9Jt„(IK). 


25.12.9 Changement de base 

Exercice 25.82 IÇ> 

On considère l’espace vectoriel IR 2 muni de sa base canonique e - (e\ , e2). On considère l’endomorphisme f de IR 2 
donné par : 

fie \) = ei + e 2 et /(e 2 ) = -e i+2e 2 

1. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique e. 

2. Soit v = xe\ + ye-2 e IR 2 . Calculer les composantes x' et y' de f [v) dans la base canonique e. 

3. On pose : £1 = e2 et £2 - e\ + e2- Prouver que e = (ei, £ 2) est une base de E. 

4. Déterminer P ainsi que P e ^ e . 

5. En déduire la matrice B de f dans la base e et en déduire les expressions de f (ei) et / (£2) en fonction de E\ et 
E2. 

Solution : 


2. Par linéarité de f : f(v) = [x -y, x + 2 y) 

3. Comme Mat e (e) = | ^ j j et que cette matrice est inversible, la famille £ est une base de IR 2 . 

T / - 1 1 

4. Comme P e ^ e = Mat e (e) alors P £ ^ e = (P e — E ) 1 = 

\ 1 0 

5. La formule de changement de base amène B = Mat e (/) = P e ^ e Mat e (/)P e — e . Après calcul, on trouve : B = 

3 3 

-1 0 

Exercice 25.83 I 

Soit (ei, e2, e 3 ) la base canonique de IR 3 . On pose : 

fi = ei~ e 2 +2e 3 , / 2 = e 2 + e 3 , ei+2e 3 

1. Prouver que (fi,f2,fa) forme une base de IR 3 . 
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Écrire la matrice de passage de la base e à la base f. 

Déterminer la matrice de passage de la base f à la base e. 

On considère le vecteur u de coordonnées (-1,0,2) dans la base canonique. Quelles sont ses coordonnées dans 
la base f ? 


On considère 1 ’ endomorphisme 0 : j y 
dans la base f. 


U 3 

[x + y - 2z, -x - z, -x + 2 y) 


. Déterminer la matrice de 0 


1. On a : Mat e (/) = 


1 0 1 

- 1 1 0 .Le déterminant de cette matrice est- 1 . On en déduit que la famille f est libre 

2 1 2 , 

et comme elle est de cardinal égal à la dimension de IR 3 , que c’est une base de IR 3 . 

2. Par définition : P e _/ = Mat e (/) . 

- 2-1 1 


3. De même P/- e = (?<>-/) 1 = 


-2 0 1 
3 1 -1 


4. D’après la formule de changement de base Mat/ u - P/^ e Mat e (u) = 


5. On a : Mat e (0) = 


-1 0 -1 
-12 0 


En utilisant la formule de changement de base Mat / (0) = P/_ e Mat e (0) P e — /, 


on trouve Mat / (0) = 


-12 -6 -11 


Exercice 25.84 I 

Soient : 

Pi=X 2 + l, P 2 =X+1 et P 3 = 2X 2 -X 
On note 36 - (l,X,X 2 ) la base canonique de D? 2 [X], 

1. Montrer que 36' = (Pi,P2,P3) forme une base de IR 2 [X], 

2. Écrire la matrice de passage de 36 à 36' , puis celle de 36 ' à 36. 

3. Soit P (X) = X 2 - X + 2. Donner les composantes de P dans la base 36' . 

{ [J^ p£] ^ []^ p £1 

P XP' ' ^terminer la matrice de 0 

dans la base 36' . 


Solution : 

1. On a Mat^ [36') - 


et detMat^ [36') - 1 donc la famille 36' est libre. Cette famille est de plus de 


10 2 

cardinal égal à la dimension de IR 2 [X] ce qui prouve que c’est une base de IR 2 [X], 

2 -2 -1 ) 


2. On a P = Mat^ [36') et Pgg^sg = (P 


-1 2 1 

-1 1 1 


3. On a Mat^ (P) = P^/^MaLg (P) = 


2 -2 -1 

-1 2 1 
-11 1 
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4. On a Mat^(0) = 

( 0 0 0 ' 
0 1 0 

et Matggi ( 0 ) = Mat^ ( 0 ) P - 

' -2 -2 -2 ' 

2 2 2 



,0 0 2 , 


,2 1 3 , 



Exercice 25.85 £ Ç> 

On considère E = IR 3 et F = IR 2 tous deux munis de leurs bases canoniques respectives qu’on notera e = (e 1 .e 2 .e 3 ) et 

f = (fi, fi)- Soit u: | r R \ ^ f, y ■ 

( (x,y,z) • — » [x+y,y-zj 

1 . Prouver que u e ï£ (E, F) et écrire la matrice de u relativement aux bases e et f. 

2. On considère les familles de vecteurs e' - (ej.e!,,^) avec e'j = (0, 1,-1), e' 2 - (l,0,2),e^ = (1,1,0) et f - (/p/ 2 ) 
avec f[ = (1,0), f 2 — (1, 1). Montrer que e' et f sont des bases de respectivement E et F et écrire les matrices de 
changement de base de e vers e' et de f vers /'. 

3. En déduire la matrice de u relativement aux bases e' et /'. 


Solution : 
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1 . On vérifie facilement que u est linéaire. De plus Mat f^ e (m) = 1 I . 

2. On écrit Mat e e' = 

0 11' 
1 0 1 

, -1 2 0 , 

et comme det (Mat e e') - 1 on en déduit que e' est une base de E. De même 

Ma V (/') = (; J 

I et det(Maty (/')) = 1. La famille f est donc une base de F. De plus P e ^ e ' = Mat e e' et 

Pf^p = Mat//'. 



3. La formule de changement de bases est Matp^ e > (m) = P^/^^Matp^ e (u) P e ^e' et comme P p_f = (P /^/') 1 = 

ou a Matp^e' (m) = 

; , 

V 0 1 1 


2 - 21 / 


Exercice 25.86 i 

Dans le U-espace vectoriel E = M 3 muni de sa base canonique e, on considère la famille de vecteurs e = (ei,E 2 ,E 3 ) 
donnés par a - (1,0,2), e 2 = (0,1,1), £3 = (1, 0, 1) . Posons F = Vecf (ei,E 2 ) et G = Vect(E 3 ). 

1 . Montrer que F et G sont supplémentaires dans E. Donner une base de E adaptée à la supplémentarité de ces deux 
sous-espaces vectoriels. 

2. Écrire, dans la base e, la matrice de la projection p de F sur F parallèlement à G. 

3. En déduire les matrices, dans la base e de : 

(a) la projection p' de E sur G parallèlement à F. 

(b) la symétrie s par rapport à F parallèlement à G. 


Solution : 

1. On a Mat e (e) = 


1 0 1 
0 1 0 


et detA = -1. La famille e est donc une base de E. On en déduit que (Ei,E 2 ) forme 


2 1 1 | 

une base de F et que (£ 3 ) forme une base de G. Ces deux sous-espaces sont de plus clairement supplémentaires et 
la base e est adaptée à cette supplémentarité. 

10 0 ) 


2. On a : Mat e ( p ) m 


0 1 0 
0 0 0 ) 


et, en utilisant les formules de changement de base Mat e ( p ) = P e ^ £ Mat e ( p) P E _ 


avec P e ^ e = Mate (e) et P E -. e = (P e ^ E ) 1 • Après calculs, on trouve Mat e (p) = 


0 1 0 
V -2 -1 2 
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3. (a) On sait que p + p' - ûIe. Donc Mat e [p') = I 3 - Mat e (p) = 


0 0 0 
2 1 — 1 , 


(b) On sait aussi que s = 2p- id[.;. Donc Mat e (s) = 2Mat e ( p) - 13 = 


0 1 0 
-4 -2 3 , 


Exercice 25.87 I Ç? 

Soit E = IR 3 , ei = (0,0,1), e 2 = (1,1,1) ete 3 = (0,1,1). On pose : F = Vect(ei,e 2 ) etG = Vect(e 3 ). 

1. Prouver que e= (ei,e 2 , £ 3 ) est une base de E et en déduire que E = F ® G. 

2. Déterminer la matrice dans la base canonique e de E de la projection p sur F parallèlement à G. 

3. En déduire, dans la base canonique de E, la matrice de la symétrie s par rapport à F parallèlement à G et la 
matrice de la projection p' sur G parallèlement à F. 


Solution : 

(0 1 OA 

1. Comme la matrice Mat e (e) = 0 1 1 est inversible, la famille e est une base de M 3 . Comme (ei,e 2 ) est une 

U 1 1 J 

base de F et que (£ 3 ) est une base de G, on en déduit que E = F ® G. 

10 0 ^ 


2. On sait que Mat E [p) - 


0 1 0 
0 0 0 


donc grâce aux formules de changement de base Mat e (pj = 


f 0 -11) 

P e ^ £ Mat e (p)Pe-e avec P e ^ £ = Mat e (e) et P £ ^ e - (P e - E ) -Il 0 0 . Ou effectue les calculs et on trouve 

l-i 1 0 J 

(! 0 OA 

Mat e (p)= 1 0 0 

u -1 1; 

n 0 oa ( 0 0 0' 

3. On sait que s - 2 p - Me et que p + p' = idn doue Mat e (s) = 2 -1 0 \etMat e [p')= -1 1 0 


Soient A = 


0 1 0 
4 1 -4 


et e — (e \ , e 2 , es) la base canonique de IR 3 . Soit f l’endomorphisme de IR 3 représenté par A 


dans la base e. On pose Ei = (1,0,1) , e 2 = (0,1,0), E 3 = (l,0,2) et e= (ei,e 2 ,£ 3 ). 

1 . Montrer que e est une base de IR 3 . 

2 . Écrire la matrice de f dans cette base. 

3. Déterminer une base de Ker / et de Im /. 


Solution : 


1. On vérifie que Mat e (e) = 0 1 0 est inversible donc e est une base de IR 3 . 

U 0 2 ) 

2. D’après la formule de changement de base Mat e (/) = P e — e Mat e (/) P e ^ £ avec P e —z = Mat e (e) et P e — e = 

(2 0 -IA [0 1 0) 

(P^e)- 1 ^ 0 1 0 . Il vient Mat e (/) = 0 1 0 . 

V-l 0 1 j [0 0 - 2 ) 


3. Les deux derniers vecteurs colonnes de Mat e (/) sont non cohnéaires et le premier est nul donc rg / - 2 et 
dimlm/ m 2 . Les vecteurs /(e 2 ) = (1,1,0) et /( £ 3 ) = (0,0, - 2 ) sont non colinéaires et dans l’image de f. Il 
forment donc une base de Im/. La formule du rang permet d’affirmer que dim Ker / = 1. Comme f (Ei) = 0, une 
base de Ker/ est (ei). 
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Exercice 25.89 l I 

Soit E un K -espace vectoriel muni d’une base e = (ei, e-i, e3). On considère f l’endomorphisme de E dont la matrice 
f 3 -2 -4 ’ 


dans la base e est A - 


1 0 -2 

1 -1 -1 


1. Calculer A 2 . Que peut-on en déduire au sujet de f ? 

2. Déterminer une base de Imf et de Ker /. 

3. Prouver de deux façons différentes que Imf et Ker / sont supplémentaires dans E. 

4. Quelle est la matrice de f relativement à une base adaptée à la supplémentarité de Imf et de Ker f. 


Solution : 

1 . On vérifie facilement que A 2 = A .On a alors f 2 = f et f est donc un projecteur de E. 

(3x-2y-4z =0 


2. SoitX 


in 


On a : AX = 0 si et seulement si < x - 2 z 


- 0 c’est-à-dire si et seulement si X e Vect 1 


x — y — z 


= 0 


On en déduit que Ker /= Vect (ei) où ci - 2e\ + e2 + e3. Par ailleurs, posons £2 = /(ei) et £3 = ffef). On vérifie, 
par un calcul matriciel facile que £2 = 3ei + e2 + e3 et que £3 = -2ei + e3 . Les vecteurs £2 et £3 sont dans Imf et sont 
non colinéaires. Ils forment donc une famille libre. En appliquant la formule du rang, on montre que dimlm/ = 2. 
Il s’ensuit que cette famille est une base de Imf. 

3. Comme f est un projecteur, Imf et Ker f sont nécessairement supplémentaires dans E. 

4. Utilisant la question précédente, la famille e est adaptée à la supplémentarité de Imf et de Ker/. On obtient 
f 0 0 

facilement : Mat e (/) = 


Exercice 25.90 I Ç? 

Soit e = [e\ , ez, 63) la base canonique de IR 3 et soit A = 


2 4 
0 4 
0 -4 


2 

-2 


. Notons f l’endomorphisme de IR 3 dont la 


matrice dans la base e est A. 

1. Déterminer Ker / et Imf. Démontrer que ces sous-espaces sont supplémentaires dans IR 3 . 

2. Déterminer une base à la supplémentarité de Im/ et de Ker f et écrire la matrice de f dans cette base. 

3. Écrire f comme composée de transformations vectorielles élémentaires. 


Solution : 


1 . Pour tout (x, y, x) e IR 3 , on vérifie facilement que f [x, y, z) = [2x + 4 y + 4 z, 4 y + 2 z, -4y - 2 z) . On en déduit que 
Ker/ = Vect(ei) oùei = (2,l,-2)etqueIm/ = Vect(e2,£3) où £2 = (1,0,0) et £3 = (0, 1,-1). On vérifie facilement 
que la famille e = (ei,£ 2,£3) est une base de E. Comme (£1) est une base de Ker / et que (£2, £3) est une base de 
Imf, on sait que Imf et Ker / sont supplémentaires dans E. 


2. La famille e est adaptée à la supplémentarité de Imf et de Ker/. Utilisant la formule de changement de base : 
101 0 - 1-11 


Mate (/) = Pe- e Mat e (/) P e -e OÙ P e -e = 


1 0 

-2 0 


1 


Mate (/) = 


1 0 
0 1 


r 0 0 0 ' 

0 2 0 
i. 0 0 2 , 


3. f est alors la composée de l’homothétie vectorielle de rapport 2 et de la projection de IR 3 sur le plan Imf paral- 
lèlement au plan Ker/. 
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Exercice 25.91 l I 

Soit E un K -espace vectoriel muni d’une base e = (ei, e2, 63 ). On considère u e 5£ (E) représenté dans la base e parla 
(10 0 ' 

matrice A = 1 2 0. 

, -1 0 2 , 

1. Montrer que la famille e = (ei, 62 , 63 ) avec E\ = (-1, 1,-1), E 2 = (0,1,0) et 63 = (0, 1,1) est une base de E. Écrire 
la matrice de passage de la base e à la base e. 

2. Calculer la matrice de u dans la base e. 

3. En déduire la matrice de u n dans la base e. 


1 . Comme Mat e (e) = 


-10 0 

111 et que det (Mat e (e)) = 1 , la famille f est de rang 3 et forme donc une base de 

-10 1 , 

E. De plus P e - E = Mat e (e)- 

2. Appliquant les formules de changement de bases : Mat E (u) = P E ^ e Mat e (w)Pe^ E avec P £ ^ e = (P e ^ E ) _1 = 


1 0 0 

-1 + 2" 2" 0 

1 - 2 " 0 2 " , 


r -1 0 0 1 


f 1 0 0 ' 

2 1 -1 
.-10 1 j 

et Mate (m) = A. On en déduit que Mat E (m) = 

0 2 0 

.0 0 2 , 


3. Notons P = P e — et A 0 = Mat e [u). On a donc : Mat e (w") = A"= (PA 0 P 1 ) ” = PA"P 1 = 


Exercice 25.92 IÇ> ! 

On considère le K-espace vectoriel E = M 3 muni de sa base canonique e = (ei, e 2 , es). Soit u l’endomorphisme de E 
0 -2 1 ' 

représenté dans la base e par la matrice A- -3 -1 3 . Le but de cet exercice est de trouver une base e de E tel 

, -2 -2 3 , 

que dans cette base la matrice de u est diagonale. On dira alors qu’on a diagonahsé u. 

1 . Développer le polynôme P (À) = det (A - ÀI3) . P est appelé polynôme caractéristique de u. 

2. Calculer les racines de P. Les trois réels trouvés sont appelées valeurs propres de u. 

3. Déterminer des vecteurs £ 1 ,62, £3 de E en sorte que (£1) forme une base de Ker ( u-id ), (£2) forme une base de 
Ker {u — 2/d) et (£3) forme une base de Ker(w+ id). Ces trois vecteurs sont des vecteurs propres de u. 

4. Montrer que e = (E 1.E2.E3) est une base de E. 

5. Vérifier que la matrice de u dans la base e est diagonale. 

Solution : 

1. On a : P (À) = det (A- ÀI3) = 


L3 — L3 - Li, on a P (A) = 


-3 -1 -À 3 

-2 -2 3-À 

-À + 1 -2 1 


En effectuant les opérations élémentaires Ci <— Ci + C3 puis 


= (-À.+ 1) (-1 - À) (2 -À). 


0 -1 -À 3 

0 0 2-À 

2. Les valeurs propres de u sont 1, -1 et 2. 

3. Soit (x.y, z) e IR 3 . Posons X = I y . On a : u(x) - x — 0 si et seulement si AX-X = 0 qui est équivalent a 


—2y + z—x-0 

-3x-2y + 3z-0 On vérifie que l’ensemble des solution de ce système est donné parVect (ei) avec 
-2x-2y + 2z = 0 
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Ei = (1,0,1). Donc Ker ( u-id ) = Vect(ei) On montre de même que Ker ( u-2id ) = Vect(e 2 ) avec E 2 = (-1,1,0) 
et que Ker ( u+id ) = Vect(e 3 ) avec E 3 = (1,1,1). 

! -1 11 


4. Comme P = Mat e (e) = 0 


1 et que det (P) = 1 , la famille e est de rang 3 et forme une base de E. 


1 0 1 


5. On a : Mat e (u) - P e - e Mat e ( u ) P e ^ e 


Mat e (w) = 


10 0 ' 
0 2 0 
0 0 - 1 , 


-1 -1 2 


(Mat e (e )) -1 = -10 1 

,1 1-1 


et donc : 


Exercice 25.93 1 W '-3 

Soit E = M 2 . Déterminer tous les endomorphismes u e L(E) tels que : 


Ker(w) =Vect(l,2), etImM = Vect(l,l) 


Solution : Posons fi = (1,2) et /2 = (0, 1). Comme f\ et fï ne sont pas colinéaires, u[f 2 ) est non nul et élément de 
Im u. Il existe donc a / 0 tel que u[f2] = (a,a)aei + ae 2 = a/i - a /2 =. On vérifie facilement que f - (/i,/ 2 ) forme 

une base de IR 2 . Il est clair que Mat/ (tr) = °^| . De plus, P e — / - || et P /— e - Pg 1 ./ = ( ^ jj- On en déduit 

que Mate (w) = P e — /Mat/ ( u ) P f^ e = | ^ ^|. On en déduit que u (x, y) = a (-2x + y, -2x + y) . Réciproquement, on 
vérifie facilement que tous les endomorphismes de cette forme satisfont l’hypothèse. 


Exercice 25.94 R W 


1. Soit un K -espace vectoriel E de dimension finie et un endomorphisme u e L(E) de rang 1. Montrer qu’il existe 
A. g IK tel que u 2 = Xu. 

2. Soit A 6 3JI* (K). Montrer que (rg(A) = l) <=> (3(X,Y) G DJl n \ (K )* 2 A = X J Y). 

(o m 


Solution : 

1. Comme rg(w) = 1, d’ après la formule du rang, Ker u est de dimension n-loùn- dimE. Sorte' une base de Ker u. 
On applique le théorème de base incomplète pour compléter par un vecteur e n g E en une base e de E. Comme 
Vect(e n ) = Im u, il existe À g K* tel que u(e n ) = Xe n . Soit x = £" =] x,- e,- g E alors u(x) = x n u{e n ) = x n Xe n et 
u 2 (x) = x n X 2 e n - Xu (x) et la propriété est prouvée. 

2. (r) => (ii) Supposons que rg(A) = 1. Soit b la base canonique de K n . Il existe u g L(K”) tel que Matj, (m) = A. 

Comme rg ( u) = rg(A) = 1, d’après la question 1, on sait qu’il existe une base e de K" tel que u{eî) - 0 pour 
tout i g [1, n - 11 et u (e„) = Xe n où X g K* . Donc 


fo ... 0 


0 ' 


Mate(«) = 


i0 ... 0 


' =AXq% 


0 


avec Xo = f (0,...,0,l) g 2rt nl (IK). Si P = P^ e a lors A = PX 0 %p - 1 = X f Y avec X = APXq g 9Jt„i(K) et Y = 
P -1 Xo g 9Jl n i (K). Remarquons que X et Y sont non nuis car c’est le cas deX 0 et que P est inversible. 

(fi) => (0 Réciproquement, si A=X f Y avecX= '(xi,...,x„) g 9R n i (K)* et Y- f (yi,...,y«) e (IK)* alors 

xiyi ... xi y n 

x n y\ ... x n y n 

fxi 0 ... 01 

Toutes les colonnes de A sont colinéaires donc rg(A) = rg : : : I = 1 carX est non nul. 

lx„ 0 ... oj 
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25.12.10 Matrices semblables, équivalentes 

Exercice 25.95 IÇ> 

Trouver les matrices E de la base canonique de semblables à une matrice diagonale. 


Solution : Ce sont celles qui sont déjà des matrices diagonales, c’est-à-dire celles pour lesquelles i = j. En effet 
supposons l’espace d’un instant qu’une matrice Ejj soit semblable à une matrice diagonale D avec i ï j. On en déduit 
que 0 = E?j est semblable à D 2 , donc D 2 = 0 donc D = 0 puisque D est diagonale. Donc le rang de D égale 0, alors que 
celui de E ij égale 1. Comme deux matrices semblables ont même rang, on a une contradiction. 


Exercice 25.96 

Montrer que la matrice A = | 


est semblable à la matrice D = 


Solution : Soit P = [ 1 

!),onaP 1 = 5 t PetP 3 AP = D. 

l-l 

O 


Exercice 25.97 I 

(-1 0 0\ ro 0 OA 

Les matrices A = I 0 0 0 etB= 1 0 0 sont-elles semblables ? 

\0 0 lj \0 1 oj 


Solution : En regardant T action de ces matrices sur les vecteurs colonnes de la base naturelle, on voit que B 3 - 0 et 
A 3 = A. A et B ne peuvent pas être semblables. 


Exercice 25.98 I 

Soient deux matrices A, B e ÜJt n (R) , avec A inversible. 

1 . Montrer que AB et BA sont semblables. 

2. Montrer que le résultat est faux si A n 'est pas inversible. 


Solution : 

1. Si A est inversible, il suffit d’écrire AB = A(BA)A -1 

2. Soit A = |q o) Ct B = (o o)' LeS matnces AB = jjj et BA = n’ont pas même rang et n’ont donc 

aucune chance d’être semblables. 

Exercice 25.99 ■ 

On considère une matrice A e qui s’écrit : 


où B e SDtn-iCR), C,D £ S Ul r 
seulement si 


-1,1(0?) et a e IR. On suppose que B est inversible. Montrer que A est inversible si et 
aï* DB _1 C 


Solution : Si A n’était pas inversible, il existerait X tel que AX = 0 avec X / 0 .De plus, x n ï 0 (car B inversible). En 
notant X - (je; , . . . , x„_i ), on obtiendrait que BX + x n C = 0 et f DX+ ax n - 0, d’où la relation. 

Réciproquement, si a-* DB -1 C, alors on construit un vecteur X - - (B -1 C, -l) , on a AX = 0 avec bien sûrX ï 0. 


Exercice 25.100 ■ W H 

[0 1 

On considère la matrice P = I / 

l 1 0 

1 . Montrer que la matrice P est inversible et calculer son inverse P ~ 1 . 

2. Pour une matrice A e ÜJl n (K) , calculer la matrice PAP. 

3. En déduire qu ’une matrice triangulaire inférieure est semblable à une matrice triangulaire supérieure. 
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Solution : 

1 . Soit E - U n et e - (ei, . . . , e n ) la base canonique de E. Alors il existe un unique u e L(E) tel que Mat e (m) = P. On 
a pour tout i e [1 ,n\, u(e{) - e„_ i+ i et w 2 (e,- ) = et, donc P 2 = I„. Par conséquent, P e GL„(IR) et P -1 = P. 

2. Puisque P =I£ =1 E fc> „_* + i, 

PAP — a ij^k,n-k+i^tfin-l+l,l = ^ ^n+l-k.i^i.n+l-l^k.l — Y'. a n+l-k.n+l-lLkl 

hj.k.l k,l 

La matrice PAP s ’ obtient en faisant deux symétries de A par rapport aux deux diagonales. 

3. Puisque P -1 = P, PAP -1 est une matrice triangulaire supérieure lorsque A est une matrice triangulaire inférieure. 


Exercice 25.101 1W H 

A quelle condition deux matrices E pq et E £/ de la base canonique de 0K n (IR) sont-elles semblables ? 


Solution : Considérons l’espace vectoriel E = K" muni de sa base canonique. 

1. Une condition nécessaire est que les matrices aient même trace. Donc si p - q et k / l, (ou bien p / q et k = l), 
les deux matrices ne sont pas semblables. 

2. Montrons que deux matrices E pp et E qq (p ^ q) sont semblables. Soit u l’unique endomorphisme de E tel que 
Mat e {u) = E pp . Considérons la base e' obtenue en permutant les deux vecteurs e p et e q . Dans la base e', la matrice 
de u est E qq . Par conséquent, les deux matrices E pp et E qq représentent le même endomorphisme dans deux bases 
différentes : elles sont semblables. Complément : écrivez la matrice de passage de la base e vers la base e', et son 
inverse. 

3. Soient quatre indices ( p , q ) e [[1, n]\ 2 avec p ^ q et ( k , ï) e [[1, n]] 2 avec l. Notons u l’unique endomorphisme 
ayant pour matrice E pq dans la base e. Considérons la base e' obtenue en échangeant les vecteurs e q <— e/ et 
e p <-> e/c- Alors la matrice de l’endomorphisme u dans la base e' est la matrice E^i (faire un dessin et vérifier 
ce résultat même lorsque p - q ou k - l). Donc les matrices E pq et E^i sont semblables. Pouvez-vous écrire la 
matrice de passage P e ^e’ correspondante ? Quel est son inverse ? 


Exercice 25.102 1W H 

Soit une matrice A e S0?2 (IR) vérifiant A 2 - 1 et telle que A n’est pas une matrice scalaire. Montrer que A est semblable 
à la matrice L 


Solution : Soit E = M 2 et e = (e\,e2) la base canonique de E. Il existe un unique endomorphisme u de E ayant A comme 
matrice dans la base e. Puisque A 2 - 1, u 2 - id et donc u est une symétrie vectorielle. On a 

E = Ker(w - id) © Ker(w + id). 

En effet, on peut toujours écrire x- ^ (x+ u(x)) + ^ (x- u(x)) avec x+u(x) eKer(u-id) et x-u(x) eKer(w + id). 
L’intersection de Ker(w-id) et Ker(« + id) étantbien sûrréduite au vecteurnul. 

Comme A n ’ est pas scalaire, u ^ id et u / - id. Par conséquent, aucun des deux noyaux n ’est IR 2 tout entier. Les noyaux 
Ker (u- id) et Ker(u + id) sont donc des droites vectorielles. Considérons f) ^ 0 un vecteur de Ker(« - id) et fz / 0 un 
vecteur de Ker(w + id). D’après le théorème sur les bases adaptées à une somme directe, f - {fi.fi) est une base de E. 
Dans cette base, 

D = M«f / [a) = |j 

De la même façon, il existe un unique endomorphisme v ayant B = comme matrice dans la base canonique. 

Comme B 2 = id, le même raisonnement montre que v est une symétrie vectorielle et permet de construire une base g 
dans laquelle M at g (v) - D. 

Par conséquent, puisque A et D sont semblables et que B et D sont semblables, on en déduit que A et B sont semblables. 


Exercice 25.103 H 

Soit un IK -espace vectoriel de dimension finie n et un endomorphisme f e L(E) de rang 1. 
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1. Si l’on suppose que Ker/nIm/= {OeL montrer qu’il existe une base e de E et un scalaire ÀeK tels que 


2. En déduire que pour tout endomorphisme f de rang 1, il existe un scalaire a e IK tel que f 2 - a/. 

3. Soit une base e quelconque de E, et un endomorphisme f e L(E) quelconque. On note B = Mat e (f) la matrice de 
l’endomorphisme f dans la base e. Montrer l’équivalence 

(rg(/) = l) <=> (3(X,Y) e £DÎ„i (K) 2 non nuis tels que B = X f Y) 

ta m 

(On se contentera de la démonstration dans le cas où Ker/nIm/ = {OeI/ voir exercice 25.94 p. 1025. 


Solution : 

1 . D ’ après la formule du rang, 

n - dim Ker/ + rg / 

donc Ker / est un hyperplan de E de dimension (n-1). Comme rg [f) - dimlm/ = 1 , il existe un vecteur 0 tel 
que Im/ = Vect(fl). Puisque l’on a supposé que Im/nKer/= {OeI, et que dimlm/ + dim Ker/ = n, on sait que 

E = Vect(a) © Ker / 


le système (a) est une base de Im /, et si l’on suppose n 3= 2, puisque Ker / / {OeI, il existe une base de Ker / 
de la forme (e 2 ...,£„). Le théorème de la base adaptée à une somme directe nous dit alors que le système e = 
(a, e 2 , ... , e n ) est une base de E. Comme /(a) £ Im/ = Vect(a), il existe ÀeK tel que fia) - Xa. La matrice de f 
dans la base e est donc bien de la forme souhaitée. 

2. Dans le cas où a £ Ker/, on a Im/ c Ker/ et donc f 2 = 0. Le résultat est montré avec a = Ok . 

On peut donc supposer que Im/ <f- Ker / et alors Im/ n Ker / = {0}. D’après a), on a construit une base e dans 
laquelle la matrice de f était simple : A - Mat £ (/) = ÀEn. On calcule alors A 2 - X 2 EnE* = À 2 En = ÀA et on en 
déduit que f 2 = À/. 

3. Supposons que rg/ = 1. Lorsque Im/nKer/ = {0}, on a construit une base e dans laquelle la matrice de f 
s 'écrivait A = ÀEn . Posons X' la matrice colonne avec un X sur la première ligne et des zéros sur les autres lignes, 
et Y' la matrice colonne avec un 1 sur la première ligne et des zéros sur les autres lignes. Un calcul direct montre 
que 

A = X'V 

Mais puisque les matrices A et B représentent le même endomorphisme f dans deux bases différentes e et e, elles 
sont semblables. En notant P la matrice de passage de la base e vers la base e, on a 

A = PBP -1 = (PX')Yp- 1 = (PX'nW) 

et il suffit de poser X = PX' £ m nl (IK ) et Y = V 1 Y' £ DJl n i (IK) pour a voir B = X f Y. 

Si l’on suppose maintenant que B = X f Y, en notantX = (x,) i^ n et Y = (y/Iisfen, la matrice B s’écrit : 


B = 


'xiyi x\y 2 
x 2 yi x 2 y 2 


x\y n 

x 2 y n 


\x n yi x n y 2 ... x n y n , 


On s ’ aperçoit que toutes les colonnes de cette matrice sont proportionnelles à la matrice colonne X. En utilisant 
l 'algorithme du rang, on trouve que cette matrice est de rang 1 (la colonne X est non-nulle). 


25.12.11 Systèmes linéaires 

Exercice 25.104 Ç? 

Résoudre dans IR 3 les systèmes : 
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<x-y + z=l 

r x + 2y + 3z- 1 

1 x+2 y +z- 2 

1 3y-z = 2 

3. \-x-3y + 5z- 2 

5. <2x +y +z= -\ 

l 2z = 8 

l x + y + z= -1 

\ x-3y + 2z= -1 

1 x -y + 2z = 1 

1 y + 3z= 0 

r2x -y + 3z=l 

\2x-3 y +z = 4 

4. J x + 2y + 6z- 2 

6. \ x +y — z-2 

l x-3y-4z = 5 

wx + 3y + 9z - 14 

\ x-2y + 4z-\ 


I2x- y + 3z = 0 
'■ \ x + y + 2z = 0 

t x +y -z- 1 

8. J 2x + 2y — 2z- 2 

l-x -y +z= -1 


Solution : 

1. Enremontant, on trouve successivement : z-4; y = 2; x- — 1. 

{ x - y + 2z - 1 ( x - y + 2z = 1 

2x - 3 y + z = 4 L 2 — L 2 -2Li 1 - y - 3z = 2 . 

x — 3y — 4z — 5 L 3 « — L3-L1 [ - 2y - 6z = 4 

Les deux dernières équations sont équivalentes. Le système est de rang 2 et compatible. En prenant z comme 

paramètre, l’ensemble des solutions est {(-5z - 1, -3 z - 2, z) \ z e K}. 

3. Système de Cramer : {(-§, 1, 5)}. 

4. Système de rang 2 et compatible. {(2, -3 z, z) \ z e K}. 

5. Système de Cramer : {(-2, 1,2)}. 

6. Système de rang 2 mais pas compatible. Pas de solution. 

7. | + y + 2z - 0 S0It {3* g - Le système est de rang 2, donc compatible. En prenant z comme paramètre, 

l’ensemble des solutions est {(-f z, z) \ z e K}. 

8. Le système est clairement de rang 1 et compatible (on a trois fois la même équation). L’ensemble des solutions 
est le plan d’équation x + y - z - 1. 


Exercice 25.105 

Sans chercher à résoudre les systèmes suivants, discuter la nature de leur ensemble solution : 


( x +y -z 

= 0 

[ x +3y +2z = 1 

( x +3y +2z = 1 

\ x -y 

= 0 

•1 2x — 2y = 2 

1 2x -2 y = 2 

1 x +y +z 

= 0 

l x + y + z = 2 

l x + y + z = 3 


Solution : Premier système : Matrice de rang 3 (inversible ) donc une unique solution (0, 0, 0) . 
Deuxième système : Matrice de rang 2, système non compatible, pas de solution. 

Troisième système : Matrice de rang 2, système non compatible, pas de solution. 


Exercice 25.106 ■ V I 

Discuter, suivant la valeur de m, la dimension de 1 ’ espace des solutions des systèmes suivants : 

I x+my +z-0 1 x +y+mz=0 

' \mx + y+ mz-0 2. -j x+my +z= 0 
l mx + y + z — 0 


Solution : 

1. Si m - 1 ou m = -1, alors le système est de rang 1. L’espace des solutions est de dimension 2. Sinon le système 
est de rang 2 et l’espace des solutions est de dimension 1. Dans ce dernier cas, l’ensemble des solutions est 
{(x,0,-x),xett}. 

2. Si m - 1, alors le système est de rang 1. L’espace des solutions est de dimension 2. Si m - -2, alors le système 
est de rang 2. L’espace des solutions est de dimension 1. Sinon le système est de Cramer. L’espace des solutions 
est de dimension 0. 


Exercice 25.107 ■ V I 

On considère, pour un paramètre réel m, les sous-espaces vectoriels de IR 3 : 

F = {[x,y,z) e IR 3 | x+my + z-0 et mx + y-mz- 0} 
et G = {[x,y,z) elR 3 | x-my+z-0} 

1. Déterminer la dimension de F et de G. 

2. Discuter suivant les valeurs de m la dimension du sous-espace vectoriel F n G. 
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Solution : 


1. Que 

I 1 

2. m 


m soit égal à 1 ou non, dimF = 1 car le rang de ^ éga/e 2. dimG = 2. 

m 1 I 

1 - m = -4m 2 . Si m - 0, alors F n G est de dimension 1, et de dimension 0 sinon, 

-m 1 | 


Exercice 25.108 ■ Q I 

Résoudre et discuter suivant les valeurs de foi , b 2 , b 3 et : 


f x + 3y + 4z + 7t - 

bi 


1 x+3y + 5z + 3t - 

bi 

J x + 3y + 4z + 5t = 

b 2 

(S 2 ) ■ 

I x + 4y + 7z + 3t - 

b 2 

| x + 3y + 3z + 2f = 

b 3 

| y + 2z - 

b 3 

1 x+y+z+t = 

bi 


i x + 2y + 3z + 2t = 

bi 

x + y + 2z- 1 = 

bi 


x + 2y + z + 2t 

= foi 

-x+3y+t = 

b 2 

(S 4 ) \ 

-2x-4y-2z-4t 

= fo 2 

2 x- 2 y + 2 z- 2 t = 

b 3 

-x-2y - z-2t 

= foa 

2 y + z - 

h 


3x + 6 y + 3z + 6 t 

= fo 4 


Solution : 

(51) : solution unique quels que soient b] , b2, b 3 , £4. 

(52) : solutions si b 2 -b\ + b?,. 

(53) : solutions si b\ + b 2 - 2 b 4 -0 et 2 b] - b 3 - 2 b 4 = 0 . 

(54) : solutions si b 2 = - 2 b \ et £13 = -b\ et £74 = 3&i. 


Exercice 25.109 V 

Résoudre les systèmes suivants à l’aide du déterminant : 

1 x + y + 2z- 1 

\ 2x +y +z= 2 

l -x-2y-5z = -1 


x +y -z - 0 
x + 3 y +z = 0 
2x + y-3z = 0 
- x + 2y + 4z-0 


Il il 

Solution : Premier système : 1 3 1 = 0 et 2 1 —3 = 0 donc le système est de rang =s 2. Comme 1 1 /O le 

\2 1 -3[ |-1 2 4 | I 

système est de rang 2. On a une droite de solution, 1 ’ intersection des deux plans x+y-z-0 et x+3y+z = 0, autrement 
dit la droite vectorielle engendrée par (-2, 1, -1). 

r 1 2 i n 21 

Deuxième système : 2 1 1=0 donc le système est de rang « 2. Comme 0 le système est de rang 2 et 

|-1 -2 -5| 1 1 

on peut choisir x comme paramètre. On résout alors en y et z le système des deux premières équations en fonction de 
x. Soit y = 3-3x et z = x- 1. On vérifie enfin avec la troisième équation : -x-6 + 6x-5x+5 = -1. 


Exercice 25.110 ■ W I 

Soit f l’application linéaire qui fait correspondre au vecteur [x, y, z) le vecteur [a, b, c, d) dont les coordonnées sont 
définies parle système suivant : 

{ -x-y+mz- a 
- mx+y+mz- b 
x- y- mz- c 
mx+y +z-d 

Déterminer suivant les valeurs du paramètre réel m, le rang de f. En déduire le nombre de solutions du système 
précédent puis le résoudre en fonction du second membre. 


Solution : Après permutation des deuxièmes et troisièmes lignes, on effectue des oel sur le tableau : 

-1 -1 m 

a - 1-1 m 

a 

1 -1 -m 

c L 2 «— L 2 + Li 0 —2 0 

a+c 

-m 1 m 

fo L 3 <— L 3 - mLi 0 1 + m m-m 2 

b- ma 

m 1 1 

d L 4 * — L 4 + mLi 0 1 - m 1 + m 2 

d+ma 
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L 3 — L 3 + 0 0 m-m 2 

L4 * — L4 4- ^ ~ n L.2 0 0 1 4- m 2 


a+c 

b-ma+^^ia+c) 
d + ma+ ( a + c ) 


En prenant les lignes Li, L 2 et L 4 on voit que le rang du système égale 3. Donc s’il existe une solution, alors elle est 
unique. 

On résout donc le système (triangulaire) en x,y et z grâce aux lignes Li, L 2 et L 4 . La ligne L 3 sert de vérification : Si 

m-m 2 1 
l + m 2 V 

alors le système est compatible et admet une solution unique. Sinon il n’admet pas de solution. 

Exercice 25.111 ■ W H 

Déterminer suivant les valeurs des réels m, a, b, c les solutions du système : 

{ mx+my+mz = a 
x+my + z-b 
x +y+mz = c 

f m m m \ f2si 

Solution : La matrice de ce système linéaire est A = I 1 m 1 et rg (A) = < 1 s 

V 1 1 m ) [3 si 

1 0 -a 

- Sim -Ole système devient : <x +z= b. lin ’ est compatible que si a = 0. Dans ce cas, 1 ’ ensemble de ses solutions 

Ix + y = c 

est: {b,c-b,0)+'Vect(.-l,l,\). 

rx+y+z= a 

- Si m- \ le système est : <x + y + z=b. En ’est compatible que si a - b - c. Dans ce cas, l’ensemble solution est 
l x + y+z= c 

[a, 0,0) + Vecf ((— 1, 1,0) , (0, 1,-1)) 

- Le système est de Cramer si m ^ 0 et m ^ 1. Il admet une et une seule solution donnée par : 

( (m+lïa-cm-mb -inb+a a-cm ^ 
m(m-l) ’ m(m- 1) ’ m(m-l) j 


Exercice 25.112 ■ W I 

Déterminer suivant les valeurs des réels m, a, b, c les solutions du système : 

x- y - mz- a 
x+2 y+ z -b 
x+ y - z = c 


Solution: La matrice de ce système linéaires est A- 12 1 etrg(A) = < 

1 j [3 sinon 

) x-y-5z= a 
_ b-a 

y + lz ~ 3 . Il n ’est compatible que si 

v+2z = C -Z^. 


- Le système est de Cramer si m / 5. Il admet une et une seule solution donnée par : 

I 3a+(m+l)b+(l-2m)c 2a-(m+l)c+(m-l)b av2b-ic\ 


Exercice 25.113 

Résoudre le système : 


) ax + by + z - 1 

x+by + z - b 
x+by+az - 1 


1031 


Solution : Le déterminant de la matrice vaut (a -\) 2 b. 

-b ab+b-2 !-£>)] 


1. aïl,bïO,SP = \. , , ... 

lU-1 (a-l)fo a- ljj 

2. a - 1, le système est compatible si et seulement si b - 1 et dans ce cas, 3* = (1,0,0) +Vect((-1, 1,0), (-1,0,1)). 

3. b - 0, a ï 1 : le système est incompatible. 


Exercice 25.114 ■ W 

Résoudre le système : 


) ax + by + z- 1 
x + aby + z- b 
x+by+az- 1 


Solution : Le déterminant du système égale b(a + 2) (a - 1) 2 . 

Si b-0, le système est toujours incompatible. Sinon, 

1. aï- 2,1 ; 

( a- b ab+b-2 a- b 

l(a-l)(a + 2)’ (a-l)(a + 2)fc’ (a-l)(a + 2), 

2. a - -2,bï -2, 0. 

3. a-l,bïl, 0. 

4. a- -2 etb= -2, (-l-2y,y,-l- x- y). 

5. a- 1 et b- 1, (.x,y,x-y). 


Exercice 25.115 1W 

Résoudre le système : 


J x+ ay+bz - a 
\x-2ay+bz- b 


Solution : On soustrait les deux lignes pour obtenir j ^y—b a ' 

Si a - 0, deux cas se présentent : Si b-0 alors le système est de rang 1 et les solutions sont (0, y, z). Si b / 0 alors le 
système n’est pas compatible. 

Si aï 0, alors y - et x+bz- qui est une équation de droite dans le plan y - . 


Exercice 25.116 


7 y 
5y 

6y 

5y 


7 1 
5 1 
9 1 
10 1 


32 
23 

33 
31 


lOx 

7x 

8x 

7x 


7 y 
5y 

6y 

5y 


32.1 

22.9 

33.1 

30.9 


Solution: (1,1, 1,1) est la solution du premier système. (9,2;-12,6;4,5;-l,l) est la solution du deuxième système. 
Dans cet exemple, une petite perturbation (0, 1; -0, 1; 0, 1; -0, 1) du vecteur de données entraîne une grosse perturbation 
du vecteur de solutions. 
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Chapitre 


Groupe symétrique, déterminant 


Pour bien aborder ce chapitre 

Ce chapitre est réservé aux élèves de MPSI. On va y définir le déterminant en toute généralité. Il va nous falloir au 
préalable étudier le groupe symétrique 6„. Il est formé de toutes les permutations d’un ensemble Eàn éléments et admet 
comme loi interne la composition. Ce groupe est très important en mathématiques. Ainsi, c’est en étudiant le groupe des 
permutations des racines d’un polynôme que Galois est parvenu à prouver la non résolubilité par radicaux des équations 
polynomiales de degré 3= 5. Le mathématicien Arthur Cayley a par ailleurs prouvé que tout groupe fini de cardinal n est 
isomorphe à un sous-groupe de & n (son résultat est en fait plus général car il s’étend aux groupes de cardinal infini). 

La construction du déterminant est basée sur les notions que nous allons introduire quant au groupe symétrique. On 
explicitera ensuite, comme dans le cas des déterminants de taille 2 et 3 traités dans le chapitre précédent, ce qu’est le 
déterminant d’un endomorphisme et d’une famille de vecteurs. 

Le développement de la notion de déterminant est fortement lié aux tentatives effectuées par les mathématiciens pour 
résoudre les systèmes linéaires à n équations et n inconnues. En 1545, Cardan introduit des déterminants de taille 2 pour 
résoudre des systèmes linéaires de deux équations à deux inconnues. En 1678, Leibnitz fait de même mais pour n - 3 
et en 1748, MacLaurin résout le problème quand n- 4. En 1750, Cramer établit des formules pour le cas général mais 
ne sait pas les démontrer (voir le théorème 26.19 page 1044). En 1764, Bézout reprend les travaux de Cramer et met en 
place les formules de développement suivant une rangée (voir le théorème 26.24 page 1047). Elles permettent de formuler 
des relations de récurrence pour le calcul des déterminants. Dans les " Disquisitiones arithmeticae", Gauss donne au 
déterminant sa dénomination actuelle. Lagrange comprend le lien du déterminant avec la notion de volume. C’est au 19 e 
siècle que Cauchy utilise pour la première fois le mot déterminant dans le sens qu’on lui donne maintenant. Il fait, dans un 
long article, la synthèse des connaissances à son sujet et jette les bases de la réduction des endomorphismes. Grâce à trois 
articles dans le journal de Crelle, Jacobi popularise la notion et construit des algorithmes permettant de le calculer. Il faut 
attendre le milieu du 19 e siècle pour que les déterminants soient utilisés, par Sylvester et Cayley dans le cadre matriciel. 
Ce dernier est à l’origine de la notation utilisée pour les écrire avec des grandes barres verticales. 


26 . 


26.1 Le groupe symétrique 


Définition 26. 1 Groupe des permutations 

Soit un ensemble E. On appelle permutation de E, une bijection o : E >— E. On note ©e l’ensemble des permutations de 
l’ensemble E. Puisque ©e -âë(E), on sait que (©e, °) est un groupe, appelé groupe des permutations de l’ensemble E. 


Dans la suite, on considérera un ensemble fini E de cardinal n, et en particulier E = [[1, «]. 


Définition 26.2 W Groupe symétrique 

Lorsque l’ensemble E = [[ 1 , «]] , on note 6„ le groupe des permutations de E qui est un groupe fini de cardinal ni. Ce 
groupe s’appelle le groupe symétrique d’ordre n. Une permutation a e 6 „ se note 

° = U ::: „&,) 
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Définition 26.3 Orbite d’un élément 

Soit une permutation ct e 6 e et un élément x g E. On appelle orbite de l’élément x selon la permutation o, l’ensemble 
0{x) = la k {x) ; ke Z}. On vérifie facilement que si y g 0(x), alors 0(x) - ©(y). 


Exemple 26.1 Si E = { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 61 , et <r= (H ! 3 ! !)> = 0 ( 2 ) = U, 2 } et 0 ( 3 ) = 0 ( 4 ) = 0 ( 5 ) = 0 ( 6 ) = { 3 , 4 , 5 , 6 }. 



Définition 26.4 Permutation circulaire 

Soit une permutation a g 6 e . On dit que c’est une permutation circulaire s’il existe un élément x g E tel que 0(x) - E. 


Exemple 26.2 Si E = {1,2, 3, 4}, o = (3 4 \ f) est une permutation circulaire : 



| Re?narque 26.1 II y a {n - 1)! permutations circulaires dans le groupe symétrique 6„. 


Définition 26.5 Cycle 

Soit une permutation a g 6 e . On dit que a est un cycle s’il y a au plus une orbite qui n’est pas réduite à un élément. 
Cette orbite s’appelle le support du cycle, et le cardinal de cette orbite s’appelle la longueur du cycle. 


Exemple 26.3 E = {1,2,3,4,5,61, = (2 3 ? 4 5 i)> est un cycle de support {1,2,3} et de longueur 3. On note plus 

simplement (l 2 3) un tel cycle. 


© © 


Lemme 26. 1 Deux cycles de supports disjoints commutent 

Soient deux cycles cti et 02 de © E de supports disjoints. Alors oi ° 02 = 02 ° oi . 


Démonstration Soient ci et C2 deux cycles de supports disjoints. Montrons que c\°C2 = C2°C\. Soit x e E, étudions trois cas : 
si x est dans le support de ci , il n ’ est pas dans le support de C2 donc C2 (x) = x. Par conséquent, ci ° C2 (x) = Ci (x) et puisque c\ (x) 
est dans le support de cy, U n’est pas dans le support de C2 et donc C2(ci(x)) = ci(x). De même, si x est dans le support de C2, 
ci o C2 (x) = C2 o ci (x) = C2 (x) . Si enfin x n ’ est ni dans le support de c\ , ni dans le support de C2 , il est invariant a la fois par ci et C2 
d’où Ci o c 2 (x) = c 2 o Ci (x) = x. 


Théorème 26.2 W Décomposition d’une permutation en produit de cycles à supports disjoints 

Soit une permutation o g © E . Elle se décompose en un produit fini de cycles de supports disjoints qui commutent deux 
à deux. 


On obtient en pratique la décomposition en dessinant les orbites de la permutation o : 

I Exemple 26.4 Considérons la permutation o = (^q \ j f 4 6 7 5 8 3°)- On représente graphiquement ses orbites : 




© © 
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Définissons alors les cycles C\ — (ig 2 i f 1 6 7 I 9 3°) = (l 10 3 ) de support {1, 10,3} et c 2 - (} | 3 \ | g 7 5 s 10) - 
(2 9 8 5 4) de support {2, 4, 5, 8, 9}. On a bien a = ci o C2 = C2 ° ci . La décomposition en cycles permet de calculer 

facilement les puissances d’une permutation dans le groupe symétrique. Puisque les cycles commutent, o k — c k o c k . Si 
l est la longueur d’un cycle c, puisque c l - id, c k - c p où p est le reste de la division de k par l. Sur notre exemple, 
)■ 


Définition 26.6 OW Transposition 

Une transposition de 6 e est un cycle de longueur 2. Une transposition échange deux éléments a , b et laisse les autres 
invariants. On note T a b une telle transposition. 


Remarque 26.2 Se donner une transposition dans le groupe symétrique &„ revient à se donner une paire d’éléments 
{i,j} distincts. Il y a donc ^ transpositions dans & n . On calcule facilement la composée de transpositions : 

a = T23°Ti2°t13 - T 12 : tous les i t {1,2,3} sont invariants par ces trois transpositions donc cr(i) = i et ct(1) = T 230T12 O) = 
t 23 (3) = 2, 0(2 ) = T23 o T 12(2) = T 23 (1) = 1, 0(3) = T 23 o T 12(1) = t 23 (2) = 3. 


Théorème 26.3 000 Décomposition en transpositions 

Toute permutation o e &„ se décompose en un produit fini de transpositions : 

o = Tio...o Tfc 

Il n’y a pas unicité d’une telle décomposition. 


Exemple 26.5 On dispose d’un algorithme simple qui permet de trouver une telle décomposition. Si par exemple 

° = (5§ï*§2). 

- On commence par regarder o(6) = 4 ^ 6. Formons donc la permutation oi = T46 0 ( 3 5 2 4 6 ) • Le 6 est maintenant 

à sa place. 

- Comme cri ( 5 ) = 4 , on forme 02 = T45 o C] = ( 3 4 2 2 5 6 ) et maintenant 5 et 6 sont à leur place. 

- Comme 02(4) = 2, on forme 03 = T42 ° et 2 = (3 \ ? \ 5 |) 

- Comme 03(3) = 1, on forme (J4 = T13 ocr 3 = (} \ 3 \ 5 g) = id. 

Au bout d’au plus n étapes, on trouve l’identité. Il suffit alors d’écrire 

T13 0 T42 0 T45 o T46 o o — id 

et comme pour toute transposition t -1 = t, on en déduit la décomposition de a : 

H — (T13OT42OT45OT46) 1 = T46OT45OT42OT13 

Cet algorithme montre que toute permutation de & n s’écrit comme un produit d’au plus n transpositions. 


Pour terminer ce paragraphe, dressons la table du groupe 63 : à chaque ligne on place un élément cr, et à chaque colonne 
un élément aj. À l’intersection de la ligne i et de la colonne j, on place l’élément a; o Oj. Il y a 3! = 6 permutations : 
63 = {id,Ti2,Ti3,T23,cr,CT 2 } où a = (£ 3 f) est une permutation circulaire avec a 2 = (3 \ 2). 


I 63 II id | T 12 | T 13 | T 23 I o I CT Z | 



On voit que le groupe 63 n’est pas commutatif : par exemple T12 ° T13 ^ T13 o T12. Plus généralement, le groupe & n n’est 
jamais commutatif puisque si i, j, k sont distincts, t,- ,- °Xjk ^ ijk 0 t,-/ . On peut montrer que les groupes finis de moins de 
5 éléments sont tous commutatifs donc 63 donne le premier exemple de groupe non commutatif à 6 éléments. 

26.1.1 Signature d’une permutation 
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Définition 26.7 O Signature d’une permutation 

Soit une permutation ct g & n . On dit qu’un couple (i,j) g [[1, n]] 2 est un inversion de o lorsque 
i < j et ct(î) > ct(/) 

On note I(o) le nombre d’inversions de la permutation ct, et on définit la signature de la permutation ct par 
e((j) = (-1) IW 

On dit qu’une permutation ct est paire si e(ct) - +1 et impaire lorsque e(ct) - -1. 

Exemple 26.6 Considérons la permutation cr = ( 3572146 ) - Écrivons son tableau d’inversions : 

i II 1 | 2 | 3|4 | 5 | 6 TT 

Card{; > i \ o{j) < o{i)} 2 3 4 1 0 0 0 

On trouve que I(ct) = 10 et e(o) = 1 ; 

Lemme 26.4 Expression algébrique de la signature 

Soit une permutation ct g ©„. On a les expressions suivantes pour sa signature : 

, > n CT C i)-CT(i) ct(j') — ct(ï) 

il — —■ — = il — r ~- — 


Démonstration Considérons une paire { i,j } e [[1, n]] avec i / j. Puisque = — ^7 — r— on peut supposer que i < j e 

. r, ri <y(j)-0(i) CT(;)-CT(i) 

donc P = n i<j — = — — • 


- Si {,1,]) est une inversion de ct, i < j eta(i) > a(j) donc ; — ; — = ; — 

• .j ct(;) - cr(i) \a(j)-o(i)\ 

- Si (i,j) n est pas une inversion de o, — - — - — = — — — - — . 

On peut donc écrire 

p ,. n I(a)W^ 


- Si ( i,j ) n’est pas une inversion de ct, - 


On remarque également que 


n ict(/)-cto')i = n i*-*i 


Théorème 26.5 W7 La signature est u 
L’application 

n morphisme de groupes 


f (6»,o) — (l-Llbx) 


] CT » e(d) 

est un morphisme de groupes. 



Démonstration Soient deux permutations cri, ct 2 de & n . Montrons que e(cri 0CT2) = £(cti ) xe(ct2). En utilisant la forme algébrique 
de la signature, 

n cti(ct2(;))-cti(ct2 (0) 


ri (CT2 (7)) — CTi ((T2 (0) pr CT2 0')-CT2(0 
CT2 (7) — ct 2 (0 j-i 


Mais comme toute paire {k, 1} s’écrit de façon unique {CT2 (/)» CT2 (ï 
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Définition 26.8 Groupe alterné 

La signature étant un morphisme de groupes, son noyau 

Kere = {oe 6 „| e(cr) = +1} 

est un sous-groupe du groupe symétrique, appelé groupe alterné. On le note sé n . 


Lemme26.6 W Signature d’une transposition 

Soit t une transposition de & n . C’est une permutation impaire : e(t) = -1. 


Démonstration Soit i e [[2, n\], La transposition xi,- s’écrit : 


Le tableau d’inversions de tu s’écrit donc : 


1 2 ... i- 1 i ... n 

(i - 1) T~. i ~. ô" 


Par conséquent, I(X] j) = {/— l)+(i-2) = 2i-3 d’où l’on tire El xjj) = (-1) 2 ' 3 =-l. Il suffit ensuite de remarquer que si i,j e [[l,nj 
sont distincts et différents de 1, 

T ij =TT(°Tl/°T li - 


et par conséquent, 


e(r ij) = etXüieCT^OeCTü) = -1 


Remarque 26.3 Puisque l’application 



6„ 

T o O 


est une bijection, on en déduit que le cardinal du groupe alterné vaut n\!2. 


Corollaire 26.7 W Autre caractérisation de la signature 
Si une permutation a s’écrit comme produit de p transpositions, 

(j = TiO-"OT ; 

alors e(ct) = (-l) p . 


Démonstration Comme la signature est un morphisme de groupes, e (a) = e(ti) x ••• x e(x p ) = (-l) p . 

Remarque 26.4 La décomposition d’une permutation en produit de transpositions n’est pas unique, mais la parité du 
nombre de transpositions est la même pour toute décomposition. 

Exemple 26.7 Dans les années 1870, Sam Loyd a offert une prime de 1000 dollars à la personne qui trouverait la 
solution du jeu de taquin suivant : la case 16 est vide, et les pièces peuvent glisser sur cette case vide. Lors du premier 
coup, on peut faire glisser la case 15 ou la case 12 sur la case vide, et ainsi de suite. Le défi consiste à obtenir la même 
configuration que la configuration initiale où les cases 14 et 15 sont inversées. 




Toute configuration du taquin peut être représentée par une permutation a e ©i 6 : a(i) représente le numéro de pièce qui 
se trouve sur la case i. La position initiale correspond à la transposition id et la position finale à la transposition T 14 J 5 . 
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Pour passer d’une configuration ct à une configuration a', on échange une plaque avec la case vide donc a' - t o a où t 
est une transposition. Si l’on arrive à résoudre le puzzle en « coups, on a donc 

T„o...OTioid = Ti4,15 

En prenant la signature, (-1)” = -1 et il faut donc un nombre impair de coups. Colorions maintenant les cases du taquin 
alternativement en noir et blanc comme sur un échiquier. On s’aperçoit qu’a chaque mouvement, la case vide change de 
couleur. Comme dans la configuration initiale et finale la case vide est de la même couleur, le nombre de coups doit être 
pair. On aboutit donc à une contradiction et le problème est impossible à résoudre. 

B io 23 | Arthur Cayley, né le 16 août 1821 à Richmond, mort le 26 janvier 1895 à Cambridge | 

Mathématicien anglais. Arthur Cayley montre très tôt de fortes aptitudes pour les 
mathématiques. À 14 ans, il rentre au King’s College School. Ses professeurs in- 
vitent ses parents à pousser leur fils vers l’université. Il entre à Cambridge à l’âge 
exceptionnel de 17 ans. Pour ses 20 ans, il a déjà versé trois contributions au Cam- 
bridge Mathematical Journal. Celles-ci portent sur des lectures des œuvres de La- 
grange et Laplace. À la fin du premier cycle, il reçoit le Smith’s Prize. 

Mais à 25 ans, il choisit d’embrasser la profession d’avocat. Métier qu’il exercera 
pendant 14 ans. Il côtoie alors le mathématicien Sylvester, lui aussi avocat et avec 
lequel il aura de nombreuses discussions mathématiques. Cayley publiera pendant 
cette période entre 200 et 300 articles mathématiques. 

Alors qu’il est âgé de 42 ans, on lui propose une chaire à Cambridge. Il renonce alors 
à son travail lucratif d’avocat pour se consacrer entièrement aux mathématiques. 

L’œuvre mathématique de Cayley est immense et est réunie dans une collection de 
13 volumes intitulée "Collected Mathematical Papers". Il a en particulier et paral- 
lèlement à Grassmann découvert les notions d’espace vectoriel et de dimension. Il 
est le premier, avec Sylvester, a introduire la notion de matrice. Il s’est beaucoup 
intéressé à la théorie des invariants qui vise à étudier les propriétés algébriques in- 
variantes par l’action d’une application linéaire. Vous étudierez en seconde année le 
théorème de Hamilton-Cayley qui est une de ses contributions fondamentales à l’algèbre linéaire et qui dit que toute 
matrice carrée annule son polynôme caractéristique. 



26.2 Construction du déterminant 

Étant donnée une famille de n vecteurs [x\,...,x n ) d’un espace vectoriel de dimension n, nous voulons développer un 
outil qui permet de détecter si cette famille est liée ou libre. Dans la suite, E désigne un K -espace vectoriel de dimension 
finie n. 

26.2.1 Formes «-linéaires alternées 


Définition 26.9 Forme «-linéaire 

Soit E un IK-espace vectoriel. On dit qu’une application ip : E" >— • K est «-linéaire si elle est linéaire par rapport à chaque 
variable, les autres étant fixées : Vi e V(xi,... ) x ( -_i,x 1+ i x n ) eE n , V(x,y) e E 2 , V(À,p)eK 2 , 

(p(Xi , . . . , X;_1 , ÀX + py, X i+I X n ) = À(p(X] , . . . , X;-1 , X, X i+1 , . . . , X„) + pcp(X! , . . . , Xj_, , y, X i+ 1 , . . . , Xfi) 

Nous noterons i?"(E) l’ensemble des formes «-linéaires sur l’espace E. 


I Remarque 26.5 On vérifie facilement que 5£ n (E) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des applications de 
E” vers E. 


Proposition 26.8 Opération de &„ sur i?"(E) 

Soit tp e if "(E) une forme «-linéaire et a e & n une permutation. On définit une nouvelle forme «-linéaire : 

j E" — * IK 

CT (Xi,...,X„) — * (p(x CT (I *o(n)) 

et si 01,02 e 6„, oi ★ (02 *ip) = ( 01 002 ) *ip. 
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Démonstration On vérifie facilement que a * cp est encore une forme n-linéaire. Notons pour i e [[1, n]], y; = x CT (j) et calculons, 
(7! * (ct 2 *(p)(xi,...,x„) = (<r 2 *( p){x (Jim ,...,x (JlM ) = (p(y CT2 ( 1) y CT2 (n))- Mais y <J2(;) = x CTl(CT2(/)) = x aiaaM) d’où le résultat. 


Définition 26. 10 Forme n-linéaire antisymétrique 

On dit qu’une forme n-linéaire cp e 5£ n fE) est antisymétrique lorsque Vo e & n , o*(p = e(o)(p où e(a) désigne la 
signature de la permutation cr. 


Lemme 26.9 

Une forme n-linéaire (p est antisymétrique si et seulement si V(xi,...,x rt ) e E", \/i,j e [[1, n]], i < j, 

qÙXi, ...» Xi—\,Xj > Xj+i, . . . , Xfi) — — Cp(Xi, . . . , Xi,... ,Xj , . . . , Xn) 


Démonstration 

- Si (p est antisymétrique, en notant t ij la transposition qui échange i et j, on obtient immédiatement le résultat. 

- Réciproquement, toute permutation a s’écrit comme un produit de transpositions : 

<T = Tl°... Tjt 

ete(a) = (-l) fc . Il suffit d’utiliser la proposition précédente : a*(p = ly *(p = (-l) fc cp = e(cr)(p. 

Nous voulons trouver des formes n-linéaires qui s’annulent sur les systèmes liés. En particulier, lorsque deux vecteurs 
d’une famille sont égaux, notre forme doit s’annuler. C’est ce qui motive la définition suivante : 


Définition 26.11 W 

On dit qu’une forme n- linéaire tp : E" K est alternée si elle s’annule sur tout système comportant deux vecteurs 
égaux : V(xi x n ) e E", \/i,j e [[ 1 , n]] , i < j, si x, = xj, alors 

tp(Xl,...,Xj,...,Xy ) ...,X„) = 0 k 


Les deux notions de forme n- linéaire antisymétrique et alternée sont identiques comme le montre le théorème suivant : 


Théorème 26.10 W Alternée = Antisymétrique 

Une forme n-linéaire est antisymétrique si et seulement si elle est alternée. 


Démonstration 

- Supposons (p antisymétrique et considérons n vecteurs (xi , . . . , x n ) avec x,- = Xj = x. Pour la permutation t ,- y qui échange i et j, 
on doit avoir 

ip(Xl , . . . , Xj , . . . , Xj , . . . , Xn) = — (p(Xl , . . . ,Xj , . . . ,Xf , . . . , Xjt) 

d’où 2(p(X] ,Xi, ... ,Xj , x n ) = 0 K . Comme nous travaillons avec un corps K = <Q), IR, C, il vient que q>(x\ , . . . ,x ( - xj,...,x n ) = 

0 k- 

- Réciproquement, soient i < j deux indices, puisque cp est alternée, 

(P(X1 Xj +Xj,...,Xi+Xj Xn) = Ok 

Mais en développant, en utilisant la bilinéarité et le fait que cp est alternée, on trouve que 

(p(xi ,...,x it ...,Xj x„) + c p(xi Xj,...,Xi,...,x n ) = 0 K 

Nous avons donc montré que pour toute transposition t j j , T fj *tp = -cp. Il suffit de conclure en utilisant le lemme 26.9. 

Remarque 26.6 On note sé n (E) l’ensemble des formes n-linéaires antisymétriques (ou alternées) et on vérifie facile- 
ment que c’est un sous espace vectoriel de ^?”(E). 


Proposition 26. 1 1 Une forme n-linéaire antisymétrique détecte les systèmes liés 

Soit (p une forme n- linéaire antisymétrique. Si la famille (xi, . . . , x n ) est liée, alors cp(xi x n ) = 0k . 


Démonstration Si la famille est liée, l’un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres : il existe i e [[1, n]] tel 

Xi = jXj 

jïi 

Mais comme (p esf alternée, 

(p(xi,...,Xj x n ) = Xà/( p(xi Xj,...,Xj,...,x„) =0 k 

i*i 
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26.2.2 Déterminant de n vecteurs dans une base 


Pour comprendre ce paragraphe, nous allons commencer par un calcul simple en dimension 2. Soit E un IK -espace vectoriel 
de dimension 2 et e = (ei , e 2 ) une base de E. Considérons une famille de deux vecteurs {x \ , x 2 ) que nous décomposons 
dans la base e : 

Ut =x n ei + X2ie 2 

\x 2 - x\ 2 e\ + x 22 e 2 

Soit (p une forme 2-linéaire alternée sur E. En utilisant la bilinéarité, 

tp (xi , x 2 ) = x n (p(ei , x\ 2 e\ + x 22 e 2 ) + x 21 cp (e 2 , x u e x + x 22 e 2 ) 

= *n*i 2 ip(ei, ei) + x n x 22 (p(ei,e 2 ) + x 2X x 12 (p(e 2 , e x ) + x 21 x 22 tp(e 2 , e 2 ) 

Puisque (p est alternée, (pfei.ei) = (p(e 2 , e 2 ) = Ok et (p(e 2 , e\ ) — -tp(e \,e 2 ). Finalement, 

<p(*t>* 2 ) = [^nx 22 -x 2 ix 22 ](p(ei,e 2 ) 

Définissons une application que nous appellerons déterminant dans la base e : 

, f E 2 — * IK 

e l (Xi,X 2 ) ~ XnX 22 -X 2 iXi 2 

On vérifie facilement que cette application det e est bien une forme 2-linéaire alternée. Alors, en notant À = cp(ei , e 2 ), nous 
avons montré que (p = Àdet e . En d’autres termes, l’espace des formes 2-linéaires alternées sur un espace de dimension 2 
est une droite vectorielle engendrée par det e : &i 2 { E) = Vect(det e ). Ce résultat se généralise en dimension n quelconque : 
c’est le théorème principal de ce paragraphe. 


Théorème 26.12 WO Les formes? 

(-linéaires alternées forment une droite vectorielle 

Soit e = (ei, . . . , e n ) une base d’un espac 

e E de dimension n. Pour une famille (xi, . . . , x n ) de n vecteurs de E, on note 

Xfj les composantes des vecteurs xj dan 

s la base e : 


Vje[[l,n]], Xj = Yxij e i 
i= 1 

1. L’application 

( E” — IK 

det: 

1 (X 1 ,...,X„) ■ Y E^XcrdU •■■XoW),n 


l CT£© n 

est une forme ^-linéaire alternée appelée déterminant dans la base e. 

2. Toute forme n-linéaire alternée sr 

ir E est proportionnelle au déterminant et l’espace .sd n (E) est une droite vecto- 

rielle : 

,s/”(E) = Vect(det), dim^/"(E) = 1 

3. det e (ei,...,e„) = 1 K - 



Démonstration Soit (p e (E) une forme n-linéaire alternée et (X] ,,x n ) e E n n vecteurs que 1 ’on décompose dans la base e. 
Calculons en utilisant la n-linéarité de cp. 


(p(xi,...,x n )=<p(£ x htl e h ,..., Y x i n , n e in ) 

(1=1 (»= 1 

= Y ■■■ Y x ii,iXh, 2 --x in , n <f>(e h ,...,e in ) 

11=1 i n = 1 

Puisque (p est alternée, lorsque i p = iq, (p (e ;i , . . . , e,- e- ln ) = Ok . Par conséquent, ne restent dans la somme que les 

termes correspondant aux n-uplets in) où les if,- sont tous distincts. L’application a : j i ^ est donc une 

permutation de [[ 1 , n]} . Nous pouvons alors écrire 

cp(xi ,...,x n )= Y x CT (i),i...x CT („),„(p(e CT (i),...e CT („)) 

ae©„ 

Mais puisque (p est alternée, <p(C(j(i)> • . . , e CT („)) = e(cr)(p(e \,...,e n ). En notant \ = <p(ej e n ), on obtient finalement que 
(p(xi,...,x„) = À Y £ W x o(l),l---Mn),n 
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Nous avons donc montré qu’il existait une constante ÀeK telle que (p = Àdet e . La vérification que det e est bien une forme n- 
linéaire alternée est technique et moins intéressante, nous ne la ferons pas. Vérifions enfin que det e (ei , . . . , e n ) = 1 . Puisque le 
vecteur ej se décompose dans la base e avec les coordonnées Xij = 8;y, 

det(ei,...,e„)= £ e(ff)6 CTtl y ...ô CT( „ )( „ 


Mais si a f id, il existe i e [[1, n\\ tel que ali) î i et alors 8a(i),i = 0 et le terme correspondant de la somme est nul. Il ne reste donc 
que le terme correspondant à a = id qui vaut 1. 

Remarque 26.7 Considérons un espace vectoriel de dimension 3 et une base e - {e\ , e2, e.3). Trois vecteurs (X1.X2.X3) 
se décomposent dans cette base : 

) xi =xnei + X 2 ie 2 + X3ie3 
X2 = X12 e\ + X22 e2 + X32 e3 
X3 = X13 e\ + X23 62 + X33 e3 

Dans 63, il y a trois permutations paires : 

id = (1 2 i)’ CT =(zii)- ^ 2 -CIfl) 

ainsi que trois permutations impaires : 

D2 = T U .(i! ?), T23 = (ïf 1) 

Le déterminant des trois vecteurs dans la base e s’écrit donc : 

det(xi, X2, X3) = X11X22X33 + X21X32X13 + X31X12X23 - X21X12X33 - X31X32X13 - X11X32X23 

( Xll X12 X13) 

X21 X22 X23 , on dispose d’un moyen mnémotechnique 

X31 x 32 X33J 

pour calculer le déterminant des trois vecteurs, la Règle de Sarrus. Il suffit de recopier en bas de la matrice ses deux 
premières lignes et de tracer les trois diagonales descendantes, de prendre le produit des coefficients sur chacune des 
diagonales affectés du signe + et de tracer les trois diagonales montantes en prenant le produit des coefficients sur 
chaque diagonale affecté du signe - : 



Théorème 26. 13 W Formule de changement de base 

Soient e et e' deux bases de l’espace E et (xi,...,x„) £ E". On a la relation suivante entre le déterminant des vecteurs 
dans les deux bases : 

det(xi,...,x„) = det(ei,...,e„) x det(xi,...,x„) 
e’ d e 


Démonstration La preuve est typique et utilise le théorème de structure de sV n (E). Puisque det e ; e .sf n (E), il existe une constante 
ÀeK telle que det e / = Àdet e . En particulier. 


det(ei , . . . , e n ) = À det(ei , . . . , e n ) = À 




det(xi x„) = Àdet(xi ..... x ra ) = det(ei, . . . , e n ) det(xi, . ..,x n ) 
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Théorème 26. 14 Le déterminant détecte exactement les familles liées 

Une famille (xi,...,x n ) est liée si et seulement si det e (xi x n ) - Ok . 


Démonstration 

- Nous avons déjà vérifié que si la famille est liée, son déterminant est nul. 

- Supposons donc que (x\ ,...,x n ) est une famille de déterminant nul. Par 1 ’ absurde, si elle était libre, elle définirait une base e' de 
E, mais d’après la formule de changement de base, on aurait 


1k = det(xi ,...,x„)= det(ei, . ..,e n )x det(xi , . . . , x„) = Ok 


ce qui est impossible. 

26.2.3 Déterminant d’un endomorphisme 

Dans ce paragraphe, E désigne un K -espace vectoriel de dimension finie n et we£(E) un endomorphisme. Nous allons 
attacher à u un scalaire det(u) appelé déterminant de l’endomorphisme. 

Proposition 26.15 W Déterminant d’un endomorphisme 

Si e = (ei, . . . , e n ) est une base de E, le scalaire 

det(u) = det(u(ei), . . . , u(e n )) 

est indépendant de la base e, on l’appelle déterminant de l’endomorphisme u. 

Démonstration Définissons l’application 

J E” — ► K 

(xi,...,x„) « — * det e (u(xi),...,w(x„)) 

Il est clair que (p est une forme n-linéaire alternée. Puisque .sZ n (E) est une droite vectorielle, il existe une constante A e K telle que 
tp = Àdet e , c’est-à-dire V(xi x n ), det e (u(xi u{x n )) = Adet e (xi x n ). En prenant (x\ ,...,x n ) = (ei, .. . , e n ), on trouve 

A. = det(u(ei ),..., «(<?„)) 

Considérons maintenant une autre base e' = (e , v ..., e' n ) de E. En prenant (xi ,...,x n ) = (u{e '^), . . . , u(e' n )), on a : 
detCwCe^), . . . , u(e' n )) = det(w(ei), . . . , u(.e n )) defie^, . . . , e' n ) 

En utilisant la formule du changement de base pour le déterminant, on a également : 

detCwte^), . . . , u(e' n )) = detCe^, . ,.,e' n ) detfule^), ..., u(e' n )) 

Puisque (Cj , . . . , e' n ) est libre, det e (e'j , . . . , e' n ) / Ok et en simplifiant, on trouve finalement que 
det(«(cj), . . . , u(e' n l) = det(w(ei), . . . , u{e n )) 
ce qui montre que l’expression det(w) ne dépend pas de la base e. 

Remarque 26.8 det(idE) = det e (ei,. . . , e n ) = 1k et det(0c ( E)) = Ok.. Si Ae K, 
det(Au) = A"det(u) 

En effet, en utilisant la multilinéarité du déterminant de n vecteurs, det(Au) = det e (\u{e\),...,\u{e n )) - 
A”det e (M(ei),..., u(e n )). 


Théorème 26.16 Le déterminant est multiplicatif 

Si u et v sont deux endomorphismes de E, 
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Démonstration Soit e= (ej , . . . ,e n ) une base de E, définissons 1 ’ application 

À E n — > K 

(xi ,...,x n ) • — ► det e (u(xi'),...,u(x n )) 

On vérifie aisément que (p est une forme n-linéaire alternée et puisque .sf n (E) est une droite vectorielle, il existe une constante 
Àe K telle que cp = Àdet e . En prenant (xj , . . .,x n ) = (e\ e n ), on tire que \ = det(w). Par conséquent, V(X] ,...,x n ) e E”, 

det(w(xi ), .... u(x n )) = det(w) d|t(xi, . ,.,x n ) 

En prenant ensuite (x\ ,...,x n ) = . . , v(e n )), on en déduit 

det(w° v(ei),...,u° v{e n )) = det(u)det(p(ei) vie n )) 

c’est-à-dire det(uo v) = det(w) x det(i/). 


Proposition 26. 17 OOO Un endomorphisme est inversible si et seulement si s 

ion déterminant est non nul 

1. | u e GL(E) det(u) ? 0 K |. 


2. Si me GL(E), det(w _1 ) = — - — . 


det(w) 



Démonstration Si u est inversible, u°u 1 = idg d’où det(u)xdet(w ') = 1k ce qui montre que det( u) f Ok etdet(w 1 ) = ^ ^ ^ . 
Réciproquement, si det(w) ~ det e (u(e u(e n )) / Ok , la famille (u(ei), .. . , u(e n )) est libre et on sait qu’ alors u est inversible. 


Remarque 26.9 L’application 

. , f (GL(E),o) (K*, x) 

de,: i u _ det(M) 

est un morphisme de groupes. Par contre, le déterminant n’est pas linéaire et en général, detfw + v) ^ det(w) + det(u). 

26.2.4 Déterminant d’une matrice carrée 


Définition 26. 12 OOO Déterminant d’une matrice carrée 


Soit A = ((«*;■)) = 


e 9Jt„(IK) une matrice carrée. On définit son déterminant par la formule : 


det(A) = £ e(cr)a CT (i),i...a CT („),„ 

CT e&n 


On notera entre deux barres le déterminant d’une matrice : 


Retnarque 26.10 Si E = K” et e désigne la base canonique de K”, il existe un unique endomorphisme u £ £(E) ayant 
pour matrice A dans la base canonique : A = Mat e (u) et alors 

det(A) = det(u) 

En effet, la y'-ème colonne de A correspond aux coordonnées du vecteur u(ej) dans la base E : 


u(ej) = Ÿ j a i] e i 

i=i 


et alors 


det(w) = det(«(ei), . . . , u(e„)) 


et il suffit d’utiliser la formule du déterminant de n vecteurs. On en déduit les propriétés suivantes en utilisant les résultats 
sur le déterminant d’un endomorphisme : 
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1. A, B g SPÎnOK), | det(AB) - det(A) det(B) | 

2. A g GL„ (K) <=> det(A) ^ Ok et si A est inversible, det(A _1 ) = — - — . 

det(A) 

3 . det(ÀA) = À” det(A) . 

4. Si A et B sont deux matrices semblables, alors elles ont même déterminant. En effet, s’il existe P g GL„(K) telle 

que A = PBP _1 , det(A) = det(P)det(B)det(P _1 ) = det(P)— - — det(B) = det(B). 

det(P) 

Le résultat suivant est à la base du calcul pratique des déterminants : 


Théorème 26. 18 Opérations élémentaires sur les colonnes 

1. On ne modifie pas le déterminant d’une matrice si l’on retranche à une de ses colonnes C y une combinaison 
linéaire des autres colonnes : 

det(Ci,...,C ; -i,Cy - Y XtCirtC Ba . . . , C n ) = det(Ci Cy,...,C n ) 

Lors du calcul d’un déterminant, pour expliquer les calculs, on code cette opération élémentaire sur les colonnes 
de façon algorithmique : Gy «— Cy - Y^k^k- 
kïj 

2. Si l’on inverse deux colonnes d’une matrice, on change son déterminant en son opposé : 

det(Ci, . ..,Cj c ,...,Ci,...,C n ) = — det(Ci, . .. ,C;, . . . ,C k , ■ ■ . ,C n ) 

On désigne cette opération élémentaire par : Cfc C /. 


Démonstration 

1. Il suffit d’utiliser la multilinéarité du déterminant : det(Ci, . . . , Cy-Lfc^y Àj-Cj., . . . , C n ) = detfCi, 
On utilise ensuite que le déterminant est une forme n-linéaire alternée : lorsque deux colonnes 


2. Le déterminant est une forme n-linéaire antisymétrique et le résultat est immédiat. 


, Cy , . . . , c„)-£ fc ^y \ k det(Ci 
1 1 égales dans un détermi- 


.C* < 


I Théorème 26.19 W9 Formules de Cramer 

Soit A g GL„(K) une matrice inversible. Notons Ci C„ les vecteurs colonnes de A. Le système de Cramer AX = B | 

n 

possède une unique solution X = : et on sait exprimer x,- à l’aide de déterminants : 

Vieil, nD. x, = £££ 

det(A) 

| où Ai est la matrice obtenue en remplaçant la i-ème colonne de A par le second membre B. 

Démonstration Comme AX = B, en notant Ci,...,C n les vecteurs colonnes de A, 
xiCi + • • • + XjCi + ■ ■ ■ + x n C n = B 
Calculons alors le déterminant de la matrice A,- : 

det(A f ) = det(Ci, . . . , f; x fc C fc , . . . , C„) 


Par multilinéarité. 


det(A,) = Y. x i det(Ci ,...,C k ,...,C n ) 

;s déterminants sont nuis (deux colonnes sont égales), sauf celui où C k = C ( - et donc det(A ( ) = Xj det(C| , , . , ,C/, , . ,,C n ) = 
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Remarque 26.11 Cette formule est utile pour résoudre rapidement un système de deux équations à deux inconnues : 


jax+by = a 
[cx + dy =|3 

qui possède une unique solution lorsque ad-bc^ 0 : 

la b I 

|p d\ 

ad-bc 
\a a 

|c p| 

■ ^ ad-bc 

Dans le cas général, pour n ^ 3 cette formule n’est pas utilisée : elle impose de calculer {n+ 1) déterminants de taille 
nx n ce qui est trop coûteux. La méthode du pivot de Gauss est préférable. 


Proposition 26.20 Déterminant d’une matrice triangulaire 

( a n ... ai„\ 

'■ est une matrice triangulaire supérieure, son déterminant est le produit de ses coefficients diag- 
O a„ n ) 

onaux : 

det(A) = a n x ••• x a nn 


Démonstration Utilisons la formule du déterminant : 

det(A) = Y ddlflffau — OaW.n 
ite6„ 

Pour que a CT ( jjj . . . a CT ( n ), n soit non nul, il faut que afl) 1, cr( 2) ^2 a(n) « n et donc cr(l) = 1, a(2) = 2, . . ., ofn) = n, 

c’est-à-dire o = idg. Il n’y a qu’un terme non nul dans la somme qui vaut ci\ t \ ...a n ,n- 


Proposition 26.21 9W Déterminant d’une transposée 

Une matrice et sa transposée ont même déterminant : 

det( r A) = det(A) 


Démonstration La formule du déterminant donne 

det( f A)= Y e(a)«i, aa) . ..a nMn) 
ite6„ 


Puisque l’application 



est bijective, on peut effectuer dans la somme le changement d’indices o 1 = o 1 . Il existe k e [[1, n]] tel que 1 = cr'[k), c’est-à-dire 
k = ct(1) et alors ai, CT (i) = a o{k),k- Quitte à réordonner les termes du produit, 

«l,a(l) • • • «n,<rM = «ct'(1),1 • • • a o'{n),n 

Remarquons ensuite que r(o') = e(a) car 1 = e(a°CT _1 ) = e(a)e(a _1 ). On peut donc écrire 

det( r A) = Y «ct'( 1),1 • • • «a'(n),n = det(A) 

ct 'e6„ 


Remarque 26. 12 Les opérations élémentaires du théorème 26. 1 8 page précédente sont donc également valables sur les 
lignes d’une matrice puisqu’en transposant une matrice, on échange lignes et colonnes. 
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Définition 26.13 W<? Mineurs, cofacteurs 
Soit un déterminant d’une matrice n* n. 

«11 


A= : 


«ni 


«ln 

«nn 


1. On note mij le déterminant (n - 1) x (n - 1) obtenu en barrant la ;-ème ligne et la j-è me colonne de A. mij 
s’appelle le mineur relatif à a,ÿ 

2. On appelle cofacteur de A relatif à a,y, le scalaire A y = (-1)' +J mij 



"Lemme 26.22 

« 1,1 

0 


«1,1 ••• «l,n-l 


A = 

«n-1,1 

«n-l,n-l 0 

= 

«n-1,1 ••• «n-l,n-l 

= m n>n 


«n,l 

• • • «n,n- 1 1 



Le premier déterminant est de taille n x 
V 

n et le deuxième est le mineur m njl de taille {n - 1) x [n - 1). 


Démonstration Avec la formule du déterminant, 

A = Y eC(l)« a (i),i •••«CT(n-l],n-l«CTtn),n 
cteS n 

Mais comme la dernière colonne est remplie de zéros sauf à la dernière ligne, a a (n),n ^ 0 <=> cr(n) = n. Il ne reste dans la somme 
que les termes correspondant aux permutations telles que o{n) = n. La restriction a' d’une telle permutation à [[1, n- IJ définit une 
permutation de 6 n -i et on peut écrire 

A= Y e(a)« a / ( i),i • ..«<j'(n-U,n-i 

a'e0 n -i 

Il suffit alors de remarquer que a et a' ont le même nombre d’inversions, donc que e(cr) = £((/). 


Lemme 26.23 

«1,1 • 

.. «ij-i 0 

«1,7+1 • 

• ■ «l,n 



«i,i • 

0 

.. «(,7-1 1 

«1,7+1 • 

•• «i,n 

“ Ai; 


: : 1046 : 

«n,l ••• a n,j - 1 0 a n,j + 1 ••• «n,n 




Démonstration L’idée consiste à effectuer des échanges de deux colonnes successives pour placer la colonne Cj en dernière 

position sans modifier l'ordre des autres colonnes : Cj « C j + \ C n -\ « C n . Chaque échange de colonnes modifie le signe du 

déterminant (la forme n-linéaire est antisymétrique) et il y a (n - j) échanges. On obtient donc que notre déterminant vaut : 


Une fois la colonne en dernière position, on amène la ligne i en dernière position en effectuant (n-i) échanges L ( - « L i+1 ...L n _i « 
L n . Au total, on a fait (2 n - i- j) échanges et comme (-1 ) 2n ~i~j = (-1 ) i+ J , notre déterminant vaut : 


l-iŸ'i 


«i+lj-l «i+1,7+1 


a n,j — 1 a n,j + 1 

En utilisant le lemme 26.22, notre déterminant vaut donc : A= (— 1 ) / my = A,- J 

Théorème 26.24 OW Développement d’un déterminant par rapport à une ligne-colonne 

Soit une matrice carrée A = ((«(j))/, e 97t n (IK), 


det(A) — ^ a,jA,y — ^ aijA^ 


Démonstration Notons Ci , . . . , Cj , . . . , C n les vecteurs colonnes de notre matrice. Décomposons le vecteur Cj sur la base canon- 
ique deK n : 

i= 1 

où K ,■ = (0,... est le i-ème vecteur de la base canonique de IK". Puisque le déterminant est une forme n-linéaire, en 

développant par rapport à la j-ème colonne, 

det(A) = det(Ci , . . . , £ a i,j Kj,...,C n ) — aij S ; j 

/=1 ’ i=i 

Le déterminant 8j j est le déterminant calculé au lemme 26.23. On a donc 

det(A) = X a i,jM,j 
i=i 

Pour l’autre formule, il suffit d’échanger le rôle des lignes-colonnes, c’est-à-dire considérer la matrice f A qui a même déterminant 
que A. 

Exemple 26.8 Développons un déterminant 3x3 selon la deuxième colonne : 

\a d g\ 

A = \b e h=-d|"; 

f? / H 

Développons ce même déterminant selon la troisième ligne : 

A-,l d S\_ f \ a S\^-\a d\ 


\c « J b h 


w-f 


b h\ \b e\ 


On dispose d’une méthode typique pour calculer un déterminant nx-n. 
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1. À l’aide d’opérations élémentaires sur les lignes-colonnes, faire apparaître le maximum de zéros dans une colonne 
(ligne). 

2. Développer alors le déterminant selon cette colonne (ligne) et se ramener au calcul de déterminants de taille in- 
férieure : [n- 1) x (n- 1). 

Cette méthode ainsi que d’autres sont développées dans l’appendice sur les techniques d’algèbre. B, paragraphe B.5.3, p. 
1181. 

Exemple 26.9 Calcul de 

1 xi xj 

1 x 2 x\ 

V n (.xi,x 2 ,...,x n ) = : : : 

1 X n -i 

1 x n x 2 n 

(déterminant de Vandermonde) 

Il suffit d’exécuter l’opération sur les colonnes C,- - — Q - (x n x C/_i) , en partant de i - n et en remontant jusqu’à i - 2. 
et devient : 

1 Xi-X n XilXi -X n ) ... x"~ 2 (.Xi-X n ) 

1 x 2 -x n X 2 (x 2 -x n ) ... x£“ 2 (x 2 -x„) 

V n {xi,x 2 ,...,x n )= : : : : 

1 x n -i-x n x n -\ (x n -\ -x n ) ... x^zj(x n -i-x n ) 

10 0 ... 0 

En développant selon la dernière ligne, il vient : 

xi-x n xi(x 3 -x n ) ... x?- 2 (xi-x n ) 

x 2 -x n x 2 {x 2 -x n ) ... x"~ 2 (.x 2 -x n ) 

V n (xi,x 2 ,...,x n ) = 

X n -1 -x n X n —\ (x n —i — Xn) ... x"zj(x n -i - X„) 

Soit 


v„ (X 1,X 2 ,..., Xn) = (XI - Xn) (x 2 - X„) . . . (x„_i - a„) 


Par récurrence immédiate, 

V„(xi,x 2l ...,x„)= n (Xj-Xi). 
1 



I i t t I I 1 0 0 1 

Démonstration En utilisant les opérations élémentaires C 2 *-C 2 -Ci etC3 ^C3-Ci, A = \x\ x 2 x 3 = Xi (x 2 - x\) (X3-X1) 

lyi y2 yal lyi Cy2-yi) (y3-yi)l 

et en développant par rapport à la première ligne, A= \* 2 X| J [ X:i Xl J = det e (M| M 2) M| M3). Les trois points sont alignés si 
|ty2-yiJ ty3-yiJ| 

et seulement si les vecteurs MjM 2 et M3M3 sont colinéaires, c’est-à-dire A = det(M ] M 2 ,M| M3) = 0, 
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Définition 26.14 Comatrice 

Soit A e 9JÎ„(IK) une matrice carrée. On définit sa comatrice comme étant la matrice des cofacteurs : 
com(A) = ((A e 2R„(K) 


On dispose de la relation fondamentale entre une matrice et sa comatrice : 
Théorème 26.26 Relation entre matrice et comatrice 

[^^com(A^^iet(A)d^ 


Démonstration Calculons les coefficients de la matrice B = A x f com(A), C = où 

c ij = Z a ik A jk 

- Si i = j, en = Z a ik A ik - det(A), on reconnaît le développement de det(A) selon la ligne i. 

k= 1 

- Si i f j, considérons la matrice A obtenue en remplaçant lajème ligne de A par la ligne i. En développant det(A) selon la ligne 
Lj , on trouve que det(A) = Z a ik A jk ~ c ij et puisque deux lignes de A sont identiques, det(A) = 0. 

Les coefficients diagonaux de C valent det(A) et les autres sont nuis et donc C = det(A)I„. 


Corollaire 26.27 Expression de l’inverse d’une matrice 

Si A G GL„ (K ) est une matrice inversible, on dispose d’une formule (théorique) qui donne son inverse : 

A -1 = , ^./ com (A) 
det(A) 


Démonstration Puisque det(A) / 0, on peut diviser la relation fondamentale par det(A) : A x [ — f com(A) ] = l n ce qui donne 

1 ’ expression de A -1 . 


Remarque 26.13 Cette formule est surtout d’un intérêt théorique pour n ^ 3 car elle demande de calculer n 2 détermi- 
nants [n - 1) x (n - 1) (les cofacteurs) et un déterminant nxn. Par contre, il est bon de connaître par coeur l’expression 

de l’inverse d’une matrice 2 x 2. Si A = est une matrice inversible, det(A) = ad - bc ^ 0 et com(A) = | ^ J'j 

d’où 



On retient qu’il suffit d’inverser les éléments diagonaux, de changer le signe des autres coefficients et de diviser par 
det(A). 


Exemple 26.10 Exprimons le déterminant de com(A) en fonction du déterminant de A. En prenant le déterminant de la 

relation fondamentale, on trouve que : 

det(A) det(com(A)) = (detA)" 

- Si A est inversible, on peut diviser par det(A) d’où det(com(A)) = det(A)” _1 . 

- Si A n’est pas inversible, notons u l’endomorphisme ayant A comme matrice dans la base canonique de K" et n 
l’endomorphisme ayant com(A) dans la base canonique. Puisque u o n = 0, Im v c Kern. Si A ^ 0, dim Ker u < n 
ce qui montre que v n’est pas inversible donc que det(com(A)) = 0. Si A = 0, tous ses cofacteurs sont nuis et alors 
com(A) = 0 et on a encore det(com(A)) = 0. 

Dans tous les cas, on a vérifié que det(com(A)) = (det(A))” -1 . 
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Proposition 26.28 WÇ* Formule du déterminant par blocs 

Soit A e 9Jî p (K) et C £ 9H„_ p (IK) deux matrices carrées et B e S0Î P ,„- P (IK) une matrice rectangulaire. On définit la 
matrice carrée par blocs : 

On sait calculer un déterminant avec un bloc de zéros en bas à gauche : 

| det(M) = det(A) det(C) | 

Démonstration En utilisant la formule du déterminant, 

det(M) = £ e(n)m <ja) ,i...m CT( p),pm CT( p + i ) , p+ i...m <J („ ) ,„ 


Puisque dans les p premières colonnes, il y a des zéros dans les lignes d’indice supérieur à p+ 1, pour que le produit m CT ( 1)4 . . . m a ( p ) lP 
soit non nul, il est nécessaire que cr(l ),. . .,o(p) e [[1, p]] et alors rw CT (i),i . . . m a(p),p = a a(\),\ ■ ■ ■ a a(p),p ■ Ne reste donc dans cette 
somme que les termes correspondant à des permutations o vérifiant sigma([[l,p}}) c [[l,p]] et o([[p + 1 , n,)]\ c [[p + 1 , n\\ . On 
peut décomposer ces permutations sous la forme cr = CT] ° ct 2 où cti laisse invariant [[p + 1, n\\ et a 2 laisse invariant [[1, p]] . On a 
e(o) = e(CTi)e(cr 2 ). De plus, la restriction de ni à [[1, p]] définit une permuatation de S[i,p] , et la restriction de cr 2 à [[p + 1, «]] 
définit une permutation de & lp+XM . Alors, det(M) = £ e(ai)e((Ï2)«(jiCl),l •••«ai(p),p% 2 (p+l),p+l ■■■ c <r 2 {n),n Que l’on peut 

(<Ti,CT 2 ) 

écrire [ ^ e(wi)a<ri(i),i •••a<Ji(p),p] x [ Z e(w 2 )c CT2 (p+ij,pn •••C<j 2 (n),n] = de KA) x dei(C). 

<J l £ ®U,pI U2£S[p + l,„l 

On peut prouver la formule de façon plus simple en effectuant le produit par blocs suivant : 



En développant successivement selon les colonnes C\,...,Cp, on calcule facilement 



et en développant successivement selon les lignes L n , . . .Lp+i, on calcule facilement 
det| Q A j B J = det(A) 

Il suffit ensuite d’utiliser que le déterminant du produit de deux matrices carrées est le produit de leurs déterminants. 


Re?narque 26.14 Attention à ne pas utiliser d’autres formules que celle du théorème. Par exemple, si A, B, C, D e 9Jt n (K), 
en général det ^ j ^ det(A) det(D) - det(B) det(C) . . . 


Exemple 26. 1 1 Soient (a, b, c, ri) £ K 4 , Formons la matrice 

M = [ a \ n b }AedR 2n m 


Pour calculer son déterminant, essayons de faire apparaître un bloc de zéros en bas à gauche. 

c 

1. Si ri / 0, en effectuant les opérations élémentaires suivantes sur les colonnes : Ci — Ci - —C n+ \, 
c 

C n — -C 2n , on obtient 


det(M) = det(^ a ri^” = [a- A n d n - (ad- bc) n 

\ 0 n ,n dlj d 


2. Si ri = 0, le déterminant à calculer s’écrit 


Amenons le bloc de zéros à gauche en effectuant les opérations suivantes sur les colonnes : Ci <-*• C„+i, . . ., 
Cn <-*■ C 2n- On obtient 

det(M) = (-l)"det|p I " ^'j é (-1 ) n b n c n 
Dans les deux cas, on obtient que det(M) = (ad-bc) n . 
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26.3 Exercices 


26.3.1 Groupe symétrique 

Exercice 26.1 ! 

On considère la permutation de & 2 n définie par 


Déterminer sa signature. 


{ 2p— 1 si 1< p^n 

2 (p-n) sin<p*s2n 


Solution : Pour n-2, on trouve e(ct) = -1. Pour n — 3, ct = (} \ | \ 1 1) et sa signature vaut -1. Pour n quelconque, 


ctb CîI 


n (n+1) (n+2) ... 2 n\ 
(2n-l) 2 4 ... 2 n 1 


Soit i € [[1,2 ri]], on compte facilement fl{j > i \ o[j) < ct(i')} mi - 1 lorsque i^net 0 si i > n. Par conséquent, le nombre 
d’inversions de ct vaut 1 + 2 H — + (n - 1) = {n - 1) x n!2 et la signature vaut (-1) 2 . 


Exercice 26.2 

1 . Montrer que toute permutation peut s ’ écrire comme produit de transpositions de la forme r \j avec i e [2, n][ . 

2. Montrer que toute permutation paire peut s ’ écrire comme produit de cycles de longueur 3. 


Solution : 

1. On sait d’après le cours que toute permutation a peut s’écrire comme produit de transpositions T;y. Il suffit donc 
de montrer qu ’une transposition Ty avec 1 / i, 1 / j peut s ’ écrire comme produit de transpositions Ti k-Le calcul 
suivant montre que c’est le cas : 

T 1 j ° T i j o T ] ; — T 

2. Soit o G s4 n une permutation paire. D ’ après [a ], elle s ’ écrit comme produit d’un nombre pair de transpositions de 
la forme Ti,-. Mais si l’on calcule le produit de deux telles transpositions, on trouve un 3 -cycle : 

= (1, j, a) 

Par conséquent, notre permutation paire o s ’ écrit comme produit de tels 3 -cycles. 


Exercice 26.3 ■ V 

Déterminer les permutations o qui commutent avec une transposition t ij. 


Solution : Montrons que t/ 7 - ou = o° nj si et seulement si {i, j} est stable par ct. 

- (i) => (ïi) : Calculons ct(ï) — (T°t îj ° o[j). Si o(j) t ÿ,ji, on aurait ct(j') = o{i) ce qui est impossible. Donc 
o(j) g De même, o(i ) g {i,j}. 

- (ii) => (i) : Seuls deux cas sont possibles : o(i) = i et o(j) = j ou bien o(i) = j et o(j) = i et dans les deux cas, on 
vérifie facilement que o commute avec itj . 


Exercice 26.4 H W I 

On définit le centre d’un groupe (G, .) comme étant les éléments du groupe qui commutent avec tous les éléments du 
groupe : 

Z(G) = {g g G | V/z g G, g./z = h. g} 

1 . Montrer que Z(G) est un sous-groupe du groupe (G, .) . 

2. Déterminer le centre du groupe symétrique & n lorsque n~» 3. 


Solution : 

1. - ec g Z(G) puisque l’élément neutre commute avec tous les éléments. 

- Soient (x, y) g Z(G) 2 . Montrons que x.y g Z(G) : soit g g G, eu utilisant l’associativité de la loi et le fait que x, y 
commutent avec g : ( x.y).h = x.fy.h) = x.fh.y ) — ( x.h).y = ( h.x).y = h.(.x.y). 

- Soit x g Z(G). Montrons que x -1 g Z(G). Soit g e G. Puisque x commute avec tous les éléments du groupe, 
x.g- 1 - g _1 .x. En prenant l’inverse d’un produit, on obtient que g.x - x.g. 
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2. Considérons une permutation o qui commute avec toutes les permutations. Elle doit en particulier commuter avec 
toutes les transpositions t ij. D’après l’exercice précédent, { i,j } doit être stable par o. Considérons maintenant 
k £ [[1, n]]. Puisque n>3, on peut trouver trois entiers distincts {i,j,k} dans [1, «]]. En considérant la transposition 
t ik, o(k) e {i,k} et en considérant la transposition Xjk, o{k) e { j, k] et par conséquent, o{k) - k. Nous avons 
montré que ct = id et que Z [& n ) = {id}. 


Exercice 26.5 

Trouver le nombre de permutations de 6 „ qui ont exactement une inversion. 


Solution : 


1 i J 



1 *®f|î cr(z') n 


Une inversion c’est une paire de Bêches (rouges) qui se coupent. On veut donc qu’il n’y ait que ces deux Bêches qui se 
coupent pour n ’ avoir qu ’une seule inversion. 

Pour l’image de 1 on doit avoir 1 sinon on aurait 1 qui serait l’image d’un k et la Bêche 1 — ► ct(1) couperait la Bêche 
A: — *• 1. 

De même Vp e [1, i - 1], on a cr(p) = p. 

Maintenantonao(i)> i. Donc nécessairement i est l’image d’un k> i, dont la Bêche k —> i va couper la Bêche i — cr(î'). 
Comme il n’y en a qu’une seule qui coupe cette Bêche i —> - o(i), à savoir la Bêche j — • ct( j), on en déduit que k- j et 
cf( j) = i.De même a(i + 1), l’image de i + 1 est plus grande que i + 1 (toutes les places 1,2,..., i sont déjà prises pour les 
images). Donc supposons l’espace d’un instant que i + 1/ j, on aurait une Bêche i + 1 — cr(i + 1) différente de i -*■ cr(z) 
qui couperait j — i, ce qui n’est pas possible par hypothèse. Donc i + 1- j. 

Par la suite, toujours pour éviter que d’autres Bêches se coupent, pour p> i + 1 (s’il en existe) on a o(p) = p. 

On a donc n- 1 possibilités pour i et donc n - 1 permutations de& n qui ont exactement une inversion. 


Exercice 26.6 S W I 

Dans un groupe G, étant donné un élément g e G, on considère la conjugaison : 



1 . Montrer que VgeG,l ’ application (p g est un automorphisme de G et que 1 ’ application 

0 f (G,.) — (Aut(G), o) 

' 1 S ~ Vg 


est un morphisme de groupes. 

2. Dans le groupe symétrique on considère une transposition t = t i] et une permutation o. Calculer le con- 
juguéo' = CTO T O (T -1 =(p CT (T). 

3. Calculer le conjugué d’un cycle c - (zj ... iU par une permutation o : o' — o o co _1 . 


Solution : 

1 . VériBcation sans problème. 

2. Notons k = o(i) et l - o(j). On calcule o'(k ) = o(j) = l et o'{ï) = o(i) - k. Si p t {k, l], o'{p) - cr(cj _1 (p)) = p. 
Par conséquent, o' = T a U)o(j) ■ 

3. Décomposons le cycle en produit de transpositions : 

C = ti 1 i 2 oXi2i 3 o--ox ikl i k 

Puisque 0 est un morphisme, on a 

{ Pc = <fh hh ®"-°<Pr ik _ 1 i k 

et donc pour o e & n , cp c (cr) = T a (i,) a y 2 ) . . . T CT(jt lijfc = (o(zj) . . . crz'fc). Le conjugué d’un cycle par une permutation 
est encore un cycle. 
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Exercice 26.7 ■<?<?<? H 

Montrer que la signature est le seul morphisme de groupes non trivial de (& n , o ) vers (M+, x). 


Solution : Soit ip un tel morphisme. On doit avoir 

V(cti, ct 2 ) Ê 6^, cp(cF i O cr 2 ) = cpCcri) x (p(cr 2 ) 

Soit une transposition t. Comme T 2 = id, on doit avoir (p(r) 2 = 1 et donc (p(x) = ±1. Par conséquent, puisque toute 
permutation se décompose comme produit de transpositions, on en déduit que Imtpc {-1,1}. 

Supposons que tp n’est pas triviale. Il existe alors une permutation o £ & n telle que ip{o) - -1, et comme o se décompose 
en produit de transpositions de la forme T\i, il existe i e [[1, n]] telle que ip(Ti*} = -1. Mais alors pour j e [[1, n], j / i, 
Ti] ° tu = ( i j l) = c, mais puisque c 3 = id, 1 = (p(c) 3 = q>(Tij) 3 «p(Ti/) 3 = -1, une absurdité. 

Soit alors une permutation quelconque. Elle se décompose comme un produit de transpositions de la forme 1 1 ; : 

CT = TiO-OTjt 

et alors (p(cr) = (-l) fc = e(a). 


Exercice 26.8 W I 

Montrer que pour toute permutation ct g 65, il existe k£ [[1,6]] tel que a k - id. 


Solution : Décomposons une permutation o en produit de cycles à supports disjoints. Les cycles possibles sont de 
longueur 2, 3, 4, 5. Puisque les supports des cycles sont disjoints dans [[1,5]], il n’y a que les possibilités suivantes : 
o - id, o - c 2 , o = c 3 , o = c 4 , o - c 5 , o = c 2 °c' 2 , o = c 2 oc 3 , où ci désigne un cycle de longueur l pour lequel cj = id. On 
vérifie que dans tous les cas, o k - id pour fce {1,2, 3, 4, 5, 6}. 


26.3.2 Déterminants 


Exercice 26.9 W I 

1 . Calculer le déterminant de la matrice 



2. On dit qu’une permutation o e &„ est un dérangement lorsque Vi e [[1, «J, <j(i) -f- i. Y a-t-il plus de dérange- 
ments de signature +1 que de dérangements de signature -1 ? 


1. Avec l’opération Ci <— Ci + C 2 + • • • + C„, on factorise ( n - 1) dans la première colonne. Ensuite pour i e [2, n], 
C, <— C,- - Ci fait apparaître des zéros et on trouve que det(A) = (-1)” -1 (n - 1). 

2. Avec la formule du déterminant, 

det(A) = £ e(cr)a a (i),i...a CT („),„ 

<je6„ 

si o n’est pas un dérangement, il existe i e [[1, w][ tel que o(i) = i et alors a 0 ^)j = 0. En notant l’ensemble des 
dérangements, d„ le nombre de dérangements pairs et d„ le nombre de dérangements impairs, 

det(A) = £ e(a) = d^ - d~ 

Lorsque n est impair, comme det(A) > 0, il y a plus de dérangements pairs que d’impairs et lorsque n est pair, 
c’est le contraire. 


Exercice 26.10 SW !IH 

Trouver les matrices A e ÜJt«([R) telles que 

VXe 5QÎ„([R), det(A + X) = det(A) + det(X) 
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Solution : Soit A une telle matrice. En prenant X = A , on obtient que det(2A) = 2 det(A) d’où 2” 1 det(A) = 0. Lorsque 
nsi 2, il est nécessaire que det(A) -0. On a donc : 

VXe SDÎ„((R), det(A + X) = det(X) 

Notons r le rang de A. La matrice A est équivalente à la matrice ] r donc il existe deux matrices inversibles P, Q e ©Î„(IR) 

telles que A = PJ r Q. Si l’on suppose que r> 0, enprenantX= P(Y„_ r )Q où Y„_ r désigne la matrice Diag(0, 0, 1, , 1) 

avec (u - r) 1 sur /a diagonale, on trouve que det(PQ) = det(P) det(Y„_ r ) det(Q) ce qui est absurde puisque la matrice 
Y n -r n’est pas inversible. Nécessairement, r - 0 et donc A = 0. Réciproquement, la matrice nulle convient. 


Exercice 26.11 I 

Calculer les déterminants 


0 1 
1 -1 


0 


(x+1) 1 

2 (je + 2) 2 


A 2 = 3 


3 (jc + 3) 


n 


2 

3 

(jc+ ri) 


Solution : Pour Ai, ajouter toutes les colonnes à la première : 

Ci Ci H — + c„ 

On trouve alors un déterminant triangulaire : A\ m (-l)” _1 (u- 1). 

Pour A 2 , retrancher la première colonne à toutes les autres : 

C 2 •*— C 2 — Ci, ... C n *— C n — Ci 

On remarque ensuite que dans les n- 1 dernières colonnes, la somme de tous les éléments vaut 0. Ajouter donc toutes 
les lignes à la première. On se ramène à un déterminant triangulaire : A 2 = x” -1 |x + ^ j 


Exercice 26.12 IW ■ 

Calculer le déterminant tridiagonal 


An 


1 + x 2 x 0 ... 0 

x 1 + x 2 x : 


0 

0 


0 

x 1 + x 2 x 
0 x 1 + x 2 


Solution : Adopter la méthode classique pour les déterminants tridiagonaux : développer par rapport à la dernière 
colonne, puis développer le deuxième déterminant par rapport à la dernière ligue. On trouve la relation de récurrence 

Vu & 2, A„ - (1 + x 2 ) A„_i + x 2 A„_ 2 = 0 

avec Ai = (1 + x 2 ) et A 2 = (1 + x 2 ) 2 - x 2 , et la relation de récurrence est vérifiée en posant artificiellement Ao = 1. 
l’équation caractéristique est ( r - 1 )(r - x 2 ) = 0. On distingue donc deux cas : 

1. Si x m 1, 1 est racine double de l’équation caractéristique, donc 3À, n e R2 tq Vu e N, A n - X+ |iu. En utilisantles 
conditions initiales Ao, Ai, on trouve que | A n = 1 + u~| . 

2. Si x ^ 1, 3À, |i g R tels que Vu e N, A n = À + px 2n . Avec les conditions initiales, on trouve que 


A„= j-(-l + x 2 " +2 ) = l + x 2 + -” + x 2 " 


Exercice 26.13 

Soit A £ ÜJt n (IR) une matrice antisymétrique avec n impair. Montrer qu ’ elle n ’ est pas inversible. 
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Solution : Calculons 


det(A) = det( f A) = det(-A) = (-l)"det(A) = - det(A) => det(A) = 0 


Exercice 26.14 I 

Calculer les déterminants suivants en utilisant un déterminant de Vandermonde : 


1 1 

1 1 


1 a 

a 2 

à 4 

a b 

c d 

A 2 = 

1 b 

b 2 

b A 

a 2 b 2 

c 2 d 2 

1 c 

c 2 

c 4 

bcd acd 

abd abc 


1 d 

d 2 

d 4 


Solution : Supposons dans un premier temps que abcd f- 0. Alors 



a 

b 

c 

d 


1 

1 

1 

1 

1 

a 2 

b 2 

c 2 

d 2 

, 

a 

b 

c 

d 

abcd 

a 3 

b 3 

c 3 

d 3 

= (-D 

a 2 

b 2 

c 2 

d. 2 


abcd 

abcd 

abcd 

abcd 


a 3 

b 3 

c 3 

d 3 


c ’ est un Vandermonde et A\ = -(d- a){d-b){d- c){c- a)(c-b){b- d). 

Si on suppose que abcd = 0, considérons /(e) = Ai (a + e, b + e, c + e, d + e) avec e ^ 0. On utilise la formule précédente 
qui est une fonction continue en e. Lorsque e -*• 0 , on retrouve V expression de Ai. C’est une astuce classique à retenir. 
On calcule le Vandermonde 


P(x) = V{x,a,b,c,d) - [d - x)(d - a){d - b)(d - c) . . . (a- x) 

et en développant P (x) par rapport à la première ligne, on s’aperçoit que A 2 est le coefficient en x 3 de P(x). On obtient 
donc | A 2 = -(a+ b + c+ d)(d- a)(d- b)(d- cHc- aHc- b)(b-a) | . 


Indication 26.11 : Pour le deuxième, introduire 


P(x) = 


X x 2 X 3 

a a 2 a 3 

b ti 2 b 3 

c c 2 c 3 

d d 2 d 3 


d 4 
b 4 


Exercice 26.15 ! 

I a+b b + c c+ a I 
Calculer le déterminant D -la 2 + b 2 b 2 + c 2 c 2 + a 2 . 

| a 3 + b 3 b 3 + c 3 c 3 + a 3 1 


Solution : 

f a ) f b) (c \ 

1. Soit A- a 2 , B = fe 2 et C = c 2 . En développant, 

U 3 J U 3 J U 3 J 

D = |A+B B + C C + A| = |A B C| + |A B A| + |A C C| + |A C A| + |B B C| + |B B A| + 
|B C C| + |B C A| = |A B C| + |B C A|=2|A B C|. 

En mettant abc en facteur, on trouve un déterminant de Vandermonde, et donc D = 2abc{c - d ) (c - b) (b- d). 


2. On écrit 


On a 


b+c c + a ' 1 

1 ( a 

b 

c\ 

fl 0 1\ 

b 2 + c 2 c 2 + a 2 


b 2 

c 2 X 

1 1 0 ' 

b 3 + c 3 c 3 + a 3 ) 

' U 3 

b 3 

c 3 ) 

\o 1 ij 


la b cl 11 1 11 

a 2 b 2 c 2 = abc la b c\- abcfc - d) (c - b) ( b - d) 

| a 3 b 3 c 3 1 | a 2 b 2 c 2 \ 


toujours grâce au déterminant de Vandermonde, et 


I 1 0 

1 1 0 = 2 . 

|o 1 l| 
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D’où le résultat. 


Exercice 26.16 I Ç 1 

On considère une matrice A = e 9Jl«(IF8) telle que 

i+j>n + 1 => « i; =0 

Calculer det(A). Si on suppose déplus que a- L j > 0 lorsque i + j < n+ 1, déterminer le signe de det(A). 


Solution : Étudier deux cas : 

1. n pair : n = 2p. En effectuant les échanges de colonnes Ci <-> C n , . . C p ** C p+ 1 , on trouve une matrice triangu- 
laire supérieure et le déterminant vaut 

(- 1) p «i, n Cl2,n-\ ••• «n, 1 

2. n impair : n - 2p + 1. En effectuant les échanges de colonnes Ci « C„, . . C p « C p+ 2 on trouve également que 
det(A) = (-l) p ai,„...a n ,i. 

Le signe de det(A) dépend de n modulo 4 (parité de p). 

Exercice 26.17 

On considère une matrice A = {(«y)) e 9Jî n (IR) et on définit la matrice A' = (( (-l) i+y aij)). Exprimer det(A') en 
fonction de det(A). 


Solution : En utilisant la formule du déterminant, 

det(A')= £ e(a)(-l) 1+CTtl) ...(-D" +CTln) fliaa)-««aw 

(JE&n 

Mais (-1) 1+<T(1) ... (-l)" +<T(n) = (-l)” tn +U = 1 et donc det(A') = det(A). 


Exercice 26.18 I 

Soit une matrice A e ÜJI 2 (K ) et 1 ’apphcation f : I ^ 


OJI2GK) 

AM 


. Exprimer det(/) en fonction de det(A). 


Solution : Dans la base canonique c de 9JÎ2(K), la matrice de f s’écrit 

0 «12 0 
«Il 0 «12 

0 «22 0 

«21 0 «22 > 

On calcule son déterminant (faire apparaître un bloc de 0 en bas à gauche en étudiant deux cas, CI 22 ^ 0 et «22 = 0) et on 
trouve det(f) = det(A) 2 . 


Exercice 26.19 IW H 

On considère 2n scalaires a\,b\,..., a n , b n tels que tous les ai sont distincts etMie [[1, ri]], «/ + fo; # 0. On veut calculer 
le déterminant de Cauchy suivant : 

ai+bi ai+bn 


1 . Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle 


R(X) = 


(fol -X).. ■(&„-!- X) 
(X+ai)...(X+« n ) 


2. Exprimer A n en fonction de A n -i. 

3. Calculer A n . 


| Solution T 
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1. Puisque degR(X) = -1, et tous les pôles a, sont simples, la décomposition s’écrit : 


« Xu YlmMbi + g fc ) 

R(X) = y — — où Afc = — — jt 0 


2. En effectuantl’opération L„ *— £? . À,L ( -, on obtient 


L„-i 


a„_i + ùi ■” + 

R(ùi) ... R(ù„) 


Mais comme R(ùi) = • • • = R(ù„_i) = 0, 


ai + ù n _i ai + b n 


a „- 1 + ù n _i a„_i + 
0 R(i?„) 


En développant par rapport à la dernière ligne, on tire 


A _ R (b n ) _ 11?=/ (b n - bi) nU “ a «) A 

" nf =1 {b n + a,-) nfr/ + bi) n 1 


_ ni<j[aj-ai)ni<j{bj-bi) 

IIl Gi.juntoi + bj) 


Exercice 26.20 

Calculer le déterminant de la matrice A — ((a,-|)) e ÜJl n (IR) où a,-,- = 1, a^,- = 1, a,i = 1 et 0 sinon. 

Solution : Faire Ci — Ci - C 2 C n . On trouve une matrice triangulaire supérieure et le déterminant vaut (1 - n) 

pour n^3.Il est nul si n-2. 


Exercice 26.21 

Calculer le déterminant de la matrice A - ((a,^-)) e 9JÎ„ (IR) avec a,-y = a pour i « j et aij - 1 pour i> j. 

Solution : Faire les opérations C 2 — C 2 -C 1 , . . ., C„-Ci — , factoriser (a- 1) dans la dernière colonne et Ci — Ci -C n . 
On trouve det(A) = a(a - 1)" _1 . 


Exercice 26.22 IW ■ 

Calculer le déterminant tridiagonal avec a + P sur la diagonale principale, 1 en dessous et cxf) au dessus. 


Solution : En appelantD n le déterminant de taille n. On a Do = 1 etDi = a+p. En développant par rapport à la première 

ap 0 0 

1 a + P ap 0 ... 0 


colonne : D„ = (a + P)D„_i - 


: ap 

0 0 1 a + P 

En développant ce dernier déterminant par rapport à la première ligne, on obtient alors D n — (a + P)D„_i - apD„_ 2 - 
La suite D„ est solution d’une récurrence linéaire, dont l’équation caractéristique a pour racines a et p. Donc D„ = 
a P 

Àa" + |iP”. Les conditions initiales donnent D„ = -a” + P”. 
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Exercice 26.23 ■ V 

Calculer le déterminant de la matrice A = t(a,j)) e 501 „ (IR) où au — i et sinon a- t j = 2. 

Solution : C n <— C n + Ci H — + C n -\, factoriser 2n - 1 dans la dernière colonne et retrancher 2C„ à toutes les autres 
colonnes. On trouve det(A) = (-l) n-1 (2 n- 1). 

Exercice 26.24 

Calculer le déterminant (2 p) x (2 p) suivant : 

a b 

/ 

a b 
b a 

/ 

b a 


Solution : Faire apparaître un bloc de 0 en bas à gauche avec les opérations Ci — Ci C p+ i . . .On trouve det(A) = 

(a 2 - b 2 ) p . Ce résultat est encore valable si a- 0. 

Exercice 26.25 IÇ> 

Calculer le déterminant de la matrice A - i(aij)) e S 0l n (IR) où a- t j m (- 1 ) i+] . 

| Solution : Deux lignes sont égales si n > 3. Il est nul. 

Exercice 26.26 1 9 

Soit la matrice A - ((inf(;,y))) e £DÎ„(IR). Calculer son déterminant. 


Solution : On considère la matrice triangulaire inférieure L comprenant des 1 sous la diagonale (incluse) et des 0 
au-dessus. On a A- I/L et donc det A = (detL) 2 = 1. 


Exercice 26.27 


Caluler D = detma x[i,j) - 



1 2 3 

n 



1 0 0 

... 0 


Solution : On soustrait la première ligne à chacune des autres : D = 

2 1 0 

... 0 



n - 1 n-2 ... 

... 0 


On développe par rapport à la première ligne : D = ^ (~l) k+i kD^. Tous les déterminants extraits ont une dernière 

colonne nulle et sont donc nuis, sauf D„ qui est un déterminant triangulaire inférieur avec des 1 sur la diagonale. D„ = 1 

etD=(-l) n+1 n. 





Exercice 26.28 I Ç? 

Soient A e 9J l np (IR) et B g (IR) avec n > p. Montrer que det(AB) = 0. 


Solution : Soit considérer les applications linéaires associées et le théorème du rang, soit travailler par blocs : 
\A °l |q] = AB 


Exercice 26.29 I 

Calculer le déterminant tridiagonal avec des 1 partout. 
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Solution : Développer pour trouver la relation A n = A„_i - A„_ 2 . Les racines de 1 ’ équation caractéristique sont -j et 
-j 2 . Solution : 



Exercice 26.30 I 

Calculer le déterminant : 

1 n n ... n 

n 2 n ... n 

n n 3 ... n 

n n n ... n 


Solution : Cj-Cj-i pour j - 2. ..n puis développer par rapport à la dernière ligne : (-1 ) n+1 n\ 


Exercice 26.31 I Ç 1 

Calculer det ( i a + jb) où a,be IR . 


| Solution ; Colle Faire Cj - Cj-\ pour j -2,..n. Si n>3 on trouve 0. 


Exercice 26.32 

Calculer det(l + a* ay) où a\, ... a n e IR. 


Solution : Remplacer Cj par Cj - Ci pour j - 2 ... n et mettre («2 - a\) ... (a n - a\ ) en facteur. Faire ensuite Cj - Cj-i 
pour j -3... n. On trouve 0 si n S* 3. 


Exercice 26.33 I 
Calculer det( | i- j\). 


Solution : Cj -Cy-i puis ensuite Cj -Cj i pour j = 3 ...n. et développer la première ligne. On trouve (-1 ) n+1 (n- 
1)2”~ 2 


Exercice 26.34 I iliï 

Démontrer que la matrice 

'167 72 152 396 82 670 742 160 1 

54 315 116 262 764 128 808 784 

338 146 83 418 804 468 504 312 

658 268 114 203 622 98 580 566 

A_ 290 590 258 110 805 58 512 346 

226 994 294 572 744 93 288 8 

392 698 594 372 416 340 343 702 

968 274 110 674 260 646 608 217_ 

est inversible. 


Solution : Soit A = (a iy ) et I 8 = (a'- •} i^s • 

OnaVK i,j^ 8, a t j = aL (mod 2) 

det(A) = Y, E(CT)a CT (i),i...a CT tn\n= Y. e(CT)a CT (i),i ••• = d et (I 8 ) s 1 (mod 2). 

<jeS„ ue6„ 

Donc det(A) est impair, et donc non nul. Par suite, A est inversible. 

Les amateurs de calcul à la main doivent savoir que det(A) = -3060949331422362741897 avant de s’engager dans cette 
voie. 


Exercice 26.35 I 

Démontrer que les matrices A = et A' = (a 1 . ■ ) i </<s a vécu'.. - (-1)' + - / an ont le même déterminant. 

i«l«8 1«J<8 l] 

Solution : On multiplie la colonne Ci par (-1)' puis la ligne L j par (-l)À II y a autant de changement de signe du 
déterminant en lignes qu’en colonnes, donc un nombre pair de changement de signe. 
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26.3.3 Exercices théoriques sur les déterminants 

Exercice 26.36 I I 

Considérons pour n^2, l’application 


Est-elle injective ? Surjective ? 


| Solution ; Surjective, pas injectivëT 


Exercice 26.37 ■ Ç 1 I 
Soient A, B e Wl„ (IR) . Montrer que det(A 2 + B 2 ) ^ 0. 


| Solution : det(A 2 + B 2 ) - det(A+ /B) det(A- ;B) - \det(A+ ;B)| 2 . 


Exercice 26.38 IÇ> H 

Soit f : SUÎ2 (IR) -*• M une fonction vérifiant / / 0 /(O ) -0 et 

V (A, B) e 27t„(R) /(AB) = /(A)/(B) 

Montrer que 

/(A) = 0 <=> det(A) = 0 

| Solution : Montrer que /(I) ^ 0. Une implication est simple, pour l’autre utiliser les matrices équivalentes. 
Exercice 26.39 IW H 

Déterminer toutes les formes p-linéaires alternées sur IR" où p > n. 


Solution : Soit f une telle forme p-linéaire alternée. Soit (e/) i isS n la base naturelle de IR". Soit tp une application 

de {1 p] dans n\. On calcule f(e (p (p,... r e l p(p)). D’après le principe des tiroirs, il existe deux indices i et j 

distincts tels que tp(i) = q>(/) On en déduit que /(e,pd), . . . , e (p ( P )) = 0, et ce pour toute application cp de {l,...,p} dans 
Par linéarité, f est nulle. 


Exercice 26.40 I 

Dans IR 5 , déterminer tous les endomorphismes f vérifiant f 2 + id = 0. 


Solution : On aurait alors f 2 -- id et (det/) 2 = det(-id) = — 1 car 5 est impair. Ceci n’est pas possible dans IR. 


Exercice 26.41 I 

Déterminer le rang de la comatrice A en fonction du rang de A. (Penser à la caractérisation du rang par les matrices 
extraites.) 


Solution : Soit n la taille de la matrice A. Si A est de rang n, alors elle est inversible et A l’est aussi, donc elle est aussi 
de rang n. 

Si A est de rang <n- 1, alors tous les déterminants extraits d’ordre n - 1 sont nuis, donc a fortiori tous les mineurs sont 
nuis et donc A est nulle et donc de rang nul. 

Reste à voir le cas où le rang de A est n - 1. Cela entraine que D = {X e IR" | AX = 0} est de dimension 1. Comme on a 
A A = 0, on en déduit que VX € IR", AX e D. Ceci signifie que A est de rang inférieur ou égal à 1. Il en est de même 
pour sa transposée A. Enfin comme A est de rang n-l,ele admet au moins un déterminant extrait d ’ ordre n - 1 non nul. 
Mais un déterminant extrait d’ordre n - 1 est nécessairement un mineur. Donc A admet au moins un élément non nul et 
est donc de rang ^ 1. Finalement, si le rang de Aestn- 1, alors le rang de A est 1. 


Exercice 26.42 I W H 

On considère une matrice A e S0Î„(IR) de colonnes (A,)i^/«n- On définit à partir des colonnes de A, la matrice B e 
9Jt„(IR) de vecteurs colonnes (B,) ls;(s ;„ où ; 

B; = I> 

j*i 

Exprimez le déterminant de la matrice B en fonction du déterminant de la matrice A. 
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Solution : Qui dit opérations sur les colonnes dit multiplication à droite par une matrice. Quelle matrice ? Il suffit pour 
cela de prendre A=I n . On voit ainsi que B = AC avec C = J - 1„ où J est la matrice qui ne comporte que des 1 .Pour 
calculer detC le plus simple est de calculer P(À) = det(C - ÀI„) = (-1)"À" _1 (À - ri) puis de faire À = 1. C’est cette 
méthode qui sera employée l’an prochain lorsqu’on saura calculer les polynômes caractéristiques. En attendant on va 
utihser le même principe : "Plus une expression comporte de variables et plus elle est facile à évaluer". Ici on calcule 
le déterminant de la matrice M/, qui comporte des zéros sur la diagonale, 1 au-dessus et 1+ h au-dessous. On prendra 
alors la valeur en h -0 de ce polynôme en h. Enfin on calcule F(x) = det(M/, - xJ) (on soustrait x à tous les éléments). 
D’abord F est un polynôme de degré inférieur ou égal à n. Maintenant on soustrait la première colonne à toutes les 
autres. Les x disparaissent des n - 1 dernières colonnes. De ce fait F est un polynôme de degré inférieur ou égal à 
1. F est donc déterminé par deux valeurs, 1 et 1 + h. C’est ça l’idée d’introduire ce 1 + h. Donc F(l) = (-1)" comme 
déterminant d’une matrice triangulaire. De même F(1 + h) = (-1 - h) n . Enfin ^ ^ + ^ d’où F(0) = 

(-1)" |l - ^ + ^ j. On fait ensuite tendre h vers 0, soit en dérivant soit par la formule du binôme, pour trouver 

F(0) = (-!)"(!- n) comme annoncé. 


Exercice 26.43 iW H 

Soit une matrice A g ÜJl n (IR) à coefficients entiers relatifs. Montrer l’équivalence 

(A inversible et A -1 a ses coefficients dans Z) <=> (det(A) = ±l) 


Démontrer que Gl n (Z) = |Me M„ (Z) ; det(M) e {- 1, 1}} est un sous-groupe de G l n (IR) . 

Solution : 

î 

1. ( i ) => (ii). Comme det(A),det(A _1 ) e Z, et que det(A) = 

2. (ii) => (i). En utilisant la formule 


- € Z, on doit avoir que det(A) = ±1. 


A^- 


1 


det(A) 

comme tous les cofacteurs Ajj de A sont des entiers, et que det(A) = ±1, on voit que les coefficients de A -1 sont 
entiers. 


Exercice 26.44 ■ W H 

Soient deux matrices à coefficients réels (A, B) e 9Jl„(IR) 2 . On suppose qu’elles sont semblables dans 9Jt„(C). Montrer 
qu’elles sont semblables dans 9Jl„(IR). 


Solution : Par hypothèse, il existe une matrice P g GL„(C) telle que B = PAP -1 . Notons P = Pi + 1P 2 avec (Pi,P 2 ) e 
9JÎ„(IR) 2 . Puisque BP = PA, on en tire que BPi + iBP 2 = PiA+ /P 2 B d’où en identifiant partie réelle et partie imaginaire 
de chaque coefficient, BPi = PiA et BP 2 = P 2 B. Soit À e IR. Posons Q = Pi + ÀP 2 . On a VÀ e IR, BQ = QA. Il suffit donc 
de trouver un réel À e IR tel que Q = Pi + ÀP 2 soit une matrice inversible. Considérons le polynôme 

ti(à) = det(Pi + ÀP 2 ) 

Si l’on avait VÀ g IR, jt(à) = 0, le polynôme complexe tt(à) serait nul et alors n (i) - 0, ce qui est faux puisque P est 
une matrice inversible dans 9Jt„(C). Par conséquent, il existe À g IR tel que Q = Pi + ÀP 2 soit une matrice inversible de 
GL„(1R) et alors B = QAQ -1 . 


Exercice 26.45 ■ W H 

On considère un système (fi,...,f n ) de fonctions de IR >-* IR qui est libre dans & (IR, IR). Montrer qu’il existe n réels 
(xi , . . . , x n ) g IR" tels que la matrice A = ((fi (x ; ))) g DJl n (IR) soit inversible. 


Solution : Par récurrence. Si n - 1, le résultat est clair. Supposons la propriété vraie pour un système de n - 1 fonctions. 
Puisque (f\,...,fn-i) est libre, d’après l’hypothèse de récurrence, il existe n - 1 réels (x\,...,x n -\) tels que la matrice 
Art-l — ((fi( x j)))l^i,j^n-l soit inversible. Par 1 ’ absurde, supposons que Vx g IR, la matrice 


A(x) = 


ne soit pas inversible. En développant det(A) par rapport à la dernière colonne, on trouve alors que 
Vxg IR, A ln /i(x) H A nn f n (x) = 0 

Mais comme (/ 1 , . . . , f n ) est libre, on aurait en particulier A nn = 0, mais A nn = det(A„_i) f- 0 ce qui est absurde. 


rfl(Xl) . 

• • f\{x n -\t 

fiixV 

(fn(X 1 ) . 

•• fn(x„ 1 ) 

fn(x)j 
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Chapitre 


27: 


Produit scalaire, groupe orthogonal 


Dans tout ce chapitre, E désigne un (K-espace vectoriel. 


Pour bien aborder ce chapitre 

On va généraliser dans ce chapitre la notion de produit scalaire étudiée dans les chapitres 2 et 3 aux espaces vectoriels. Cela 
permettra d’étendre la notion de vecteurs orthogonaux et les notions afférentes (norme, base orthonormale, théorème de 
Pythagore, projections et symétries orthogonales...) à certains espaces vectoriels de fonctions ou de matrices par exemple. 
Un des prolongements importants de ce chapitre sera celui consacré aux séries de Fourier en seconde année et qui formera 
un magnifique exemple d’illustration de la puissance de l’algèbre mise au service de l’analyse. 

Nous étudierons dans la seconde moitié de ce chapitre les endomorphismes d’un espace euclidien qui préservent le produit 
scalaire, ou autrement dit les isométries. Nous verrons que les isométries d’un espace euclidien E donné forment un groupe 
appelé groupe orthogonal et nous étudierons complètement ce groupe dans le cas où E = IR 2 et E = IR 3 . Nous ferons le lien 
entre les matrices et ces endomorphismes remarquables et nous introduirons la notion de matrice orthogonale. 


27.1 Définitions et règles de calcul 

27.1.1 Produit scalaire 


^Définition 27.1 WO produit scalaire 

Soit E un M-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E, une application : cp : E x E — IR vérifiant : 
1 (p est un s forme bilinéaire : V (x, y,z) e E 3 , V (X, p) e IR2 

(p(Àx + p y, z ) = Àip(x, z) + ptp(y, z) 

(p(x, Ay + pz) = Aip(x, y) + pip(y, z) 

(p est symétrique : 

V(x, y) e E 2 , (p(x, y) = ip(y, x) 

0 (p est définie : 

Vx e E, (tp(x, x) = 0) <==> (x = 0) 

if! (p est positive : 

Vxe E, (p(x,x)&0 


Notation 27.1 On note (x | y) = ip(x,y) le produit scalaire. En géométrie, on utilise également la notation ~x.~y . 


Définition 27.2 W ç 7 Espace préhilbertien, Espace euclidien 

Un IR-espace vectoriel E muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien réel. Si de plus E est de dimension 
finie, on dit que E est un espace euclidien. 
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27.1.2 Norme 


Définition 27.3 WÇ Norme euclidienne associée à un produit scalaire 

On définit la norme euclidienne associée à un produit scalaire (• | •) par : 


VxeE, |lUII = v/(xU)~| 


| Remarque 27.1 INI est bien définie car (• | ■) est une forme bilinéaire positive et donc pour tout vecteur x e E, (x | x) S* 0.. 


Théorème 27. 1 O Règles de calcul 
Pour tout vecteurs x, y e E, et tout réel A e IR : 

1 HÀ.xll =|À| ||x|| ; allélogramme) \ 

2 l|x + y|| 2 = ||x|| 2 + 2 (x | y) + ||y|| 2 ; 

3 llx-y|| 2 = ||x|| 2 -2(x | y) + ||y|| 2 ; 5 (x| y) = - (||x+y|| 2 - ||x-y|| 2 ) (identité de polar- 

4 l|x+y|| 2 +||x-y|| 2 = 2(|| x|| 2 + ||y || 2 ) (égalité du par- isation). 

Pour des vecteurs xi,...,x„,yi,...,y m e E et des scalaires Ài , . . . , A„, pi p m e M, 

f £ A iXi | £ pj = £ £ A nij (x,- 1 yj) 

\i= 1 j = 1 ) * = 1 7= 1 

|LA,x,|| = £ Af llxill 2 + 2 £ \i\j [xi \ xj) 

"i=l " ü=l 1 «;</«« 


Démonstration Soient x, y e E et A e IR. En utilisant le fait que (• | •) est une forme bilinéaire symétrique : 
# IIAxIl = x/tAxIAx) = \/A 2 (xlx) = |A| ||x||. 

$ llx+y|| 2 = (x + y | x + y) = (x | x) + 2(x | y) + (y | y) = ||x|| 2 + 2(x | y) + llyll 2 . 

13 llx-y|| 2 = (x-y | x-y) = (x | x) - 2(x | y) + (y | y) = l|x|| 2 — 2 (x | y) + ||y|| 2 ; 

4 En additionnant les deux égalités précédentes, on obtient l’égalité du parallélogramme. 

5 Enfin, par soustraction de ces deux mêmes égalités, on obtient l’identité de polarisation. 

Les deux dernières formules sont aussi une conséquence de la bilinéarité du produit scalaire. 


Théorème 27.2 OW Inégalité de Cauchy-Schwarz 
Pour tous vecteurs x, y e E, on a l’inégalité de Cauchy-Schwarz 

[Ny)l< ii*ii llyll | 

et on a égalité si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires : | (x | y) | = || x|| || y || <=> 3A e IR : y- Ax( ou x- 

A y). 


Démonstration Soient x, y e E. Pour tout A e IR , considérons : 

P (A) = (x + Ay | x + Ay) 


D’après les règles de calcul précédentes, on obtient : 

P(A) = (y | y) A 2 + 2(x | y) A+ (x | x) = ||y|| 2 A 2 + 2A(x | y) + Il x|| 2 

et P est un trinôme du second degré en A. Par ailleurs VA e IR, P (A) S 0. Donc P admet au plus une racine réel et son discriminant 
réduit est négatif ou nul, ce qui s’écrit : ((x | y)) 2 - ||y|| 2 ||x|| 2 S 0, c’est à dire | (x | y)| < l|x|| ||y|| . 

Si x et y sont colinéaires, on vérifie facilement que |(x| y)| = ||x||||y||. Réciproquement, si cette égalité est vraie, alors le dis- 
criminant de P est nul et donc P admet une racine double Ao e IR. On a donc : (x+ Aoy I x + Aoy) = 0 ce qui n’est possible que si 
x+ Aoy = 0 c’est à dire que si x = Aoy. 
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Théorème 27.3 7W Inégalité de Minkowski 
Pour tous vecteurs x, y e E, on a l’inégalité de Minkowski 


|llx||-||y|||«||x + y|| C||jc||+||y|| 


et on a égalité dans la majoration de droite si et seulement si les deux vecteurs x et y se trouvent sur une même 
demi-droite issue de l’origine : 3À ^ 0 : y = Àx. 


Démonstration Soient x, y e E. 

• On applique les régies de calcul avec le produit scalaire 27 . 1 et 1 ’ inégalité de Cauchy-Schwarz 21.2 : 

||x + y|| 2 = l|x|| 2 + 2(x | y) + ||y|| 2 

« l|x|| 2 + 2||x|| ||y|| + ||y|| 2 

« (llx|| + ||y||) 2 


On a donc : ||x + y|| S ||x|| + ||y||. 

• Si x et y se trouvent sur une même demi-droite issue de l’origine, on vérifie facilement que cette dernière inégalité est une égalité. 
Réciproquement, supposons que ||x + y|| = ||x|| + ||y||. Alors, en reprenant le calcul précédent, on obtient : (x | y) = ||x|| ||y|| et on 
est dans le cas d’égalité de la la formule de Cauchy-Schwarz. Donc x et y sont colinéaires : 3a e IR, y = ax. On injecte cette 
égalité dans celle de départ, on trouve : (1 + a) x = ||x|| + llaxll c’est à dire : (1 + a) x = (1 + |a|) ||x|| . Si le vecteur x est nul alors 
il en est de même de y et la propriété est prouvée. Si x est non nul alors : a = |a| et a est bien positif. 

• Par ailleurs : 

Hx|lH|x-y+yH||x-y|| + ||y|| 

||y[Hy-x+x|M|y-x|| + ||x|| 

et comme ||y-x|| = \\x- y\\, on obtient : ||x-y|| S ||x|| — ||y|| et ||x-y|| S \\y\\-\\x\\, ce qui s’écrit aussi : \\x-y\\ . a* |l|x|| - ||y|||. 
De manière plus générale : 


Définition 27.4 Norme 

On appelle norme sur E une application : ||-|| : E — IR vérifiant : 

1 Vxe E, |jx|| = 0 => x = 0. 

Vx£E, VÀeR, ||Àx|| =? |À| ||x||. 

£ Vx.yeE, ||x + y|| « ||x|| + ||y|| {Inégalité triangulaire). 


Proposition 27.4 O Norme associée au produit scalaire 

La norme euclidienne || • || associée à un produit scalaire (• | •) sur E est une norme sur E. 


Démonstration Les propriétés 2 et 3 ont déjà été prouvées dans les théorèmes 27.1 et 27.3. Démontrons la seconde. Soit x e E 
tel que ||x|| = 0 alors (x | x) = 0 mais comme (• | •) est une forme bilinéaire définie, x = 0. 

Exemple 27.2 Quelques exemples de produits scalaires et leur norme associée (à retenir) : 

• Produit scalaire usuel sur Rn : SiX= (xi,...,x fi ),Y = (y 1( ...,y„) e Rn, 


CX | Y) = xiyi + . . . x„y n = £ x/y,- 
1 = 1 


l|X||=^x 2 + ---+x 2 =^ï> 2 

• Sur l’espace des fonctions continues sur [a, b], E = Sé’üa.fcLR), /,ge E 

(/lg)=£ f(t)g{t)dt 

ii/ii - y Ç a f 2(t) dt 
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Sur l’espace des fonctions /: IR >— • IR continues et 2ji-périodiques, E = /,g£ E 


(flg)= [ f(t)g(t)dt 
J o 


11/11 viT /2(f)dr 

> Sur l’espace des matrices carrées A, B e 9Jt„(IR) 

<A,B>=Tr(A f B) 

Il A|| à >/< A, A > = v/Tr(A f A). 

Voir l’exercice 25.18 page 989. 


Définition 27.5 O Vecteur unitaire 

Soit x un vecteur d’un IR-espace vectoriel E muni d’une norme ||-||- On dit que x est unitaire si et seulement si ||x|| = 1. 


27.2 Orthogonalité 

On considère dans ce paragraphe un espace préhilbertien réel (E, (. | .)). 


Définition 27.6 O Vecteurs orthogonaux 

Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux lorsque (x | y) = 0. 


Théorème 27.5 O Identité de Pythagore 

Soient x et y deux vecteurs de E. Alors 

(x | y) = 0 <=> ||x+ y|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 


Démonstration Utilisant la formule 27. 1 : 

||x + y|| 2 =||x|| 2 + 2(x|y) + ||y|| 2 , 

et il vient immédiatement : 

(x I y) = 0 <=> ||x + y|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 


Théorème 27.6 O Des vecteurs orthogonaux 2 à 2 forment un système libre 

Soit S = (xi, . . . , x n ) un système de vecteurs non-nuls deux à deux orthogonaux : 

V (i, j) e II, n]] 2 , i/j => (x, | Xj) = 0 

Alors le système S est libre. 

Démonstration Soient ai,..., a n e IR tels que aixi + ... +a n x n = 0. Soit i e [1,«]. Du fait de la bilinéarité du produit scalaire et 
que les vecteurs de ce système sont deux à deux orthogonaux : 

0 = f Xi I X «/x,) = £ «/ (x/ 1 xj) = a / [xt I Xi ) 

V ;=1 I 7=1 

Comme x/ f 0, (x/ 1 x/) / 0 et il vient que ai = 0. Cette égalité est vraie pour tout i e [1, n] . On montre ainsi que le système S est 
libre. 


Définition 27.7 O Sous-espaces orthogonaux 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont orthogonaux ssi 
VxeF.VyeG, (x|y)=0 
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Définition 27.8 Orthogonal d’une partie 

Soit AcE une partie de E. On définit l’orthogonal de A comme étant le sous-ensemble de E noté A 1 et donné par : 
A 1 = {reE | Vae A,(x| a) =0} 


Théorème 27.7 Propriétés de l’orthogonal 


Soient A, B c E deux parties de E. 


1 A x est un sous-espace vectoriel de E. 

3 A 1 = (Vect(A))- 1 - 

2 AcB=> B^A 1 

4 Ac(A J -) ± 


Démonstration 

1 Le vecteur nul est orthogonal à tous les vecteurs de A donc 0 e A 1 . Soient a,|5el, x,ye A 1 et n e A. Alors : (ax + fiy I a) = 
a (x | a) + fi [y \ a) - 0 donc ax + fiy e A x . A 1 est donc bien un sous-espace vectoriel de E. 

$2 Supposons que A c B. Soit x e B- 1 . Montrons que x e A 1 . Soit a e A. Comme A c B, a e B et (x | a) = 0. Donc x e A 1 . 

3 On a A a Vect(A) donc d’après la propriété précédente : (VecttA)) 1 - c A- 1 . Réciproquement, si jeA 1 et si y e Vect(A) 
montrons que (x| y) = 0. Il existe n e N*, ai,... ,a n e K et a\, ... ,a n e A tels que : y= Z" =1 a /a,-. Et : 

(x I y) = X a i [x I a i) = o 

car x e A- 1 . Voilà qui termine la démonstration du troisième point. 

4 Enfin, si ae A et si reA 1 alors il est clair que : (a I x) = 0 et donc : x e (A- 1 -)" 1 " ce qui prouve la dernière inclusion. 

27.3 Espaces euclidiens 

On considère dans toute la suite de ce chapitre un espace euclidien E muni d’un produit scalaire noté (. | .) et || ,|| la norme 
euclidienne associée. On note n la dimension de E. 

27.3.1 Bases orthogonales, orthonormales 


Définition 27.9 Z> bases orthogonales, orthonormales 

Soit e=(ei,...,e n ) une base de E. On dit que e est une base 

1 . orthogonale si et seulement si ses vecteurs sont deux à deux orthogonaux, c’est à dire si et seulement si : 

V(i,i)€ll,nl 2 , iïj => (e,|e/) = 0. 

2. orthonormale si et seulement si ses vecteurs sont deux à deux orthogonaux et unitaires, c’est à dire si et seulement 
si : 

g Œl.rc]] 2 , [e i \e j ) = Ôij. 


I Remarque 27.2 Si on se donne un système {e\,...,e n ) de vecteurs deux à deux orthogonaux d’un espace vectoriel 
euclidien de dimension n alors d’après la proposition 27.6, ce système est libre. Comme il est libre de rang maximal 
c’est une base (orthogonale) de E. 

| Re?narque 27.3 La base canonique de IR” est orthonormale pour le produit scalaire usuel. 


Théorème 27.8 V Calculs dans une base orthonormale 

Soit e - (ei, . . . , e n ) une base orthonormale de E. 

1. Les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale sont donnés par les produits scalaires : 


*=X>lej). 
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2. Si x- x\e\ + ••• + x n e n et y = y\e\ + 

■■ + yne n , alors 



[x 1 y) = £ xtyi = xiyi + ■ ■ ■ + x n y n 
1 = 1 


3. Si x- xiei + --- + x n e n . 






+ 

+ 

'V 

Ar 







Démonstration Ces formules se prouvent facilement en utilisant les règles de calcul avec le produit scalaire 27.1 et le fait que : 
m.wll 2 , (c, le,) = 6 1] . 


27.3.2 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt 


_Bio 24 1 Erhard Schmidt, né le 13 janvier 1876 à Dorpat (Estonie), mort le 06 décembre 1959 à Berlin) [ _ 


Mathématicien allemand. Il fait ses études, comme c’est souvent le cas 
l’époque, dans différentes universités allemandes et les termine à Berlin. Il sou- 
tient sa thèse en 1905 sous la direction de David Hilbert. Elle porte sur les 
équations intégrales. Après avoir enseigné successivement dans les universités 
de Bonn, Zurich, Erlangen et Breslau, il est nommé en 1917 comme professeur 
à l’Université de Berlin où il occupe le poste laissé vacant par Schwarz. Dans 
les années 1930, il subit la montée du nazisme et alors que ses collègues juifs 
(Schur , von Mises) doivent quitter l’Université, il est sommé de prendre des 
résolutions contre les juifs ce dont. Il s’acquitte de cette tâche avec si peu de 
zèle que les nazis diront de lui à l’époque qu’« il ne comprend pas le problème 
juif »et qu’il ne sera pas critiqué par la suite. 

Erhard Schmidt est un des fondateurs de l’analyse fonctionnelle. Il a beaucoup 
contribué à la théorie des espaces de Hilbert que vous découvrirez en spé et a 
simplifié et généralisé un certain nombre de résultats d’Hilbert. C’est dans un 
article de 1907 sur les équations intégrales qu’il expose le procédé d’orthonor- 
malisation. Notons que ce procédé avait été découvert au préalable par Laplace 
mais c’est Schmidt qui su en donner le premier un exposé clair. 



Théorème 27.9 Théorème de Schmidt 

Soit E un espace euclidien de dimension ne te- (ei,...,e n ) une base quelconque de E. Alors il existe une 
| base orthonormalë ] e = (ei, . . . ,e„) de E vérifiant : 

î Vieil, «J, e, e Vect(ei,...,e,) ; 2 Vieil, «1, (ei|ei)>0. 



C3 


Figure 27.1 - Algorithme de Schmidt : redressement de 
Démonstration On va mettre en place un algorithme permettant de construire la base e. 

• I Au rang 1 1 : Comme e est une base, e\ est non nul et le vecteur ej = — — est unitaire et vérifie Vect(e\) = Vect{z\) ainsi que 

I 1 II Bill 

(ei I ei) = lle ill >0. 

• Au rang k Soit k e II ,n - 1], Supposons les vecteurs ei,...,£j. construits tels que : 
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- La famille (ei , . . . , e*.) est orthonormale. 

- Vie||l,fcl|, Ei e Vect(ei e t ) ; 

- wma (e t I e») > o. 

| Au rang k + 1 | Construisons un vecteur Efc+i répondant au problème. Les conditions qu’il doit remplir (voir la figure 27. 1) nous 
invitent à le chercher sous la forme e^+i = <*i : ei + . . . + afcEfc + ej.+i où : Vie [1, jfc] , a,- e IR. Pour tout i e [1, fcj , on a la série 

d’équivalences : 


(e/lW=0 

Z fa I e/) + fa I e fc+i) = 0 

j=i 

a i ll e i|| 2 + ( e i I efe+l) = 0 

«f = - (e/ 1 e fc+1 | 


car |fa-|| = 1. On considère alors le vecteur 1^+ \ donné par 


ëfc+l = e k+l — Z fa I e fc+l) e i- 


et soitE/ç+i ~ l . efc+1 ll Par construction, les vecteurs du système (ei,..., Efc+i) sont deux à deux orthogonaux et unitaires. Cette 

Ffc+ill 

famille est donc orthonormale. De plus, pour tout i e [1, kj , Vecf (ei = Vect[e i, . . . , e;) et il est clair que Vect (ei , . . . ,ej.+i) 

Vecf (ei Ck+\)- Enfin, quitte à considérer -Ej c+ \ plutôt que E-k+i, on peut supposer que [ei c+ \ \ e^+i) > 0. 

I Au rang n I En appliquant cet algorithme jusqu ’au rang n, on construit la famille e proposée. 


| Remarque 27.4 L’algorithme de construction de la base orthonormale est aussi important que l’énoncé du théorème. 


| Remarque 27.5 La matrice de passage de e vers e est triangulaire supérieure. 

Plan 27. 1 : | Pour orthonormaliser une famille de vecteurs | _ 


On souhaite appliquer 1 ’ algorithme de Schmidt à la base {e\,..., e n ) de E. Pour ce faire : 

* 0npoœe ‘ = ïSf 

2 On suppose Ei construits. On calcule le vecteur : | êk+^^k+^^}=itei\zk+i)zî^ et on pose : 


0 Si (efc+i | Ejfc+i) < 0 alors on remplace e^+i par -£fc+i- 


Remarque 27.6 

- La troisième étape du procédé d’ orthonormalisation est facultative. Si on ne P effectue pas, la base construite est encore 
orthonormale. 

- On peut aussi ne pas normaliser le vecteur ê,- dans la deuxième étape de l’algorithme. Dans ce cas la base construire 
n’est pas orthonormale mais orthogonale et la formule donnant e^+i en fonction de e^+i, Ei,...,Efc est légèrement 
changée (exercice !). 

| Re?narque 27.7 La matrice de passage de e vers e est triangulaire supérieure. 

I Exemple 27.3 Soit l’espace E = IR 3 muni du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs e\ = (2,0,0), e 2 = (1,1,1) et 
e$ = (0, 1,2). Construisons une base orthonormale à partir de e = {e\,ei, ea). D’après l’algorithme d’orthonormalisation 
de Schmidt : 


i On pose | Ei - (1,0,071 - 



La famille (ei,E 2 ,E 3 ) est une base orthonormale de E. 






> with (linalg) : 

Warning, the protected names norjft and trace hâve been redefxned and 
unprotected 

> ëî ' : = vector ( [ 0 ] ) ; 

el := [1, 0, 0] 

> e2 : = vector ( [ 1 ] ) ; 

e2 := [1, 1, 1] 

> e3 : = vector ( [ 0., 1, 2 ] ) ; 

e3 := [0., 1, 2] 

> GramSchmidt ( [el, e2, e3] , normalized) ; 

[ [ 1 ( 1 / 2 ) 1 ( 1 / 2 )] [ 1 ( 1 / 2 ) 1 ( 1 / 2 )]] 

[[1, 0, C] , [0,-2 , - 2 ], [0, - - t , - 2 ]] 

[ I 2 ] [ 2 ' 2 ] ] 


27.3.3 Conséquences 


Corollaire 27.10 Théorème de la base orthonormale incomplète 

Toute famille orthonormale (ei,...,e p ) d’un espace euclidien E / {OeJ de dimension n (p ^ n) peut être complétée par 
des vecteurs e p+ i,...,e„ de E en sorte que la famille (ei,...,e n ) soit une base orthonormale de E. 


Démonstration En appliquant le théorème de la base incomplète, on peut compléter la famille orthonormale (et donc libre) 

(ei,...,e p ) par des vecteurs e^ + \,...,e n en une base e = (t] E k’ e k+'t >■■■> e n) de E. On applique le procédé d’orthonormalisation 

de Schmidt à cette base , on peut construire des vecteurs Zk + \,...,z n de E tels que la famille (ei,...,e n ) soit orthonormale et tel que 
Vecf (ei,...,e n ) = Vect(z\ ,...,Ej c ,e/ c+ \,...,e n ) = E. Cette famille est donc libre et génératrice et forme une base orthonormale de 
E. 


Corollaire 27. 1 1 Existence d’une base orthonormale 

Tout espace euclidien E ^ {OeJ possède une base orthonormale. 

Démonstration Soit e une base de E. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt à cette famille, on construit une 
famille orthonormale e telle queVect (e) =Vect(e) = E. Cette famille est donc libre et génératrice. Elle forme une base orthonormale 
de E. 


Théorème 27. 1 2 Z Propriétés de l’orthogonal en dimension finie 

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension p de E. Alors 

1 | E = F æ F 1 - B 

2 dimF J - = n-p 

3 (F 1 ) X = E 

Démonstration Montrons que F et F- 1 sont supplémentaires dans E. 

• On a ; F n F 1 = [0] . En effet, si un vecteur x est à la fois dans F et dans l’orthognal de F, il vérifie : (x | x) = 0 et donc x = 0. 

• Montrons maitenant que E = F + FU Comme F est de dimension p, par application du théorème précédent, on peut trouver une 
base orthonormale (e\,..., e p ) de F. Soit x e E et soit x! = (x I e^) e^. On vérifie facilement que x' e F et que x - x 1 e F ± . 
Donc x = x + (x - x') e F + F- 1 et on a bien E = F + F- 1 . 

Ainsi : E = F® F- 1 . D’après le théorème 24.17, on obtient : dimF + dim F 1 = n d’où vient la première égalité dans le théorème. 
Enfin, on a prouvé dans la proposition 27.7 que F c (F- 1 ) . Mais comme dim (F- 1 ) = n - dimF- 1 = n - (n - dimF) = dimF, on 
peut affirmer que : (F- 1 ) = F. 

Remarque 27.8 Un sous-espace vectoriel F d’un espace E de dimension finie possède, en général, une infinité de 
supplémentaires. Si E est un espace euclidien, F n’admet qu’un et un seul supplémentaire orthogonal : F 1 . Pour cette 
raison, on dira que F- 1 est [Te] supplémentaire orthogonal de F dans E. 


Théorème 27.13 777 Théorème de Riesz 

Soit E un espace euclidien et soit / e E* une forme linéaire. Alors il existe un unique vecteur z^eE tel que 
VxeE, f(x) = [z f \x) 
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Démonstration Pour tout ze E, posons : 



Pour tout z e E, tp z est une forme linéaire. En effet, fixons z e E ; pour tout a, P e IR et pour tout x,y e E ; (p z (ax+Py) = 
(z\ax + (5 y) = a (z | x) + P (z | y) = acp z (x) + Pcp z (y) . L’application <E> donnée par : 



est alors bien définie. Montrons que c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 

• O est linéaire!] s i a, P € IR et x, y e E alors ® (ax + Py) = (Pcm-py = (ax + Py I •) = a (x | •) +P (y | •) = œp* +P<p y = a® (x) +P® (y) . 

• O est injective : | soit x € E tel que 4> [x] = 0. Alors : Vy e E, (x | y) = 0, et en particulier (x | x) = 0 ce qui n’est possible, par 
définition du produit scalaire que si x = 0. 

• | O est surjective : | comme dimE = dimE* , d’après le théorème de caractérisation des isomorphismes 24.28, sachant que O est 
injective, il vient que O est aussi surjective. 

Toute forme linéaire f e E* sur E est donc image d’un vecteur z de E par <ï>. Posons zy = z. On a alors : f = <1> [zf j = yzf | • j et le 
théorème est prouvé. 

Remarque 27.9 Dans IR” muni du produit scalaire usuel, si l’on considère un hyperplan H d’équation : 
aixi H — +o. n x n = 0 

Alors cet hyperplan est orthogonal au vecteur n - (ai a n ) : H= {n} 1 . 


27.4 Projecteurs et symétries orthogonaux 

27.4.1 Projecteurs orthogonaux 


Définition 27.10 Projecteur orthogonal 

Soit p e L(E) un projecteur (c’est à dire une endomorphisme p de E vérifiant pop - p). On dit que p est un projecteur 
orthogonal si et seulement si Ker p et Im p sont deux sous-espaces orthogonaux de E : 

VxeKerp, Vyelmp, (x|y) = 0 


I Remarque 27.10 

Soit p un projecteur orthogonal et soit x e E. Alors (p (x) | x - p (x)) = 0. En effet x - p (x) e Ker p = Im/ a 



Théorème 27. 14 Calcul du projeté orthogonal 

Soit F un sous-espace vectoriel de E et soit x e E. On suppose que : 




(ei , . . . , e p ) est une base orthonormale de F 
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alors le projeté orthogonal p(x) du vecteur x sur le sous-espace F vaut : 


P(x) = £ (x | e,) .Zi 


Démonstration D’après le théorème 27.8 appliqué à p [x] e F et à la base orthonormale e de F donnée : 

PM = E(p(x)|e,)e, 

= £(xU,)e<-L(*-pWlei)ei 
= £(*!«,}«* 

carx- p(x) e Kerp = F- 1 etdonc: 

Vf e [l,p] , (r-pW|E;)-0. 

Théorème 27. 15 Le projeté p(x) réalise la meilleure approximation de x par des vecteurs de F 

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Pour tout x e E, on définit : 

d(x,F) = m|||x-/|J 

Alors : 

1 d (x, F) est bien défini ; 

2 dix, F) = || x — p(x)|| où p(x) est la projection orthogonale de x sur F ; 

3 Si / e F, || x - / 1| & || x - p (x) || avec égalité si et seulement si / = p (x) . 



Démonstration 

1 Soit x e F. Notons .'¥■ = {||x~ /|| | / e F}. & est une partie non vide de R minorée par 0. Elle possède donc une borne 
inférieure et dix, F) est bien défini. 

2 D’après le théorème de Pythagore 27.5, pour tout f e F : 

IIX-/II 2 = ||x-p(x)|| 2 + llp(x)-/|| 2 5 ||x-p(x)|| 2 . 

Donc || x - p [x) || est un minorant de ■'P . Mais comme p (x) e F, || x — p (x) || e & et est donc la borne inférieure de ■'P . Il 
vient alors : dix, F) = ||x — p(x)|| . 

3 On a de plus montré que si f eF, alors ||x-/|| 5 ||x — p(x) || et on a égahté si et seulement si f - p(x). 

27.4.2 Symétries orthogonales, réflexions 


Définition 27.11 7? Symétrie orthogonale, réflexion 

Soit s e L(E) une symétrie vectorielle (C’est-à-dire un endomorphisme de E tel que so s - id). 
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• On dit que 5 est une symétrie orthogonale si et seulement si les deux sous-espaces vectoriels Ker(s- id) et Ker(s + id) 
sont orthogonaux. 

• On dit de plus que s est une réflexion si l’ensemble des vecteurs invariants de s, Ker(s - id) est un hyperplan de E. 



Figure 27.4 - Symétrie vectorielle orthogonale 


27.5 Endomorphismes orthogonaux, matrices orthogonales 

27.5.1 Endomorphismes orthogonaux 

On considère dans toute la suite un espace euclidien E muni d’un produit scalaire noté (. | .) et ||.|| la norme euclidienne 
associée. On note n la dimension de E. 


Définition 27.12 Endomorphismes orthogonaux 

Soit u e L(E). On dit que u est un endomorphisme orthogonal (ou une isométrie ) si 


VxeE, IIuCjcIH = IIjcII 

On note O(E) l’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E. 




Théorème 27.16 
On a l’équivalence : 

Un endomorphisme orthogonal conserve le produit scalaire 

ue 0(E) <=> V(jc,y) e E 2 , («(*) | u(y)) = (x | y) 


Démonstration 

| => | Supposons que u est un endomorphisme orthogonal de E. D’après l’identité de polarisation 27.1, pour tout [x, y) e E 2 : 
(«WI»M) = \\\\u[x + y)f-Wu{x-y)f) 

= ^ (lU + y|| 2 - IU-y|| 2 ) 

- i*\y) 

| <= | Supposons que u préserve le produit scalaire alors : 

Il u{x)\\ = i/ ( mW | mW) = Vlx\x) = IIjcII 

et donc u e O (E) 


Proposition 27.17 Les endomorphismes orthogonaux sont des automorphismes 

Soit u e O(E) un endomorphisme orthogonal de E alors u est un automorphisme de E et u -1 e O(E) . 
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Démonstration Soit x e Ker u alors 


IUII = ll«(x)ll=0 


et d’après les propriétés de la norme 27.4, on peut affirmer que x = 0. Donc Ker u = {0} et u est injectif. 

D’après la caractérisation des automorphismes d’un espace vectoriel ??, u est un automorphisme de E. Enfin, considérons xeE 
et notons y = u{x). u étant un endomorphisme orthogonal de E, on a ||x|| = ||y||. Donc, comme : u~ l (y) = x, il vient que : 
Il M_1 (y) || - INI = Il y II et m -1 est bien lui aussi un endomorphisme orthonal de E. 


Théorème 27.18 Groupe orthogonal 

(0(E),o) est un sous-groupe du groupe linéaire (GL(E),o). On l’appelle le groupe orthogonal de E. 


Démonstration O(E) est un sous-ensemble non vide de ( SS£fE) car il contient idg. D’après le théorème 19.6, il suffit de prouver 
que pour tout u, v e O(E), u ° u -1 e O(E). Mais d’après la proposition précédente, v~ l est aussi une isométrie de E et pour tout 

ce qui prouve que u ° v ~ 1 e O (E) . (O (E) , o) est donc un sous-groupe de (GL (E) , o) . 


Proposition 27.19 Une caractérisation pratique des automorphismes orthogonaux 

Soit uei?(E) et soit e - (ei , . . . , e n ) une base orthonormale de E. On a équivalence entre : 

1 ueO(E) 

2 (u (ci) ,...,u (e n )) est encore une base orthonormale de E. 

Démonstration 

| => | Si u e O (E) , d’après la proposition 27.16, pour tout i,j e [1, nj : 

(«<«> 

ce qui prouve que la famille (u(e\) ,... ,u (e n )) est une base orthonormale de E. 

| <= | Si l’image par u delà base orthonormale e= (e\,...,e n ) est encore orthonomale alors pour x = Jj"_j x/ e,- e E et par bilinéarité 
du produit scalaire : 

\\uix)\\ 2 = 


! ( e i) I u 


(mWUW) 

Z x iXj ( 

i,jm,nl 

Z *?(«(*, •)!«(*.•)) 

mi.nï 

Z A 

ieil.nl 


Donc u e O (E) . 

27.5.2 Matrices orthogonales 


Définition 27.13 V Matrices orthogonales 
On dit qu’une matrice A e (IR) est orthogonale si et seulement si : 

f AA = I „ 

On note 0„(IR) l’ensemble des matrices orthogonales. 


Remarque 27.11 Une matrice orthogonale est inversible et 

A -1 = f A 


Ce qui montre qu’elle vérifie également 


A 1 A = \ n 
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Théorème 27.20 Caractérisation pratique des matrices orthogonales 

Soit A = (a, -y) e Alors A est une matrice orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes (Ci,...,C n ) 

forment une base orthonormale pour le produit scalaire usuel de R", c’est à dire : 

V(p,< 7 )e [[l,rc]] 2 , pïq => Y t a ip a iq = 0 et V/eEl.nl], £a| = l 


Démonstration Ces formules sont une conséquence directe de la définition du produit matriciel et de l’égalité : A f A = I„ 


Théorème 27.21 La matrice d’une isométrie dans une base orthonormale est orthogonale 

On considère une base orthonormale e - {e \ , . . . , e n ) d’un espace euclidien E, et un endomorphisme u e L(E). Notons 
A = Mat e (A). On a équivalence entre : 

1 u est un automorphisme orthogonal. 

2 A est une matrice orthogonale. 

Démonstration Notons A= j ^ . Par bilinéarité du produit scalaire, il vient, pour tout i,j e [1, n\ : 

[ u [ e i] I u [ e j)) = X °ki a kj ( e i I £/J £*) 

| => | Supposons que u e L(E) est une isométrie de E. Alors, comme les isométries conservent le produit scalaire, l’égalité (*) 
devient, pour tout i, j e II, n\ : 


Kl = [ e i I e j) = Z «fc/afc; (e/ 1 ey] 


et donc, d’après 27.20, A est orthogonale. 

| <= | Réciproquement, si A est orthogonale alors en utilisant à nouveau (*) et la proposition 27.20, on trouve, pour tout i, y e II, ni : 

(<**ï“hî = h 1 */) 

et donc la famille (M(ei),...,n(e n )) est une base orthonormale de E. On applique alors la proposition 27.19, etilvientque uest 
un automorphisme orthogonal. 

| Remarque 27.12 Le résultat précédent est faux si la base e n’est pas orthonormale. 


Théorème 27.22 O Caractérisation des matrices de passage entre bases orthonormales 

Soit e une base orthonormale de E et / une base. Soit P = P e ^f la matrice de passage entre ces deux bases. On a 
équivalence entre : 

1 / est une base orthonormale. 

2 P est une matrice orthogonale. 


Démonstration 

| => | Supposons que f est orthonormale. Soit u l’endomorphisme de E donné par : 

Vieil, ni, u[ei)=fi. 

D’après la proposition 27.19, u est un automorphisme orthogonal de E. Mais P e _f = = 9Jl e (w) et donc, d’après la 

dernière proposition, P = E e _f est orthogonale. 

| => | De la même façon, si P est orthogonale, alors il en est de même de u et comme l’image d’une base orthonormale par un 
élément de O(E) est orthonormale, f est orthonormale. 

27.6 Etude du groupe orthogonal 

I Remarque 27.13 Soit Ae Mat„ (IR) une matrice orthogonale. Comme A/A = I„ et que det(A) = det( f A), il vient que : 
det(A) = ±1. 
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Définition 27. 14 Groupe spécial orthogonal O J (R) 

Soit une matrice orthogonale A e 0„ (R) . Alors det(A) = ± 1. On définit les sous-ensembles de 0„ (R) suivants : 

0+ (R) = {A e O n (R) | det A = fl} 0“ (R) = {A e 0„ (R) | det A = - 1} 

Les matrices de 0+(R) sont appelées spéciales orthogonales. L’ensemble O J (R) est un sous-groupe du groupe orthog- 
; onal (0„(R),x), 


Démonstration Soient A, B e (IFS) alors A.B 1 est encore élément de O^OR) car ce dernier est un groupe. De plus, avec les 
propriétés du déterminant det (A.B -1 ) = 1 donc A.B -1 e (IR) et 0+ (IR) est bien un sous-groupe de O n (M). 


Proposition 27.23 Critère pour reconnaître les matrices de 0+ (R) 

Soit une matrice orthogonale A e 0„ (R) . Soit un coefficient a/j ^ 0 de la matrice A et A ij le cofacteur associé. 

1 . Si AeOjtR), alors a,y = htj ; 

2. si A e O - (R), alors ctij - -A-ij. 

Démonstration Soit A = j e O n (IR). L’inverse de la matrice A est f A. Cet inverse est aussi donné par f (ComA)/ det A où 
ComA est la comatrice de A (voir section 25. 10.2 page 979). Alors par identification des coefficients dans ces deux matrices, pour 
tout ( i,j ) e IL ni 2 , on a : a- t j = A^/detA. Si Ae O^(IR), alors det A = 1 etaij = Ay. Si Ae 0^(R), alors det A = -1 et a,y = -A jj. 

I Remarque 27.14 En pratique, pour vérifier qu’une matrice AeO„ (R) est spéciale orthogonale, on calcule le déterminant 
An = m\\ et on compare son signe avec celui du coefficient a\ \ . 


Définition 27. 15 0 Isométries directes et indirectes 

Soit une isométrie u g 0(E) d’un espace euclidien orienté E. Alors det(u) = ±1. On dit que u est une isométrie directe 
de E lorsque det(u) = +1, et une isométrie indirecte lorsque det(u) = -1. On note E l’ensemble des isométries directes, 

et O - (E) F ensemble des isométries indirectes de E. L’ ensemble E est un sous-groupe du groupe orthogonal (O (E) , o) . 


Re?narque 27.15 Si e est une base orthonormale de E, et si U est la matrice de l’isométrie u dans la base e, alors 

[u isométrie directe ) <=> (U £ 0„ (R)) 

(0 m 


I Remarque 27.16 Dans un espace vectoriel euclidien orienté, une isométrie directe transforme une base orthonormée 
directe en une base orthonormée directe, (et une isométrie directe transforme une base orthonormée directe en une base 
orthonormée indirecte.) 

I Remarque 27.17 Dans un espace vectoriel euclidien orienté, tout endomorphisme qui transforme une base orthonormée 
directe en une base orthonormée directe est une isométrie directe. 

27.6.1 Etude du groupe orthogonal en dimension 2. 

On considère dans tout ce paragraphe un espace euclidien orienté E de dimension 2. 


Théorème 27.24 0 Etude de 0 J (R) 


1 Les matrices de 0; 

( (R) sont de la forme 

3 

Re = 

( cos0 -sin0) 1 
(sin0 cos0 j 1 

4 L’application 

où 0 £ R. 

2 


j (R,+) — ► (Oj(R),x) 

•H B - Re 

E 

e x % = Re+0' | 

est un morphisme de groupes de noyau 2jtZ. 




Démonstration 
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Ij) Soit A = | ^ e Mat 2 (IR) . On a les équivalences : 

AeO^TO 

<=> A f A = 1 et det A = 1 
a 2 + b 2 =1 

jc 2 + d 2 =1 

ac + bd =0 
ad-bc =1 

Des deux premières équations, on tire l’existence deQetQ'eU tels que : a = cos0, b = sin0, c = cos0' et d- sin0'. La 
troisième équation devient alors : cos0sin0'-sin0cos0' = 1 c ’est à dire sin(0' -0) = 1 et la quatrième devient : cos 0 cos 0'+ 
sin0sin0' = 0 c’est à dire cos (0' - 0) = 0. Il vient alors : 0' = 0 + — [2jt] et on obtient : 

AeOÎ(B)^A=(“ s e e ”o" e 0 | OÙ0ÊR 

2 Cette formule est une conséquence directe du premier point et des formules d’addition pour le cosinus et le sinus. 

D’après la formule précédente, on a : ReR_e = R 0 _e = Ro = h donc Rg 1 = R_ 0 . 

'#} Soient 0, 0' e R. On a : 

<p (0 + 6') = R e+e' = R 0 x R©' = <p (0) cp (0') 

donc cp est bien un morphisme de groupe. On a par ailleurs les équivalences : 

. , (cos0 =1 

4 »(Re) = , 2 '=| sjne =0 -e = 0 [ 2 „, 

donc Kertp = 2jtZ. 


Théorème 27.25 r <? Rotations vectorielles 

Soit E un espace euclidien de dimension 2 orienté et u e E une isométrie directe. Alors il existe un unique 0 e [0, 2 tt[ tel 
que pour toute base orthonormale directe e de E, 


M at z (u) = 


icosG 

(sin0 


-sin0i 

COS0 j 


On dit que u est la rotation vectorielle d’angle 0 et on note u-rq. 


Démonstration C’est une conséquence directe du théorème précédent et du théorème 27.21. 


Théorème 27.26 O Angle de deux vecteurs 

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2 et (U, V) e E 2 deux vecteurs non-nuls. On définit 

- JL - JL 
M- ïür 

Alors il existe une unique rotation r e Oj (IR) telle que v — r(u). Si 0 est l’angle de la rotation 0 e [0,2 tt[, on note 

(ÏÏivj:=0 

l’angle orienté des vecteurs (U,V). On a alors : 

| DetÇU.V) = IIUII IIVII sin0| et |(U|V) = ||U|| ||V|| cos0 | 


Démonstra tion 

| Existence] On applique le procédé d’ortonormalisation de Schmidt 27.9 et on complète les vecteurs u et v en deux bases 
e ~ ( u, u') et d = [v, v') orthonormales directes du plan. D’après la proposition 27.22, la matrice de passage A de e à e 1 est 
orthogonale. Comme les bases sont directes, on a de plus detA= 1. En résumé : A e Oj (IR). Considérons alors l’endomorphisme 
cp de E tel que Mat e /^ e (u) = A. D’après la propriété précédente, (p est une rotation du plan. On a de plus (p (u) = v. 

| Unicité \ Si (p et q>' sont deux rotations du plan envoyant u sur v, alors, avec les notations précédentes, (p ( u) ~ (p' ( u) et comme 
les rotations conservent le produit scalaire et l’orientation, (p (u 1 ) = q>' (u'). Comme les endomorphismes cp et cp' sont égaux sur 
les vecteurs d’une base de E, ils sont égaux sur E : (p = (p'. 
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Enfin, si 0 e [0,2n[ est l’angle de la rotation (p, dans la base e les coordonnées de 


celles de v = q> (w) : 



On vérifie alors facilement que 

Det(U,V) = ||U|| ||V|| Det lu, v ) = ||U|| ||V|| sin0 
(U | V) = ||U|| ||V|| [u\v) = ||U|| ||V|| cos0. 

I Remarque 27.18 On utilise ces formules pour déterminer l’angle entre deux vecteurs. Par exemple dans IR 2 euclidien 
orienté usuel, quel est l’angle entre les vecteurs U = (1, 1) et V = (0, 1) ? 


Théorème 27.27 V Etude de 0 2 (R) 


Considérons la matrice P = (J ^ J e 0 2 (R). L’application 


J 0+(R) 0J(R) 

1 A ;* — ► AP 

est une bijection. Toute matrice de 0 2 (R) est de la forme 




B (sin0 

-cosG) 


Démonstration Laissée en exercice au lecteur. 


Théorème 27.28 O Isométries indirectes et réflexion 

Une isométrie indirecte d’un espace euclidien orienté de dimension 2 est une symétrie orthogonale par rapport à une 
droite, c’est à dire une réflexion. 


Démonstration La matrice d’une isométrie indirecte u dans une base orthonormale e= (e\ , 02) étant de la forme A = | s j na CQS 

et cette matrice vérifiant A 2 = A, on en déduit que u est une symétrie par rapport à Ker ( u - id) parallèlement à Im ( u + id) . Déter- 
minons Ker (w - id). On a, dans la base e : 


U = xe\ + ye 2 e Ker (u - id) 


{ (cosa- 1) x + sina y = 0 
sina x- (cosa+ 1) y = 0 



car on ne peut avoir en même temps sin ^ = 0 et cos ^ = 0 .On en déduit que Ker (w - id) est la droite vectorielle d’équation polaire 



On montrerait de même que U = xe\ + ye 2 e Im (w - id) si et seulement si sin — x + cos — y = 0. Les deux droites vectorielles : 
Ker (u - id) et Im (u - id) sont bien orthogonales et u est une réflexion du plan. 


Théorème 27.29 O Décomposition des rotations 
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2. 

1 Toute rotation de E s’écrit comme composée de deux réflexions. 

2 Réciproquement, tout produit de réflexion est une rotation. 

Démonstration 

l| Soit r une rotation et s une réflexion de E. Posons t = s -1 or. t est une isométrie de E et det t = det (s -1 ) det u = -1, donc t 
est indirecte. En vertu de la proposition 27.28, t est une réflexion et r = s°t est bien la composée de deux réflexions. 

2 Réciproquement, si s et t sont deux réflexions de E alors sot est une isométrie directe de E, c’est à dire une rotation. 
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I Remarque 27.19 Les réflexions engendrent le groupe orthogonal CKE 2 ). Toute isométrie de E 2 s’écrit comme un 
produit de 1 ou 2 réflexions. 

27.6.2 Etude du groupe orthogonal en dimension 3 

On considère dans tout ce paragraphe un espace euclidien orienté E de dimension 3. 

Produit mixte, produit vectoriel 


Proposition 27.30 Déterminant dans une base orthonormée directe 

Soit u, v, w trois vecteurs. Le déterminant de ces trois vecteurs exprimé dans une base orthonormée directe ne dépend 
pas de la base orthonormée directe chosie. 


Démonstration On utilise la formule de changement de base : 

det(xi,...,x n ) = det(ei,...,e n )xdet(xi,...,x n ) 
e’ e' e 

La matrice de passage P e >^ e de e vers <2 est donc aussi la matrice dans la base e de l’endomorphisme qui transforme e en e', donc 
qui transforme une base orthonormée directe en une base orthonormée directe. C’est donc une matrice de 0 + (E). Elle a donc un 
déterminant égal à 1. Doncdet e i (x\ ,...,x n ) =det e (x\ ,...,x n ). Ce qu’il fallait vérifier. 

La propriété précédente permet d’énoncer la 


Définition 27.16 V Produit mixte 

Soit u, v, w trois vecteurs. On appelle produit mixte de ( u , v, w) le déterminant de [u, v, w) exprimé dans une base 
orthonormée directe. On le note [u, v, w]. 


Les propriétés du déterminant permettent d’énoncer : 

Proposition 27.31 
Soit (m, v, w) e E 3 . 

1 [u,v,w] ^ 0 si et seulement si (m, v, w) est une base de E. 

2 [u, v, w] --[v, u, w]. 

3 ur—>-[u, v, w] est une forme linéaire. 


D’après le théorème de Riesz, il existe un unique vecteur x e E tel que V w e E, [u, v, w] — (x \ w). D’où la définition : 


Définition 27.17 2? Produit vectoriel 

Soit u et v deux vecteurs. On appelle produit vectoriel de w et u l’unique vecteur noté u/\v vérifiant Vu/eE, [u, v, w] - 
(ma v | w). 


Les propriétés du produit mixte permettent d’établir 

Proposition 27.32 
Soit ( u , v, w) e E 3 . 

1 MAF = — MAMetMAM = 0. 

2 (U+ V) AW= U/\ W+ V A W. 

3 u a v si et seulement si (m, v ) est bée. 


ainsi que 


Proposition 27.33 


Soit (i,j, k) une base orthonormée directe de E. on a 


• i/\j = k, j a k = i, kr\i- j, 


et si u{x\,y\,z\) et v(x2,y2,Z2), alors ma f(L, M,N) avec 


H m=| zi H 

N =h H. 

\zi Z 2 \ |*1 X 2 \ 

|yi m 
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Sous-espaces stables 


Lemme 27.34 

Soit u une isométrie de E. Il existe un vecteur non nul e e E tel que soit u (e) = e, soit u (e) = -e. 


Démonstration Intéressons nous au polynôme P(X) = det(M-Xid) = 0 et montrons que 1 ou -1 est une de ses racines. P est 
un polynôme à coefficients réels de degré 3 et de coefficient du terme dominant -1. Il vérifie donc lim P = +oo et lim P = 
-oo. P est de plus continue sur IR. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, P admet une racine réelle a e R. On a alors 
det(w-aid) = 0 et Ker(n-aid) n’est pas réduit au vecteur nul. Il existe donc un vecteur non nul e e E tel que w(e) = ae. Mais u 
étant une isométrie, il vient : Il k (e) Il = |a| ||e|| = ||e|| et donc a = ±1. On a ainsi prouvé l’existence d’un vecteur ce E tel que u(e) = e 
ou u{é) = -e. 


Lemme 27.35 

Soit u une isométrie de E et soit e e E un vecteur non nul tel que u (e) = ±e. Considérons D = Vecf(e) et soit H un 
supplémentaire orthogonale à D. Alors : 

1 H est un plan vectoriel. 

2 u{ HJcH. 

3 La restriction du produit scalaire de E à H est un produit scalaire sur H et pour ce produit scalaire, u\\\ est une 
isométrie de H. 

s 

Démonstration 

1 Comme dimE = 3, que dimD = 1 et que H et D sont supplémentaires dans E, il est clair que dimH = 2. 

2 u étant une isométrie, elle préserve le produit scalaire et si xe H alors 

(mW I e) = ± (mW I m(e)) = ± (x | e) = 0 
car H et D sont des sous-espaces orthogonaux et u (H) c H. 

3 II est clair que la restriction du produit scalaire de E à H est un produit scalaire sur H. Notons (• | -)|ii ce produit scalaire sur 
H. Pour tout x, y e H, on a : 

(«|H W I W|H(y))|H = (mW I w(y)) = [x I y) = [x | y) |H 

et u est bien une isométrie de H. 

Application 27.4 Avec les notations des deux lemmes précédents, considérons £3 = — - . On fixe ainsi une orientation de 
D et on a encore u(zz) - ±£3. Le vecteur £3 induit une orientation du plan H. Considérons (£i,£ 2) une base orthonormale 
directe de H. La famille (£i,£2,e3) est une base orthonormale directe de l’espace E. Comme W|h est une isométrie de H, 
d’après le travail effectué dans le paragraphe 27 . 6 . 1 , on a deux possibilités pour M|h : 

- soit c’une réflexion de H par rapport à la droite vectorielle Di = Ker ( u\ \ \ - idn) c H dont un suplémentaire orhogonal 
dans H est donné par D2 = Im(M|n -idn) c H. On peut prendre dans ce cas pour ei un vecteur unitaire qui engendre Di 
et pour £2 un vecteur unitaire qui engendre D2 en sorte que (ei,E 2) soit directe. 

- soit c’est une rotation de H d’angle 0 e IR 

On notera A la matrice de u dans la base (ei,£2,£3) et E(l) = Ker(w-id) le sous-espace vectoriel de E des vecteurs 
invariants par u. 

1 | Cas 1 : u (£3) = £3 et u\n est une rotation | A est de la forme 

( cos0 -sin0 03 
sin0 cos0 0 

0 0 lj 

où 0 £ IR est l’angle de la rotation u\\\ du plan orienté H. On dit que u est une rotation d’angle 0 et d’axe orienté 
D. Si 0 0 [jr], on a : E ( 1 ) = D et sinon u - id et E ( 1 ) = E. 

|§| I Cas 2 : u (£3) = £3 et M|h est une réflexion I Avec les vecteurs £2 et £3 précédemment construits, on a 


0 0'* 

A= 1 0 -1 0 

V0 0 

u est alors une réflexion par rapport au plan Vecf (ei, £3). De plus E ( 1 ) = Vect (ei, £3). 
I Cas 3 : m(e 3 ) = -e 3 et u\n est une rotation I 


0 Wcos0 -sin0 
0 sin0 cos0 


1 cos0 -sin0 0 

sin0 cos0 0 

0 0 -1 ) Vo 0 -ijl 0 

et u est la composée de la reflexion par rapport au plan Vect (£1, £2) et d’une rotation. Dans ce cas E ( 1 ) = {( 
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4 | Cas 4 : w(e 3 ) = -e 3 et u\u est une réflexion | Comme dans le second cas, quitte à bien choisir les vecteurs ei et £2, 
la matrice A est de la forme : 

HO 0 ) 

A= 0 -1 0 . 

VO 0 -lj 

u est alors une symétrie orthogonale par rapport à la droite Vect(ei). Remarquons que u est aussi une rotation 
d’axe Vect (ei) et d’angle ji. Comme dans le premier cas, E (1) = D. 

I Re?narque 27.20 Au regard des 4 formes précédentes pour la matrice A, u est une isométrie directe dans les cas 1 et 4 
et indirecte dans les cas 2 et 3. 

Isométries directes 


Théorème 27.36 Isométries directes en dimension 3 : rotations vectorielles 

Soit une isométrie directe u e E3. On note E(l) = Ker(w - id) le sous espace vectoriel formé des vecteurs invariants par 
u. On a montré que : 

1 . Si u ^ Me, E(l) est une droite vectorielle D = Vect(e3) où £3 est un vecteur de norme 1 ; 

2. Pour toute base orthonormée directe e = (ei,e2,£3) (le troisième vecteur £3 dirigeant l’axe et fixé), la matrice de 
u dans la base £ s’écrit : 



COS0 

-sin0 0\ 

M at e (u) = 

sin0 

cos0 0 

1 

, 0 

0 lj 


On dit que u est la rotation d’axe Vect (63) et d’angle 0. 


I Re?narque 27.21 L’angle de la rotation dépend du choix du vecteur d. Si l’on choisit d' = -d pour diriger l’axe, l’angle 
0 est transformé en son opposé. 

| Remarque 27.22 Ne pas confondre l’angle 0 de la rotation avec l’angle entre les vecteurs x et r(x) ! 


Proposition 27.37 Détermination de l’angle d’une rotation 

Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3, r une rotation et e un vecteur unitaire qui dirige l’axe de cette 
rotation. Ce vecteur e définit une orientation du plan H = Vect d L et donc de l’angle 0 de r. Soit x e H : 


Démonstration Si x = 0 le résultat est évident. Supposons que x 7 0. On peut, sans perdre en généralité, supposer de plus que 
x est unitaire. Posons y = e a x. y est un vecteur orthogonal à e et est donc élément de H. La famille (x,y,e) forme une base 
orthonormale directe de E et la matrice de r dans cette base est 

( cos0 -sin0 0\ 
sin0 cos0 0 . 

0 0 lj 

L’image de x par r est donc le vecteur : 

r (x) = cos0.x + sin0.y = cos 0.x + sin0.e a x. 

| Re?narque 27.23 Cette proposition donne un moyen pratique de déterminer les éléments caractéristiques d’une rotation : 

Plan 27.2 : | Pour déterminer les éléments caractéristiques d’une rotation | 

Déterminer 1 ’axe D de la rotation : c ’ est 1 ’ ensemble des vecteurs invariants. 

2 Chercher un vecteur de D unitaire. Il définit une orientation sur le plan P = Vect(d) x . 

Déterminer un vecteur ei e P, vérifiant id\e\) -0. 

4 Poser £2 = d a £| . Alors (ei,£ 2, d) est une base orthonormale directe de l’espace. 

Calculer r (ei) et le décomposer sur ei et £2 : 

r(£i) = cos0£i +sin0£ 2 

On en tire cos0 et sin0 et donc l’angle de la rotation. 
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Figure 27.5 - Détermination de l’angle 0 d’une rotation 


I Remarque 27.24 On peut également utiliser les remarques suivantes pour étudier une rotation u donnée par sa matrice 
A dans une base quelconque : 


Plan 27.3 : | pour étudier une rotation u donnée par sa matrice A | 

1 On vérifie que A e Oj (IR) en montrant que la matrice A est orthogonale et en montrant que det(A) = +1 (il 
suffit de comparer a\\ et An). 

2 On sait que dans toute base orthogonale directe de la forme e = (ei,E 2 , d), 

( cos0 -sin0 OA 
sin0 cos0 0 

0 0 lj 

Alors les matrices A et U sont semblables et par conséquent, Tr(A) = Tr(U) d’où l’on tire 
| 2 cos 0 + 1 = Tr (A) | 

3 On détermine l’axe de la rotation en cherchant les vecteurs invariants : Vect(cf) où d est un vecteur unitaire. 

Cela revient à résoudre un système homogène 3x3. 

4 On détermine un vecteur £1 unitaire orthogonal à d et on calcule 

Det{ei,u(ei),d) 

Comme ce produit mixte est indépendant de la base orthonormale directe choisie pour le calculer, en intro- 
duisant (sans le calculer) E 2 tel que e = (ei, £ 2 , d) soit une base orthonormale directe, 

Il cos0 0| 

Det(£i, m(ei), d) = 0 sin0 0 = sin0 
|o 0 l| 

5 On obtient donc : 

| sin0 = Pet(Ei, m(ei), d) | 

et l'on en tire l 'angle b de la rotation. 

Exemple 27.5 Dans l’espace IR 3 orienté euclidien usuel, on considère l’endomorphisme de matrice 

-y/2 v^-n 

2 -y/2 

s/2 1 + ^2) 




2 ^[s/2 


y/2 


dans la base canonique. On va reconnaître cet endomorphisme et préciser ses éléments caractéristiques. On flaire une 
isométrie : On calcule la norme du premier vecteur colonne 

— ï — — (1 + 2\/2 + 2 + 2 + 2 - 2 1/2 + 1 ) = 1 . Itou pour le deuxième — ^—(2 + 4 + 2 ) = 1 . Le produit scalaire de ces 
(2^2) * 2 i (2s/2) 2 

deux vecteurs colonnes égale ■=— (- s/2 - 2 + 2s/2 + 2- y/2) = 0. Le produit vectoriel de ces deux vecteurs colonnes 

(2v/2) 2 


1 pour coordonnées 


2 — 2(y / 2— 1 ) 

(2y/2) 2 


J_ 4-2^2 _ \/2-l -(y/2-V,y/2-y/2(l + y/2) _ 1 -2+y/2-y/2-2 

2y/2 2y/2 ~ 2y/2 


{2y/2) 2 


’ 2y/2 


2y/2 
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-y/2 2(1 + s/2) + (s/2) 2 

2s/2 


1 2 + 2s/2 + 2 y/2+1 

2s/2 ' 


(2v / 2) 2 2^ 2\/2 

On retrouve bien le troisième vecteur colonne. On a donc une isométrie positive. C’est donc une rotation d’angle 0. 
4 + 2\/2 _ 

Comme la trace égale =— = V2+ 1 = 1 + 2cos0. Donc cos0 = — . 

2s/2 2 

(1 + v/2) x -v/2 y + 0/2-1) z = 2y/2 x 

s/2 x +2 y -s/2 z = 2s/2 y 

(s/2-1) x +s/2 y (1 + V2) z = 2s/2 z 

(1-V2) x -s/2 y +(\/2-l) z - 0 

s/2 x +(2-2s/2) y -s/2 z =0 . On prend, par exemple, d - (-^,0, -^j. 

[ (s/2- 1) x +s/2 y (l-s/2) Z =0 

Le vecteur /(0, 1,0) lui est orthogonal et appartient donc au plan de rotation. Son image est r(j) - (-1, /p, |j. Enfin 
j A r(j) = (|,0, \) = ^ d . Donc sin0d = ^ d . 


Pour trouver l’axe, on résout le système 


Soit < 


Remarque 27.25 II n’est pas compliqué de comprendre pourquoi c’est sin0d qui est un invariant de la rotation (et 
pas sin0). Le vecteur d oriente le plan de rotation. Pour faire simple, il donne la direction du "haut". En changeant d en 
-d, on intervertit le "haut" et le "bas", on regarde le plan de l’autre côté, et donc on voit la rotation tourner "dans l’autre 
sens". Ceci a pour effet de changer sin0 en son opposé. 

Résumons l’étude précédente : 


Théorème 27.38 7? Classification des isométries en dimension 3 

Soit un endomorphisme orthogonal u e O(E). On note E(l) = Ker(u - id) le sous-espace formé des vecteurs invariants. 
Selon la dimension de E(l), on a la classification suivante : 


| dimE(l) | det(u) | ne \ Nature de» 


3 

1 

0 + (E) 

id 

2 

-1 

0“(E) 

Réflexion s H 

1 

1 

0 + (E) 

Rotation autour d’un axe r (dont les demi-tours) 

0 

-1 

O-(E) 

Composée d’une rotation et d’une réflexion 


Dans le dernier cas, u = r o sh, où le plan H invariant par la réflexion est orthogonal à l’axe de la rotation r. 


Remarque 27.26 Si Ae O3 (IR), alors det(-A) = -det(A) — 1. Donc la matrice -A est spéciale orthogonale. On se 
ramène à l’étude précédente. On peut également résumer la classification des isométries de E3 de la façon suivante : 

- Isométries directes : ce sont des rotations d’axe une droite vectorielle. (Les symétries orthogonales par rapport à une 
droite sont des rotations d’angle tt, et on convient que idE est une rotation d’angle 0) ; 

- Isométries indirectes : elles sont de la forme - r^g où ro,e est une rotation par rapport à une droite vectorielle D (avec 
l’identité). On a alors u - - ro e = ro.e+n ° s D ± . 


re+n(x) D r 9 (x) 



Figure 27.6 - Isométrie indirecte avec E(l) = {OeI 


1082 



Remarque 27.27 On montre qu’une rotation vectorielle rn.e s’écrit comme produit de deux réflexions Sh et Sh' avec 
H n H' = D. Alors toute isométrie de E 3 se décompose comme un produit de réflexions. Par conséquent, les réflexions 
engendrent le groupe orthogonal O (E 3 ). 


En résumé 

Les différentes définitions données dans ce chapitre doivent être connues avec précision. Il ne faut être préçis et rigoureux 
quand on vérifie qu’une forme bilinéaire est un produit scalaire et il ne faut bien entendu omettre aucun axiome. Il faut de 
plus parfaitement connaître : 

1 Les inégalités de Schwarz et de Minkowski. 

Le théorème de Pythagore. 

H La notion de base orthogo(nor)nale et Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt. 

0 Les notions de sous-espaces orthogonaux, de projections et de symétries orthogonales. 
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27.7 Exercices 


27.7.1 Espaces préhilbertiens réels 

Exercice 27.1 i 

Soit l’espace E = Ri [X] muni du produit scalaire 

(P|Q)=j%(t)Q(t)dt 

1. Montrer que (. | .) définit un produit scalaire sur E 

2. Trouver une base orthonormale e de E 

3. Trouver les coordonnées du vecteur P = X + 1 dans e. 


1. On vérifie facilement les axiomes définissant un produit scalaire. De plus, si V - aX+ b et si Q = a'X + b' alors 
(P | Q) = aa" + ab' + a! b. 

2. On note eo - 1 et ei - X les deux vecteurs de la base canonique. On redresse cette base à l’aide du procédé de 
Schmidt. Il vient tout d’abord eo - eo puis on calcule êi = e\ - (e 0 | ei)eo =X-l/2 etei = ê \ / ||ê| || =2/5(2X- 1). 

3. Comme la base e est orthonormale, on calcule (P | eo) = 1 et (P | Ei) = 1/15 donc les coordonnées de P dans e sont 
(1,1/15). 


Exercice 27.2 ■ 

Dans l’expace vectoriel R 4 muni de son produit scalaire usuel, on considère les vecteurs V\ = (0,3, 1,-1) et V2 - 
(1,2, -1,1). Soit F le sous-espace vectoriel engendré par ces deux vecteurs. Déterminer un système d’équations de F x 
puis une bon de F 4 -. 


Solution : Soit un vecteur X = (x, y, z, t) e R 4 . Alors 

X e F x •<=> (X | i>i) = (X | V2) = 0 <=> (3 y + z-t-0etx + 2y-z+t-0) 

On a donc trouvé un système d’équations de F x . On calcule ensuite une base de F x : ei — (0,0, 1, 1), e2 - (-5, 1,0,3). On 
redresse cette base en utilisant l’algorithme de Schmidt : ei = (l/\/2)(0, 0,1,1), £2 = (v / 2/v / 61)(-5, l,3/2,3/2) et alors 
(ei,E2) est une bon de F x . 


Exercice 27.3 ■ V 

Soit E un espace préhilbertien réel, et B = (ei, . . . , e n ) un système de vecteurs de E de norme 1 tels que : 
VxeE, x = £ (x | e k ) .e k 


1. Montrer que si i j, alors (e,- 1 ey) = 0 

2. Montrer que B est une base orthonormale de E. 


Solution : Soit i e [1, n). On écrit 

e; = Y. ( e i I e k ) -«k => (Ci I e t ) = ^ (e ; | e k f + (e/ 1 ef) 2 ==> ^ (e, | e k ) 2 = 0 

fc= i ut m 

(car || a || = 1 ). Donc \/i^k, (e, | e k ) = 0. Le système est donc formé de vecteurs orthogonaux deux à deux. Il est donc 
libre d’après le cours. Par définition, il est générateur, c’est donc une base orthonormale. 


Exercice 27.4 

Soient E un espace préhilbertien réel et une application f: E >-<■ E vérifiant /(O) -0 et 
V(x,y)eE 2 , ||/(x)-/(y)|| = ||x-y|| 

1. Montrer que V(x,y) e E 2 , ||/(x)|| = ||x|| et (/(x) | /(y)) = (x | y). 

2. Calculer ||/(Àx + |ay) - À/(x) - |i/(y) II 2 et en déduire que l’application f est linéaire. 
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Solution : 

1 . Faire x - 0 et utiliser 1 ’ identité de polarisation. 

2. En développant et en utilisant 1. , on trouve que cette quantité est nulle. 


Exercice 27.5 ■ Z> 

Pour deux matrices A, B g 97t„(IR) on définit : 

(A | B) = Tr (A f B) 

1 . Montrer que (. | .) est un produit scalaire sur 1 ’ espace des matrices carrées E = ÜJl n (IR) . 


2. Montrer que l’ensemble des matrices symétriques et l’ensemble des matrices antisymétriques forment deux 
sous-espaces orthogonaux pour ce produit scalaire. 

3. Déterminer la projection orthogonale d’une matrice A sur 1 ’ espace des matrices antisymétriques. 


Solution : 

1. Si A- {{ciijY) et B = {{bij)), on calcule 

(A | B) — 7. 7, a- t j bij 

Donc (A | A) = Li ^i,j^n a ^j- On en déduit que (. | .) est positive et définie. La bilinéarité et la symétrie ne posent 
pas de problèmes. 

2. (A | B) = Tr (A f B) = Tr(AB) = Tr( f (A f B)) = Tr(B f A) = Tr('AB) = -Tr (AB) et on en tire que (A | B) = 0. Par con- 
séquent, les sous-espaces formés des matrices symétriques et antisymétriques sont orthogonaux : 

2Jt„(IR) = .vf n {U) ® 


3. On reprend la décomposition d’une matrice quelconque en une somme d’une matrice antisymétrique et d’une 
matrice symétrique vue en cours : 

A=i(A- f A) + i(A+ f A) 

Alors le projeté orthogonal delà matrice A est la composante antisymétrique : p(A) - ^ (A - f A) . 


Exercice 27.6 

Soit M G 0JI„ (IR) . Montrer que 


(VX G WÎ„1 (IR), f XMX = 0)<=> ( f M = -M) 


| Solution : Transposer, et calculer f (X + Y)M(X + Y). | 

Exercice 27.7 Ç 1 

Soit E un espace euclidien et S = (e\, . . . , e n ) un système de vecteurs unitaires tels que : 

VxgE £ [x\e k ) 2 = \\x\\ 2 
k= 1 

Montrer que S est une base de E. 

Solution : Soit x g Vectfei , . . . , en) 1 . On a £ (x \ e^) 2 = ||x|| 2 . Comme tous les ( x \ eLi sont nuis, on a\\x\\ 2 = 0 et donc 

x-0. Donc Vect(ei, . . . , e,,) 1 - {0} et donc Vect(ei , . . . , e n ) - E. S est donc une famille génératrice de E. 

D’autre part, soit i g {l,...,n}. On a ^ (e, | e*;) 2 = \\ei\\ 2 , donc ^ (e; | e/J 2 - 0, donc pour k / i, (e* | e0 2 — 0. S est 
k=l k^i 

donc orthogonale. A fortiori elle est libre. 

Exercice 27.8 Ç? 

Soit E un espace euclidien, et F, G deux sev de E. Montrer que 
1. (F + G) x = F i nG i 
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2. (FnG) x =F x +G x 

3. E = F®G<^E = F X ®G X 


1. Soit x e (F + G) x . On a Vy g F, Vz e G, (x,y + z) - 0. En particulier pour z = 0, ce qui donne x g F x et pour y = 0, 
ce qui donne ieG 1 . Donc ieF 1 n G x . On a donc (F + G) x cF x n G x . 

Dans l’autre sens. Soit x e F i nG 1 . Soit (x, y) e F x G. Comme x g F 1 , on a (x,y) = 0, comme xeG 1 , on 
a (x, z) - 0. En additionnant on a, grâce à la linéarité par rapport à la deuxième variable, (x, y + z) = 0. Donc 
xe (F + G) x . On a donc F i nG i c(F + G)- 1 . 

2. On pose F' = F x et G' = G x . D’après la propriété précédente, on a (F' + G') x = F' x n G ,x . Or F' x = F et G' x = G. 
Donc (F' + G') x =FnG. En prenant l’orthogonal de cette égalité : F'+& = (FnG) 1 , soit F x + G X = (FnG) x . 

3. Supposons E = F ® G. D’après la première question, en écrivant E = F + G, on a F x n G x = (F + G) x = E x = {0}. 
D’après la deuxième question, en écrivant (F n G) = {0}, F x + G x = (F n G) x = {0} x = E. 

Dans 1 ’ autre sens, on applique 1 ’ implication précédente pour F' = F x et G' = G x . 


Exercice 27.9 <2 i 

Soit (p une forme linéaire sur DJl n (IR) . Montrer qu ’il existe une matrice B g ÜJl n (IR) telle que : 
V A G ajl„ (IR) ip(A) = Tr (B A) 


Solution : On sait que la forme bilinéaire définie pour tout A, B g 9Jt„ (IR) par (A, B) >— • (A | B) = Tr (A X B) = Tr ( f BA) est 
un produit scalaire. Soit <p une forme linéaire sur 2Jt„(IR). D’après le théorème de Riesz, il existe Ë g 9Jt„(IR) tel que 
VA g 9Jt„([R) (p(A) = Tr( r ËA). Il existe donc bien un matrice B g 9JÎ„(IR) vérifiant la propriété indiquée, il s’agit de 

B = f Ë. 


Exercice 27.10 IW H 
Soit || *|| une norme euclidienne sur E. 

1. (Re)démontrer l’égalité de la médiane : 

Vx,y g E, ||x + y|| 2 + ||x- y|| 2 = 2(||x|| 2 + ||y|| 2 ). 

2. En déduire que Vx.y.z g E, ||x + y + z|| 2 + ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z|| 2 = ||y + z|| 2 + ||z + x|| 2 + ||x + y|| 2 


Solution : Ona ||x + y|| 2 = ||x|| 2 + 2x.y+ ||y|| 2 
et || x — y|| 2 s ||x|| 2 — 2x.y + ||y|| 2 , d’où 
l|x + y|| 2 + 1| x — y|| 2 = 2(|| x|| 2 + ||y|| 2 ). (1) 

Soit x, y, z g E, On apphque (1) pour x + y et z : ||x + y + z|| 2 + ||x + y-z|| 2 = 2||x + y|| 2 +2||z|| 2 

De même, en appliquant (1) pour y + z et x, ||x + y + x|| 2 + || - x + y + z|| 2 = 2||y + z|| 2 + 2||x|| 2 
De même, en appliquant (1) pour z+ x et y ||x + y + x|| 2 + ||x-y+ z|| 2 = 2||z + x|| 2 + 2||y|| 2 
On additionne les six égahtés membre à membre, 

3||x+y+z|| 2 + ||x + y-z|| 2 + ||-x+y + z|| 2 + ||x-y + z|| 2 = 2||x|| 2 + 2||y|| 2 +2||z|| 2 + 2||x+y|| 2 + 2||y + z|| 2 + 2||z + x|| 2 (2) 

De même, en appliquant (1) pour x- y et z : ||x-y + z|| 2 + ||x-y-x|| 2 =2||x-y|| 2 + 2||z|| 2 . 

De même, en appliquant (1) pour y - z et x : ||x + y-z|| 2 + 1| -x + y-z|| 2 =2||y-z|| 2 + 2||x|| 2 . 

De même, en appliquant (1) pour z- x et y : || -x + y + z|| 2 + 1| -x-y + z|| 2 =2||z-x|| 2 +2||y|| 2 . 

On additionne les six égahtés membre à membre, en remarquant que 
l|x + y-z|| 2 = || -x-y + z|| 2 , que 
||x-y-z|| 2 = || -x + y + z|| 2 et que 
\\x-y + z\\ 2 - || - x + y- z|| 2 , on obtient, 

2||x + y- z|| 2 + 2|| - x + y + z|| 2 + 2||x-y + z|| 2 = 2||x|| 2 +2||y|| 2 + 2||z|| 2 + 2||x-y|| 2 + 2||y - z|| 2 + 2||z-x|| 2 
Soit 

llx + y-z|| 2 + || - x+y + z|| 2 + ||x-y + z|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z|| 2 + ||x-y|| 2 + ||y-z|| 2 + ||z-x|| 2 
Soit, en reportant dans (2) 

3||x+y+z|| 2 + ||x|| 2 + ||y|| 2 +||z|| 2 + ||x-y|| 2 +||y-z|| 2 + ||z-x|| 2 = 2||x|| 2 +2||y|| 2 +2||z|| 2 +2||x+y|| 2 +2||y+z|| 2 +2||z+x|| 2 
Soit 

3||x + y + z|| 2 + ||x-y|| 2 + ||y-z|| 2 + ||z - x|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z|| 2 + 2||x + y|| 2 + 2||y+ z|| 2 + 2||z + x|| 2 
En additionnant II x + y|| 2 + ||y + z|| 2 + || z + x|| 2 à chaque membre : 

3||x+y+z|| 2 + ||x-y|| 2 + ||x + y|| 2 + ||y-z|| 2 + ||y + z|| 2 + ||z-x|| 2 +||z + x|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z|| 2 + 3||x+y|| 2 + 

3||y + z|| 2 + 3||z + x|| 2 

En appliquant trois fois l’égalité (1 ) dans le membre de gauche : 
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3||x + y + z|| 2 +4||x|| 2 + 4||y|| 2 + 4||z|| 2 = ||x|| 2 + ||y|| 2 + ||z|| 2 + 3||x + y|| 2 + 3||y + z|| 2 + 3||z + x|| 2 
Soit 3||x + y + z|| 2 + 3||x|| 2 + 3||y|| 2 + 3||z|| 2 = 3||x + y|| 2 +3||y + z|| 2 + 3||z + x|| 2 . 

D’où le résultat en divisant par 3. 

Exercice 27.11 W I 

Soit un espace préhilbertien réel E et deux vecteurs x,y e E. 

1. Développer l’expression 

| ||y|| 2 .x- (x | y) .y|| 2 

2. Retrouver l’inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que le cas d’égahté. 

Solution : En développant, on trouve 

llyll 4 llx|| 2 — 2 (x | y) 2 ||y|| 2 + (x | y) 2 ||y|| 2 ^ 0 
Donc si y / 0, en divisant par ||y|| 2 , on retrouve Cauchy-Schwarz : 

(x|y) 2 «||x|| 2 ||y|| 2 

avec le cas d’égalité qui correspond à ||y|| 2 x = (x | y) y, ce qui implique que (x, y) est un système hé. 

Exercice 27.12 W 

Soit E un espace préhilbertien réel et f, g : E — » E deux applications telles que : 

V (x, y) e E 2 (x | /(y)) = (g(x) | y) 

Montrer que f et g sont linéaires. 

Solution : Soit x, x', y e E, À, (a e R 2 , ou a (g(Ax + |ax') | y) = (Ax + |ax' | /(y)) = A (x | /(y)) + |i (x' | /(y)) = A (g(x) | y) + 
H (g(x') | y) = (Ag(x) + ng(x') | y) . On en déduit donc que (g(Ax + pxf) - (Ag(x) + |ig(x')) | y) ceci pour tout y e E. Donc 
g(Ax+|ax')-(Ag(x) + |ig(x')) est orthogonal à tout l’espace E, c’est donc le vecteur nul, ceci pour tous x,xf e E, A, |_i £ R 2 . 
C’est bien dire que g est linéaire. Idem pour f. 


Exercice 27.13 IW H 
1 . Soit E un espace euclidien et f e L(E) tel que 

V(x, y) £ E 2 (x | y) = 0 => (/(x) | /(y)) = 0 
Montrer qu ’il existe a > 0 tel que 

Vx.yeE (/(x) |/(y)) = a(x| y) 


2. Si f e GL(E) vérifie: 


V(x,y) e E 2 non-nuE 
montrer qu’il existe a > 0 tel que : 


(/mi m ) 

Il /Mil II /(y) Il 


(*iy) 
11*11 llyll 


VxeE, ||/(x)||=a||x|| 


Solution : Soit u et v deux vecteurs unitaires. On a [u + v\u - u) - || u\\ 2 - || v\\ 2 - 0. On en déduit que 

[f[u + v ) | f(u - u)) =0 et donc ||/(w)|| 2 = \\f[v)\\ 2 . Donc tous les vecteurs unitaires u ont des images qui ont la même 

norme. Appelons [5 cette norme commune. Soit x / 0, on pose u = -jpy on a || u\\ = 1, donc P = \\f[ü) || = || f j || = 
— - ||/(x) || . D’où || /(x) || = P II x || égalité qui reste vraie pour x - 0. Avec la formule de polarisation, on en déduit que 

C/M I /(y)) = \ (ll/C^: + y) II 2 - Il /Mil 2 - ll/MII 2 ) = \ (p 2 ||x + y|| 2 -p 2 ||x|| 2 -p 2 llyll 2 ) = p 2 (x | y). D’où le résultat en 
prenant a = a/P- 

Exercice 27.14 ■ W I 

Sur l’espace des polynômes à coefficients réels de degré inférieur à 2, E = R 2 [X], on définit 
(P | Q) =P(1)Q(1) + P(0)Q(0) +P(-1)Q(-1) 

Montrer qu ’il s ’ agit d’un produit scalaire, et trouver une base orthogonale pour ce produit scalaire. 


1087 


Solution : La seule difficulté consiste à montrer que (. | .) est défini. Si un polynôme P e IR 2 [X] vérifie (P | P) = 0, 

alors P(l) = P(0) — P(-l) = 0, et donc le polynôme P admet trois racines distinctes. Comme deg(P) 2, P = 0. Pour 
trouver une base orthonormale, on utilise l’algorithme de Schmidt en redressant la base canonique (1,X,X 2 ) de R 2 [X] . 
On calcule ||1|| = v^3 et donc e 1 = l/\/3. Ensuite, on cherche f 2 sous la forme fi =X-Àei avec la condition (ei | fa ) = 0. 
On trouve que À = (X | £ 1 ) = 1 + 0 - 1 = 0, d’où f 2 - X et puisque ||X|| = \[2, e 2 = XI y/ 2. Ensuite, on cherche fa - 
X 2 - ÀEi - |iE 2 avec les conditions À = (X 2 | ei) -21 y/3 et p- (X 2 | E 2 ) = 0 d’où fa - X 2 - 2/3. En normalisant, on trouve 
e 3 = (v / 3/v / 2)(X 2 -2/3). 


Exercice 27.15 IW H 

Soit (. | .) un produit scalaire sur IR", e la base canonique de IR" et A la matrice de ce produit scalaire dans la base 
canonique. 

1 . Lorsque n-2, montrer que Tr (A) > 0 et det(A) > 0. 

2. Lorsque nè* 3, montrer que Tr (A) > 0 et det(A) > 0 . 

3. Montrer que V p ^ 2, A p est une matrice symétrique définie positive (et donc qu ’ elle définit également un produit 
scalaire sur IR"). On distinguera les cas p pair et impair. 


Solution : 


A - 


f(ei I efa 
\(e 2 I ei) 


Par conséquent 


Tr (A) = || ei || 2 + || e 2 II 2 > 0 det(A) = || 4 || 2 || e 2 || 2 - ta I e 2 ) 2 > 0 


En effet, par Cauchy-Schwarz on obtient det(A) ^ 0 et si det(A) = 0, les vecteurs ei,e 2 seraient liés ce qui est faux. 
2. Utilisons le théorème de Schmidt : il existe une base e orthonormale. Alors la matrice du produit scalaire dans 
cette base vaut I„. D ’ après les formules de changement de bases pour les matrices de produits scalaires, en notant 
la matrice de passage P = P E „ e , on a 

A - r PI„P = f PP 

et alors det(A) = det(P ) 2 > 0 (car P est inversible). D’autre part. 


Tr(A)=f>J 2 


>0 


3. La matrice A" est symétrique et inversible : si X e Ü7t n \ (IR) vérifie AX = 0, alors ( XAX -0 et donc X-0 puisque A 
est définie. Donc det(A") = det(A)" / O et donc A" est aussi inversible. 

(a) p = 2k: Soit XeOT„i(i). 

a = t XA 2k X = *(A*X)I„(A fc X) 

et donc puisque (A fc X) e DJt n \ (IR) et que I„ est définie positive, a = 0 .De plus, si t XA 2k X = 0, il vient alors 
que A k X -0 et puisque on a vu que A k était inversible, X-0. Donc A 2k est définie positive. 

(b) p — 2k+l : soit X e 97l n i TO • 

a = f XA 2fc+l X = 1 (A k X)A(A k X) 

et par le même raisonnement, puisque A est définie positive, on trouve que a ^ 0 donc que A 2k+1 est positive 
et que si t XA 2k+1 X = 0, alors A k X = 0 et que X-0 (car A k est inversible). Donc A 2k+i est également définie. 


Exercice 27.16 IW H 

Dans un espace euclidien de dimension n, on dit qu’une famille ta) i^ n de vecteurs normés est |i -presque orthogo- 
nale (p > 0) si et seulement si pour tous réels (ai, ... , a n ) e IR", on a 

^îw Z *||f.«.*:| |%f>> 2 

1. Montrer que la famille [x{] i^ n est une base orthonormale si et seulement si c’est une suite 1 -presque orthog- 
onale. 

2. Montrer qu ’une famille p-presque orthogonale est libre. 

| Solution : \ 


a. Si (X;)is:j«çn est une base orthonormale, alors on a || X jc ( - | = £f =1 (a,) 2 et donc (x ( -)i est 1 -presque orthog- 
onale. 2 

Dans l’autre sens, on suppose que (Xj-Ji^n est 1 -presque orthogonale. On a donc || X a/x,- 1| = En 

écrivant 4(x, y) - || x,- + xj || 2 - || x< - Xj || 2 = l 2 + 1 2 - (l 2 + (-1) 2 ) = 0. Cette famille est donc orthogonale. 

b. On considère une combinaison linéaire nulle des (x/) îm^n : X a,- = 0. On en déduit que X (a,-) 2 « |a|| X a ‘ x ‘ || = 
0, donc V i e {1, . . . , n}, ai - 0. La famille (x,) i^ n est donc libre. 

Exercice 27.17 IW H 

Dans un espace euclidien E, montrez qu ’il existe une base e = e n ) formée de vecteurs unitaires vérifiant : 

V(i,j')e[l,«] 2 , iïj=> ||e; - ej\\ = 1 


Solution : On remarque que 1 = || e,- - ey || 2 = 1 + 1 - 2(e; | ej), donc on doit avoir nécessairement (e,- 1 ej = | pour 

i t j. 

On considère une base orthonormale (w;)j«çi«ç n . On cherche les et sous la forme bei + Y aej. Pour i / j, on a (e,- 1 e|| = 

jïi 

(n-2)a 2 + 2ab et || e* || 2 = [n- l)a 2 + b 2 . On cherche donc à résoudre en nombresréels j _ j 

Par soustraction on en déduit b 2 + a 2 - 2ab - donc on peut prendre par exemple b - a+^, puis na 2 + a\J 2 + 1 = 1 
— \/2 4- \/2n 4- 2 s/2n 4- 2 

donc on peut prendre a et a- . Reste a venner que ces nombres conviennent. 


Exercice 27.18 BW H 

Soit E un espace euclidien, et x\, x n e E, ai, . . . , a„ e IR. Montrer que 


llaixi + ■ ■ ■ + a n x n || 2 « £ |oq I 2 L II x i 


Solution : On développe : 

llaixi + ••• + a„x,J 2 = [ X oqxi Y UjXj ] - X ata/ (xt ) x/) XI X |“ia/| Mfx/L 

v-i l;=i / id=i i.j = i L/=i 

grâce à l’inégahté de Cauchy-Schwarz. Maintenant, soit S = {1, . . . , n} 2 , on a Xi !«/«/ 1 II x z - 1| ||Xj || = X u o v a en posant, 

i,j= 1 <reS 

pour o = (i,j) e S, u G - |cq| ||x ; || et v a = [ cxy 1 1| x,- 1| . En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, cette fois dans IR” , on a 
Y UaVa^ Y M a X v o\ ■ Or Y u o - X v o - X! ü |a,| 2 l|x ; || 2 . D’où Linégaiité demandée. 

aeS V CTeS i l creS / creS creS i=l 7=1 


Exercice 27.19 IW ■ 

Soit O une injection de N* dans N* . Démontrer que V « e N, 



En déduire que 


.. a mi 


4-00. 


Solution : On commence par écrire l’inégahté de Cauchy-Schwarz : 


„ / / , \l/2 / \ 1/2 

,orX^4- 


Vôîfc) 

que les p, 1 « p « «. Ou eu 


Si fc2 j 


^ O(fc) j 


fc =! ^ p 


Y —■ En effet les ®(fc), sont plus grands 


déduit Y ^ < | X x | Y ^ j , après simplification par |x “j 
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au carré, on obtient le résultat. 

La suite ^ ~vy~ est croissante. Déplus, comme ln(l + ^ j, on en déduit : 

k= 1 k 

Y -jj- £ ln fl + -) = ln(u+ 1 ) -lnl =ln(ra+ 1 ). D’où le résultat. 

k = î k k= î v fc; 

Exercice 27.20 ■ 

Soit a\,...,a m m nombres réels strictement positifs. Démontrer que 
Y nal 

1 



Solution : D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 

(JH 

1 n = 1 n= 1 n 

Ensuite 

^,1 dx 

r m dx 

^ ^ 1 + J i — ^1 + 

J 1 \fx 

= l+ 2 ( v / m-l) = 

2\[m- \ <2 \fm. 


Exercice 27.21 l 

Soit / une fonction [0; 1] — IR continue, n > 0 un entier naturel fixé tel que /J (1 - x n )f{x) dx - 0 Montrer que : 
(2 n + 2 /(x) dx ) 2 « j\fM) 2 dx. 


Solution: SurE = ^°([0, 1],R) on définit un produit scalaire par (f \ g) = /J /(x)g(x) dx. 

On veut donc montrer que, si f satisfait (l - x” | /) = 0, alors (2n + 2) (l | /) ^ (/ I /). 

On note V = Vect(l,x”). Si / appartient à V x , aiors ie résultat est immédiat. Si f appartient à V, aiors /(x) = a + bx n . 
La condition (l | /) = 0 se traduit par (1 - x”) ( a + bx n ) dx = 0, soit a + - yjfy - = 0 donc a-rfpi = b (”ti)~( 2 ra+i) 

d’où b - ~(2n+l)a. 

Sous cette condition, fin + 2) (l | f) 2 = [2n + 2) (a - (2 ”+* )a ) = [{n + 1 ) - (2tî + 1 )) 2 = et 

(f\f) = a 2 (l- 2 ^±^ + ( 2 rc+l)) - ^(( 2 n + 2){n + 1) - 2{2n + 1» = Là encore l’inégalité (2n + 2)[l\ff « 

(/ 1 /) est vérifiée. 

M a intenant E = V® V 1 , donc si f vérifie (l -x" | f) - 0, alors f - g + h avec g G V et h e V 1 . On a encore (l | /) = 
(1 1 g) + (1 1 h) = (1 1 g) puisque h G V x . 

Donc ( 2n + 2 ) (l | f) 2 = (2 n + 2 ) (l | g ) 2 « (g I g) « (g I g) + [h \ h) « (/ 1 /) d’après la relation de Pythagore. 


27.7.2 Projections orthogonales 

Exercice 27.22 IÇ> ] 

Trouver le réel a qui minimise f 2 (lnx- ax} 2 dx. 

Solution : Le plus simple est de développer : f[a) - A a 2 + 2B a + C, avec A = f 2 x 2 dx = y, B = - f 2 xlnx dx = 

r , 2 i 2 2 ? B 4 — ^ hl 2 

-^lnx®^- -2ln2 et C - fj (lnx ) 2 dx. Comme A> 0, / présente un minimum pour a - — = = = 

1 A - 

24ln2-9 

28 
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Exercice 27.23 I 

Soit (E, (. | .)) un espace préhilbertien réel, et p, q deux projecteurs orthogonaux. Montrer les équivalences : 
(i) p + q est un projecteur orthogonal 
(ïi) VxeE, (p(x) | <f(x)) = 0 

(iii) poq - qop = 0 

(iv) lm p lïm q 


Solution : (p + q) 2 - (p + q) => poq + qop = 0. On compose par p à gauche, et poq = qop - 0, d’où ( i ) => (i i i). 

(iii) => (H) : p(x) e lmp c Ker q, et q(x) e Im q. Comme Keiq _L Im q, (p(x) | q(xj) = 0. (ii) => («» : évident. 

(iv) => (i) : [pq(x) \ pq(x)) = (g(x) | ppq(x)) - 0, de même pour qop(x). Donc poq = gop - 0, et p+q est un 
projecteur. Comme [(p + q)(x) \ÿ)-[x\(p+ q)(y)), c’est un proj. orthogonal. 

Exercice 27.24 

Sur l’espace E = (R„[X], on définit pour deux polynômes (P,Q) e E 2 , 

(P I Q) = f 1 tP(t)Q(t) dt 
J o 

1 . Vérifier que c ’ est un produit scalaire. 

2. Déterminer une base orthonormale du sous-espace F = IR 2 [X] pour ce produit scalaire. 

3. Déterminer le projeté orthogonal du polynôme P = X 3 sur le sous-espace F. 


Solution : Utilisons l’algorithme de Schmidt pour redresser la base canonique de F. eo = 1, e\ - X, ei = X 2 . On 

trouve || eo II = 1/V2 donc eo = V2. Ensuite on trouve ei = 6(X-2/3) puis Z 2 = 10\/6(X 2 - 6/5X + 9/30). On détermine 
alors p( P) = «2 £2 + «i£i + «o£o et tes conditions d’orthogonalité donnent : oq = (P | eo) = (\/2/5), ci\ - (P | ei) = 1/5, 
«2 = (P I E 2 ) = v/6/35 et alors le projeté orthogonal vaut 


6 12 o 


Exercice 27.25 I 

Soit (E, n, (. | .)) un espace euclidien et un vecteur x e E. Soit un vecteur non-nul a e E. On définit la droite vectorielle 
D = Vect(a) et son orthogonal H = D x . Exprimer les distances d(x, H) et d(x, D) en fonction de la norme du vecteur 
x et du produit scalaire (x \ a). 


Solution : Notons p(x) le projeté orthogonal du vecteur x sur le sous-espace H. Alors d(x, H) = ||x - p(x)|| et 

d(x, D) = || p(x) || . Ecrivons que x = \.a+ p(x). Alors (x | a) = À||a|| 2 + (p(x) | a) = À||a|| 2 . On tire donc À = 
puis successivement 


Çx | à) \(x\a)\ 


\/llx|| 2 ||a|| 2 -(x| a) 2 


(la quantité sous la racine est positive d’après Cauchy-Schwarz). 


Exercice 27.26 I 

Soit E un espace préhilbertien réel et (e n ) ne ^ une famille orthonormale. Soit x e E. Montrer que 


VneN ^(x|e,-) 2 «||x|| 2 


Solution : On pose x-u+Y_ avec ue Vect(ei,...,e n ) ± . On a ||x|| 2 m. ||m|| 2 + ^ a| et «+^ | e; 1 = 0+a,-. 

it= 1 fc= 1 \ it= 1 ) 

Donc Y. U I e,-) 2 = L a l ^ H*H 2 - 
(=1 fc= 1 


Exercice 27.27 IW H 

Soit E un espace euclidien et p un projecteur. Montrer que p est un projecteur orthogonal ssi 


VxeE, ||p(x)|| «||x|| 
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Solution : Si p est un projecteur orthogonal, alors on peut écrire x = x\ + x 2 avec x\ e Im (p),x 2 e Ker(p) et donc 
(x, | x 2 ) = 0. On a alors ||x|| 2 = ||xi|| 2 + ||x 2 || 2 = llp(x)|| 2 + ||x 2 || 2 & ||p(x)|| 2 . 

Pour la réciproque, on considère x e Im p,y £ Ker p, y / 0, et z - x + ty. Alors ||p(z)|| 2 = ||x|| 2 , et ||z|| 2 m ||x|| 2 + 
t(2 (x | y) + r||y|| 2 ). On a donc, par hypothèse, ||p(z)|| 2 « ||z|| 2 soit 0 « t(2 (x | y) + f llyll 2 ). 


(»ir) 

llyll 2 


Supposons (x | y) > 0. On a pour t = 

Contradiction. 

Supposons (x | y) > 0, on a aussi une contradiction avec t 
tous x e Im p, y e Ker p. Donc p est un projecteur orthogonal. 


2 (x | y) + t\\y\\ 2 = (x | y) et donc 1(2 (x I y) + l||y|| 2 ) = 


(* i y) 

llyll 2 


« 0 . 


. (*iy) 


Reste une seule possibihté : (x | y) = 0, ceci pour 


27.7.3 Symétrie orthogonales 

Exercice 27.28 l<? 

Dans l’espace E = IR 3 muni du produit scalaire usuel, on considère le vecteur n = (1, 1, 1) et le sous-espace F = { n J 2- . 
Ecrire la matrice du projecteur orthogonal sur F dans la base canonique. Si x = (3, 2, 1) , déterminer dix, F). 




' 2 -1 -r 


Solution : On a 

U =3 

-1 2 -1 

-1 -1 2 J 

. On a x! = Mx = (1, 0, - 1) , x - x! = (2, 2, 2) et d{x, F) = || x - xf || = 2\/3. 


Exercice 27.29 I 

Soit E = S 6 ’([- 7 t,Jt], IR). Trouver {a, b, c) e IR 3 tels que la quantité 


— J [e 1 -{a + fosinf + ccosî )) 2 dt 


soit minimale. 


Solution : On se place dans muni du produit scalaire < f,g>- J f{t)g{t) d t et on considère le sous- 

espace engendré par u = e 1 , e\ = 1, e 2 = cos t et e-$ sin t. Il est bon de remarquer que la famille e\ , e 2 , e 3 est une famille 
orthogonale avec ||ei || 2 = 2tt, ||e 2 || 2 = Verte 3 1| 2 = n. On cherche à minimiser ||u- {ae 1 + be 2 + ce 3 )|| 2 . Autrement 
dit, ae 1 + foe 2 + ce 3 doit être la projection orthogonale de u sur le sous-espace engendré par e \ , e 2 , es. Autrement dit, 
u - {ae 1 + foe 2 + ce 3 ) doit être orthogonal à chacun des e^, 1 =£ fc ^ 3. Ce qui donne : 


< u - {ae 1 + be 2 + ce 3 ),ei >= 

J n e (1+i »dt= 1 r jH 


< u,e 1 > -fllleill 2 = 0 d’où a = - 


. De même < u, e 
e n - e~ n 


> -b || ei || 2 = 0. Or 


1 + i L 


Exercice 27.30 I 

Soit E un espace préhilbertien réel, et se L(E) une symétrie vectorielle. Montrer que s est une symétrie orthogonale 
ssi VxeE,||s(x)|| = ||x||. 


Solution : Sens direct : décomposer x sur Ker (s - id ) et Ker(s + id). Pour la réciproque, Si x e K er{s - id) et y e 

Ker(s + id), Exprimer (x | y) et fonction de ||x + y|| et || x — y|| (identité depolarisation) . On obtient 2(x | y) = 0. 


Exercice 27.31 I 

Soit E = IR 4 muni du produit scalaire usuel et F le plan d’équations x + 2 y + z = 0 , x-z + 2r = 0. Déterminer une b.o.n. 
de F, puis écrire la matrice du projecteur orthogonal sur F, et de la symétrie orhogonale par rapport à F dans la base 
canonique. 


Solution : e\ = (2,-1, 0,-1), e 2 = (0, -1,2, II est une b.o.n. de F. Laprojection orthogonale sur F est caractérisée par 
(x — p{x) | ei) = (x — p{x) | e 2 ) = 0 , et donc p{x) = (x | ei) .e\ + (x | e 2 ) .e 2 . 


Exercice 27.32 I C? 

Soit E un espace préhilbertien réel. Soit f : E >—• E une application. 

1 . Montrer 1 ’ équivalence : 

(Vx, y e E, (/(x) | y) = - (x | /(y))) (/ est linéaire et Vx e E, (/(x) | x) = 0) 
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2. Que peut-on dire de la matrice de f dans une base e orthonormale ? 

3. Montrer que Ker / et Imf sont orthogonaux. 

4. Montrer que Ker / = Ker fof. 

| Solution : Pour 4., calculer ||/(x) || 2 = - (x \ foffxj) . | 

Exercice 27.33 IQ 

Soit E = IR 4 muni du produit scalaire usuel et F le plan d’équations x + 2y + z = 0, x- z + 2t = 0. Déterminer une b.o.n. 
de F, puis écrire la matrice du projecteur orthogonal sur F, et de la symétrie orhogonale par rapport à F dans la base 
canonique. 


Solution : e\ = (2,-1, 0,-1), e 2 = (0,-1, 2, 1) est une b.o.n. de F. Laprojection orthogonale sur F est caractérisée par 
(■ x -p[x) | ei) = {x- p[x) | e 2 ) = 0, et donc p(x) = (x | a) .e x + (x | e 2 ) .e 2 . 


21.1 A Groupe orthogonal 

Exercice 27.34 IQ 

Soit E euclidien de dimension n. Soit f une isométrie symétrique et g un endomorphisme antisymétrique de E vérifiant 
fog = gof. Calculer (/(x) | g(x)) et montrer que / + g et / - g sont des isomorphismes. 

Solution : On utilise la symétrie et l’ antisymétrie pour (/'(x) | g(x)) = 0. Ensuite, ll(/ + g)(x)|| 2 = ||x|| 2 + ||g(x)|| 2 , d’où 
f + g est injective. 

Exercice 27.35 IQ 

Soit E un espace préhilbertien réel. Soit f : E >-»• E une application. 

1. Montrer l’équivalence : Vx,y e E, (/(x) | y) = — (x | /(y)) f est linéaire et Vx e E, (/(x) | x) = 0 

2. Que peut-on dire de la matrice de f dans une base e ? 

3. Montrer que Ker f et Imf sont orthogonaux. 

4. Montrer que Ker/ = Ker fof. 

| Solution : Pour 4., calculer ||/(x) || 2 = - (x | foffxj) . J 

Exercice 27.36 IQ 

Soit M la matrice d’un produit scalaire dans la base canonique de IR". Montrer que M" définit également un produit 
scalaire. 


Solution : M" est symétrique. Si n = 2 p, t XM 2 r>X= t (MPX)(MPX) et si n - 2 p+ 1, f XM"X= ( (MPX)M(MPX). Comme 
M est inversible, M p l’est aussi. 


Exercice 27.37 I Q 

Soit A = ((«[j)) e <9 n {K) une matrice orthogonale. Montrer que 


Z L \ a i]\< n Vn 


Solution : D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, £ \ üij \ - ^ 1 1 • a,ÿ | < £ l 2 

7 = 1 1=1 V7=i / 

^ yjn puisque 

^ a 2 - -1. En sommant, ^ ^ | | « ^ s/n « ns/n . 

7=1 *=i7=i *=i 



27.7.5 Produit vectoriel 

Exercice 27.38 IQ 

Soit E un espace euclidien de dimension 3, et (m, v) un système libre de E. On définit 1 ’ application : 

f:l E - E 

( X ' — ► {v\x).u+Iu\x).v 

Montrer que f est un endomorphisme et déterminer son noyau et son image. 
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| Solution : Ker/ = Vect(M a m ), Irrm-Vect(M, v). | 

Exercice 27.39 I 

Soit u, v, w trois vecteurs d’un ev euclidien orienté de dimension 3. Démontrer : 

1. (ma v) a w = (m | w) v - (m | w) u. (double produit vectoriel) 

2. (M 1 A M) A (M A v) = [U,V, W] U. 

3. [vaw,wau,uav]-[u,v,w] 2 . 

Solution : 

1. On choisit une base othonormée directe ( i,j,k ) telle que u - ai,v- bi + cj, w = di + ej + fk. On trouve (ma u) = 
ackpuis ( uav)aw- acdj - acei. D’ autre part : (m | w) v-(v \ w)u- ad(bi + cj)-(bd + cé)ai - acdj - acei. 
Ce qu ’il fallait vérifier. 

2. D’après le double produit vectoriel, (w a m) a (m a m) = -(m a i/) a (w a m) = - (m | w a m) v - (v \ w a m) m = 

— [w,u, u] v + [w, u, v ] u = [m, v, w] u. 

3. [v A W, W A M, M A M] = (M A W \ (W A M) A (MA M)) = (MA W \ [U, V, W]u) - [U, V, W] (M A W \ Ü) - [U, V, U)] 2 . 

Exercice 27.40 IÇ> I 

Soit u, v, w, t quatre vecteurs d’un ev euclidien orienté de dimension 3. Démontrer : 

1. (ma v\w At) = (u\w)(v\f)-(u\f)(v\w) 

2. (ma m) a (w a t ) - -[u, v,w]t+ [u, v, t]w 

3. [t,v,w]u+[u,t,w]v+ [u, V, t] W — [u, V, w ] t. 

Solution : 

1 . On utilise la formule du double produit vectoriel : 

(MA m | W A t) = [u, V, W A t] = [w A t, U, M] = ((W A t) A M | V) = ((W \ U) t - (t\ U) W \ V) = (u \ W) (V \ t) - (u \ t) (V \ l >) 

2. A nouveau avec la formule du double produit vectoriel : 

(m A M) A [W A t) = -(w A t) A (M A m) = - (W \ U A V) t + (t \ U A M) W = - [M, M, W]t + [U, M, t]W 

3. 


Exercice 27.41 IW ■ 

Soit [x, y, z) une base d’un ev euclidien orienté E de dimension 3. Déterminer u,v,weE tels que 


VAW-X, W AU- y, U A V — Z. 


Solution : D’après l’exercice précédent, [x,y,z] - [m a w, wa m, ma m] = [u, v, w] 2 . Donc si [x,y,z] < 0 autrement dit 
si (x, y, z) est une base indirecte, le problème n ’ admet pas de solution. Et si [x, y, z] > 0 autrement dit si (x, y, z) est une 
base directe, on a [m, m, m/] = £\/[x, y, z] avec e e {-1, 1}. 


On a (.w a ü) a (m a m) = [u, v, w] u = y a z, d’où 


a z, et ainsi de suite : v - 


. y. Lorsque e - 1 la base (m, m, w) est directe, et indirecte sinon. 


27.7.6 Étude d’endomorphismes orthogonaux 


Exercice 27.42 

Montrer que 


est orthogonale et calculer A 1 


= ±( 1 
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Solution : Il est clair que A 1 A - l n . Utilisant la remarque précédente, on obtient : A 1 = — 1 


Exercice 27.43 I Ç? 

Soit u- (mi u n ) un vecteur unitaire de IR". On définit la matrice 

A = l n -2u t u 

1. Montrer que A eO„(M). 

2. Reconnaître A. 


Solution : Si on remarque que t uv = ( u | v), on voit que Au - u - 2\\ u\\ 2 u — -u et que si v e u 1 alors Av - v - 
2(m| v) v - v. A est la matrice de la symétrie orthogonale par rapport à u 1 dans la base naturelle de R". 


Exercice 27.44 


Etudier l’endomorphisme u de Kr euclidien de matrice M = 


6 -31 

3 2 dans la base canonique. 

2 6 J 


Solution : M est symétrique et orthogonale. Par conséquent, M 2 -1 : u est une symétrie vectorielle orthogonale 

(Comme f M = M, u est auto-adjoint). Il suffit de déterminer l’ensemble F des vecteurs invariants par u : on trouve que 
F est le plan vectoriel d’équation 

F:3x-2y+z-0 

Par conséquent, u est une réflexion. 


Exercice 27.45 I Ç? 
if " 7 - 4 4 Ï 

Soit A = - 4 -8 -1 . Quel endomorphisme u de IR 3 euclidien représente-t-elle? 

9 1-4 -1 -8 J 

Montrer que u est la composée d’une rotation et d’une réflexion. 


Solution : On vérifie que A est orthogonale. Puisque An - -a\ \ , det(A) = -1. Par conséquent A e 0 3 (IR). Consid- 

érons B = -A. Alors B e 3IR et donc B est la matrice d’une rotation r d’axe Vect(d) et d’angle 0. Cherchons un vecteur 

directeur de l’axe normalisé : d - (d\,d2,d^). En disant que d est invariant par - u et en traduisant matriciellement cette 
condition, on trouve par exemple 

d=-L 0,1,1) 

V2 

On sait qu’il existe une bon directe e - (ei,E2,e3) telle que la matrice de r dans cette base soit 

( cos0 -sin0 0"\ 
sin0 cos0 0 

0 0 lj 

Alors comme B et C sont semblables, Tr (B) = Tr (C) d’où l’on tire : 

COS0 = - 
9 

Cherchons alors un vecteur ei unitaire et orthogonal à d. Par exemple 
El = (1,0,0) 


Alors si l’on considère une bon directe e = (e; ,£ 2, d), on sait que la matrice de r dans cette base s’écrit 

Icos0 -sin0 01 
sin0 cos0 0 
V 0 0 l) 


et donc 


Det(Ei, w(Ei),d) = detfei, w(Ei),d) =sin0 
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mais également, puisque la base canonique est une bon directe, 

1 I 1 7 °| 4v/2 

Det(ei,u(ei),d) = — -0 -4 1= — — 

9v/2|o 4 j| 9 

(on peut vérifier que 1 ’on a bien cos 2 0 + sin 2 0=1) Par conséquent, 0 = - arcsin(^p) 

u est alors la composée de la rotation d’axe D = Vect(d) et d’angle 0 + n avec la réflexion d’hyperplan D x (faire un 
dessin). 


Exercice 27.46 I V _ 

Dans IR 3 euclidien usuel, e - ( i,j,k ) la base canonique, on considère la rotation r d’axe Vect(i + j + k) d’angle 
Déterminer la matrice de r dans la base canonique. 


Solution : On trouve finalement : 




1 ( 1 

1-V3\ 


M= - l + \/3 1 

l + v/3 . 


3 U-yf l + y/3 

1 1 

Vérification sommaire : n - i + j + k 

vérifie bien An -net la trace 

fournit bien un cosinus égal à 0. 


Exercice 27.47 IW H 

Dans M 2 euclidien usuel, trouver une base i, j telle que dans cette base, la transformation u = xi + yj — ► (2 je - y) i + 
(3x-y) j soit une rotation. 


Solution : Supposons le problème résolu : Nous sommes en présence d’une matrice M = j j. Quel est son 

déterminant ? 1 bon, ça, ça va. Quelle est sa trace ? 1. Donc le cosinus égal \ ce qui donne un angle 0 = ±§. On 
aurait pu remarquer que M 6 = I2... Posons I = ||/|| 2 ,J = |j'|| 2 et S = ( i \ j). En écrivant le carré de la norme du premier 

) I = 41 + 9J + 12S 

J = I + J + 2S Ce qui 

S = -21 - 3J - 5S 

donne I = -2S = 3J. Maintenant construisons la solution. Soit (e\,e2) la base naturelle de IR 2 . On prend i = e\ et donc 
1=1. Grâce à S = on a j = -\e\ + ae 2. Comme J = ^ = \ + a 2 on en déduit a - Ég^=. En prenant a - — 

j = - |ei-^=e 2 , onar(i)=\e 1 -^e 2 , et r(j) = -i - j = -\e i + ^e 2 . On a ||i|| = ||r(z)f = 1 et ||;|| = J|r(j)|| = i. 

On calcule i/\r(i) - -^e^- IU'||.||r(z)|| sin(-|) et j a r(j) = -^63 = Il J II -Il r(7)|| sin(-|). C’est bien dire que r est la 
rotation d’angle 


Exercice 27.48 f W ! : ■ 

On considère un espace euclidien E de dimension n et e une base de cet espace. On note A la matrice du produit 
scalaire dans cette base. Trouver une CNS sur la base e pour que la matrice A soit orthogonale. 


Solution : Si A est orthogonale, t AA -I„, mais comme A est la matrice d’un produit scalaire, elle est symétrique. Donc 
A 2 = I„. L’endomorphisme u représenté par la matrice A dans la base e est donc une symétrie vectorielle. On sait alors 
que E = Ker(M-id) ® Ker(w + id). Si l’on avait Ker(w + id) / {0 e}, il existerait un vecteur x£ E tel que u{x) - -x, et en 
notant X la matrice de x dans la base e, on aurait AX = -X. En multipliant à gauche par f X, on aurait f XAX = - J XX < 0, 
ce qui est impossible puisque la matrice A est positive. Par conséquent, Ker (u- id) = E et donc A = I n et la base e est 
donc orthonormale. Réciproquement, si e est orthonormale, la matrice du produit scalaire dans la base e est l n qui est 
une matrice orthogonale. 


Exercice 27.49 IW H 

Soit 

fa b b\ 

A= \b a b\ 

[b b a) 

Trouver une CNS pour que A soit orthogonale. Caractériser alors 1 ’ endomorphisme associé à A dans la base canonique. 
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Solution : Le carré de la norme des vecteurs colonnes égale a 2 + 21?. On a donc a 2 + 2b 2 = 1. Le produit scalaire égale 
b(2a + c). Donc b(2a+ c) = 0. A part le cas b- 0 qui donne +I3. Sinon, on a b - -2a ce qui donne 9 a 2 - 1 donc a = ±5 
et b = + 1 . En effectuant le produit vectoriel des deux premiers vecteurs colonnes, on trouve bien que 1 ’ endomorphisme 

x (-l 2 2\ 

associé à A dans la base canonique appartient à O* (IR 3 ). Pour a - on a A= - 2-12 I. Soit n - (1, 1, 1) on a 

3 V2 2 -lj 

An - n donc n dirige l’axe de la rotation. On trouve l’angle de la rotation à la trace : c’est jt. 

Pour a-^,on obtient 1 ’ opposé de la matrice précédente ce qui donne la symétrie orthogonale par rapport àn L c ’est-à- 
dire le plan d’équation x + y + z = 0. 


Exercice 27.50 1 W E 

Etudier l’endomorphisme de IR 3 euclidien usuel ayant pour matrice 


-s/6 


1 V6\ 

3 -V6\ 

s/6 2 ) 


dans la base canonique. 


Solution : Les deux premiers vecteurs colonnes sont normés, leur produit scalaire est nul. Leur produit vectoriel est 
égal au troisième vecteur colonne. L’endomorphisme associé à A est donc une rotation. Soit d — (1,1,0). On a Ad - d 
donc d dirige l’axe. Le vecteur u - (-1,1,0) e d L et v-Au- On a ma v - ^d. Comme u est de norme s/2 

on a sinGd = ^ d . 


Exercice 27.51 !W ■ 

Etude dans IR 3 de l’endomorphisme ayant pour matrice A dans la base canonique, où 


A- 


fa 2 + 1? - c 2 - d 2 2{bc + da) 2[bd-ca ) \ 

2 {bc-da) a 2 - b 2 + C 2 - d 2 2{cd + ba ) 

V 2 fbd + cà) 2 (cd-ba) a 2 -b 2 -c 2 + d 2 ) 


Solution : Bien entendu, on prend (a, b, c, d) (0, 0, 0, 0) . On calcule le carré de la norme du premier vecteur colonne : Or 
ta 2 +b 2 +?+d 2 ) 2 = (a 2 +fo 2 -c 2 -d 2 ) 2 +4(c 2 +d 2 ) 2 +4(c 2 +d 2 )(cz 2 +fo 2 -c 2 -d 2 ) = (a 2 +b 2 -c 2 -d 2 ) 2 +A{6 2 +d 2 )ia 2 +b 2 ) = 
[a 2 + b 2 - c 2 - d 2 ) 2 + 4 ((foc -dà) 2 + (bd + cà) 2 ) grâce à l’égalité ( c 2 + d 2 ) ( a 2 + b 2 ) = ( bc -dà) 2 + ( bd + ca) 2 qui traduit 
l’égahté \{ac+ bd) + ( bc - ad)i\ 2 - \a+ bi\ 2 \c- di\ 2 . On en déduit que la première colonne est normée. Un calcul 
analogue montre que la deuxième colonne est elle aussi normée. 

Le produit scalaire de ces deux premières colonne égale (à un coefficient (a 2 +b 2 - c 2 - d 2 ) 2 près) 2(bc+da){a 2 +b 2 -c 2 - 
d 2 )+2(bc- da){a 2 -b 2 + c 2 - d 2 )+A{bd+ ca){cd-ba) - Abc(a 2 -d/l+Aadlb 2 - c 2 )+A(bcd 2 -b 2 ad+ c 2 ad-bca 2 ) - 0. 

fa 2 + !?-(?- d 2 \ I 2fbc+da ) A f 2{bd-ca) 1 

Reste à calculer le produit vectoriel 2 {bc -da) a a 2 - b 2 + c 2 - d 2 = (a 2 + b 2 + c 2 + d 2 )\ 2 {cd + b a) 

V 2 (bd + ca) J V 2 (cd-ba) J [a 2 - b 2 - c 2 + d 2 J 


après quelques calculs hilarants. 

On est donc en présence de la matrice d’une rotation exprimée dans la base canonique. Le vecteur ( b , c, d) est fixe par 
A. Il dirige donc l’axe de la rotation (si ( b , c, d) - (0, 0, 0), alors A = I3). On obtient ainsi tous les axes possibles. On a 
a 2 -b 2 - c 2 -d 2 . b 2 + c 2 + d 2 

Tr A = — — — r — . Donc le cosinus de 1 angle de la rotation égalé — - — — - 

a 2 + b 2 + c 2 + d 2 a 2 + b 2 + c 2 + d 2 
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Géométrie affine 


Pour bien aborder ce chapitre 

La boucle est bouclée, tout finit par se mettre en place. Souvenez-vous, au collège vous avez fait de la géométrie avec 
des points, des droites des cercles, etc et des transformations. Plus tard, au lycée vous avez travaillé avec les vecteurs. Ce 
n’était pas commode. Souvenez- vous : un vecteur ~u était défini par son origine A et son extrémité B ce qui vous permettait 
d’écrire ~u = AB. Mais vous pouviez avoir aussi ~u - CD. C’était un peu déroutant mais vous vous y êtes fait. Vous ne le 
saviez pas , mais vous travailliez alors avec des représentants de classes d’équivalences de bipoints. C’était les fameux 
bipoints équipollents qui semaient la terreur dans les classes de lycée dans les années 70/80. 

L’inconvénient de cette démarche c’est que les axiomes n’apparaissaient pas clairement. Si l’on admettait clairement 
l’existence de points, de droites, de plans etc., on admettait les propriétés de conservation des isométries. Et puis quoi 
d’autre ? les axiomes d’incidence ? l’existence des milieux ? et puis ? et puis ? Tout ça était un peu flou. 

Cette année, vous avez suivi la démarche inverse. Vous avez défini les vecteurs. Ce sont des éléments d’un espace vectoriel. 
Ils ne ressemblent pas toujours aux vecteurs d’antan, certains sont des polynômes, d’autres sont des fonctions, plus ou 
moins dérivables, mais bon gré mal gré on peut calculer avec eux comme avec les bons vieux vecteurs d’autrefois. 

Mais les points ? C’est quoi un point ? 

Eh bien, un point, c’est un vecteur comme un autre ! 

Par exemple, si A et B sont deux points d’un espace vectoriel - c’est-à-dire formellement deux vecteurs - le vecteur AB 
c’est la différence des deux points : B - A. 

C’est un peu déroutant au départ, mais on retrouve toutes les propriétés de la géométrie plane dans l’espace vectoriel R 2 
par exemple. 


28.1 Sous-espaces affines 

Dans tout ce paragraphe E est un IK-espace vectoriel. 

28.1.1 Translations 

Définition 28. 1 W Translation 

Soit u e E. On appelle translation de vecteur u l’application de E dans E, notée t u , et donnée par 
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Démonstration 


1 Soit xeE. t v o t u (x) = t v [x + u) = x + u + v = t u +v (x). Donc t v °t u = t u + v- On montre de même que t u °t v = t u +v- 

2 Évident. 

3 On vérifie facilement que les translations sont linéaires. De plus, si w e E, en appliquant les deux points précédents, on 
obtient t u °t- u = t- u °t u = idg et t u est bien bijective. 


Proposition 28.2 L’ensemble des translations de E forme un sous-groupe de c 3l (E) 

L’ensemble des translations de E forme un sous-groupe commutatif de <Sl (E). 

Démonstration Soit t u et t v deux translations de E. Il est clair que t u ° (f„) _1 = t u ° t- v = t u - v est encore une translation de E. 
Par application du théorème 19.6, on peut affirmer que l’ensemble des translations de E est un sous-groupe de E. 


28.1.2 Sous espaces affines 


Définition 28.2 Sous-espace affine 

On appelle sous-espace affine de E l’image & d’un sous-espace vectoriel F de E par une translation de E. 

^ = t u [F) ={M + x|xeF} 

On note alors & - u + F. On dit que : 

- le sous-espace vectoriel F est la direction du sous-espace affine & ; 

- la dimension du sous-espace affine & est la dimension du sous-espace vectoriel F ; 

- une base de F sera appelée ensemble de vecteurs directeurs de &. 


Exemple 28.1 

• Soit u un vecteur de E. Le singleton {u} - tç> ( u ) est un sous-espace affine de E de direction {0} et de dimension 0. 

• Si E = R 2 , u= (1,2), F = Vecf ((1 } ~1)) et t u (F) = {u + f(l,-l) | t e R} = {(1+ t,2- t) \ t e R} alors & est la droite 
affine passant pas (1,2) et dirigée par (1,-1). 

• Si E = M 3 , u = (1,2,3), F = Vecf((l, 2,-4), (1,-14» et & = £„(F) = {u+ £(l,2,-4) + £'(1,-1, 1) | £e R} = 
(x =1 + t+t* 1 

[x,y,z] e E | < y =2 + 2 t-t'\ alors & est le plan affine passant pas (1,2,3) et de base ((1,2, -4) ,(1,-1, 1)). 

[z = 3 - 4t + f' J 

• Avec E = ^°° (R) et & - {/ e E | V t g R, /"(t) + f{f) = 1 + t + t 2 }, & est un sous-espace affine de E de direction 
F = {/eE|/" + / = 0} etsi w:j ^ ^ R 1 + t+t 2 eEalors 

& = u + ¥ = {t*-> -\ + t+ t 2 + cxcos t + Psinî | a.^e R}. 


^ Notation 28.2 Ces exemples nous invitent à considérer : 

• les éléments d’un sous-espace affine comme des points. On les notera avec des lettres majuscules. (Ex : A, M, ...) 

• les éléments de la direction de cet espace affine comme des vecteurs. On les notera avec des lettres minuscules sur- 
montées d’une flèche. (Ex : ~u,~x, ...) 

- Si A et B sont deux points d’un sous-espace affine (c’est-à-dire des vecteurs a et b de E), on leur fait correspondre le 
vecteur AB donné par : AB = B - A (= b - a) . 

- Si A est un point d’un espace affine (c’est-à-dire un vecteur a de E) et si "x e E est un vecteur de E , on leur fait 
correspondre le point noté A + ~x (= a + le). 



Figure 28.1 - Points- vecteurs 


On a alors les propriétés évidentes suivantes : 
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Proposition 28.3 Ç> Règles de calcul en géométrie affine 


1 


VMeE, Vle.yeE, M+(* *+f J= (M+x)+y 
V(M,P)eE 2 , 3!"x e E : P = M + lt . 

En fait : ~x - P - M 


Relation de Chasles : 


2 



V(A,B,C) e E 3 , 



3 V (M, P) e E 2 , V(T,7)eE 2 , 


Remarque 28.1 Avec ces nouvelles notations, le sous-espace affine & de E, image par la translation de vecteur "me E 
du sous-espace vectoriel F e E, est : 

9- = A + F 

où A représente le vecteur ~u . Comme Ae,?, on dit que 9 est le sous-espace affine de E passant par A et dirigé par F. 
Exemple 28.3 

• Dans E = IR 2 , posons A = (1,2) et ~u = (-1, 1). La droite affine passant par A et dirigée par ~u est le sous-espace affine : 
A + Vect(u). 

• Dans E = IR 3 , considérons le point A = (1,4,2) et les vecteurs ~u - (1,0, -1) et ~v — (1, 1,0). Le plan affine passant par 
A et de direction les vecteurs ~u et ~v est donné par : A + Vect(~iï,~iï). 


Lemme 28.4 V 

Si 9 est un sous-espace affine de direction F, alors pour tout point A e on a : 


Démonstration Soit A e 3A . 

• Il existe Ao e E tel que : 9 = Ao + F. Comme A e 9, il existe "m e F tel que A = Aq + U. Soit M e 9. Il existe 7 e F tel que 
M = Aq + U . Donc M = Ao + H = A-~u + ~u eA + F car ~v - ~u e F, ce qui montre que Aq + F c A + F. On montre de même que 
A + Fc Aq +F et donc que & = A + F. 

• Utilisant le résultat précédent : & = A+ F. Soit M e &. Il existe ~u e F tel que M = A+ ~u . Autrement dit : AM = ~u e F ce qui 
prouve que |aM | M e c F. Réciproquement, siU e F alors en notant M le point de 3A tel que M = A +~u, on obtient : ~u = AM 
et l’inclusion réciproque est prouvée. 


Définition 28.3 Sous-espaces affines parallèles 

On dit que le sous-espace affine ‘S de direction G est parallèle au sous-espace affine SA de direction F lorsque G c F. 


I Remarque 28.2 Dans IR 3 , une droite peut être parallèle à un plan, mais il est incorrect de dire qu’un plan est parallèle 
à une droite. 




G 

(b) Sous-espaces affines supplémentaires 
dans le plan 


(a) Sous-espaces affines parallèles 


Figure 28.2 - Intersection de sous-espaces affines 
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Proposition 28.5 Z > Intersection de deux sous-espaces affines 

Soient & et <S deux sous-espaces affines de E de direction respective F et G. On suppose que : 

(m) éFr\ ( £^0 

alors & n ^ est un sous-espace affine de E de direction F n G. 

Démonstration Comme & n / 0, on considère un point Ae.ynS. Montrons que ^n^ = A+FnG. 

m SoitM e 3P r\ ( 3 . Comme Me,? alors AM e F et comme Me® alors AM e G. Donc AM e FnG et Me A+FnG. vient :A+«e.ÿ 
etA+ue&ce qui prouve que A+FnGc^n^. 

| 3 | Réciproquement, si M e A + F n G alors il existe iî e FnG tel que M = A + ~u . Il est alors clair que Me#n C S. existe ~u e E 
tel que B = A+ ~u . Comme Ae^nï, nécessairement "u=ABeFet"ueG autrement dit Tt e F n G. On prouve ainsi que 
^nScA+FnG. 

En résumé ;^n^ = A+FnG. 


Corollaire 28.6 O 

Soient & et <£ deux sous-espaces affines de E de direction respective F et G. On suppose que : 

(^T) F et G sont supplémentaires dans E 
alors & n ^ est constitué d’un et un seul point de E. 

Démonstra tion 

| Existence] & n ‘ÿ est non vide. En effet, si Ae,? et B e alors comme AB e E et que E = F ® G alors il existe un unique couple 
(~u,~u) e F x G tel que :AB=u+v. Il vient alors A+ u = B- v et le point M - A + ~u ~B-U est donc élément de 9 n ( S. 

| Unicité \ Appliquant le résultat précédent 3Fn ( S est un sous-espace affine de E de direction FnG mais F et G étant supplémentaires 
dans E, on a : F n G = 0 et donc 9 n <S est réduit à un point. 


28.1.3 Barycentres 


Théorème 28.7 O Fonction de Leibniz, Barycentre 

On considère un système de points ,-^ n de E et n réels On forme le système de points pondérés : 


On appelle poids du système pondéré, le réel a = ai + • • • + a„. On considère alors la fonction vectorielle : 

- J E — E 

F: | G ~ LhotiGAi 


- Si a = 0, la fonction F est constante ; 

- Si a ^ 0, il existe un unique point G e E tel que F (G) = 0. Cet unique point s’appelle le barycentre du système 
pondéré de points S. Pour un point O e E quelconque, on a 

G = n+-V otiÔAi 

« à 


Démonstration Soit O e E .En utilisant les règles de calcul dans un espace affine, pour tout M e E : 

E (M) - Y, 

t= 1 

= f a,(MO + ÔÂÎ) 

= |f;«tjMO+Z a /ÔÂj 

= |f>/jM0+F(0) 


• Si Z ” =1 «i = 0, F est constante. 
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• Si Z” =1 ex/ / 0, F est bijective. En effet, si on considère un vecteur ~u e E, on 


F(M)=u 

j £ a; j MO + ?(()) = '« 


<=> M = 0 + 


« - F (O) 
I" =1 «i 


et il existe un et un seul M e E (donné par la dernière égalité) tel que F (M) ~~u. En particulier, il existe et un seul point G e E 
tel que F (G) = 0 et on a bien : 

G= £1+ ^ a,£ÎA ( -. 


Remarque 28.3 

G est le barycentre du système pondéré de points S = avec Xf =1 a,- ^ 0 si et seulement si 


£a,GA,=l) 


Remarque 28.4 
Soit 


(Ai ... A„ï 
lai ... a„) 


une famille de point pondérés avec £" =1 a,- 4 0 et G le barycentre de cette famille. Alors, G est encore le barycentre de 
la famille 

Al ... An 
Ct j ... a' n 


avec, pour tout te 1 1 , n] , a'. = 


at 

Xf =l a,- 


fAi 


l«i 


An 1 ! 

a«j 


vérifie £" =1 a,- = 1. 


Compte tenu de cette remarque, on peut toujours supposer que la famille pondérée 


Théorème 28.8 O Associativité des barycentres 
Soit 

(Ai ... A p Ap+i ... A n \ 

lai ... a p (Xp+i ... a n ) 

un système pondéré de points de barycentre G. On suppose que 


Pi = ai + • • • + a p ï 0 et p 2 = a p+ i + • • • + a n / 0 


Si Gi est le barycentre de 
(Gi G 2 j 

IPi M 


et si G 2 est le barycentre de 


(Ap+i 

l« P+ i 


A„j 

a n ) 


alors G est le barycentre de 


Démonstration Soit G e E. On a les égalités : 

PiGGi + p 2 GG 2 = aiGGi + ... + apGGi +a p+ iGG 2 + ... + a«GG 2 

= ai (gÂi +ÀÏGi) + ... +a p (ga^ +À^Gi] + «p+i (ga p+ i +Ap + iG 2 j + ... + <x n (ga„ +A„G n j 

= jt«iGAi-ZG ^Ai-Z^Ai 

1 = 1 t=l i=i 

= 0 =0 

= £ a,GÂ/ = o' 


■e qui prouve le théorème. 


1102 






Définition 28.4 O isobarycentre 

On appelle isobarycentre des points (Ai, . . . , A le barycentre du système pondéré 
(Ai ... A„1 

il ... lj 


Définition 28.5 ü Segment 

On note [A, B] (segment AB) l’ensemble des barycentres : 

[A,B]={Bar^ (1 ® f) ) ; t e [0,1]} = (rA+ (1 - fl B | fe [0,1]} 
On définit le milieu d’un segment [A, B] comme étant l’ isobarycentre ® ) des points A et B. 


Application 28.4 Soient A, B et C trois points de E distincts et non alignés. D’après la propriété d’associativité du 
barycentre, l’ isobarycentre G des trois points A, B et C est le barycentre du système pondéré 

Gi C 
2 1 

où Gi est le milieu de [A, B], C’est donc un point de la médiane issue de C. On effectue le même raisonnement avec les 
deux autres médianes, on montre que G est à l’intersection des 3 médianes. 


Définition 28.6 O Partie convexe 

Soit une partie *€ de l’espace E. On dit que cette partie est convexe si et seulement si V(A,B) g c € 2 , [A, B] c H>. 



(a) Partie convexe (b) Partie non convexe 

Figure 28.3 - Parties convexes 


I Remarque 28.5 On montre qu’une partie r to est convexe si et seulement si : Vu ÿ 1, V(Ài,...,À„) £ IR + , V(M] , . . . ,M„) g 
c € n , le barycentre G du système j^ 1 est encore dans c €. 

28.1.4 Repère cartésien 


Définition 28.7 O Repère cartésien 

On appelle repère cartésien de E la donnée d’un couple Si - (O, e) formé par un point O de E et une base e - {e\,...,e n ) 
de E. 

• O est appelé l’origine du repère^ 1 . 

• e est appelée la base du repère Si. 


Proposition 28.9 Coordonnées d’un point dans un repère 

Soit (O, é) un repère de E. L’application : 


E — ► IR" 

M > — ► (ai,. 


où OM = est un isomorphisme d’espaces affines. Le u-uplet (ai . . ,(x n ) g IR" représente les coordonnées de 

M dans le repère (O, e). 


Démonstration Laissée en exercice au lecteur. 
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28.2 Applications affines 

28.2.1 Définitions et propriétés 


Définition 28.8 Application affine 

Si E et E' sont deux espaces vectoriels, / : E — E' est une application affine si et seulement si il existe une application 
linéaire Lf e i?(E,E') telle que 

V(A,x)eE 2 , /(A + ï) = /(A)+L / (x) 

L’application linéaire L f est appelée application linéaire associée à l’application affine /. Elle est unique. L’ensemble 
des applications affines est noté sd (E,E'), et sd (E) lorsque E = E'. 


Remarque 28.6 Si / est une application affine, alors 

V(A,B) eE 2 , |/(A)/(B) = L / (À§)~| . 

Cette remarque permet de prouver l’unicité de Lf car L f est entièrement déterminée par cette relation. Ainsi : 
VxeE, L f (x) = /(x) -/(O) 



Théorème 28. 10 V Une application affine conserve l’alignement et le parallélisme 

Soit / : E • E' une application affine. 

1. Si & = Mp + F est un sous-espace affine de E, alors /(J/) = /(Mp) + L^(F) : c’est un sous-espace affine de E'. 

2. Si & et ^ sont deux sous-espaces affines de E, & || ’ÿ => f{&) || fCS). 

Démonstration 

1. g] Soit N e f(3). Il existe M = Mp + h tel que N = / (M). On a de plus beF. Donc N = / (Mp + 1 <) = / (Mp) + 

^(uJe/fMpl+^fF). 

| 3 | Réciproquement, si N e /(Mp) + L^(F) alors il existe ~u eF tel que N - f(Mp) + Lf (iî) = /(Mp + "ïî) et Ne 

2. Supposons que 3- = Mp + F et ‘S = Mg + G où Mp, Mp, e E et où F et G sont les directions respectives de 3 et‘S. Comme 3 
est parallèle à C S, on a : F c G. Avec la relation précédente, il vient : 

f {3-1 = / (Mp) + Cf (F) et /(^) = /(M g ) + L / (G) 
mais comme Fc G et que Lf est linéaire, on a : Lf (F) c= Lf (G) donc f [3] est parallèle à f {&} . 


Théorème 28. 1 1 Ç? Une application affine conserve les barycentres 

( Ai A 1 

^ a "J un système pondéré de points de E de poids non- 

nul. Si G est le barycentre du système pondéré S, alors le point /(G) est le barycentre du système pondéré S' = 


(/(Ai) 

1 «i 


. Autrement dit : 


/ Ë«î A i =Ë°b7 (Ai) 
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Démonstration : Cela revient à prouver, d’après la remarque 28.3, que Z” =1 a;/ (G) / (A ; ) = 0 . Mais : 
G est le barycentre du système pondéré S 

X>iGÀÎ = ' 0 
1=1 

<=> Y affif (GA,) = 0 car L f est linéaire 
t a//(G)/(A,j= '0 


d’où le résultat. 


Théorème 28. 12 Z Expression matricielle d’une application affine. 

Soient deux espaces vectoriels réels E et E'. Soit SS, - (Q, b) un repère cartésien de E et SS' - (Q', b') un repère cartésien 
de E', et / : E E' une application affine de partie linéaire L^. Si X est la matrice des coordonnées d’un point A dans le 
repère SS et X' la matrice des coordonnées du point /(A) dans le repère SS' , si L est la matrice de l’application linéaire 
L f dans les deux bases b et b' et si T est la matrice des coordonnées du point /(Q) dans le repère SS', alors : 

|~X' - Z + LX | 


Démonstration On a : f (A) = / (O) + ^OAj ou encore : f (O) / (A) = Lf |qa| . Les coordonnées du vecteur f (O) / (A) dans la 
base b 1 sont X' -Z. Celle de Lf |fiAj dans la même base sont : LX d’où l’égalité. 


Remarque 28 . 7 


Dans IR 2 , si Mf 

\y 


et /(M) L. les formules d’une application affine sont de la forme : 


{ X = a + ax + by 
Y -Çt + cx+dy 


Théorème 28. 13 Z Caractérisation des isomorphismes affines par leur partie linéaire 

1 . Si / : E • E' et g : E' >— • E" sont deux applications affines, alors g ° f est une application affine de partie linéaire 
L g oL f ; 

2. (/ est bijective ) <=> (L f est un isomorphisme) ; 

3. Si / : E • E' est une application affine bijective, alors / -1 est une application affine de partie linéaire Ly- i = 

(L/) -1 . 


Définition 28.9 Z Isomorphisme affine, automorphisme affine 

1. Si une application affine / g sd(E, E') est bijective, on dit que c’est un isomorphisme affine. 

2. Si E = E', on parlera d’automorphisme affine, l’ensemble des automorphismes affines est un groupe noté 
bSsî (E) , o), appelé groupe affine de E. 


28.2.2 Translations affines 


Définition 28.10 Z Translations affines 

Si ~u est un vecteur de E on définit la translation t— de vecteur ~u : c’est l’application 

f E — E 
T “ : ( M fer* M + ~u 

Une translation est une application affine de partie linéaire idi;. 
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Théorème 28.14 V Groupe des translations affines 

1 . Une application affine de E vers E est une translation si et seulement si sa partie linéaire est l’identité. 

2. T 7 =id E . 

3. Pour tout ~u,~v e E, 

4. Pour tout ~u e E, t ^ 1 = t_-j. 

5. L’ensemble 3~ (E) des translations est un sous-groupe du groupe affine ifSsrf (E) , o). 


Démonstration 

1. Le sens direct est clair. Réciproquement, si f est une transformation affine telle que Lf = id alors, fixant A e E et notant 
B = / (A), "u = ÂB, on a, pour tout M = A + 7 e E : / (M) = / (A) + 7 = B + 17 = A + ÂB + 17 = M + "u ./ est donc la translation 
de vecteur ~u . 

2. Facile. 

3. Pour tout M e E, on a : 

T 7? o-r 7? (M) = T- (M + 17) = M + 1Î+17 = (M) 


4. Utilisant la relation précédente, on a : = t 'q = id|. . De même = id E . Donc t-j estbijective de réciproque : 

5. Soient H , ~v e E. Ou vérifie facilement que 


t-g ° t^ 1 = T-g o t _- j; = t-g _-g g 3~ (E) 


ce qui prouve que ST (E) est un sous-groupe de tfSsd (E) ,o). 


28.2.3 Homothéties 


Définition 28.11 Homothétie 

On dit qu’une application affine est une homothétie affine de rapport a e 1 \ {0, 1} si et seulement sa partie linéaire est 
égale à a id. 


Théorème 28.15 O Groupe des homothéties-translations 

1. Une homothétie affine / de rapport a e IR \ {0, 1} possède un unique point fixe Q e E (centre de l’homothétie) et 

VM e E, Q/(M) = aÔM 

2. L’ ensemble des homothéties-translations J€ST (E) est un sous-groupe du groupe affine ( ( êsd (E) , o) . 


Démonstration 

1. Soit A e E. Posons B = / (A) et considérons Q. = A +~u où ~u e E. On a la série d’équivalence : 
ü. est un point fixe de / 

« /(Q) = Q 

« /(A+u)=A+u 



Par suite, f admet un unique point fixe donné par ü - A + AB. 

2. Voir l’exercice 28.2 page 1 1 14. 


28.2.4 Projections et symétries affines 


Définition 28.12 O Projection affine 

Soit & un sous-espace affine de E de direction F et G un supplémentaire de F dans E. Soit M g E. D’après la proposition 
28.6, il existe un unique point M' g & n (M + G). On appelle projection affine sur & parallèlement à G l’application 
p : E — E qui à M G E associe le point M' ainsi construit. 

De plus, p est une application affine et son application linéaire associée est la projection de E sur F parallèlement à G. 
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L° 


n M' fi(M') 


Figure 28.5 - Homothétie affine 


Démonstration Montrons que p est une application affine. Soient M,N e E et soit M' = p(M) et N' = p (N). Notons ~p la 
projection de E sur F parallèlement à G. On a : 

MN = MM' + M'N' + N'M = M'N' + MM' + N'M 
eF eG 

donc ~p [mn] = MM' = p (M) p (N) ce qui prouve le résultat. 

Définition 28.13 Symétrie affine 

Soit & un sous-espace affine de E de direction F et G un supplémentaire de F dans E. Soit M g E et p la projection 
affine de E sur & parallèlement à G. Il existe un unique point M' £ E tel que p (M) soit le milieu de [M, M'] . On appelle 
symétrie affine par rapport à & parallèlement à G l’application s : E — E qui à M £ E associe le point M' ainsi construit. 
De plus, s est une isométrie affine et son application linéaire associée est la symétrie de E par rapport à F parallèlement 
, à G. 

Démonstration s est bien définie carM' est caractérisée par MM 1 = 2Mp(M). Montrons que s est affine : soient M, N e E et soit 
M' = s (M) et N' = s (N) . Notons T la symétrie de E par rapport à F parallèlement à G. On a : 




MN 


Mp (M) + p (M) p (N) + p (N) N 
p (M) p (N) + Mp (M) + p (N) N 
eF eG 


T(mn] = -Mp (M) + p (M) p (N) - p (N) N 
= M'p (M) + p (M) p (N) + p (N) N' 

= mW 

= s (M) s (N) 


ce qui prouve le résultat. 


28.2.5 Points fixes d’une homothétie affine 


Lemme 28. 16 Points fixes d’une application affine 

Soit une application affine / : E —► E. On note 

Fix(/) = {M £ E | /(M) = M} 

l’ensemble des points fixes de /. Alors lorsque Fi x(/) n’est pas vide, c’est un sous-espace affine de E de direction 
Ker(L^-id). 

Démonstration Soit Q e Fix(/). Posons F = jQM | M e Fix(/)j. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E. Nous aurons 
ainsi prouvé que Fix (/) = O + F est un sous-espace affine de E. 

- F / 0 car 0 = DD e F. 

- Soient a, P e IR et soient ~u,~u e F. Il existe alors M,N £ Fix(/) tels que ~u - OM et ~u = £ÎN. Remarquons que Lp ("uj = 
Lf (dm) = OM = u. De même : Lp (H) = ~v . On a : au +P"iT e F. En effet, posant P = ü + a"w +plT, 

/(P) = /(O) +L f (a u +pH) = D + a u +PT = P 

donc cCu + P"u = DP avec P e Fix (/) . 
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F est donc bien 


s -espace vectoriel de E. 


Théorème 28.17 O Factorisation d’une application affine 

Soit une application affine / : E —* • E, et un point QeE. Alors il existe une translation t et une application affine g tels 
que f- t°g, avec fl qui est un point fixe de l’application affine g : g(Q) = fl 

Démonstration Si f admet un point fixe alors f est la composée d’elle même par la translation de vecteur nul. Si f n’admet pas 
de point fixe alors en fixant A e E et posant B = / (A) , on a : A / B et u ~ AB / ü. La composée g - t- u ° f vérifie : 

t-u°fW= t-«(B) =B + BA = A 

donc elle admet un point fixe, g est de plus affine comme composée de fonction affine et on a : f = t u °g comme voulue. 

28.3 Isométries affines 

28.3.1 Définitions et propriétés 

On considère un espace euclidien, muni d’un produit scalaire noté (. | .) et de la norme euclidienne associée notée ||.||. 
Étant donnés deux points (A, B) e E 2 , on définit la distance entre ces points par : 

d[A,B) = ||ÀB|| 


Définition 28.14 O Isométrie affine 

Soit / : E —► E une application. On dit que c’est une isométrie affine lorsqu’elle conserve les distances : 
V(A,B) G E 2 , d(/(A),/(B)) = d(A,B) 


Théorème 28.18 O Caractérisation des isométries 

Une application / est une isométrie si et seulement si / est affine et sa partie linéaire L f est un endomorphisme 
orthogonal. 

Démonstration Fixons A e E. Pour tout M e E , on a : f (M) = / (A) + Lf |am| où L f est donnée par : L f |am| = / (A) / (M) . Du 
fait que f conserve les distances, on tire : 

||l / (Àm)|| = I / CA) /(M) I = d(f (A) ,/ (M)) = d (A,M) = ||Âm|| . 

Montrons que Lf est linéaire et qu’elle préserve le produit scalaire. 

1) Soient fi, fi e E. On peut supposer que fi ~ AM et fi ~ AN avec M, N e E. On a donc : 

L f fu) - L f p?) = / (A) / CM) - / (A) / (N) = / (N) / (M) 

Utilisant l’égalité de polarisation 27.1 : 

on obtient : 


( L/ (“)IVP)) = 

' j(|Hj + ÎT|-|/î\!/!M!i|) 

■ i(iwHHI) 

= i(||«H|T||-||«-7||} 

: [TUS] 

Donc Lf préserve le produit scalaire. 



2 Soite= [fi i fi n ) une base orthogonale de E et soit fi eE. CommeLf préserve le produit scalaire, la famille [fi j.)) 

est encore orthogonale en vertu de la proposition 27.6. Soit : v - fi k~* e k avec pour tout k e [1, «], a*; = (É | fi k). 
Comme la famille if.f ("e ,-)j est une famille orthogonale : 

L /P') = Z i ( l /D') i L /C«fc)) L /("®jfc) 

= L I "e /t) L / fe k) 
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On a ainsi montré que : 

L / | Z a k~e k J = Z a k L f ("« fc) 

On en déduit facilement que Lj- est linéaire. 

En résumé f est une application affine et sa partie linéaire L f est un automorphisme orthogonal. 

28.3.2 Projections et symétries orthogonales, réflexions 


Définition 28.15 Z> Projection, symétrie affine orthogonale, Réflexion 
Soit & un sous-espace affine de E de direction F et G un supplémentaire de F dans E. Soit p et s la projection et la 
symétrie affine de E sur & parallèlement à G. Si G est le supplémentaire orthogonal de F dans E, on dit que : 

- p est la projection affine orthogonale sur & 

- s est la symétrie affine orthogonale par rapport à 

Si de plus, & est un hyperplan affine de E (c’est-à-dire une droite dans le plan ou plan dans l’espace) alors on appelle 
réflexion la symétrie affine orthogonale par rapport à JL 


Proposition 28.19 

Une symétrie affine est une isométrie si et seulement si elle est orthogonale. 


Démonstration Supposons que s est la symétrie affine par rapport à & de direction F parallèlement à G (E = F® G). On a la série 
d’équivalence : 

s est une isométrie 

<=> L’application linéaire associée à s : L 5 est orthogonale 
<=> F et G sont supplémentaires orthogonaux 
<=> 5 est une symétrie orthogonale 

| Remarque 28.8 On en déduit que les réflexions sont des isométries. 


Définition 28.16 O Hyperplan médiateur d’un segment 

Soient A, B e E deux points distincts de E. L’ensemble : 

JT={ MeE | d (M,A) = d (M,B)} 

est un hyperplan affine de E appelée hyperplan médiateur du segment [A, B]. 

De plus, Jf? est orthogonal à [A, B] et passe par le milieu I de [A, B], 

Démonstration II est clair que I e Jff. Notons H = VectAB . H est clairement un hyperplan de E. Montrons que Jtf = I + H ce 
qui prouvera la proposition. 

Pour tout M e E, on a : 

IHHH 2 - 

<=> (mA-MB|MA + Mb] =0 

<=> (àb i 2n5+îa+îb] = 0 
<=> (ÀB | ïm] = 0 

[g| Si M e I + H alors ÏM e H et (ÀB | Ïm) = 0 donc : d (M, A) = d (M, B) et M e J? . 

[SJ Si M e H alors (ÀB | Îm| = 0etM = I + ÏMeI + H. 

Proposition 28.20 

Etant donnés deux points A, B G E distincts ; il existe une unique réflexion s telle que s(A) = B et s(B) = A. 

Démonstration Soit Jtf l’hyperplan médiateur du segment [A, B] . La réflexion associée r échange A et B. Supposons que r' soit 
une autre réflexion qui échange A et B. Notons Jt?' son hyperplan. Alors Jtf' est orthogonal à AB. Par unicité du supplémentaire 
orthogonal, la direction de Jt? 1 est H = Vect (ab| . De plus, le milieu I de [A, B] e Jff 1 . Donc Jff 1 = I + H = Jff. On en déduit que 
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Définition 28.17 ç> Déplacement 

On dit qu’une isométrie affine est un déplacement lorsque sa partie linéaire est une isométrie vectorielle directe : 
Lf e SO(E). 


28.3.3 Déplacements du plan 

Définition 28.18 O Rotation affine dans l’espace 

On appelle rotation tout déplacement de l’espace admettant au moins un point fixe. 


Théorème 28.21 O Classification des déplacements du plan 

Soit / : E2 • E2 un déplacement, alors 

1. Si Lf = id, / n’admet aucun point fixe et / est une translation ; 

2. Si Lf / id, / admet un et un seul point fixe Q e E 2 et / est une rotation : 

• Lf est une rotation vectorielle rg. 

• VMeE 2 , /(M) = n+r e (QM) 


Démonstration Les translations et les rotations affines sont des déplacement du plan. Réciproquement, si f est un déplacement 
du plan, par application du théorème ??, Lf est une rotation vectorielle du plan d’angle 0 e R. Si 0 = 0 [2tt] alors Lf = id et 
en appliquant le théorème 28.17, f est une translation. Sinon, alors montrons que f admet un point fixe. En fixant un repère 
orthonormal direct dans le plan (O, i,j) et en notant dans ce repère : 

• [x, y) les coordonnées de M e E 2 

• [x 1 , /) celles de f (M) 

• (a, P) celles de /(O) 

ei-ens -)(;) 

M est un point fixe de f si et seulement si f (M) = M c’est-à-dire si et seulement si, utilisant la relation matricielle précédente : 


j(l-cos0)x + sin0y = a 
| - sin0x + (1 - cos 0) y =0 


| 1-COS0 

car 0/0 [2n] . Le système précédent admet donc une et uni 
la forme : VM e E, / (M) = A + rg |am| et c’est bien une 


1-COS0 |= 2 - 2cos0 ^° 
e seule solution et f admet alors bien 
rotation du plan. 


1 point fixe noté A. f 


: donc de 


Corollaire 28.22 Description des rotations affines dans le plan 

/ est une rotation affine du plan E 2 si et seulement si : 

1 / admet un point fixe Q e E 2 . 

2 Lf - rg où rg est la rotation vectorielle d’angle 9 e IR. 

Autrement dit, pour tout M e E : 

|/(M) = n+rg(n^j" 


28.3.4 Déplacements de l’espace 

Définition 28.19 Rotation affine dans l’espace 

On appelle rotation tout déplacement de l’espace admettant au moins un point fixe. 

Proposition 28.23 O Description des rotations affines dans l’espace 
Soit / : E3 >— • E3 une rotation différente de l’identité. Alors : 

1 Lf = rg où rg est une rotation vectorielle de l’espace d’angle 9 e IR et d’axe D. 

2 $ = Fix (/) est une droite affine de direction notée D. 

3 Soit M ' un plan affine de direction H = D x . D’après la proposition 28.6, M J C\ est un singleton. Notons D son 

élément. Alors : est stable par / et fy-yf est une rotation affine du plan M ’ de centre Q. 
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Démonstration 

1 Notons A un point fixe de f. f étant un déplacement de l’espace, pour tout M e E , on peut écrire : 

/(M)=A + L^(Ôm) 

avec Lf e O3OR). Par application du théorème 27.36, il existe un axe vectoriel D de l’espace tel que Lp est une rotation 
vectorielle d’axe D d’angle 0 e IR. Cet axe D est formé de vecteurs invariants pour L p . 

(2 Plus précisément, si f £ id, on a : D = Ker(L^ - id). D’après la proposition 28.16, Fix(/) est un sous-espace affine de E de 
direction Ker(L^-id), il vient alors Fix(/) = A+D = 9). 

3 Soit H un vecteur unitaire engendrant D. Les points de sont caractérisées par : 

M € Jif <=> ^QM | "m j = 0. 


On vérifie alors facilement que f (, : /â) c M 1 : Soit M e Jff. On a donc : (-QM | ~u ) = 0. Mais 


(n/(M)| w) 


car Lp e E3 . Donc f (M) e , : /â et ,/C est stable par f. 


[/(Q)/(M)| m) 

(l/(«m)il/Cm]) 

(ÔM| m) 

0 


Il est clair que, f étant une isométrie de E3, fi jg* est une isométrie de M 1 . Montrons qu ’ elle est directe. SoitH e D un vecteur 
unitaire orientant D. Ce vecteur étant normal à Jff il oriente ce plan. Complétons le vecteur ~u en une base orthonormale 
directe (~u,U ,~w) de E3 en sorte que (~v ,~w) forme une base orthonormale directe de . la matrice de Lp dans cette base 

est de la forme : R = gj et où S est la matrice deLp^. On a donc, f préservant l’orientation : 1 = detR = detS et /j ^ 
est une isométrie directe du plan Ji?. D’après le théorème 28.21, on en déduit que : est une rotation affine du plan M 1 

de centre D. 


Lemme 28.24 

Soit / une rotation d’axe S) de direction D et soit ~u e D 1 alors t-jj o f est encore une rotation d’axe S 1 ' de direction D. 

Démonstration II suffit pour prouver le lemme de montrer que t-~ ° f admet au moins un point fixe. Considérons M J un plan 
affine de direction H = D- 1 . Comme dit dans la proposition 28.23, si D est le point d’intersection de M’ et LT), est une rotation 
affine du plan . : Æ J de centre fl. Comme ~u e D- 1 , on vérifie facilement que t-^ 0 f\\\ est une isométrie directe de M J et que ce n’est 
pas une translation de ,%?. D’après le théorème de classification des déplacements 28.21 du plan, on en déduit que t-j o /j H est une 
rotation affine du plan M' et donc qu ’ elle admet un point fixe dans Jif. Ce point fixe est aussi un point fixe de t-~ ° / ce qui prouve 
le résultat. 

* /CM) 



Figure 28.6 - Vissage 


Définition 28.20 Vissage 

Soit / : E3 • E3 une application affine, ÿ une droite affine de E3 de direction D,0eRetMeDun vecteur de D. On dit 
que / est un vissage d’axe *3), d’angle 0 et de vecteur ~u si et seulement si f est la composée de la translation de vecteur 
u et de la rotation affine d’axe @ et d’angle 0.. 
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Remarque 28.9 On détermine l’axe 2 d’un vissage / par la condition : 


= {M e E | M/(M) e D} 


Théorème 28.25 O Classification des déplacements de l’espace 

Soit / : IR 3 R 3 un déplacement de l’espace E3. On note Fix(/) l’ensemble des points invariants par / : 

Fix(/) = {Me E 3 | /(M) = M} 

1 . Lf - id : / est une translation ; 

2. Lf ^ id, alors L f est une rotation vectorielle d’axe D = Vect( d ) et d’ angle 0 ; 

(a) Si Fix(/) ^ 0 alors Fix(/) est une droite affine 2 de direction la droite vectorielle D. On dit que / est une 
rotation affine d’axe 92 et d’angle 0, 

(b) Si Fix(/) = 0, alors / est la composée d’une rotation d’axe 2 (droite de direction D) et d’une translation 
de vecteur ~u e D. On dit que / est un vissage d’axe 2, d’angle 0 et de vecteur ~u. 


Démonstration Les translations, les rotations et les vissages sont des déplacements du plan. Réciproquement, supposons que 
f est un déplacement du plan, et montrons que f est une de ces 3 application. Si f admet un point fixe alors f est une rotation. 
Sinon, si f n ’ admet pas de point fixe, alors d ’ après le théorème de factorisation d ’une application affine 28. 1 7, il existe H e E tel 
que g= t-^of soit une application affine avec au moins un point fixe. Si Lg = id est alors f est la translation de vecteur ~u . Sinon, g 
est, par définition, une rotation. Notons 2 son axe, D la direction de 2 et H le supplémentaire orthogonal de D dans E. Il y a deux 
possibilités : 


» Soit ~u eD dans quel cas f = t_-f o g est un vissage d’axe 
» Soit ~u et ~u = wî + «2 e D® 3 - H. Il vient /= t_j~ ° t 
2' de direction D car «2 e H = D 3 - . Comme ïï] eD, f - t 
deux cas d’axe 2'. 


d’après le lemme 28.24, t _ ^ o g est une rotation d’axe 
; est une rotation si u[ = 0 et un vissage sinon, dans les 


28.4 Similitudes 


définition 28.21 O Similitude 

On appelle similitude une application / : E • E telle que V(A,B) e E 2 , d(f{A),f{B)) = kd{ A, B) où A: e R*. Le réel k 
s’appelle le rapport de la similitude. 


| Remarque 28.10 Une homothétie affine est une similitude, une isométrie affine est une similitude de rapport 1. 

Retnarque 28.11 On montre que / est une similitude de rapport k si et seulement si / est une application affine de 
partie linéaire Ly vérifiant : 

VxeE, ||L / Oc)|| =*11x11 

c’est-à-dire que L f-ku avec ue O (E) . 


Proposition 28.26 Groupe des similitudes 

L’ensemble des similitudes forme un sous-groupe du groupe affine. 


Définition 28.22 O Similitude directe 

On dit qu’une similitude / est directe (resp. indirecte) si det(Ly) > 0 (resp. det(Ly) < 0). L’ensemble des similitudes 
directes forme un sous-groupe du groupe des similitudes. 


Théorème 28.27 O Propriétés des similitudes directes 

Soit une similitude directe du plan <? 2 - Alors : 

1. / conserve les angles orientés : Pour trois points (A,B,C) de £2 avec A ^ B, A ^ C, l’angle 
4/(A)/(B),/(A)/(C)) = Z(ÂB,ÂC). 

2. / multiplie les aires par k 2 : Si (ABCD) est un parallélogramme, æ/(/(A)/(B)/(C)/(D)) = fc 2 .e/(ABCD). 
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(b) Multiplication des aires par k 2 


(a) Conservation des angles 


Figure 28.7 - Similitudes directes 


Théorème 28.28 V Classification des similitudes directes du plan 
Soit une similitude directe du plan £2 de rapport k. 

1 . Si k = 1, alors / est une isométrie affine (translation ou rotation). 

2. Si k / 1, / possède un unique point fixe Q et il existe une rotation affine rn,e de centre H, d’angle 0 et une 
homothétie affine de centre Q et de rapport k telles que 

/ = hn,k ° r n,e = rn,e 0 hi,k 


Proposition 28.29 Représentation complexe d’une similitude directe 

En identifiant le plan avec C, une similitude directe de rapport k et d’angle 0 correspond à une application : 


t où a= ke lQ et fceC. 


Corollaire 28.30 

Étant donnés deux segments du plan, [A, B] et [C,D], il existe une unique similitude directe / telle que /(A) = C et 
/(B) = D. 



C 


C 

az + b 
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28.5 Exercices 


28.5.1 Sous-espaces affines 

Exercice 28.1 

On considère une partie non vide & d’un espace affine de dimension finie 8. Montrer que & est un sous-espace affine 
de 8 si et seulement si pour tous points distincts A,Be^, la droite (AB) est incluse dans & . 


Solution : 

| => | Supposons que & est un sous-espace affine de 8 de direction F. Soient A, B deux points distincts de & et M un 
point de (AB) . Alors il existe a e K tel que AM = aAB. Mais alors M = A + aAB e & car AB e F. Donc (AB) c & . 

| <= | Supposons que pour tout couple (A, B) de points distincts de &, on a (AB) c SP . Montrons que & est un sous-espace 
affine de S. Soit A eSP et F = |AM | Me &J. Il faut montrer que F est un sous-espace vectoriel de S. Soient ~u - AM, 
~v = AN e F et a e IR. Soit P e PS tel que P = A + ou. Alors P est élément de la droite (AM) et comme cette droite est 
incluse dans & , P e & . Donc au e F. Soit Q e 8 tel que Q - A + ~u +U . On sait que M.Nef donc (MN) c F et 
plus particulièrement, le milieu I de [MN] est élément de SP . Mais comme AMQN est un parallélogramme, I est aussi 
le milieu de [AQ] Donc Q e (AI) et on a bien Q e & ce qui prouve que ~u + U e F. Alors F est bien un sous-espace 
vectoriel de E et SP est un sous-espace affine de 8. 


28.5.2 Applications affines 

Exercice 28.2 

On considère un espace affine 8. Soit h une homothétie de centre Q et de rapport a / 0, 1- Soit t la translation de 
vecteur ~u. Déterminer la nature des applications t°h et h°t. 

Solution : 

- On note \|/ = t o h. Alors pour tout M e 8, tp (M) = Q + fcOM + ~u. Cherchons les points fixes de tp. On a tp (M) = M si 
et seulement si QM = jzj~u ■ Notons alors ta le point de 8 vérifiant Ota = ~prj{u- C’est l’unique point fixe de t|/. De 
plus, la partie linéaire de 14 / est donnée pour tout ÏeE par tp ("je ) = k~x . Donc \|/ est 1 ’homothétie de centre ta et de 
rapport k. 

- On considère maintenant ip = t o h. Pour tout M e S 1 , (p (M) = Q + fcOM + k~u. M est un point fixe de (p si et seulement 
si OM = jrjfu- Notons ta le point de 8 ainsi défini. La partie linéaire de tp est tp donnée pour tout le eE par 
tp (le ) = k~x . On reconnaît que tp est l’ homothétie de centre ta et de rapport k. 

Exercice 28.3 V 

1. Soient A, B et C trois points alignés (C ^ A) du plan affine. Soit ~u un vecteur non nul de la droite qu’ils 
définissent. Il existe a e IR tel que AB = ali. Le réel a est appelé mesure algébrique et est noté AB. Il dépend 
évidemment du choix de ~u. Montrer que ce n’est pas le cas du rapport AB/ AC. 

2. Soient d, d! , d" trois droites paraièles du plan affine (d± d!) et @ 1 , @2 deux droites du plan affine non parallèles 
à d. Pour i = 1,2, on pose A/ = ©,■ n d, A'. = ©,■ n d', A" S = n d" . 

(a) Démontrer le théorème de Thalès : 

AiAj A 2 A 2 
AjA'j A 2 A ' 2 ’ 
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(b) Démontrer la réciproque du théorème de Thaïes : Si Be®i vérifie 


Ai B A 2 A' 2 ' 
AjA'j A 2 A' 2 


alors B e d" (et B = A " ). 


Solution : 

1. Soit ~u' un autre vecteur directeur de la droite définie par les trois points. Il existe cx,cx',p,p' g M tels que AB = 

au - a'~u' et AC = (31Î = . Comme ~u et ~v sont non nuis et colinéaires, il existe y e IR* tel que ~u' - y~u. 

Alors a'y -a et p'y = $.Ils ’ ensuit que ex'/ P' = cx/p et on a prouvé que le rapport AB/ AC est indépendant du choix 
de u. 

2. (a) On considère p la projection sur 3) 2 parallèlement à d. On note ~p la projection vectorielle associée. On 

sait que comme Ai, A' et A" sont alignés, il existe a g IR tel que Ai A" = aAiA' r De plus, a = A| A''/AiA' 
(Ai A'j ^ 0 car d d'). Mais comme d, d' et d" sont parallèles, p (Ai) = A 2 , p (A' ) = A' 2 et p (A") = A 2 . De 
plus 

A 2 A I 2 = ~p (AiA"j = a~p (A,A') = aA 2 A' 2 
et on a aussi a = A 2 A 2 '/A 2 A' 2 ce qui prouve le théorème de Thalès. 

âTb a 2 a" 

(b) Supposons que Be@i vérifie = = = alors avec les notations précédentes 
A 1 ,V| A 2 A 2 


— * Ai B t A 2 Al! * Ai A',' * ± 

AiB = A 1 A, = 2 A ] A, = A] A, = A|A| 

AiA^ A 2 A 2 A 1 A' 


et B = 


Aï- 


Exercice 28.4 W I 

1. Prouver que la composée de deux homothéties de centres respectifs Ai et A 2 (Ai ^ A 2 jet de rapports k\ et k 2 
est une homothétie de rapport k\ k 2 et de centre aligné avec Ai et A 2 . 

2. En déduire le théorème de Meneiaüs : Soient ABC un triangle et A' , B', C' trois points du plan tels que A' g (BC), 
B' g (AC) et C' g (AB). Alors A', B' et C' sont alignés si et seulement si ils vérifient 

fiéB WCÜÂ i 
Â^'WÂCB 


Solution : 

1 . Soit M un point du plan. Alors M' = h\ (M) = Ai + fci A; M et 

h 2 o hi (M) — h 2 (M') — A 2 + k 2 A 2 M' — A 2 + k 2 1 A 2 A 1 + AiM' j = A 2 + k 2 A 2 A\ + fci k 2 A 1 \1 

et on reconnaît que h\ o h 2 estl ’homothétie de centre A 2 + k 2 A 2 A\ et de rapport k\ k 2 . Il est clair que A 2 + k 2 A 2 A\ 
est un point de (AiA 2 ) . 

| => | On suppose que A', B' et C' sont alignés. On considère l’homothétie h\ de centre A' et de rapport A'B/A'C, 
T homothétie h 2 decentre B' et de rapport B' C/ B' A et l’homothétie h 2 de centre C' et de rapport C'A! C'B. Alors 
h\ (C) = B, h 2 (A) = C et h 2 (B) = A donc si h= h 2 °h\°h 2 , h (A) — A. De plus, d’après la première question, 
h 2 o h\ est une homothétie de centre O sur la droite (A'C') et donc h est aussi une homothétie de centre sur la 
droite (OB') . Comme A', B', C' sont alignés, ce centre est sur (B'C') . Donc il ne peut être égale à A. On en déduit 
que h = id. Le rapport de h est donc 1. Mais il vaut aussi =. = .= d’où l’égalité. 

| <= | Réciproquement, on considère les mêmes trois homothéties de la question précédentes. Comme 

==.==.== = 1, ou a à nouveau h - id. Donc hi°h 2 = hC. Mais hL 1 est l’homothétie de centre C et de 
A'C B' a _cab ’ 3 3 

rapport C'B/C'A et le centre de l’homothétie h\ o h 2 est sur la droite (A'B'). On en déduit que les points A', B' 
et C sont alignés. 
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Exercice 28.5 ■ Z> 

Soit D et D' deux doites sécantes en O. Soit A et B deux points fixés sur D. On considère M et N sur D ' tels que (AM) 
et (BN) sont parallèles. (BM) et (PN) sont parallèles. 

Démontrer que le point P reste fixe lorsque M se déplace sur la droite D (pivée de O ). 


Solution : C’est un exercice emprunté à un manuel de seconde. Il peut se traiter avec le théorème de Thalès. 



Or, avec notre nouveau vocabulaire, le théorème de Thalès s’énonce : Les projections sont des applications affines. 

On considère donc pu la projection sur D' parallèlement à (AM) et pa la projection sur D' parallèlement à (BM). pb°Pm 
est une application affine qui laisse la droite D invariante. Donc la (double) restriction /m de pb ° Pm à D est affine. On 
a /m(A) = B et /m(O) = O. Donc toutes les /m sont égales sur un repère affine de D, donc elles sont toutes égales entre 
elles et donc /m (B) — P quelle que soit la position de M, ce qu ’il fallait démontrer. 

Exercice 28.6 

Soit ABC un triangle. On choisit un point Mo appartenant à [AB]. 

• La parallèle à [AC] passant par Mq coupe [BC] en Mi. 

• La parallèle à [AB] passant par Mi coupe [AC] en M2. 

• La parallèle à [BC] passant par Mz coupe [AB] en M3. 

• La parallèle à [AC] passant par M3 coupe [BC] en M4. 

• La parallèle à [AB] passant par M4 coupe [AC ] en M5. 

• La parallèle à [BC] passant par M5 coupe [AB] en Me. 

Démontrer que Mq = Me. Démontrer que les triangles M1M3M5 et M2M4M6 ont la même aire. 


Solution : 


B 



On peut démontrer que Mo - Me en utilisant la propriété de Thalès. Il est plus confortable de remarquer que l’application 
M ( - >->• M i+ i par une projection oblique, donc affine : par composition, l’application Mo i — Me est une transformation 
affine de la droite (AB). On vérifie facilement que les points A et B sont invariants, donc Mo i — Me est l’identité. 

Il est simple de démontrer que les triangles Mi M3M5 et M2M4M6 ont la même aire dans le cas où A0B0C0 est un triangle 
isocèle rectangle en Ao. Il suffit de regarder la symétrie orthogonale par rapport à la médiatrice de [BC] . Maintenant il 
existe une (unique) transformation affine qui tansforme le repère affine (Ao,Bo,Co) en (A,B,C). Cette transformation 
multiplie les aires par un facteur constant : la valeur absolue du déterminant de l’application vectorielle associée. C’est 
lejacobien. Donc en fin de compte, les aires sont égales. 
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Exercice 28 . 7 ■ 

On considère une application affine f : S — *■ S telle qu ’il existe ne. N* pour lequel f n = id. Montrer que f admet un 
point fixe. 


Solution : Soit A e ë. Notons G l’isobarycentre des points A, f (A), . . f n 1 (A). Alors f (G) est Y isobary centre des 
points f (A), f 2 (A), . . f n (A) - A et donc f (G) = G. 


Exercice 28.8 ■ W I 

Soit f : ê — • ê une application affine. Montrer que : 

1. f est une projection si et seulement si fof = f. 

2. f est une symétrie si et seulement si fof = id. 


Solution : 

1. On note f l’application linéaire associée à f, F la direction de ImF et G = Ker / . 

| => | Si f est une projection affine alors f est une projection vectorielle sur F parallèlement à G. Soient Ae# 
(donc A = f (A)) et M e S alors 

A/ 2 (M) = / (A) f 2 (M) = / (a/(M)) = A/ (M) 

car Af (M) e F et donc f 2 (M) = f (M). On a montré que f 2 - f. 

| Réciproquement, on suppose que f 2 - /. Montrons que f est la projection sur F parallèlement à G. Soit 
Ti e E , A e et M = A+ "m . Alors 


7 2 C « ) = 7 2 (AM) = f 2 (A)/ 2 M = / (A) f (M) = / (AM) = / CÏÏ) 

et donc f 2 - f ce qui permet d ’ affirmer que f est un projecteur et que E = F © G. Comme f 2 (A) - f (A), f (A) 
est un point fixe de f. Mais si & = /(A) + F alors f prend la même valeur en /(A) et à la même application 
linéaire associée que la projection affine sur f? parallèlement à G. Donc f est la projection affine sur & 
parallèlement à G. 

2. On note f l’application linéaire associée à f, F la direction de Im/ etG- Ker / . 

| => | On suppose que f est une symétrie affine alors f est une symétrie vectorielle. Soit Ao e 8 et A le milieu de 
[Ao/(Ao)]. Alors /(A) = A et pour tout Me S 

/ 2 (M) = s(s(A)+/(Âm]) = s(a + 7(Âm)) =A+/ 2 (Âm) =A + ÂM = M 

donc f 2 = id. 

| <= | Si f 2 = id, on vérifie que fof - id. En effet, si A, B e S alors 

B = f 2 (B) = / (/(A) + / (ÀB)) = f 2 (A) + / 2 (ÂB) = A + / 2 (ÀB) 

et f 2 (ab] = AB donc f 2 - id|.;. Posons F = Ker | / - Me) et G - Ker | f +k1e). On sait donc que ces deux 
sous-espaces sont supplémentaires dans E. Soient Aeê et lie milieu de [A/ (A)] . Comme f 2 (A) = A, /(I) est le 
milieu de [/(A)/ 2 (A)] = [A/'(A)] donc /(I) = I et I est un point fixe de f. Posons alors & - 1 + F. Alors f est la 
symétrie par rapport à YF parallèlement à G car elle prend la même valeur en I et admet la même partie linéaire. 


Exercice 28.9 Ç? 

Reconnaître les applications suivantes : 

IR 3 — * IR 3 

( x,y,z ) • — * (- x+2y-2z-2,-3y + 2z + 6,-4y + 3z + 6 ) 

IR 3 — > IR 3 

(x,y,z) • — * g (3y-3z + 4, -6x + 9y-3z + 4, -6x + 3y + 3z + 4) 


1. fi : 
2-fc\ 


| SolutionT 
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1. fi est de la forme AX+ Y avec A = 


-3 2 et Y = 6 donc c’est bien une application affine. On 

-4 3) l 6 J 


résout l’équation fi (x,y,z) - (x, y, z) pour trouver l’ensemble des points fixes de f\. Cet ensemble est donné 


par le système < 


-y+z 
-2 y+z 


. On reconnaît la droite Q) passant par A (2, 1,-1) etdirigéepar u = (1,-1, -2). 


Comme A 1 = I3, / est une symétrie parallèlement à G = Ker | f +idj. Ce plan est engendré par les vecteurs (1,0,0) 
et (0, 1,1) et admet donc comme équation cartésienne : y - z - 0. En conclusion, f\ est la symétrie par rapport à la 
droite S) et parallèlement à G. 


(- 1 2 -21 m 

2. fi est de la forme AK + Y avec A = jU 0 -3 2 I et Y = | 1 donc c’est bien une application affine. On 

l 0 -4 3 ) \l) 

résout l’équation fi [x, y, z) = [x, y, z) pour trouver l’ensemble des points fixes de fi et on trouve le plan affine 
& d’équation 6x-3y + 3z-4-0. Comme A 2 - A, f 2 est une projection vectorielle parallèlement à la direction 
G = Ker f 2- Yect (1, 1, 1) . En conclusion, fi est la projection sur & parallèlement à G. 


Exercice 28.10 I 

11 

Soit E = IR 2 muni du repère canonique. Écrire l’expression analytique de la réflexion r échangeant les points A 2 et 

1° 


Solution : r est une réflexion par rapport au plan g? passant par le milieu (1,3/2, 1/2) de [AB] et de vecteur normal 
AB. Une équation cartésienne de ce plan est -y+ z+1- 0. Si M = (x, y, z)eR 3 , on note [x' , y', z') les coordonnées de 
M ' - r (M). Le milieu de [Mr(M)] est un point de & donc 


l±f + !±£ + 1 
2 2 


0. 


Le vecteur M r (M) est colinéaire au vecteur AB donc il existe a e M tel que 


( x'-x - 0 
ÿ-y - -a 
z'-z - a 


et donc - (y' - y) + ( z ' - z) = 2a ce qui donne grâce à la première relation a-l + y-z.On reporte dans le système et 
on trouve une expression analytique de r : 


--2 + z . 

- 1 + y 


Exercice 28.11 l 's? 

Déterminer 1 ’ expression analytique de la réflexion par rapport au plan 


g?:x+y-z= 1 


Solution : Soit r la réflexion par rapport au plan SP. Si M = [x,y,z] e IR 3 , on note (x',y',z') les coordonnées de 

M ' -r (M). Le milieu de [Mr(M)] est un point de & donc 

x + x' + y + y' z + z' ^ 

2 2 2 ~ 

Un vecteur normal à SA est U = (1, 1, -1) . Comme r est la symétrie par rapport à & selon ~u, il existe a e IR tel que 
MM' = au et on a 

K~‘ =a 

\y-y =a 
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ce qui donne [x! - x) + (y' - y) - (< 

f - z]- 3a et en utilisant la première équation, il vient que a = 3/2 (l - x- y + z). On 

en tire l’expression de r : 


\ x ' =^( 3 - x ~ 3 y +3z î 

! ÿ = -[3-3x-y + 3z) . 

[z' = - (-3 + 3x + 3y-z) 


Exercice 28.12 I 

Déterminer l’expression analytique de la projection p sur le plan affine 
9 :x + y + z = -1 

parallèlement à la droite vectorielle 92 = Vect[~u) où~u - (1, 0, 0) . 


Solution : Soit M = (x, y, z) e IR 3 , et ( x y', z') les coordonnées deM' - p (M) . Comme M' e 9, x' + y' + z' + 1 = 0 et 
comme MM' e Vectfu), il existe a e R tel que 

1 x' - x -a. 

y'-y =0 

z' - z =0 

et donc, en additionnant ces 3 égalités, [x' - x) + [y' - y) + [z' - z) = a, ce qui amène, compte tenu du fait que M' e 9, 
a= -x- y - z- 1. On reporte dans le système et on trouve l’expression analytiquede p : 

[x' =-y-z- 1 

j / = y 

[z 1 =z 


28.5.3 Isométries affines 

Exercice 28.13 1 9? 

Reconnaître les applications 
( IR 2 — » IR 2 

L/i: j [*>y) — * ^=[x+2y-l-2x+y+2) * 

f IR 2 — » IR 2 

2 ' f 2 '\ [x,y] — ► ^ (3x-4y + 20,4x + 3y-20) ’ 

Solution : 

1. L’application f\ est de la forme AX + B avec A = | ^ ^ j et B = [ 2 ^ ) ^ onc c est une application affine. 

On vérifie facilement que f\ admetun unique point fixe Q (l /2, 1/4 + \/5/4). De plus, comme l A.A = A. f A = l 3 , A 
est une matrice orthogonale directe et f est une rotation vectorielle d’angle - arctan 2 . Donc fi est la rotation de 
centre Q et d’angle -arcsin2/\/5 [2 tt] . 

2. L’application f\ est de la forme AX+ B avec A = 1 1 ^ et B = 4 1 ^ j donc c’est une application affine. De 

plus, fi admet un unique point fixe fl ( 6 , 2) . Comme 'A.A = A. 'A = I 3 , A est une matrice orthogonale directe et f 
est une rotation vectorielle d’angle - arctan 2 . Donc fi est la rotation de centre Q et d’angle arccos -2/5. 


Exercice 28.14 IW H 

Reconnaître l’application affine f donnée par 

IX |-z+l 

|z | y -2 
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[° 0 - 1 ! (M 

Solution: L’application f est bien affine car elle est de la forme AX + B avec A= -1 0 0 I et B = I 0 .Quand 

l 0 1 0 J 1-2 J 

on recherche ses points fixes, on aboutit à un système incompatible donc f n’a pas de point fixe. Comme A*A = 'AA = I 3 
et que det(A) — 1, A e Oj (IR) et f est un déplacement de l’espace. Comme la partie linéaire de f n’est pas l’identité et 
que f n’a pas de point fixe, c ’ est un vissage. On cherche 1 ’axe de la rotation vectorielle. Il faut résoudre AX -X et le 
sous-espace solution estVect(d) ou d = ^ (-1, 1, 1) est unitaire. Le vecteur ë| = ^ (1, 1,0) est unitaire et orthogonale 
à d. Si 0 est l’angle de la rotation, on sait que 


sin0 = detfëi, / (et) , d\ 


donc cos0 = -1/2 et sin0 = -y/812 , c’est-à-dire 0 = — 2jt/3. On recherche maintenant l’ axe A du vissage. On sait qu’il 
est dirigé par d . Un point M de l’espace est élément de A si et seulement si le vecteur M/(M) est colinéaire à d ce qui 
amène le système : 

(x+z-1 -X 


-x-y 

V-z-2 


= k. 


On somme ces trois équations et on trouve X = — 1. On en déduit le vecteur u du vissage qui est - d ainsi qu’une 
f x+y =1 

équation cartésienne de A i puis une équation paramétrée : 

[y-z =1 


Finalement, f = f-o ta, - 2* 


Exercice 28.15 IW H 

Reconnaître l’application affine f donnée par 


IX J x-8y-4z + 2 
Y = - -8x + y-4z + 2 . 
|z ® \-4x-4y + 7z+ 1 


Solution : L’ application f est bien affine car elle est de la forme AX + B avec A=|-8 1 -4 etB = | 2 . 

1-4 -4 7 J [lJ 

On remarque que A 2 - A. Pour rechercher les points fixes de f, on résout le système AX + B-X et 1 ’ ensemble solution 
admet comme équation 4x + 4y - 2z - 1 m 0. On reconnaît 1 ’ équation d’un plan affine S? de vecteur normal ~n - (2, 2, 1) . 
Enfin, pour M = (jt, y, z) , on calcule le vecteur M f (M) = -l/9(4x + 4y + 2z-l)7z. On reconnaît alors une réflexion de 
plan SP. 


Exercice 28.16 W î 

Reconnaître l’application affine f donnée par 


= -[-2x-2y+z+l) 
= ±(-2x+y-2z + 2) 
mhx-2y-2z+\) 


A ~ 2 “ 2 M 

Solution : L’ application f est bien affine car elle est de la forme AX + B avec A=^-2 1 -2 et B = ^ I 2 . 

I 1 -2 - 2 ) llj 

Comme A. 'A = I 3 et que det(A) = 1, A est la matrice d’une rotation vectorielle d’angle 0. Comme cos 6 - (TrA- 1)/2 = 
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- 1 , 1 ’ angle de cette rotation est tt [2ti] . L’axe de la rotation est dirigée par un vecteur solution de AX = X, par exemple 
d - il, -2, 1) . On cherche les points fixes de f en résolvant le système AX + B = X et on s ’ aperçoit qu ’il n ’ est pas 
compatible. Donc f n’a pas de point fixe et c’est un vissage de l’espace. Pour déterminer l’axe A de ce vissage, on 
cherche les point M = [x, y, z) e R 3 tels que M/(M) est colinéaire à d . On considère un tel point M. Il existe a g IR tel 
que 

{ -5x-2y + z+l =3a 

-2x-2y-2z + 2 = -6a 
x-2y-5z+ 1 = 3a 


qu ’on résout et on trouve que A admet comme équation cartésienne 


~u = -1/9 d . Finalement, f=tgo r\^. 


et donc le vecteur du vissage est 

- 2l3-2z 


Exercice 28.17 IW ■ 

Reconnaître F application affine f donnée par 


) x' =z- 2 

y ~jf +i 

z' = y + 1 


[ 0 0 1\ 

Solution : L’application f est bien affine car elle est de la forme AX + B avec A = 1 1 0 0 et B = I 1 | . Comme 

Vo î oj vi 

A/ A = I 3 et que det(A) = 1, A est la matrice d’une rotation vectorielle f d’angle 0. La résolution du système AX = X 
permet de trouver le vecteur unitaire d - — 1/ v/3 (1, 1, 1) qui dirige l’axe de f. Le vecteur ëi = \\p2 (1,-1, 0) estunitaire 
et orthogonal à d . Comme ~r (ëî) = llV2 (0, 1, - 1), on trouve que 


COS0 = 


Tr (A) - 1 


sin0 = det(ël, / (El), d] = 


donc 0 = -2tt/3 [2ji] . On recherche maintenant les points fixes d f en résolvant AX+B -Xeton trouve comme ensemble 
'y-z =-l 


solution la droite A d’équation cartésienne 
d’angle -2jt/3 : f = r A ,-2jT/3- 


. L’application affine f est donc la rotation affine d’axe A et 


Exercice 28.18 IW H 

Démontrer que si trois droites de l’espace admettent une perpendiculaire commune, alors la composée des trois demi- 
tours correspondants est un demi-tour. 

Étudier la réciproque. 


Solution : Supposons le problème résolu. On aurait s 3 o S2 ° si = s soit S2 ° s 3 = s 3 o s. On s ’ intéresse donc à la composée 
de deux demi-tours. C’est une isométrie directe donc un vissage, une rotation ou une translation. On prend D] et D2 deux 
droites et on considère les demi-tours correspondants si et S2 . Or deux droites de 1 ’ espace admettent une perpendiculaire 
commune (unique si les deux droites ne sont pas coplanaires). Une telle perpendiculaire commune coupe Di en H| et 
D2 en H2. (H1H2) est globalement invariante par S20 si. Sa (double) restriction est la translation de vecteur 2H1H2. C’est 
le vecteur nul si Di et D2 sont sécantes. 
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En projetant sur un plan contenant les directions de Di et D2 : 



On obtient une rotation d’angle 29 où 9 désigne l’angle entre Di et D2. 

On trouve donc (avec les notations précédentes) 

• Si Di et D2 ne sont pas coplanaires : un vissage d’axe (HiH - 2), de vecteur 2H1H2 et d’angle 29. 

• Si Di et D2 sont sécantes : une rotation d’axe perpendiculaire à Di et D2, passant par leur point d’intersection et 
d’angle 29. 

• Si Di etD2 sont parallèles : une translation de vecteur 2H1H2. 

Maintenant, si Di,D 2 etD3 admettent une perpendiculaire commune A, cette perpendiculaire commune est globalement 
invariante par 53 o $2 ° si . Sa (double) restriction est la composée d’une translation et d’une symétrie, donc une symétrie. 
Soit A le centre de cette symétrie. Dans le plan passant par A et perpendiculaire à A, on a la composée d’une rotation et 
d’une symétrie orthogonale. C’est donc une symétrie orthogonale par rapport à une droite. Appelons-la D. 53 os 2 o s\ est 
donc le demi-tour autour de D. 

Réciproquement si S2°S] = S30S, on a l’égalité de deux vissages/rotations en général. Comme il y a unicité de l’axe, et que 
cet axe est une perpendiculaire commune à D2 et Di d’une part et D3 et D d’autre part, cet axe est une perpendiculaire 
commune à D3, D2 et Di . 

Reste le cas où l’on a une égalité entre deux translations, et la ça ne va plus. Si on prend 

• Di parallèle à D2 

• D 3 parallèle à D 

• d(Di,D 2 ) = d(D 3l D) 

• les plans engendrés par Di et D2 d’une part et D3 et D d’une part sont strictement parallèles, 
alors on a S20 si - S30 s (ou S2° S] - s° S3) sans avoir de perpendiculaire commune à D 1 , D2 et D3 . 

Donc en résumé, on a l’existence d’une perpendiculaire commune sauf dans le cas où les trois droites sont parallèles et 
non coplanaires. 


Exercice 28.19 

On considère T un tétraèdre réguher, c ’est-à-dire quatre points (M/) 1^4 d’un espace affine euclidien E de dimension 
3, vérifiant pour i / j, M, My - a, a étant un réel positif fixé. 

On appelle 7 l’ensemble des isomorphismes affines f qui conservent T dans le sens suivant : /(T) = T. 

1 . Démontrer que (7 est un sous groupe de Is( E). 


2. Démontrer que Va e 6 4, 3!/ a e .7 telle que V i e [1, 4] , f„ (M, ) = M a (fl . Démontrer que 
un isomorphisme de groupes. 


® : 64 
a 


7 

fo 


est 


3 . Démontrer que tous les éléments de 7 sont des isométries affines. 
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4. Démontrer que n Is + (E) est isomorphe au groupe 24- 


Solution 


1. Il est clair que Me est un isomorphisme affine de E qui conserve T. La composée de deux isomorphismes affines 
de E qui conservent T est un isomorphisme affine de E et il conserve T. Soit f e Sf . L’isomorphisme affine f est 
inversible et f~ ] (T) - f- 1 (/(T)) = T. 

2. Existence et unicité : T est un repère affine de E et une application affine est entièrement déterminée par ses images 
des points d’un repère affine. De plus comme 1 ’ image par n ’ importe quel élément de ST d ’un repère affine est un 
repère affine, toute application affine qui conserve T est un isomorphisme affine. De ce fait, O est une apphcation. 
De plus <J> est une surjection. En effet, si f e &, alors la (double) restriction de f à T est une bijection de T et 
définit donc une permutation o sur les indices des points de T. 

Enfin <t> est une injection. En effet deux apphcations affines qui coïncident sur un repère affine sont égales. 

Reste à voir que O est un morphisme. On se donne a et t deux éléments de 64. Il s’agit de démontrer que 
0((y o t) — O(ct) o <J>(t) c’est-à-dire que /<j OT = / a ° / T . Or ces deux applications affines coïncident sur le repère 
affine T puisque / aoT (M,) = fa 0 /t (M,-) = M aoT( ,-) . On a donc l’égalité sur E tout entier. 

3. Jusqu ’ici, on ne s ’ était pas servi du fait que T est un tétraèdre régulier. On n ’ avait simplement utihsé le fait que T 
est un repère affine. 

Si o est la transposition [i j) alors f a est la symétrie orthogonale par rapport au plan médiateur de M,- et Mj . 
Maintenant, les transpositions engendrent 64. Si o est le produit de transpositions o - Ti o . . . o j k alors, d’après 
la question précédente, /a = /t , ° ° f-c k est une isométrie affine comme produit d’isométries affines. 

4. À nouveau, si o est une transposition, alors f a est une symétrie orthogonale par rapport à un plan, donc un 
anti-déplacement et l’application linéaire associée a pour déterminant —1. Si o est le produit de transpositions 
o- Ti o . . . o t jt alors, la signature de ct égale (- 1 ) k alors que le déterminant de 1 ’ application linéaire associée à 
vaut aussi (-1)4 On a donc (a e 24) <=> (/ CT e Is + (E)) . 


28.6 Similitudes 

Exercice 28.20 I 

Soient A etB , A', B' quatre points du plan complexe tels que A f- B et A' f B'. Montrer qu’il existe une unique similitude 
directe s tel que s(A) = A' et s(B) = B'. 


Solution : On considère la translation t—+ qui envoie A sur A' et B sur un point Bi, puis la rotation r A i$ de centre A' et 


d’angle 0 = qui envoie Bi sur un point B 2 de la droite (A'B') puis finalement l’homothétie de centre A' 


et de rapport k-A r B r IA r B 2 (bien défini car A!B 2 - A'B] = AB /O) qui envoie B 2 sur B' . L’ apphcation s - fyy,fc or A',e°^ — ; 
est une similitude directe comme composée de similitudes directes. De plus, on a bien s(A) = A' et s(B) = B'. 

Si S est une autre simihtude directe telle que S(A) - A’ et S(B) = B' alors soS -1 est une simihtude qui envoie A sur A et 
B sur B. Autrement dit, s o S -1 est une similitude qui possède deux points fixes, ce qui n ’est possible que si s o S -1 = M 
et donc S - s. On prouve ainsi l’unicité de s. 


Exercice 28.21 I 

On dit que deux triangles ABC et A'B'C' du plan euclidien sont semblables si leurs angles sont deux à deux égaux, 
c’est-à-dire si on a, quitte à échanger le nom des sommets, A - A 1 , B = B' et C = C' 1 . Montrer l’équivalence des 
propriétés suivantes. 

1. Les triangles ABC et A'B'C' sont semblables 

2. Les triangles ABC et A'B'C' ont leurs côtés proportionnels. 

3. Il existe une similitude directe qui envoie ABC sur A'B'C'. 

4. AB/A'B' = AC/A'C' etÂ = Â'. 




1. Remarquons qu’il suffit que deux couples angles soient égaux pour que ce soit le cas du troisième 
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1. 1 1. => 27] Supposons que les triangles ABC et A'B'C' sont semblables. Donc Â = Â', B = B' et C - C'. En effec- 
tuant une translation suivi d’une rotation, on peut supposer que A-A 1 et que B' e (AB). Comme ces deux trans- 


formations conservent (les longueurs et) les angles orientés, on a toujours donc C' e (AC). 


De plus, comme |c'A,CB'J = |cA,CBj, les droites (B'C') et (BC) sont parallèles. Le théorème de Thalès permet 
alors d’écrire que AB'/ AB = AC' /AC = B'C'/BC et les triangles ABC et A'B'C' ont leurs côtés proportionnels. 

2. | 2. => l.~| Si les triangles ABC et A'B'C' ont leurs côtés proportionnels et que k = AB' /AB = AC'/AC = B'C'/BC 
alors par une homothétie de rapport k, on transforme le triangle ABC en un triangle ayant des côtés de même 
longueur que ceux de ABC ce qui n’affecte pas les angles orientés Â', B' et C'. On nomme encore A'B'C' le 
triangle obtenu. En utilisant les relations d’Al Kashi (voir l’exercice 2.26 page 98), on montre que les cosinus de 
angles A' et A, B' et B, C' et C sont égaux. Comme la mesure principale de ces angles est élément de ]0, n[, on en 
déduit qu ’ils sont égaux : A = A', B = B' et C = C'. 

3. 1 1. => 37] On suppose que ABC et A'B'C' sont semblables. On sait alors que leurs côtés sont proportionnels 
(on suppose que k = A'B'/AB = A'C'/AC = B'C'/BC) et que leurs angles sont deux à deux égaux. On considère 
la translation t qui envoie A sur A'. On note f(B) = Bi et f(C) = Ci. On considère ensuite la rotation r d’angle 
|aB|,Ab| et de centre A et on note B 2 = r(Bi) et C 2 = r(Ci). Par construction B 2 e (A'B') et comme les triangles 
AB 1 C 1 , AB 2 C 2 et A'B'C' ont des angles deux à deux égaux, on sait que C 2 e (A'C'). Enfin, comme les translation 
et les rotations conservent les longueurs, on a k- A'B'/AB 2 = A'C'/AC 2 = B'C'/B 2 C 2 . On considère finalement 
l’homothétie h de rapport k et de centre A. Elle envoie alors B 2 sur B' et C 2 sur C'. La composée horot est une 
similitude directe qui envoie ABC sur A'B'C'. 

4. | 3. => l7| et | 3. => 27] Réciproquement, les similitudes conservent les angles et les rapports de longueur. 

5. | 1. => 4~~| Comme 1. => 2., il est clair que 1. => 4. aussi. 

6. | 4, => 27] Supposons que k = AB/A'B' = AC/A'C' et A- A! alors grâce à la formule d’Al Kashi 


donc BC 2 = k 2 (A'B' 2 + A'C' 2 + 2A'B'A'C' cos Â') = fc 2 B'C' 2 et BC/B'C' = k. Donc les côtés de ABC et A'B'C' sont 
proportionnels. 


Exercice 28.22 I 


Dans le plan affine euclidien, on considère un triangle OAB direct et rectangle en O. Soit M est un point de la droite @ 
perpendiculaire en A à (AB) . La perpendiculaire en O à (OM) coupe (AB) en M' . On note par J le milieu de [AB] . 

1. Soit s la similitude de centre O telle que s(A) = B. 

(a) Montrer que, pour tout point M de 2>, s(M) = M'. 

(b) En déduire que, lorsque M décrit Q), le triangle OMM' reste semblable 2 à un triangle fixe que l’on précis- 



BC 2 = AB 2 + AC 2 + 2ABAC cosÂ et B'C' 2 = A'B' 2 + A'C' 2 + 2A'B'A'C' cosÂ' 



2. On rappelle que des triangles sont semblables s’ils ont des côtés proportionnels 
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2. (a) Montrer que, pour tout point M de %>, le point I milieu de [MM'] est l’image de M par une similitude S de 

centre O dont on précisera le rapport et l 'angle. 

(b) Si H est le projeté orthogonal de O sur déterminer S (H. 

(c) Déterminer le lieu géométrique du point I lorsque M décrit Os. 

3. Pour tout point M de Si distinct de A, on désigne par P e point du plan tel que MAM'P est un rectangle. Déter- 
miner le lieu géométrique du point P lorsque M décrit @ \ {A}. 

Indication 28.4 : On n ’ hésitera pas à utiliser les résultats de 1 ’ exercice 28.21. 


Solution : 

1. (a) Comme ABC est rectangle en O, l’angle de la simihtude s estn!2 et comme les simihtudes directes préser- 

vent les angles, elle envoie une droite sur une droite perpendiculaire à la première. En particulier : 

- s envoiela droite (AM) sur la droite perpendiculaire à (AM) et passant par s (A) - B, donc s ((AM)) = (AB). 

- s envoie la droite (OM) sur la droite perpendiculaire à (OM) et passant par 5(0) = P donc s((OM)) = OM' . 
Le point s(M) se trouve donc à l’intersection de (AB) et (OM') et il s’ensuit que M' = s(M). 

(b) Si a e IR désigne le rapport de la similitude s alors on a OB/OA - a et comme M' = 5(M), on a aussi que 
OM'/OM = a. De plus, MOA = AOM = n/2 [2n] donc en vertu du 4. de l’exercice 28.21, les triangles OAB 
et OMM' sont donc semblables. 

2. (a) On sait que les triangles OAB et OMM' sont semblables donc. Soit s la similitude telle que 5(0) = O, 

s (A) = M et s (B) = M'. Comme 5 ([AB]) = [MM'] et que les similitudes conservent les rapports de longueur, 
s(J) = I et les triangles OAJ et OMI sont aussi semblables, en conséquence de quoi les angles MOI et AOJ 
sont égaux ainsi que les rapports OJ/OA et OI/OM. Donc la similitude S qui envoie A sur I envoie aussi M 
sur I. Le rapport de S est donc OJ/OA et d’angle AOJ. 

(b) SiM-H est le projeté orthogonal de O sur Si, alors OMAM' est rectangle et ses diagonales se coupent en 
leurs milieux. Donc dans ceS(M) = I cas est le milieu K du segment [OA]. 

(c) Si M décrit S alors I = S(M) e S(@). Mais comme S est une similitude S' - S(@) est une droite qui passe 
par S(A) =] car A € S. Déplus, S' passe par s(H) le m il ieu K de [OA] et S' = (KJ). Cette droite passe par les 
milieux de deux côtés du triangle OAB, elle est donc parallèle au troisième (OB). On en déduit que Si' est la 
médiatrice de [OA], 

3. On remarque que AP = 2AI donc si h est 1 ’homothétie de rapport 2 et de centre A alors P = fi o S (M) . Comme h°S 
est une simihtude, elle envoie la droite S) sur une droite S>" . Mais h o S (A) = B et h o S (H) = O donc S>" - (OB) et 
P décrit (OB) \ [B] 


Exercice 28.23 

On considère un carré ABCD direct. Soient M un point de (BC) et M' le point d’intersection de la droite (CD) et de la 
perpendiculaire menée de A à la droite (AM). Déterminer le lieu géométrique du milieu I de [MM']. 


Solution : Soit r la rotation de cente A et d’angle tt/2. On vérifie que r((AM)) = (AM'), que r(B) = D et que r((BC)) = 
(CD). Comme M est le point d’intersection des droites (AM) et (BC) et que M' est celui d’intersection des droites 
((AM') et (CD), on sait que M' = r(M) et AM'M est rectangle isocèle en A et direct. Si I est le milieu de [MM'] alors 
|aM, Alj - n 14 [2tt] et AI — \/2/2AM. Donc I est l’image de M par la similitude directe s de centre A, de rapport \[2!2 
et d’angle n!4. Le lieu de I est alors l’image de la droite (BC) par cette similitude, c’est-à-dire la droite (BD). 
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Techniques de démonstration 


Bien sûr que ma moustache est vraie ! 
Elle appartient même à mon frère Zeppo. 

Groucho Marx 


A.l Logique des propositions 

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques notions de logique qui permettent de mieux comprendre ce qu’est une 
démonstration mathématique. Vous pouvez laisser de côté l’aspect formel et retenir uniquement quelques idées, en parti- 
culier concernant l’implication. 

On considère une collection de variables propositionnelles Y, et on définit de façon inductive les propositions logiques à 
partir de ces variables. 

1. Si x e Y est une variable propositionnelle, P = x est une proposition logique. 

2. Étant données deux propositions P, Q déjà construites, on définit de nouvelles propositions à l’aide de connecteurs 
logiques : 

(a) -iP (lire non P) est une nouvelle proposition, 

(b) P a Q (lire P et Q) est une nouvelle proposition, 

(c) P v Q (lire P ou Q) est une nouvelle proposition, 

(d) P => Q (lire P implique Q) est une nouvelle proposition, 

(e) P <=> Q (lire P équivaut Q) est une nouvelle proposition. 

Par exemple, à partir de deux variables propositionnelles x et y, on peut construire les propositions logiques suivantes : 
Pi = *vy, P 2 = (xvy) => x, P 3 = (xvy) a (( xvy) => x) ... 

Dans la pratique, une variable propositionnelle représente un énoncé qui peut être vrai ou faux. Voici des exemples de 
variables : 

- x : « mon chien est blanc » , 

- y : « toute fonction dérivable est continue » , 

- z : « il n’existe pas d’entier naturel supérieur à tous les autres entiers » ; 

En mathématiques, on s’intéresse surtout aux relations existantes entre les énoncés. Par exemple si / est une fonction 
définie sur [a, b], on peut considérer les variables propositionnelles suivantes : 

- x : « la fonction / est continue sur [a, b] » 

- y : « f{a) « 0 » , 

- z : « f[b) ^ 0 » , 

- t : « il existe c e [a, b] tel que /(c) = 0 » . 

Chaque variable peut prendre la valeur logique V (pour vrai) ou F (pour faux). Par exemple, il existe des fonctions qui 
ne sont pas continues, donc x peut prendre la valeur V ou F, il en est de même pour y, z et t. Nous pouvons construire 
à partir de ces variables une proposition logique P = (x a y a z) => t et citer le théorème des valeurs intermédiaires en 
affirmant que la proposition P est vraie. 

Formellement, on définit un environnement comme une application cr : Y — ► (V, F} qui assigne une valeur V (vrai) ou F 
(faux) à chaque variable propositionnelle et on définit de façon inductive l’évaluation V CT (P) d’une proposition P dans 
l’environnement a de la façon suivante. 

1. Si P = x est une variable, la valeur de vérité de la proposition P est la même que celle de la variable : V CT (P) = o(x). 
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2. Si P = -iP où P est une proposition, V CT (P) = V lorsque V CT (P) = F et V a (P) = F lorsque V a (Q) = V. On résume cette 
règle dans une table de vérité : 

j Va (P) || VÔFP) i 


3 . Si P = P A Q où P et Q sont deux propositions, V a (P) = V uniquement lorsque V, T (P) = V et V a (P) = V. Il y a quatre 
possibilités pour V, T (P) et V CT (Q) que l’on résume dans une table de vérité : 


| Va (P) I V, t ( Q ) H Va (P A (TH 


v Q, V CT (P) est définie par la table de vérité : 

| Va (P) | Vq(Q) || Vq(PvQ) | 


5. 


Si P = P => Q, 


6. 


Si P = P <=> Q, 


V a (P) 

V a (Q) 

V<j(P => Q) 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 


I V a (P) | V a (Q) || V a (P«Q) | 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

V 


On dit que deux propositions P et Q sont logiquement équivalentes et on note P = Q, lorsque pour tout environnement ct, 
V CT (P) = V CT (Q). En d’autres termes, deux propositions sont logiquement équivalentes si, quelles que soient les valeurs de 
vérité affectées aux variables, les deux propositions s’évaluent de la même manière. Pour montrer que deux propositions 
sont logiquement équivalentes, il suffit de dresser les tables de vérité des deux propositions et de vérifier qu’elles sont 
identiques. 

Si P et Q sont deux propositions logiques, les propositions i(PaQ) et (— «P) v (— >Q) sont logiquement équivalentes (on note 
P à la place de V (J (P) désormais) : 


P 

Q 

PaQ 

-i(PaQ) 

iP 

-Q 

-iPv-iQ 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 1 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

v 

~ 

~ 

F 

V 

V 

F 

V 

~F~ 

~F~ 

F 

V 

V 

V 

V 


De la même façon, on vérifie que -i(P v Q) = ->P a -iQ. Ces équivalences logiques s’appellent les lois de DeMorgan. 


A.l.l L’implication 

En mathématiques, on part d’un très petit nombre de faits que l’on suppose vrais (les axiomes ) et, à l’aide de règles 
logiques, on démontre de nouveaux résultats appelés théorèmes, lemmes, propositions, corollaires, . . . 

Les énoncés mathématiques utilisent souvent l’implication logique. Une des raisons de son importance est la suivante : 
on connaît déjà un résultat représenté par une proposition P (on sait que V CT (P) = V) et par un raisonnement, on montre 
que la proposition P => Q est vraie : (V CT (P => Q) = V). En examinant la table de vérité de l’implication, la seule ligne 
où simultanément V, T (P) = V et V CT (P => Q) = V est la première ligne dans laquelle V a (Q) = V. On en déduit ainsi que la 
proposition Q est vraie. 
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Remarque 1.1 Examinez attentivement la table de vérité de l’implication : une proposition P => Q est toujours vraie, 
sauf lorsque P est vraie et Q est fausse. Un exemple surprenant : considérons les propositions 

- x : « tous les entiers sont pairs », 

- y : « tous les entiers sont impairs », 

- P : « si tous les entiers sont pairs, alors tous les entiers sont impairs ». 

La proposition x est fausse : o(x) = F, ainsi que la proposition y : a {y) = F. La proposition P s’écrit en logique P = 
x => y. Cette proposition est vraie : V a (P) = V ! En effet, c’est la quatrième ligne de la table de vérité. Ce résultat est 
surprenant car nous avons l’habitude de considérer une implication P => Q uniquement dans le cas où P est vraie ! 

Pour montrer qu’une implication P => Q est vraie, on utilise deux méthodes importantes. 

1 . Le raisonnement direct : il consiste à montrer que la deuxième ligne de la table de vérité de l’implication P => Q 
est impossible. On suppose que P est vraie : V,j (P) = V et on justifie que nécessairement Q est vraie : V,j (Q) = V. On 
peut affirmer alors que V CT (P => Q) est vraie. En effet, lorsque V (T (P) = F, quelle que soit la valeur de vérité de Q, 
on a toujours V<j (P => Q) = V et on a exclu le cas où V a (P) = V et V CT (Q) = F. 

2. Le raisonnement par contraposée .il consiste également à éliminer la deuxième ligne de la table de vérité. On 
suppose que Q est fausse (V a (Q) = V correspond aux lignes 2 et 4 puisqu’ aux lignes 1 et 3, on a V a (P => Q) = V), 
et on justifie que V CT (P) = F. 

I Remarque 1.2 Une autre façon de comprendre le raisonnement par contraposée consiste à vérifier que les deux 
propositions P => Q et -iQ => ~iP sont logiquement équivalentes : 



I On montre alors que ->Q => ->P est vraie avec un raisonnement direct : on suppose que ~>Q est vraie (c’est-à-dire Q 
fausse) et on justifie que ~>P est vraie (c’est-à-dire P fausse). 

Exemple 1.1 Soit une fonction / : IR — jjj IR. Montrer que 

(/impaire) => (/(0)=0). 

Utilisons un raisonnement direct. On suppose que / est impaire : pour tout réel x, /(-x) = -/(x). En particulier pour 
x = 0, on obtient /(O) = -/(O) d’où /(O) = 0. 

Exemple 1.2 Soit x un réel positif. Montrer que 

(Ve > 0, x<e) => (x = 0). 

Raisonnons par contraposée : si x / 0, alors on a x > 0. En prenant e = x/2, on a e > 0 et x > e ce qui montre que la 
première proposition est fausse. 

Remarque 1.3 On utilise souvent le raisonnement par l’absurde en mathématiques. On veut montrer qu’une proposition 
Q est vraie. On suppose Q fausse et on aboutit à une absurdité. 

Formellement, on utilise une suite d’implications -iQ => Qi, Qi => Q 2 .---.Qn -1 => Q n toutes vraies, avec la 
proposition Q„ qui est fausse. 

Exemple 1.3 Montrer que \pï est irrationnel. On suppose par l’absurde que f2 est rationnel : il existe p e Z et q e N* 
tels que \/2 - pl q. En élevant au carré, 2 q 2 = p 2 , mais alors 2 apparaîtrait à une puissance paire dans la décomposition 
en facteurs premiers de 2 q 2 , alors qu’il apparaît avec une puissance paire dans la décomposition de p 2 . On aboutit à une 
contradiction avec l’unicité de la décomposition en facteurs premiers d’un entier(voir le théorème 20.18 page 757). On 
généralise cette preuve pour montrer que si un nombre p est premier, le réel yjp est irrationnel. 

I Remarque 1.4 N’abusez pas des raisonnements par contraposée ou par l’absurde ! Un raisonnement direct est toujours 
plus clair et plus simple à rédiger. On se lance dans un raisonnement par contraposée uniquement lorsqu’on n’a pas 
réussi à trouver une preuve directe. 

On vérifie l’équivalence logique 

P => Q = -.P v Q. 


1128 




P 

Q 

P => Q 

iP 

-iPvQ 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 


En utilisant les lois de DeMorgan, on obtient alors une technique standard pour nier une implication : 

-.(P => Q) = P a (~>Q). 

En pratique, pour montrer qu’une implication P ==> Q est fausse, on vérifie que P est vraie, alors que Q est fausse. 
Une autre équivalence logique importante : 

(P<=>Q) = [(P => Q) a (Q =* P)]. 
|P|Q||P^Q|Q=^P|(P=^Q)A(Q=^P)|P^Q| 



Ce résultat aura une conséquence importante en mathématiques : pour montrer qu’une équivalence P <=> Q est vraie, on 
montre séparément que les deux implications P ==> Q et Q => P sont vraies. 


A.2 Ensembles 


La quasi-totalité des énoncés mathématiques s’exprime à l’aide de notations ensemblistes. La théorie précise des ensem- 
bles est compliquée et inutile pour nous. Il suffit de comprendre quelques notations et règles intuitives pour pouvoir traiter 
convenablement tout le programme des classes préparatoires. 

À faire : reprendre note historique du cours 
Un ensemble peut être compris intuitivement comme une collection d’objets appelés éléments. Lorsqu’un objet x appar- 
tient à l’ensemble E, on notera xe E. S’il n’appartient pas à l’ensemble, on notera x&E. 

On dit qu’un ensemble E est inclus dans un ensemble F et on note EcF lorsque tous les éléments de E sont également 
éléments de F. On dit alors que l’ensemble E est une partie de l’ensemble F. 

Un axiome de la théorie des ensembles affirme qu’il existe un ensemble particulier, l’ensemble vide qui ne contient aucun 
élément et qui est noté 0. Cet ensemble vide est inclus dans tous les ensembles. 

On dit que deux ensembles E et F sont égaux et on note E — F lorsque E c F et F c E. Cela signifie que les deux ensembles 
ont les mêmes éléments. 

Nous supposerons connus quelques ensembles fondamentaux, comme l’ensemble des entiers naturels noté N, l’ensemble 
des entiers relatifs noté Z, l’ensemble des nombres réels noté IR . . . : (0 e N, N c Z, . . .). 

Nous allons définir les ensembles de deux façons : 

1. En listant un nombre fini de ses éléments, par exemple : F = {1,2,3}. Les éléments d’un ensemble peuvent être 
eux-mêmes des ensembles. On peut par exemple définir l’ensemble G = {0,{0}} formé de deux éléments qui sont 
eux-mêmes des ensembles (on a par exemple 0 c G, 0 e G, {0} c G, {0} e G, {0, {0}} t G). 

2. En utilisant un ensemble E déjà construit et une proposition ë?[x) qui dépend d’un élément x e E. On peut définir 
l’ensemble formé des éléments de E pour lesquels la propriété S? est vraie : 

F = {xe E | é^Cx)}. 

On peut par exemple définir l’ensemble des réels strictement positifs de cette façon : F = {x e IR | x > 0}. 

Exemple 1.4 On peut définir les ensembles suivants : 

- {z e C | Re (z) = 0} : l’ensemble des nombres complexes imaginaires purs. 

- {x e IR | x 2 - 2 = 0} : cet ensemble est formé de deux éléments \/2 et -y/2. 

- {z e C | z 3 = 1} : l’ensemble des racines cubiques de l’unité. 


Remarque 1.5 II est nécessaire à notre niveau d’utiliser toujours un ensemble E connu pour définir un nouvel ensemble 
sous peine d’aboutir rapidement à des paradoxes inextricables ! Par exemple, peut-on considérer l’ensemble F de tous 
les ensembles qui ne se contiennent pas ? Si on note E l’ensemble formé de tous les ensembles (à supposer qu’un tel 
ensemble existe), on pourrait définir F par : 

F = {xe E | x£x}. 


Mais que penser de l’objet F ? 
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I - Si F e F, alors par définition de F, on aurait F £F ce qui est contradictoire, 

- Si F £T, alors par définition de F, F e F ce qui est aussi contradictoire. 

On voit qu’on ne peut pas parler de l’ensemble E formé de tous les ensembles ! 

À partir d’ensembles E et F déjà définis, nous pouvons construire de nouveaux ensembles : 

1. L’union de deux ensembles est un nouvel ensemble noté Eu F. Ses éléments sont les éléments qui sont dans E ou 
dans F. 

2. L’intersection de deux ensembles est un nouvel ensemble noté E n F. Ses éléments sont les éléments qui sont à la 
fois dans E et dans F. 

3. La différence d’un ensemble E et d’un ensemble F noté E \ F est un nouvel ensemble. Ses éléments sont les éléments 
de E qui ne sont pas dans F. 

4. Le complémentaire d’une partie AcE, notée A c est un nouvel ensemble formé des éléments de E qui ne sont pas 
dans A : A c = E\A. 



AuB AnB A\B 


À partir de deux ensembles E et F, on définit un nouvel ensemble noté E x F qui s’ appelle le produit cartésien des ensembles 
E et F. Pour deux éléments x e E et y e F, on définit le couple ( x , y) et E x F est l’ensemble dont les éléments sont tous les 
couples de cette forme. 

I Remarque 1.6 Attention, les couples (x, y) et (y, x) sont deux objets distincts, contrairement à l’ensemble {x, y} = {y, x} 
où l’ordre des éléments est indifférent. On dit que deux couples (x, y) e E x F et (x', y') e E x F sont égaux lorsque x = x' 
et y = y'. 

On définit par exemple IR 2 = IR x IR comme étant l’ensemble formé des couples de réels. On généralise cette notion à 
des produits cartésiens d’un nombre fini d’ensembles : Ei x ■■■ x E„ est l’ensemble formé des n-uplets (xi,...,x n ) où 
xi eE 1 ,...,x„ eE„. 

Si E est un ensemble, on peut également définir l’ensemble des parties de E noté ^(E). Les éléments de 3*(E) sont les 
sous-ensembles de E. Par exemple, si E = {0,1,2}, é5*(E) = {0,{O},{1},{2},{O, 1}, {0,2}, {1,2}, {0,1,2}}. Les ensembles 0 et E 
sont toujours des éléments de l’ensemble ^(E). 

I Exemple 1.5 Si E = N, les notations suivantes sont correctes : 0 c ,^(E), 0 e 5*(E), 1 Sé(E), {1} d E, {1} c E, 
{l}eé>»(E) ... 

A.3 Quantificateurs 

On étend la logique des propositions en ajoutant l’utilisation de quantificateurs V et 3 qui se lisent respectivement quel 
que soit et il existe. Nous pourrons parler de propositions de la forme 
- P : Vxe IR, 3yelR: x«y 
- Q : 3xe IR : Vxe IR, x« y 

Si 3P[x) est un prédicat , c’est-à-dire une proposition dépendant d’un élément x appartenant à un ensemble E, 

- la proposition 

P : VxeE, 9>{x) 

est vraie lorsque pour tout élément x e E, la proposition g?{x) prend la valeur V, 

- la proposition 

Q : 3x e E : 5»(x) 

est vraie lorsqu’ il existe au moins un élément x e E pour lequel la proposition 9°(x) prend la valeur V. 

Exemple 1.6 

- La proposition P : Vx e IR, x < x + 1 est vraie. 

- La proposition P : Vx e IR, x 2 - 1 = 0 est fausse, car pour x = 0, la propriété 8P{x) : x 2 - 1 = 0 n’est pas vraie. 

- La proposition P : 3x e IR : x 2 - 1 = 0 est vraie car la propriété 2?{x) : x 2 - 1 = 0 est vérifiée pour x = 1 par exemple. 
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I Remarque 1.7 La proposition « P : Vx e E, SP[x) » utilise une lettre x, mais ne dépend pas d’un élément particulier 
x e E. On dit que x est une variable muette. On peut écrire la même proposition avec une autre variable muette : 
P : Vy e E, &>(y). 

I Remarque 1.8 On note 3 !x e E : 3P{x) pour dire qu’il existe un unique élément x e E vérifiant la propriété 3P{x). 

Pour montrer une unicité en mathématiques, on suppose que deux éléments x e E et x' e E vérifient 3P{x) et 3P(x') et on 
montre qu’ alors x- x' . 

Il est très important de savoir nier une proposition avec quantificateurs. Si P est la proposition 
P : VxeE, S»(x), 

la négation de la proposition P, -iP s’écrit à l’aide du quantificateur 3 : 

-■P: 3xe E : -i0>(x). 


En Français : « il existe au moins un élément x de E pour lequel la propriété é^fx) est fausse ». 
De même, la négation de la proposition 

Q : 3xe E : 0>(x) 

s’écrit à l’aide du quantificateur V 

-iQ: VxeE, -i0»(x) 


En Français : « Pour tous les éléments x de E, la propriété &>(x) est fausse. 


Remarque 1.9 La négation de la proposition P : Vx £ E, &>(x) n’est pas VxeE, -i ë?{x). 

Par exemple, si P est la proposition « tous les chats sont noirs », sa négation n’est pas « tous les chats ne sont pas 
noirs », mais « il existe au moins un chat qui n’est pas noir ». 


On peut alors écrire de façon automatique la négation d’une proposition faisant intervenir plusieurs quantificateurs. 

- P : Vee IR + ,3a£ IR + :a< e se nie en -iP : 3 e e IR + : Voce IR + ,a3= e. 

- P : 3xe IR : Vue N, 3y e IR : x = ny se nie en -iP : Vxe IR, 3ue N : VyE IR,x/ ny 

- En se rappelant que la négation de la proposition P ==> Q est logiquement équivalente à (— >P a Q) , on nie la proposition : 

P : Vxe IR, [(3ue N : n^x) ==> (Vp eN, p&x)] 


-iP :3 xeIR: (3ueN: nsx)A(3p£N: p<x) 
Multimédia : Exerciseur pour nier une prop. à quantificateurs 


A.4 Plans de démonstration 

On réserve en mathématiques l’usage de quantificateurs pour l’énoncé des définitions et des théorèmes. Pour prouver un 
résultat, on écrit une démonstration qui se base sur une démarche logique. 

Pour montrer par exemple qu’une proposition P : Vx e E,^*(x) est vraie, il faut vérifier que la proposition 3P{x) est vraie 
pour tout élément x dans l’ensemble E. On considère pour cela un élément x £ E quelconque et une fois cet élément donné, 
on vérifie que la propriété &>{x) est vraie. Le fait de considérer un élément x e E quelconque se traduit dans une preuve 
par le mot clé soit : Soit x e E. Il est indispensable de bien comprendre le sens de ce mot « soit » en mathématiques. 
Méditez les deux images suivantes : 

1. Une personne extérieure vous donne un élément xe E de son choix : vous n’avez pas le droit de choisir vous même 
un élément x qui vous arrange ! Vous devez démontrer que la propriété 3P{x) est vraie pour cet élément x qu’on 
vous a imposé. Imaginez que la personne extérieure doute de votre preuve, elle peut choisir un élément x le plus 
embêtant pour vous. Vous devez être capable de la convaincre que votre raisonnement fonctionne pour tous les x 
qu’elle choisira. 

2. Imaginez que vous deviez écrire un programme informatique. Ce programme utilise des paramètres. Les utilisateurs 
vont utiliser votre programme avec des valeurs de leur choix pour le paramètre. Pour convaincre votre employeur 
que votre programme fonctionne, vous devrez prouver qu’il renvoie le bon résultat pour toute valeur du paramètre. 

Pour montrer qu’une proposition P : 3x £ E : é5*(x) est vraie, il vous suffit d’exhiber un élément x de votre choix dans 
l’ensemble E pour lequel la proposition 3P{x) est vraie. On utilise souvent pour cela le mot clé « Posons x - ». 
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Exemple 1.7 Montrer que la proposition 

VxGlR,3yGlR: x<y 2 

est vraie. Voici un exemple de démonstration. 

Soit xeI, étudions plusieurs cas qui recouvrent toutes les possibilités. 

1 . Si x < 0, posons y = 0 et on a bien x < y 2 = 0. 

2. Si 0 « x < 1, posons y = 1 et on a bien x < y 2 = 1. 

3. Si x > 1, posons y = x, on a bien x < x 2 = y 2 . 

On peut également utiliser une propriété connue Q pour justifier l’existence d’un élément : « d’après Q, il existe x e E 
vérifiant 5*(x). . . ». 

Exemple 1.8 Montrer l’implication : 

Vye R, 3 ugN : n^y<n+ 1 => Va> 0, Vxg IR, 3«g N : na x< (n + l)a. 

«) (») 

Faisons un raisonnement direct en supposant la propriété (i) vraie et montrons (i i). 

Soit a > 0, 
soit xg IR, 

d’après (i), en prenant y - x/a, il existe n e N tel que n « y < n + 1 
par conséquent, puisque a > 0, na « x < {n + l)a. 

Il est important de réfléchir à l’ordre des quantificateurs dans une proposition logique. 

- On peut inverser deux quantificateurs V successifs, 

- On peut inverser deux quantificateurs 3 successifs, 

- On ne peut pas inverser deux quantificateurs V et 3. 

Exemple 1.9 

1 . La proposition P: Vx g IR, Vy e IR, 3z g IR : z 3= x et z 3= y signifie que si l’on se donne deux réels x et y, alors il 
existe un réel z qui dépend de x et y plus grand à la fois que x et y. 

2. La proposition Q : Vy g IR, Vx e IR, 3z e IR : z 3 x et z 3 y signifie la même chose : qu’on vous donne d’abord 
x puis y revient à vous donner d’abord y puis x. Les propositions P et Q sont logiquement équivalentes (ici elles 
sont vraies toutes les deux). 

3. La proposition R : 3z g IR : Vx g IR, Vy g IR ,z3xetz3y signifie qu’il existe un réel z universel (c’est-à-dire 
qu’il ne dépend de rien) tel que pour tous réels x et y, z soit plus grand que x et y. Cette proposition est fausse, 
alors qu’elle ne diffère de P et Q que par l’ordre des quantificateurs. 

I Re?narque 1.10 L’ordre des quantificateurs dans une proposition induit des dépendances entre les objets. C’est une 
source fréquente d’erreurs de raisonnement. Nous verrons quelques exemples typiques plus tard. 

L’essentiel de votre travail en mathématiques cette année va consister à écrire des preuves de résultats. Ces démonstrations 
vont utiliser les définitions du cours qu’il faudra comprendre de façon précise. Ces définitions sont écrites à l’aide de 
quantificateurs, mais on les retient comme un plan de démonstration : « que dois-je faire pour montrer que ... ». 

Exemple 1.10 On considère une fonction / : IR — » IR. On dit qu’elle est paire lorsque Vx g IR, /(-x) = /(x). On dit 
qu’elle est impaire lorsque Vx g IR, /(-x) = -/(x). On dit que / est la fonction nulle lorsque Vx g IR, /(x) = 0. Montrons 
en utilisant ces définitions l’équivalence : 

(/ paire et impaire ) <=> (/ est la fonction nulle ) 

(!) Cto 

Commençons par écrire un plan de démonstration correspondant à la propriété à démontrer. Pour montrer une équiva- 
lence, on montre deux implications. L’ébauche de plan commence donc par : 

Ci) => (ü) : 

00 =* (i) : 

Pour montrer (i) => (ii), on fait un raisonnement direct. On suppose la proposition (i) vraie (on s’en servira comme 
hypothèse dans la démonstration), et il faut démontrer la proposition (i i) : Vx g IR, /(x) = 0. Le plan devient : 

(i) s# (ü) : 
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Soit x G R, 


(n) => (fl : 

De même pour l’implication Ci ï ) ==s (fl, on suppose (ii) vraie (hypothèse) et on veut montrer (i) : Vx g IR, /(-x) - 
/(x) et f(-x) - — f (x). Le plan complet s’écrit donc : 

(/) => (ü) : 

Soit xg M, 

.../(*) = 0 
(ü) =► Ci) : 

Soit xg M, 

• • f(-X) - /(x) et /(-x) = -/(x). 

Complétons maintenant ce plan pour écrire une preuve complète : 

(i) =* (ü) : 

Soit xe IR, 

puisque / est paire, /(-x) = /(x) et puisque / est impaire, /(-x) = -/(x). 

En retranchant ces deux égalités, on obtient 2/(x) == 0 d’où /(x) = 0. 

(ü) => Ci) : 

Soit xg M, 

Puisque / est la fonction nulle, /(-x) = 0 et /(x) = 0. 

Par conséquent, /(-x) = -/(x) = /(x) = 0. 

On a vu sur cet exemple la démarche à effectuer pour écrire une preuve. 

1 . Écrire au brouillon le plan de démonstration correspondant au résultat à montrer. 

2. On complète au brouillon la démonstration en utilisant aux différents endroits les hypothèses. Remarquez que l’on 
cite précisément les hypothèses utilisées dans la démonstration finale : ce n’est pas à la personne qui vous lit de 
deviner d’où viennent les propriétés que vous utilisez, c’est à vous de l’indiquer clairement. 

3. On rédige au propre la démonstration finale en mettant en évidence le plan de démonstration suivi. On a numéroté 
les deux propositions ( i ) et (i i), on indique clairement ce qu’on montre : (i) => (i i)... On passe souvent à la ligne 
pour rendre la preuve plus lisible... 

Exemple 1.11 Une définition très importante en analyse : on dit qu’une suite réelle ( u n ) converge vers une limite £ g IR 
si et seulement si 

Ve > 0, BNgN: VugN, (rc^N) ==* |w„-£|«e 
Pour montrer que u n — - — ► £, on utilise donc le plan suivant : 

Plan 1.1: | Convergence d’une suite | 

1. Soite>0 

2. Posons N = ... 

3. Soit n g N 

4. Supposons n ^ N 

5. On a \u n - 1\ « e. 

Que signifie ce plan ? 

1. Soit e > 0 : vous demandez à une personne extérieure de vous donner un e > 0 de son choix (aussi petit qu’elle 
veut !) 

2. Posons N - ... : en fonction de cet e > 0 qu’elle vous a donné, vous devez construire un entier N (qui dépend bien 
sûr de e). 

3. Phase de vérification : vous ne pouvez pas définir n’importe quel entier N, il faut qu’il satisfasse la propriété 
Vu g N, n ^ N => | u n — Z| s= e. Pour vérifier que cette propriété à quantificateur est vraie : 

(a) Soit n g l\l : vous demandez un entier n à la personne extérieure. 

(b) En utilisant l’entier n qu’elle vous a donné, vous devez démontrer l’implication ( n > N) => \u n - l\ « e 
Pour cela, on utilise le raisonnement direct. On suppose que la propriété ( n 3? N) est vraie : On prend n> N. 
On vérifie alors que le choix de notre N permet de conclure que la propriété | u n - 1\ « e est également vraie. 
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Montrons que la suite (1 In) converge vers 0 en utilisant le plan de démonstration qui découle de la définition. 

1. Soit e>0. 

2. Posons N = E(l/e) + 1 (où E(l/e) désigne la partie entière du réel l/e, à savoir le plus grand entier inférieur ou égal 
à l/e). 

3. Soit ne N. Supposons que n > N. 

4. Avec la définition de la partie entière, E(l/e) s£ ^ < E(l/e) + 1 d’où £ < N et, puisque « S* N ^ ^ s; e et finalement 

on conclut : | u n - 0| = ~ < e. 

Remarquez que l’entier N que vous avez construit dépend explicitement du « paramètre » e que la personne vous a 
donné. Votre démonstration peut se traduire par un programme informatique : l’utilisateur entre le e > 0 de son choix et 
votre programme renvoie l’entier N calculé à partir de la formule ci-dessus. Vous avez justifié que le programme renvoie 
toujours un entier N vérifiant la propriété souhaitée. 

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons apprendre à traduire des définitions à quantificateurs par des plans de dé- 
monstration et nous entraîner à écrire des preuves en utilisant ces plans. Nous avons choisi des exemples portant sur les 
ensembles et les applications car ils sont simples et instructifs. La démarche suivie s’étend à tout le cours d’algèbre et 
d’analyse avec des définitions plus compliquées. 

Multimédia : l'utilisateur choisit des quantificateurs et variables et le programme 
écrit le plan de démonstration correspondant. Inverse : on propose une phrase à quantifica 
et il faut écrire le plan. 

A.4.1 Plans de preuves ensemblistes 

Voici deux définitions ensemblistes et les plans de preuve associés. 


Définition 1 . 1 Inclusion d’ensembles 

Un ensemble E est inclus dans un ensemble F si et seulement si Vx g E, x e F 

Plan 1.2 : | Inclusion d’ensemble [ . 

1. Soit jc eE 

2 . ... 

3. xeF 


Définition 1.2 Égalité d’ensembles 

On dit que deux ensembles E et F sont égaux si et seulement si E c F et F c E. 


Plan 1.3 : | Égabté d’ensembles 

1 . Montrons que E c F : 

(a) Soit xe E, 

(b) . .. xeF. 

2. Montrons que F c E : 

(a) Soit xeF, 

(b) ... xeE. 


Exemple 1.12 Soient trois ensembles A, B, C. Montrer que 

(AuBc AuC et AnBcAnC) => (BcC). 

o) m 

Supposons la proposition (/) vraie et montrons que la proposition {il) est vraie (raisonnement direct). 
Soit x e B 

Puisque x e B, Étudions deux cas complémentaires 

- Si xe A, alors xeAnB donc d’après (/), xe AnC et donc xe C. 

- Si x^A, alors puisque xeB, xeAuB donc d’après (/), xe AuC. Puisque x^A, xe C. 

Dans les deux cas, on a montré que x e C. 
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Exemple 1.13 Soient trois ensembles A, B, C. Montrer que 


An (Bu C) = (An B) u (An C) 

1. Montrons que An(BuC)c(AnB)u(AnC). 

Soit xe An(BuC) 

On sait que x e A et que xeBuC. Puisque x e B u C, il y a deux cas possibles : 

- si x e B, alors à fortiori, x e An B et donc x e (A n B) u (An C), 

- si x e C, alors à fortiori, x € An C et donc x e (An B) u (An C). 

Dans les deux cas, on aboutit à la conclusion que x e (An B) u (An C). 

2. Montrons que (AnB) u (AnC) e An (Bu C). 

Soit x e (An B) u (An C) 

Puisque x appartient à une union, on étudie les deux cas : 

- x e (A n B) , alors comme x e B, à fortiori, x e B u C et comme x e A, finalement x e A n (B u C) . 

- xe (AnC), xe C d’où xeBuC et comme xe A, xe An (BuC). 

Dans les deux cas, on aboutit à la conclusion que x e An (B u C). 

Remarque 1.11 Remarquez comment nous avons respecté les plans correspondant aux définitions. Dites- vous bien que 
si vous voulez montrer que E c F et que vous écrivez : 


xeE 
xe F 

votre professeur ne prendra pas la peine de lire votre copie : vous êtes hors sujet. Ce que vous écrivez peut être intéressant, 
mais ne démontre pas que E c F. Vous n’avez pas suivi le plan de démonstration correspondant à la propriété à montrer. Il 
est très important d’écrire au brouillon (au moins dans un premier temps), le plan de démonstration et de bien comprendre 
ce que vous devez faire pour montrer le résultat. Avec un peu d’habitude, le brouillon deviendra inutile et vous aurez en 
tête ce plan à tout moment. 

Exercice 1.1 I V 

Soient trois ensembles A,B,C. Montrer que 


Au (BnC) = (Au B) n (AuC). 


Solution : 

e ; soit x e A u (B n C) . Étudions deux cas : 

- xe A, alors xeAuBetxeAuC et donc xe (Au B) n (AuC). 

- xe BnC : comme xe B, xe Au B et comme xe C, xe AuC. Par conséquent, xe (Au B) n (AuC). 

Dans les deux cas, x e (A u B) n (A u C) . 

: soitxe (AuB) n (AuC). 

On axeAuB et xeAuC. Étudions deux cas complémentaires : 

- xe A, alors x e Au (B n C). 

- x t A, alors comme x e A u B, x e B. De même, puisque xeAuC, xeC. Par conséquent, x e (B n C) et donc 
xe Au (BnC). 

Dans les deux cas, on a montré que x e A u (B n C) . 


Exercice 1.2 

Soient A et B deux ensembles. On définit leur différence symétrique par : 
AAB = (AuB) \ (AnB). 

a. Comparer les ensembles AA (B u C) et (AAB) u (AAC). 

b. Soient A, B, C c E trois parties d’un ensemble E. Montrer que 

(AAB = AAC) <=> (B = C). 

«) «fl 
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Solution : 

a. - Montrons que AA(B uC)c (A AB) u (AAC). 

Soit x g AA (B u C), par définition de la différence symétrique, xeAu(BuC) et x t An (B u C). Puisque 
jceAuBuC, étudions trois cas : 

- si xe A: puisque x^BuC, x^B, donc x £ AAB. 

- si x e B : x t A d’où x e AAB. 

- si x e C : x t A d’où x e AAC. 

Dans les trois cas, on obtient que x e (AAB) u (AAC). 

- Montrons qu’en général, l’inclusion réciproque est fausse. Il suffit pour cela d’exhiber un contre-exemple. 
Considérons quatre entiers distincts a, b, c, d et posons A - {a, b], B = {b, c} et C - {d\. On calcule AA (B u C) = 
AA {b, c, d} - {a, c, d} alors que (AAB) u (AAC) = {a, c} u {a, b, d] - {a, b, c, d}. 

b. Pour montrer une équivalence, on montre deux implications : 

(i i) => U) est évidente. 

il) => (ii) ; supposons (i) vraie et montrons que (il) est vraie (raisonnement direct). 

Montrons que B c C : 

Soit b g B, étudions deux cas complémentaires : 

si b g A, alors b t AAB donc d’après ( i ), x^AAC et donc h £ C. 

si b& A, alors b e AAB = AAC d’où b e C. 

Montrons que C c B : la preuve est similaire. 


Exercice 1.3 A? I 

Soient deux ensembles E et F. Quelle relation y a-t-il 

a. entre les ensembles (E u F) et 5* (E) u (F) ? 

b. entre les ensembles (E n F) et (E) n (F) ? 

c. entre les ensembles 2? (E x F) et 2? (E) x £P(F) ? 


Solution : 

a. Montrons que 2? (E) u 22 (F) c3*(EuF). 

Soit A g & (E) u & (F) . Étudions les deux cas possibles : 

- Si A E 22 (E) , cela signifie que A c E et donc que A c E u F. Par conséquent, A G (E u F) . 

- De même si A G & (F). 

L’inclusion réciproque est fausse, comme le montre l’exemple E = { e }, F = {/} (avec e # f) : 2? (E u F) = 

b. Montrons que 5* (En F) = ^(E) n £5® (F). 

- ^(EnFlc^EJn^tF). 

Soit A Et? 1 (En F). On a AcEnF. 

Puisque A c E, A £ & (E) 

Puisque AcF,Ag^(F). 

Par conséquent, Ae2? (E) n 9 (F) . 

- t?*(E) n5 9 (F) c£5»(EnF). 

Soit A g &> (E)n (F). 

Comme A e 2P (E), A c E. 

De même puisque A e 2P (F), A c F. 

Donc AcEnF et donc A g ^(En F). 

c. Il n’y a aucune inclusion entre les deux ensembles, comme le montre le contre-exemple suivant : E = {e} et 

F = {/}. E x F = {(e, /)}, 0>(E xF) = {0,{(e,/)}}. D’autre part, 5»(E) = {0,{e}}, (F) = {0, {/}} et 5»(E) x &>(¥) = 

{(0, 0), (0, {/}), ({e}, 0), ({e}, {/})}. 
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A.4.2 Plans de démonstrations pour les applications 

Applications 


Définition 1.3 00 Application 

On considère deux ensembles E et F. Une application f : E — > F est une correspondance qui à tout élément xeE associe 
un unique élément noté /(x) de l’ensemble F. 


Remarque 1.12 On définit plus formellement une application / : E — <• F par son graphe. C’est une partie GcExF 
vérifiant la propriété : Vx e E, 3 ! y e F : (x, y) e G. On dit que cet unique élément y - /(x) est l’image de l’élément x 

par l’application /. Pour une application / : IR — ► IR, son graphe est une partie de IR 2 telle que pour tout réel xo e IR, la 
droite d’équation y = xq rencontre le graphe en un unique point (xo,yo). 



Exemple 1.14 Lorsque les ensembles E et F sont finis, on peut représenter une application / : E — ♦ F par un diagramme 
sagittal. On trace une flèche partant de chaque élément x g E vers son image, l’unique élément y = /(x) g F. 



Le premier diagramme sagittal représente une application. Par exemple /(x 3) = yi, /(x 4) = /(x 2) = y 2- Le graphe de / 
s’écrit G = {(xi,yi), (X2,y2), (X3,yi), (X4,y2)}. La deuxième figure ne représente pas une application pour deux raisons : 
l’élément xi possède deux images et l’élément X2 n’a pas d’image. 


I Remarque 1.13 On définit Y application identité d’un ensemble E par Me : 


Définition 1.4 00 Égalité de deux applications 
On dit que deux applications /, g : E — *■ F sont égales lorsque 


VxgE, /(x)=g(x). 


__Plan 1 . 4 : Égalité de deux applications L 


1 . SoitxcE, 

2 . ... 

3. /(x)=g(x). 
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Composée d’applications 


Définition 1.5 W Composée d’applications 

Soit / : E — ► F et g : F — * G deux applications. On définit une nouvelle application notée g o f : E — ► G en posant 
VxeE,(go/)(x)=g(/(x)). 


Exemple 1.15 Sur le diagramme sagittal ci-dessous, on a par exemple (g°/)(xi) = g(/(xU) = g(j/| ) = zi 



8°f 


Remarque 1.14 À chaque fois que vous voyez une composée d’applications, assurez-vous que l’ensemble d’arrivée de 
la première est inclus dans l’ensemble de départ de la seconde. Il est conseillé de faire des schémas de composition 

E^F-^G 


| Remarque 1.15 La composée est « associative » : si E F G H sont trois applications, (h ° g) ° / = h o (g o /) . 
| Remarque 1.16 Si / :E — * F, /oid E = / et id^of = f. 

Applications injectives, surjectives 


Définition 1.6 9W Injectivité 

On dit qu’une application / : E — r F est injective lorsque 

V(x,y) e E 2 , /(x) = f{y) x = y 


On en déduit le plan de démonstration important 
Plan 1.5 : | Injectivité] . 

1. Soit (xj)eE 2 . 

2. Supposons que f(x ) =f(y), 

3. ... 

4. x-y. 


Remarque 1.17 La définition précédente n’est pas très intuitive. Pour la comprendre, traduisons ce que signifie le fait 
qu’une fonction n’est pas injective en niant la proposition à quantificateurs : 

3(x,y) e E 2 : [/(x) = /(y)] a [x * y] 

Une fonction n’est pas injective lorsqu’il existe deux éléments distincts x,y ayant la même image. Une autre façon de 
traduire que / est injective consiste à dire que tout élément y g F possède au plus un antécédent. 
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L’application g de l’exemple ci-dessus n’est pas injective puisque x\ ^ X3 et pourtant g(xi) = g(x3) = 3/3. L’application 
/ est elle injective. Remarquons que tout élément de F possède au plus un antécédent par / (l’élément 3/2 n’en possède 
pas). 

Pourquoi choisir comme définition de l’injectivité V (x, y) e E 2 ,/(x) = /(y) => x = y ? Simplement parce que cette 
définition se prête le mieux aux démonstrations directes ! En supposant que /(x) = /(y), on dispose d’une hypothèse 
intéressante dans la preuve : il suffit de résoudre cette équation et montrer que x- y. 


£ jç2 

yj : ^ (x + y x + 2y) est injective. 

Soient X = (x, y) e IR 2 et X' = (x', y') g IR 2 . 

On suppose que /(X) = /(X'), c’est-à-dire (égalité de deux couples) 

En retranchant la première ligne à la deuxième, on obtient y = y' puis x- x!. 

On a donc X = (x, y ) = (x', y') = X'. 


x+y = x' + y' 
x + 2 y =x' + 2y r 


Définition 1.7 WO Application surjective 

On dit qu’une application / : E — » F est surjective lorsque 


VyeF, 3xe E : y = /(x). 


_Plan 1.6 : | Application surjective | _ 


1. Soit y g F. 

2. Posons x = . 

3. y=/(x). 


Remarque 1.18 Une application est surjective lorsque tout élément de l’ensemble d’arrivée F possède au moins un 
antécédent. 



L’application g du schéma n’est pas surjective car y2 n’a pas d’antécédent. 
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Exemple 1.17 Montrer que l’ application / : 


K 2 

ix,y) 


M 2 

(. x + y,x+2y ) 


est surjective. 


Soit Y = (y!,y 2 )e[R 2 . 

Posons X = (2yi - y 2 , y 2 - yi). 

Alors fOQ = (2yi - y 2 + y 2 - yi, 2yi - y 2 + 2(y 2 - yil) = (yi, y 2 ) = Y. 

Remarque 1.19 II arrive souvent dans les démonstrations qu’on ait à construire un objet, sans qu’on voit de façon 
évidente comment le définir. On utilise alors un raisonnement d’ analyse-synthèse : 

- dans une partie analyse , on suppose que l’objet qu’on cherche vérifie les propriétés voulues, 

- on trouve que nécessairement l’objet doit être d’une forme particulière, 

- on rédige une partie synthèse en posant l’objet qu’on a trouvé et on vérifie qu’il convient. 

Sur notre exemple, on pourrait rédiger la preuve de la façon suivante. 

Soit Y = (yi,y 2 ) e IR 2 . 

Analyse : supposons que X = (xi ,x 2 ) vérifie /(X) = Y. On doit avoir 


En faisant L 2 -Li, on trouve que nécessairement x 2 = y 2 -yi et ensuite que x\ - 2yi -y 2 d’où X = (2yi -y 2 ,y 2 -yi). 
Synthèse : Posons X = (2yi - y 2 ,y 2 - yi). On a bien fQQ = (2yi - y 2 + y 2 - yi,2yi - y 2 + 2(y 2 - yf)) = (yi,y 2 ) = Y. 
Cette façon de rédiger permet d’expliquer comment on a abouti à la démonstration. Remarquez que si l’on supprime la 
partie analyse, on a respecté scrupuleusement le plan de preuve de la surjectivité. 

Exemple 1.18 Soit E un ensemble et /: E — » E une application. On suppose que f ° f ° f - f ■ Montrer que 


Pour montrer l’équivalence, montrons deux implications : 

1. fi) ==> (ü) ■ en supposant Ci) vraie, montrons que / est surjective. 

Soit y £ E, 

puisque / ° / ° / = /, on a /(/ ° /(y)) = /(y), mais puisque / est injective, / ° /(y) = y. 

Posons x = f o /(y), 

Onabieny = /(x). 

2. (ii) =» (i) : 

Soit (x,y) e E 2 . 

Supposons que /(x) = /(y). 

Puisque / est surjective, il existe x' e E tel que x = /(x') et il existe y' e E tel que y — /(y'). Alors f°f(x') = 
/°/(y'). En appliquant /, on obtient /°/°/(x') = / °/°/(y') et puisque f ° f ° f = f, on trouve que 
/(x') = /(y'l 

On a donc x = /(x') = /(y') = y. 

Exercice 1.4 10 

Soit E un ensemble non vide et A c E une partie de E. On définit l’application 


a. Déterminer l’application (p,\ lorsque E = {a, b} et A - {a}. Dans ce cas, l’application cpA est-elle injective, surjec- 
tive? 

b. Montrer que (cpA injective ) => (A = E). 

c. Montrer que ((Pa surjective ) => (A = E). 


xi + x 2 = yi : Li 
xi+2x 2 = y 2 :L 2 


(/ injective ) <=> (/ surjective ) 



S 6 (E) 
XnA ' 


| SolutionT 
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a. On peut ici lister les éléments de SA[E) = {0, {a}, {b}, {a, b}}. Il suffit de calculer l’image de chacun de ces éléments : 
(Pa(0) = 0, (Pa({«1) = { a }, (Pa ({£*}) = 0, tpA i{a, b}) = {a}. On voit que l’application n’est pas injective puisque 
ipA {{a, b}) = q>A({a}) alors que {a, b] # {a} et que cp,\ n ’est pas surjective puisque {a, b} n’a pas d’antécédent. 

b. Montrons le résultat par contraposée : 

Supposons A/E, il existe fie E \ A. 

Posons A' = A u {b}, on a A ^ A' 
et cp A (A') = A' n A = A = cp A (A) . 

c. Montrons le résultat par contraposée : 

Supposons A / E, il existe be E \ A. 

Posons B = {b} e tÿ*(E), 

Montrons que VX £&>(£), (PaQQ / B. 

SoitXe ^(E), (Pa(X) =XnAc A ce qui entraîne que b&r pa(X). Par conséquent, (PaCX) # B. 

On aurait pu également utiliser une démonstration directe : puisque tpA est surjective, il existe Xe^(E) tel que 
(Pa(X) = E, c ’est-à-dire X n A = E. On en déduit que E c A et donc que A = E. 


Théorème 1 . 1 Composée et injections, surjections 

f § 

On considère deux applications E — F — G. On a les propriétés suivantes : 

1. f, g injectives => gof injective. 

2. /, g surjectives => gof surjective. 

3. gof injective => / injective. 

4. g o f surjective => g surjective. 

Démonstration 

1. Montrons que gof est injective. 

Soient (x,x') e E 2 tels que (g°f){x) = [g°f)(x'). 

Puisque g est injective et que g[f{x )) = g[ftx'j), on en déduit /( jc) = f(x'). 

Puisque f est injective, on a x = x' . 

2. Montrons que go f est surjective. 

Soit z e G. 

Puisque g est surjective, il existe y e F tel que z = g(y). 

Puisque f est surjective, il existe z e E tel que y = /(z). 

Alors z = g(/(x)) = (g°/) (z) 

3. Montrons que f est injective. 

Soient (x,z') e E 2 tels que /(z) = /(z')- 

En prenant l’image par g des deux membres, on obtient : g(/(z)) = g[f{x')), soit (go /) (z) = (go f){x'}. 
Puisque (g o f) est injective, il vient que x = x! . 

4. Montrons que g est surjective. 

Soit z e G. 

Puisque (g o /) est injective, il existe xeE tel que z ~ (g ° /) (z) . 

On a donc z = g(/(z)) et, en posant y = /(z), cela donne z = g(y) ce qui montre que g est surjective. 

Exercice 1.5 Ç? 

Soient E, F, G trois ensembles et deux applications f : E — » F, g : F — * G. 

a. Montrer que si go f est injective et f surjective, alors g est injective. 

b. Montrer que si go f est surjective et g injective, alors f est surjective. 


Solution : 

a. Montrons que g est injective. 

Soit {y, y') e F 2 vérifiant g (y) = g(y'). 

Puisque f est surjective, il existe (x, x') e E 2 tels que y - /(x) et y' - /(x'). 
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b. 


On a donc g(/(xj) = g(/(xO), c’est-à-dire (g°/)(x) = [ g°f){x J ). 

Puisque ig°f) est injective, il vient que x- x' . 

En appliquant f, on a /(x) = f(x'), c’est-à-dire y - y'. 

Montrons que f est surjective. 

Soit y e F. 

Puisque g (y) e G et que (g°f) est surjective, il existe xe E tel que g [y) - (g°/)(x). 
On a alors g(y) = g(/(x)) mais comme g est injective, on a y = /(x). 


Bijections 


Définition 1.8 WO Bijection 

On dit qu’une application / : E — ► F est bijective lorsque / est injective et surjective. 

Plan 1.7 : | Pour montrer que / est bijective | 

1. Montrons que f est injective. 

2. Montrons que f est surjective. 


Remarque 1.20 
antécédent. 


Une application est bijective lorsque tout élément de l’ensemble d’arrivée possède exactement un 



Théorème 1 .2 W Bijection réciproque 

Soit / : E — > F une application bijective. Il existe une unique application g : F — * E vérifiant 
|go/ = id E 

j/°g - id F 

On dit que l’application g est la bijection réciproque de la bijection / et on note g = f~ l . 


Démonstration 

- Montrons l’unicité d’une telle application g. Soit (gi,g2) e ^(F, E) 2 vérifiant f°gi= f°g2 = id E etgi °f = g2°/ = idE- 

Soit y e F, 

puisque f o gl fy) = id F [yl = y, en appliquant g 2 , on a g 2 [f°gi (y)) = g2 Cy), 
d’où (g 2 °/)(gi(y)) = g 2 (y), 

Or g 2 °f = id E , id E (gi Cyl) = gi (y) et Gnalement gi (y) = g 2 (y) . 

- Montrons l’existence d’une telle application g. Considérons G = {(x, y) e E x F | y = /(x)} le graphe de l’application f. Posons 
G= {(y,x) e Fx E | y = /(x)}. On vérifie que G est un graphe fonctionnel : 

Soit y e F, 

puisque f est bijective, il existe un unique x e E tel que y = /(x), c’est-à-dire tel que (y, x) e G. 

Le graphe G définit donc une application g : F — * E. Montrons que f°g = id E . 

Soit y e F, fo g(y) = /(gfyl) . 

Il existe un unique x e E tel que y = /(x) et on a alors g(y) = x, d’où f° g{y) = /(x) = y. 

On montre de même que g°f = id E . 
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Exercice 1.6 ■ V 


f g h 

On considère trois applications E — F — G — H. Montrer que 

go f et ho g bijectives => f, g, h bijectives 


Solution : Puisque go f est surjective, d’après le théorème 1.1 page 1141, g est surjective. De même, puisque ho g 
est injective, g est injective. Par conséquent, g est bijective et on peut introduire sa bijection réciproque g -1 : G — * F. 
Puisque go f et g -1 sont bijectives, toujours d’après le théorème 1.1, f = g -1 o (go/) est bijective. Par conséquent, f 
est bijective. On démontre avec les mêmes arguments que h est aussi bijective. 

On peut aussi résoudre cet exercice en utilisant les résultats de l’exercice 1 .5 page 1141. Puisque go f est injective, f 
est injective d’après le théorème 1.1 page 1141 et, d’après l’exercice 1.5, f est surjective car g est injective. Onprouve 
de même que h est surjective. 


Théorème 1.3 OW Bijection réciproque d’une composée 

Soient / : E — » F et g : F — > G deux bijections. On note g -1 : G — » F et / -1 : F — ► E leurs bijections réciproques. La 
composée (go/) est également bijective et (g°/) _1 = / _1 °g _1 . 


Démonstration D’après le théorème 1.1 page 1141, la composée de deux bijections est une bijection, donc go f est bijective. 
Posons h = / _1 og _1 . On a ho {go f) = f -1 o (g _1 og)o/ = / _1 o/ = idg et de même, (g°f)° h ~ idc- Parle théorème 1.2 page 
1142, l’application h est la bijection réciproque de l’application go f. 

Image directe, image réciproque 


Définition 1.9 Image réciproque d’une partie 

Soit une application / : E — » F et une partie BcF.On définit l’image réciproque de la partie B par l’application / : 
/ -1 (B) = {x e E | / (x) e B}. 


Plan 1.8 : | Pour montrer que x e / 1 (B) | 

Soit xe E. 

Vérifions que /(x) e B. 

Remarque 1.21 Ne pas confondre la notation / -1 (B) lorsque B c F est une partie de F et la notation / _1 (y) lorsque 
y e F qui n’a de sens que lorsque l’application / est bijective. 

Exemple 1.19 Soit une application / : E — » F et deux parties Bi,B 2 c F. Montrer que 

a. BjcBz =* /^(BDc/- 1 ^) 

b. /- 1 (B 1 nB 2 ) = /- 1 (B 1 )n/- 1 (B 2 ) 

c. /- 1 (B 1 uB 2 ) = /- 1 (B 1 )u/- 1 (B 2 1 

a. Raisonnement direct. Supposons (t) : Bi c B 2 vraie et montrons (i i ) : / -1 (Bi) c / -1 (B 2 ) : 

Soit xe / -1 (Bi). 

Par définition de l’image réciproque, /(x) e Bi et, puisque Bi c B 2 , /(x) e B 2 . 

Par définition de l’image réciproque x e / -1 (B 2 ) car /(x) e B 2 . 

b. Montrons deux inclusions : 


soit x e / -1 (Bi n B 2 ), 

Par définition de l’image réciproque, /(x) e Bi n B 2 . 

Puisque /(x) e Bi, xe /~'(B|) et, puisque /(x) e B 2 , xe / _1 (B 2 ). 
On a donc xe / _1 (Bi) n/ _1 (B 2 ). 

Soit xe/ _1 (B 1 )n/ _1 (B 2 ). 
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Puisque xe / 1 (B|), /(x) e Bi et, comme xe / 1 (B 2 ), /(x) e B 2 . 

Ainsi /(x) e Bi n B 2 et x £ / _1 (Bi n B 2 ). 

Soit xe / _1 (Bi uB 2 ) 

Par définition de l’image réciproque, /(x) £ Bi u B 2 . Étudions deux cas : 

Si /(x) e Bi, alors par définition de l’image réciproque, x e / _1 (Bi) et à fortiori, x e / _1 (Bi) u 
/ ’(B 2 ). 

Si /(x) e B 2 , alors xe/ ’tBzJc/ '(B^u/' '(B 2 ). 

Dans les deux cas, xe / _1 (Bi) u/ -1 (B 2 ). 

Soitxe / _1 (Bi)u / _1 (B 2 ). 

Étudions deux cas : 

Si x e / _1 (Bi), alors /(x) e Bj d’où /(x) e Bi u B 2 et x e f~ l (Bi u B 2 ). 

Si xe / -1 (B 2 ), alors /(x)eB 2 d’où /(x) eBi uB 2 et xe / _1 (Bi uB 2 ). 

Dans les deux cas, on a montré que x e / _1 (Bi u B 2 ) . 



.Plan 1.9 : 1 Pour montrer que y e /(A) 


Posons x- ... 

xeAet y = /(x). 

Exemple 1.20 Soit une application / : E — » F et Ai, A 2 c E deux parties de l’ensemble E. Montrer que : 

a. Ai c A 2 => /(Ai) c /( A 2 ) 

b. /(AiuA 2 ) = /(Ai)u/(A 2 ) 

c. /(Ai n A 2 ) c /(Ai) n /( A 2 ) et que l’inclusion réciproque est fausse en général. 

a. Supposons Ai c A 2 et montrons que /(Ai) c /(A 2 ). 

Soit y e /(Ai), 

d’après la définition de l’image directe, il existe x e Ai tel que y — /(x). 

Puisque Ai c A 2 , x e A 2 d’après la définition de l’image directe, 
ye/( A 2 ). 

b. Montrons deux inclusions : 

c : 

Soit ye/(AiuA 2 ), 

d’après la définition de l’image directe, il existe x e Ai u A 2 tel que y - /(x). Étudions deux cas : 

Si x e Ai, alors y = /(x) e /(Ai) et, à fortiori, y e /(Ai) u /( A 2 ). 

Si x e A 2 , alors y - /(x) e /( A 2 ) et donc y e /(Ai) u /( A 2 ). 

Dans les deux cas, y e /(Ai) u /( A 2 ). 

soit ye/(Ai)u/(A 2 ), 

Étudions deux cas : 

Si y e /(Ai), d’après la définition de l’image directe, il existe x e Ai tel que y = /(x) et puisque 
x e Ai c Ai u A 2 , y = /(x) e /(Ai u A 2 ). 

Si y e /( A 2 ), on a de même y e /(Ai u A 2 ) . 

c. Montrons /(Ai n A 2 ) c /(Ai) n /( A 2 ) : 
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Soit xe /(Ai nA 2 ), 

d’après la définition de l’image directe, il existe x e Ai n A 2 tel que y = f{x). 

Puisque x e Ai et y = /(x), on a y e /(Ai) et, puisque x e A 2 et y = /(x), on a y e /( A 2 ). 

Finalement, y e /(Ai) n /( A 2 ). 

Montrons qu’en général, l’inclusion /(Ai) n /(A 2 ) e /(Ai n A 2 ) est fausse. Essayons tout d’abord de la prou- 
ver : 

Soit y e f (Ai) n / (A 2 ) . 

Puisque y e /(Ai), il existe xi e Ai tel que y = /(x i). 

Puisque y e /(A 2 ), il existe x 2 e A 2 tel que y = /(x 2 ). 

On est bloqué, car il nous faut trouver x e Ai n A 2 tel que y = /(x). On dispose de xi e Ai et x 2 e A 2 , 
mais comment construire x à partir de xi et x 2 ? On se rend compte que si l’on ajoute l’hypothèse que 
la fonction / est injective , alors puisque /(x i) = /(x 2 ), on aurait Xi = x 2 et alors x = xi = x 2 e Ai n A 2 . 
Dans le cas où / n’est pas injective, on ne voit pas comment conclure. 

Nous allons chercher un contre-exemple en définissant une fonction / et deux parties Ai, A 2 pour lesquelles 
l’inclusion est fausse. On a vu que pour trouver un contre-exemple, il fallait nécessairement choisir une 
fonction / qui n’est pas injective. Essayons par exemple avec E = {a, b}, F = {c}, et / : E — ► F définie par 
/(a ) = /(b) = c. En prenant Ai — {a}, A 2 = {b}, /(Ai n A 2 ) = /(0) = 0 alors que /(Ai) = /( A 2 ) = {c} d’où 
/(Ai) n/(A 2 ) = {c}. 

Exercice 1.7 ■ ■ 


a. On considère un élément ( a , b ) e IR 2 . Déterminer l’ensemble / _1 ({(a, b)}) (les notations sont-elles correctes ?) 

b. Déterminer /(IR 2 ). 

c. L’ application f est-elle injective ? Surjective ? 

Solution : 

a. Soit (x, y) e IR 2 , on traduit la notation / -1 ({(a, b)}) avec la définition de 1 ’ image réciproque : 


Par conséquent, X e / -1 ({(a, b )}) si et seulement si x et y sont racines du trinôme P = X 2 - aX + b. 

- Si A = a 2 - 4b < 0, le trinôme P ne possède pas de racines réelles et / -1 [{(a, b)}) = 0. 

- Si A = a 2 - Ab = 0, le trinôme possède une racine double a/2, d’où / _1 ({(a, b )}) = {(a/2, a/2)}. 

- Si A = a 2 -4b > 0, le trinôme possède deux racines réelles distinctes xi ^ x 2 et/ -1 ({(a, b)}) = {(xi,x 2 ),(x 2 ,xi)}. 
b. On a (x,y) e /(IR 2 ) si et seulement s’il existe (x',y') e IR 2 vérifiant /(x',y') = (x,y). D’après a., c’est le cas si et 

seulement si x 2 - 4 y ^ 0. Par conséquent. 


(représenter graphiquement cet ensemble dans IR 2 ). 

c. Puisque /(IR 2 ) ^ IR 2 , l’application f n’est pas surjective et, puisque /(( 1,2)) = /((2, 1)), elle n’est pas injective. 

Exercice 1.8 Ç? 

Soit / : E — » F une application et A c E, B c F deux parties. Montrer que 



R 2 

(x + y, xy) 



/(IR 2 ) = {(x,y) e IR 2 | x 2 - 4y ^ 0} 


a. /(/-H B))cB. 
b- f '(/(A)) dA. 


Solution : 


a. 


Soit y e /(/ ' (B)), 

par définition de 1 ’ image directe, il existe xe/" 1 (B) tel que y = /(x) . 
Par définition de l’image réciproque, /(x) e B. 

On a donc y = /(x) e B. 
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b. Soit x e A, 

Par définition de l’image directe, /(x) e /(A). 

Par définition de l’image réciproque, x e / _1 (/(A)). 

Cherchez des contre-exemples pour montrer qu ’en général les inclusions réciproques sont fausses. 

Exercice 1.9 

Soit une application f : E — * F et deux parties AcE,BcF. Montrer que 

a. /injective => / -1 (/( A))=A. 

b. f surjective ==> /(/ _1 (B)) =B. 


a. Faisons un raisonnement direct en supposant f injective. Nous allons montrer l’égalité des deux ensembles en 

prouvant deux inclusions. 

- ^ ; est vraie même si f n’est pas injective : Soit x e A, par définition de l’image directe, /(x) e /(A) et, par 
définition de l’image réciproque, x e / -1 (/( A)). 

Soitxef-Hfm, 

par définition de l’image réciproque, /(x) e /(A). 

Par définition de l’image directe, il existe x' £ A tel que /(x) = /(x'). 

Puisque f est injective, x- x' 

Et, puisque x' e A, x = x' € A. 

b. Même technique : 

- c ; Cette inclusion est vraie, même si f n’est pas surjective. Soit y e /(/ -1 (B)), par définition de l’image 
directe, il existe xe / _1 ( B) tel que y - /(x). Par définition de l’image réciproque, puisque x £ f -1 (B), /(x) e B 
et y- /(x) e B. 

- 3 : Soit y e B. Puisque f est surjective, il existe x e E tel que y = /(x). Puisque /(x) e B, par définition 
de l’image réciproque, x e / _1 (B) et, puisque y - /(x) avec x e / -1 (B), par définition de l’image directe, 
y £/(/-' (B)). 


A.4.3 Familles 

Définition 1.11 Famille 

Soit I un ensemble (les indices ) et E un ensemble. On appelle famille d’éléments de E indexée par l’ensemble I, une 

( j » g 

application cp : j . ^ ^ . On note (x,)/ E | cette application. 

| Exemple 1.21 Une suite de réels {u n ) n£ f.j est une famille de réels indexée par l’ensemble I = N. 


'définition 1.12 Famille de parties ^ 

Soit E un ensemble et I un ensemble d’indices. On considère une famille de parties de E, c’est-à-dire une application 
I — » éPCE) notée (Afhel* O n définit : 

1. L’intersection de la famille de parties (A,) ie i par : 

QAj = {xe E | Vi e I, xeA,}. 

2. L’union de la famille de parties (A,-)j S j par : 

IJ A; = {xe E 1 3i e I : xeA,-}. 

i’el 

V ) 

Plan 1.10 : | Pour montrer que x e fliei A ; - 1 

1. Soit i £ l, 

2. . . . x e A,- 
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.Plan 1.11: | Pour montrer que x e U; El A, [ . 


1. Posons i = ... 

2. ...xaAj. 

I Remarque 1.22 Ces définitions généralisent les unions ou intersections finies à des unions ou intersections infinies. 
Par exemple, si E = M et pour k e N, Afc = [- k, k], UfceN A*; = M et fl/teN A % = {0}. 

Exemple 1.22 Soit (Aj)/ 6 i une famille de parties d’un ensemble E. Montrer que 
a. E \ (UiEl A;) = riieltE \ Aj) 
b. E\(n i£ iAi)=Ui £ i(E\Ai) 

a. Montrons deux inclusions : 

— c : 

Soit xeEUJ/eiAj. 

Soit i e I. 

Montrons que x e E \ A,-. Par l’absurde, si xe A,-, on axe U; £ i A,-, ce qui est faux. 

Soit xeriiei(E\ A,-). 

Montrons que xe E\U !£ i A,. Par l’absurde, si xe U/ei A,-, par définition de l’union d’une famille de parties, 
il existe in e I tel que x e A , mais alors x t E \ A, ce qui est absurde puisque pour tout i e I, x e E \ A,- . 
b. La démonstration est similaire. 

Exercice 1.10 i 

Soit E un ensemble et f : SP (E) — > SP[E) une application croissante pour l’inclusion : 

V(A,B) eéS*(E) 2 , AcB => /(A)c/(B). 

On note 

^ = {Xe3»(E);/(X)cX} 

1. Montrer que VX e éJ 21 (E) , X e éJ 2 ’ fQQe&>. 

2. SoitX o = flxe^X. Montrer que /(X 0 ) = X 0 . 

Solution : 

a. Soit X e &>. Montrons que /(X) e SA Comme X e SP, /(X) c X. Comme f est croissante, /(/(X) ) c /(X) ce qui 
montre que f[X) e &. 
b. - Montrons que /(X o) c Xo. 

Soit Xe g?. 

Comme Xo cX et que f est croissante, /(Xo) c /(X) . 

Puisque Xe&>, /(X)cX. 

On a donc f (Xo) c X. 

Comme VX e SP, /(Xo) c X, par définition de l’intersection d’une famille, /(Xo) c X = Xo. 

-=> : On vient de montrer que Xq e & et, d’après la première partie, on a donc également /(Xo) e SP d’où 
Xo = flxe^X e / (X 0 ) . 


A.5 Fautes de raisonnements classiques 

Multimédia : Un "forum" où les élèves peuvent proposer des démonstrations fausses 
et où l'on doit trouver l'erreur 

A.5.1 Bien analyser les notations 

Une grande partie des erreurs de raisonnement provient d’une mauvaise compréhension des définitions du cours ou des 
notations de l’énoncé. 


1147 


Exemple 1.23 Soit deux applications / : E — * F et g : F — ► G. Soit BcF. Comparer g o /(/ 1 (B)) et g(B). 

Voici une démonstration trouvée dans une copie : 

g°/(/ _1 (B)) = g(/(/ _1 (B))) ( définition de la composée ) 

= g(B) ( car /°/ -1 = id) 

Que pensez- vous de cette «preuve»? C’est l’exemple typique d’écriture formelle (une suite d’égalités) écrites sans 

donner un sens à ce que l’on écrit. Il y a plusieurs confusions dues à un manque d’analyse des objets manipulés. Cerise 

sur le gâteau, le résultat est faux et en raison de son manque de rigueur, l’étudiant ne s’en est pas aperçu ! 

- L’élève écrit go /'(A) = g(/( A)). Pour lui, c’est la définition de la composée de deux applications. Il faut toujours avoir 
en tête le type d’objet que l’on manipule. Si x e E est un élément de l’ensemble E, on a effectivement g°/(x) = g(/(x)) 
où /(x) e F est un élément de l’ensemble F. Mais ici, A n’est pas un élément de E, c’est une partie de E : A c E. La 
notation /(A) n’a rien à voir avec l’image d’un élément de E par l’application /, mais représente l’image directe de la 
partie A par / et il faut utiliser la définition précise de l’image directe. Le résultat est vrai, mais nécessite une preuve 
qui s’appuie sur les définitions : 

Montrons que go /(A) c g(/(A)). 

Soit zego/(A)(z est un élément de l’ensemble G). 

D’après la définition de l’image directe g(C) (où C = /(A) est une partie de F), il existe y e /(A) tel que z = g(y). 

D’après la définition de l’image directe /(A), il existe x e A tel que y = /(x). 

On a donc z = g(y) = g(/(x)) = g°f(x ) d’après la définition de la composée de deux applications. 

Puisque z-{gof) (x) avec x e A, d’après la définition de F image directe, z e (g o /) (A) . 

Montrez de la même façon l’inclusion réciproque. 

- Il y a une autre incompréhension des notations : /(/ -1 (B)) = f°f~ l (B). Pour écrire /°/ _1 , il faudrait que 1 ’ application 
/ -1 existe (on parle de composée d’applications uniquement) et ce n’est le cas que lorsque / est bijective. La notation 
/ -1 (B) désigne ici l’image réciproque d’une partie de B par l’application /. 

Écrivons une preuve rigoureuse en analysant les notations et en suivant les plans de démonstration : 

- c : 

Soit z e (g°/) (/ -1 (B)). 

Par définition de l’image directe, il existe xe / _1 (B) tel que z= (g°/)(x). 

Puisque x e f~ l (B), par définition de l’image réciproque, /(x) e B. 

Puisque /(x) £ B et z = g(/(x)), par définition de l’image directe, z £ g(B). 


Soit ze g (B), 

Par définition de l’image directe, il existe y £ B tel que z = g(y). 

Il nous faut trouver x £ /“ 1 (B) c E pour écrire z = (g°/)(x). On ne voit pas comment à partir de y trouver ce x 
(ce serait possible si on supposait / surjective). 

L’inclusion réciproque semble fausse. Cherchons donc un contre-exemple. On a vu que le problème se posait lorsque 
/ n’était pas surjective. Essayons donc E = {a}, F = { b,c }, G = {d} et les applications définies par f(a) - b , g(b) - 
g(c) = d. Pour B = {c}, on a / _1 (B) = 0 d’où (g°/)(/ _1 (B)) = 0 alors que g(B) = {d}. 


Remarque 1.23 Avant d’écrire une formule mathématique, vous devez vous demander quel type d’objet vous manip- 
ulez (est-ce un élément d’un ensemble, une partie, une application?. . .). Pour cela, il est utile de faire des schémas au 
brouillon. Dans l’exemple précédent, on écrit : 

E L, p £, ç 

/-!(B)cE BcF g(B)cG, (go/)(/-l(B))cG 


Remarquez également le choix judicieux des notations de notre preuve : nous avons décidé de noter les éléments de E 
x, x ! , . . . , ceux de F y, y' . . . et ceux de G, z,z' ,.... Lors de notre démonstration, nous notons également sur le schéma les 
éléments utilisés : 


Un bon étudiant fait cela intuitivement et comprend ce qu’il doit démontrer. En cas de doute, n’hésitez pas à faire une 
pause pour revoir la nature de chaque objet manipulé. 
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A.5.2 Plan de démonstration incorrect 

Il faut bien connaître les définitions exactes du cours et les utiliser pour démontrer des résultats en suivant les plans 
correspondants. 

Exemple 1.24 On note ^(E,F) l’ensemble des applications d’un ensemble E vers un ensemble F . On considère deux 
ensembles E et F. Soit g : F — * E une application injective. Montrer que l’application 

f & (E, F) — & (E, E) 

V: \ f ~ 8*f 


est injective. 

Voici une « démonstration » trouvée dans une copie : 

Soit e E 2 . 

Supposons que g°f(x) - gof(x'). 

D’après la définition de la composée, g(/(x)) = g(/(x')). 

Puisque g est injective, f(x) = /(x'). 

Toutes les lignes ci-dessus sont correctes, mais qu’a-t-on montré ? Détaillons la démarche préliminaire à effectuer avant 
d’écrire une preuve. Il faut d’abord comprendre les notations : si /e^(E,F) et g g .^(F, E), 


La composée go / est bien définie et c’est une application go f : E — * E. L’application (p est donc bien définie. On veut 
montrer que (p est injective. L’ensemble de départ de (p est & (E, F). Le plan de démonstration correspondant s’écrit 
Soit (/,/') e(^(E, F)) 2 . 

Supposons que (p(/) = (p(/'). 

On prouve que f-f. 

On s’aperçoit que l’élève n’a pas suivi ce plan et que ce qu’il écrit n’a aucun sens... Écrivons une preuve correcte. Nous 
voulons montrer que les deux applications / et /' sont égales. La définition de l’égalité de deux applications impose le 
plan suivant. 

Soit x e E, 

/(x) =/'(x). 

Écrivons la preuve complète. 

Soient (/,/') e (^(E, F)) 2 . 

Supposons (p(/) = cp(/'), c’est-à-dire g° f - g° f ■ 

Soit x e E. 

On a g°/(x) = g°/'(x). 

Puisque g(/(x)) = g(/ , (x)) et que l’application g est injective, /(x) = /'(x). 

Par conséquent, f-f. 

A.5.3 Fautes de logique 

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques fautes de logique qui illustrent les notions introduites au paragraphe A.l 
page 1 126. 

Exemple 1.25 Un élève affirme dans sa copie que pour deux parties A, B d’un ensemble E, l’application 

f 0»(E) — 3»(E) 

7 -( X — (Xn A,XuB) 

est injective et il justifie ce résultat par la « démonstration » suivante. 

Soit (X,X') G (.^(E)) 2 . 

Supposons fQQ - f (X') et montrons que X = X'. 

Montrons que XcX': 

Soit x g X, étudions deux cas : 

- si xg A, alors x GXn A = X' n A d’où xgX', 
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- si x£B, alors xeXuB=X'uBet donc xeX'. 

Dans les deux cas on a montré que x £ X'. 

On montre que X' c X de la même façon. 

Le problème vient de F étude de cas non-exhaustive : il peut exister des éléments x £ E tels que x t A et x £ B. Ce cas n’a 
pas été traité (et le résultat est faux en général). 

Exemple 1.26 Voici un exemple tiré de l’algèbre linéaire qui illustre la même erreur très courante. Soit E un K -espace 
vectoriel et F, G deux sous-espaces supplémentaires : E = F ® G. On suppose que Vx £ F, u(x) = x et Vx £ G, m(x) = x. 
Montrer que u = Me- On rencontre souvent le « raisonnement » suivant : 

Soit x £ E, étudions deux cas : 

- Si x £ F, alors u(x) = x. 

- Si x £ G, alors m(x) = x. 

Donc Vx £ E, w(x) = x et u — Me. 

C’est une confusion typique entre supplémentaires et complémentaires. Dire que E = F ® G n’est pas la même chose que 
E = Fu G. Les deux cas étudiés ne sont pas exhaustifs : il peut exister des vecteurs x qui n’appartiennent ni à F ni à G. Par 
exemple, si E = IR 2 , F = Vect(l, 0) et G = Vect(0, 1), on a bien E = F © G et pourtant (1,1) g'Fet (1,1) g'G. La démonstration 
correcte utilise la définition exacte de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires : 

Soit xe E. 

Puisque E = F © G, il existe xf £ F et xq e G tels que x = xf + xg- 
Comme u est linéaire, u(x) — m(xf) + u{xq) - xf + xq = x. 

Donc u - id [ . 

Exemple 1.27 Considérons une suite ( u n ). Un élève montre que si les deux suites extraites (U2 n ) et (M2«+i ) convergent 
vers 0, alors la suite ( u n ) converge vers 0. Il écrit : 

Considérons deux cas : 

- si n est pair, . . .alors (u n ) converge vers 0. 

- si n est impair, . . .alors ( u n ) converge vers 0. 

Dans les deux cas, nous avons montré que u„ — » 0. 

Il n’a pas compris que la proposition P : u„ » 0 ne dépend pas de 

pas intervenir n. On peut écrire de façon équivalente P : ujc ► 0. La 

k ->+ oo 

proposition 

Ve > 0, 3 Ne N : Mn eN, n> N =* 

est logiquement équivalente à : 

Ve>0, 3 KeN: Và;eN, fcs=K => 

Il étudie donc deux cas en fonction de n et démontre dans ces deux cas qu’ 
mieux il a écrit deux démonstrations correctes identiques. Au pire, il a écrit n’importe quoi . . . 

Exemple 1.28 Pour montrer une proposition de type 

P :VheN &{n) 


n. Dire qu’une suite converge vers 0 ne fait 
lettre est muette dans un quantificateur V. La 

\u n \ «e 

|Wfcl«e. 

’une propriété indépendante de n est vraie. Au 


on utilise souvent le principe de récurrence. 

- On vérifie la propriété au rang n - 0 : 5*(0) est vraie. 

- On montre que Vtî £ N, 3P(n) => ëP(n + 1) est vraie. 

Pour rédiger une récurrence, vous devez d’abord mettre en évidence la propriété 3*(«). Par exemple, pour montrer que 
V„ £N , 

fc= 0 2 

on écrit : 

„ Jk , n[n+ 1) 

&>(n) : £>= 2 . 

On utilise ensuite le plan suivant : 

o 0x1 

5»(0) :£*: = 0= — 

Soit « £ N, montrons SP(ri) => g?{n + 1) : 
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„ V ' 7 vn+i)in + £) 

On en déduit que 2 ^,k- . 

Une erreur courante consiste à citer la propriété g?{ri) avec le quantificateur V : 

g?(ri) :VneN, £fc=— 

k=0 2 

Remarquons que cette propriété ne dépend pas de n : elle est logiquement équivalente à la propriété 
V P c N.£*=*£±" 


Exemple 1.29 On considère une suite récurrente définie par uo e R et Vn e N, u n +\ - f{u n ) où / : R — *• R est une 
fonction vérifiant : VieR, /(x) « x. On veut montrer que la suite (u n ) est décroissante : VneN, u n+ \ « u n . Écrivons 
une récurrence : 

&>(n) : u n+ i « u„. 

^(0) : mi = /(m 0 ) « uo. 

&W) => + 1) : m„+i = /(m„) « u n . 

Ce que nous avons écrit est correct, mais à quel endroit avons-nous utilisé la propriété ^(ri) pour montrer g?{n+ 1) ? La 
récurrence est inutile. Il suffit d’écrire : 

Soit ne N, 
u n +i =/(m„)« u n . 

Donc la suite (u n ) est décroissante. 

Re?narque 1.24 Les étudiants ont tendance à abuser de la récurrence. Pour montrer une propriété qui commence par 
V n £ N , . . . , ils se lancent automatiquement dans une récurrence. On écrit une récurrence uniquement lorsqu’ on a essayé 
une démonstration directe qui n’aboutit pas et qu’on repère un lien intéressant entre 2?( n ) et & > [n+ 1). Si l’on décide 
d’écrire une récurrence, il est important 

- d’écrire précisément la propriété 5 *(m), 

- dans la preuve de ëP{n) => 2P(n + 1) d’indiquer précisément à quel endroit on a utilisé que Sé(n) est supposée vraie. 

Exemple 1.30 Réfuter la démonstration suivante : Dans une boîte de crayons de couleurs, tous les crayons sont de la 
même couleur. 

Par récurrence : Soit n le nombre de crayons, pour n — 1 c’est évident. Passons de n à n+ 1 : on enlève le premier crayon 
C \ . Il reste n crayons C 2 ,...,c n+ \ qui sont de la même couleur, par "hypothèse" de récurrence. De même c\,...,c n sont 
de la même couleur. Les deux "sous-boîtes" sont donc de la même couleur que c,-(l < i < n+ 1). Ainsi tous les crayons 
ont la même couleur. 

Bien entendu, comme le résultat est faux pour n — 2, c’est qu’on ne peut pas passer de n — 1 à n — 2. L’intersection entre 
les deux "sous-boîtes" est vide. 

Exemple 1.31 Soit une application / : E — » F etAcE une partie de E. On demande de comparer / -1 (/(A)) et A. Un 
étudiant voulait démontrer que l’inclusion / -1 (/(A)) c A était fausse. Il écrit : 

Soit x £ / -1 (/(A)), montrons que x^A 

et il n’aboutit pas. Il essaie de montrer que / -1 (/(A)) c E \ A, ce qui n’est pas la même chose que / -1 (/( A)) çzt A. Un 
autre traduit correctement que / -1 (/(A)) c A est faux. 

Montrons qu’il existe x e / -1 (/(A)) tel que x t A 

et n’aboutit pas non plus. Ces deux élèves voulaient montrer que la propriété est toujours fausse, quels que soient 
l’ensemble E, l’application / et la partie A. Il y a des exemples où la propriété est vraie et d’autres pour lesquels elle est 
fausse. Il s’agit de montrer que la propriété n ’ est pas toujours vraie et, pour cela, il suffit d’exhiber un contre-exemple où 
l’on construit E, /, A pour lesquels la propriété est fausse. Il faut bien comprendre la distinction entre : « une propriété 
est toujours fausse » et « il existe des cas où la propriété est fausse ». 

A.5.4 Utilisation d’objets non-définis 

Il important de relire une démonstration pour s’assurer que tous les objets utilisés ont été bien définis. 
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Exemple 1.32 Un élève écrit 
Soit ye /(/ -1 (A)). 

Puisque re/ _1 (A)... 

Pour lui, la nature de l’objet x est évidente, mais il n’a pas introduit cet objet avant de l’utiliser. La preuve peut être 
correcte, mais est mal rédigée. Il aurait du écrire 
Soit y e /(A). 

Par définition de l’image directe, il existe x e A tel que y - /(x). 

Exemple 1.33 Un élève veut montrer que si /, g : IR — » IR sont deux applications surjectives, l’application (/ + g) est 
également surjective. Pour cela, il écrit 
Soit z e IR. 

Posons x e IR tel que z/2 = /(x) et z/2 = g(x) 

Alors z = z/2 + z/2 = /(x) + g(x) = (/ + g) (x) 

Le problème dans cette « preuve » est qu’un tel réel x n’existe pas forcément. Par exemple, si f — Mr et g - - Mr, / et 
g sont surjectives alors que (/ + g) est l’application nulle qui n’est pas surjective. Pour z = 1, essayez de trouver un réel 
x tel que /(x) = 1/2 et /(x) = -1/2 . . . 

I Remarque 1.25 Méfiez-vous d’une phrase « Posons x ... tel que ... ». Bien que l’existence d’un tel objet x vous 
arrange pour terminer votre preuve, il y a souvent un problème ! 

A.5.5 Ordre des objets introduits 

En analyse, de nombreuses fautes proviennent d’un problème de dépendance d’objets introduits. Plutôt que d’analyser 
des erreurs, nous allons voir deux exemples importants qui illustrent ce propos. 

Exemple 1.34 Voyons un exercice classique d’analyse, le théorème de Césaro. Soit ( u n ) une suite, on définit sa moyenne 

de Césaro comme étant la suite (S„) où S n = . Montrons que u n — » l => S n — > l. 

Commençons par comprendre intuitivement pourquoi ce résultat est vrai. Puisque u n — — — * /, approximons u n par Z en 
écrivant u n -l + r n avec r n — - — <• 0. Alors 

^ _ / H \-l ^ ri H U -1 

” n n n 

Il suffit donc de montrer que R„ = — — liZl > 0. Soit e > 0. Puisque r n » 0, à partir d’un certain rang Ni, 

\r n \ est petit : \r n \ =S e. Majorons en valeur absolue pour rc 3= Ni 

|R | „ lui + ••• + \r n \ „ |ril + -" + |r Nl -il | |r N il + --- + M C | w-Ni ^ 
n n n n n 

où C = |nl + — h |rN, -i est une constante indépendante de n. Lorsque n est grand, Cl n est petit : Ciriez pour n > N 2 
et comme (/z — Ni) =S n, on a |R„| ^ e + e = 2e pour n plus grand que Ni et que N 2 . 

Il s’agit maintenant de rédiger une preuve rigoureuse en utilisant la définition d’une suite qui converge vers 0. Pour 
montrer que R„ ^ 0, il nous faut suivre le plan de démonstration suivant. 

Soit e > 0. 


Réfléchissons à l’ordre dans lequel nous allons introduire les objets utiles à la démonstration. Au brouillon, nous avons 
pris n ^ N 2 où N 2 est défini tel que C In « e pour n 3* N 2 , mais la constante C = ri H — + rj^-i dépend de Ni. Il faut 
donc avoir introduit Ni avant N 2 . Pour vérifier notre calcul, il faut prendre n ^ Ni et n ^ N 2 . L’entier N que nous devons 
construire doit donc dépendre à la fois de Ni et de N 2 . L’ordre d’introduction des objets est donc le suivant : 

On vous donne e. 

Construire Ni à partir de e. 

Construire N 2 à partir de e et Ni. 

Construire N à partir de Ni et N 2 . 
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Vérifier que le N construit convient. 

Voici la preuve complète : 

Soit e > 0. 

Puisque r n - - » 0, il existe Ni e N* tel que Vnÿ N], | r„ | =S e/2. 

Posons C = CI ri |H — + |/Ni-il)- Puisque la suite (C In) converge vers 0, il existe N2 e N* tel que Vu s N2, C/u =£ e/2. 
Posons N = max(Ni,N2). 

Soit u e N tel que n & N, 

Nous pouvons découper la somme en deux. Majorons en valeur absolue : 

| R | | ri + ••• + r Nl -i | r Nl +--- + r„ | 

< loi + ••• + IfNi-il | |rNil + --- + |r n l 
n n 

C (w-Ni)e 

« - + — 

n 2 n 

«e/2 + e/2 


Si on avait écrit : 

Soit e > 0. 

Posons C = |n| + ••• + |rNj - 1|. 

Puisque C In ^ + » 0, il existe N 2 eN tel que Cl n « e/2. 

Puisque r„ - » 0, il existe Ni e N tel que Vu ^ N, \r n \ « e/2 
Posons N = max(Ni,N2) . . . 

nous aurions fait une erreur de dépendance. L’objet C dépend de Ni qui n’a pas encore été introduit dans la démonstration. 

Exemple 1.35 Dans le cours d’analyse, une fonction / : I — ► IR est uniformément continue si par définition : 

3a > 0 : Ve > 0, V(x,y)el 2 , |x-y|«a => |/(x) -/(y)| e. 

On dit que la fonction / est continue sur I lorsqu’elle est continue en tout point x e I ce qui se traduit avec les quantifi- 
cateurs par 

Vxel, Ve>0, 3a>0: Vyel, |x-y|«a => |/(x) -/(y)| « e. 

En voyant la définition d’une fonction uniformément continue, vous devez vous demander quelle est la différence avec 
celle d’une fonction continue. Ayant écrit les deux définitions avec des quantificateurs, on s’aperçoit qu’elles se ressem- 
blent beaucoup, l’unique différence concerne l’ordre de deux quantificateurs V et 3. Pour comprendre l’impact de cette 
différence, étudions les plans de démonstration correspondant aux deux définitions. 

1 . Pour montrer que / est continue sur I : 

Soit x e I, soit e > 0. 

Posons a =. 

Soit y e I tel que |x - y| « a, 
l/(x)-/(y)|«e. 

En pratique : 

- On vous donne un x et un e que vous ne pouvez pas choisir. 

- À partir de x et e, vous devez construire un réel a qui dépend à la fois de x et e et qui vérifie la propriété. 

Pour montrer que / est uniformément continue, le plan s’écrit 

Soit e > 0 
Posons a = 

Soit x e I, soit y e I, tels que |x- y| « a 
|/(x)-/(y)| «e. 

En pratique : 

- On vous donne un e > 0 que vous ne pouvez pas choisir. 

- À partir de cet e, vous devez construire un a e qui ne dépend que de e vérifiant la propriété. 
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On comprend alors la différence entre ces deux définitions : c’est un problème de dépendance dans la construction de a. 
Dans le premier cas, vous pouvez construire a qui dépend de e et x alors que dans le deuxième cas, vous devez construire 
un a qui ne dépend que de e et qui convient pour tout x e I, ce qui est plus difficile. 

Pour comprendre réellement une telle définition, vous devez prendre l’habitude de chercher par vous même des exem- 
ples et contre-exemples. C’est le meilleur moyen de bien assimiler un cours de mathématiques. Voyons un exemple de 
réflexion sur le cours. Un théorème affirme que / uniformément continue sur I => / continue sur I. Un autre théorème 
(Heine) affirme que si I est un segment, f continue sur I <=> / uniformément continue sur I. Pour trouver un contre- 
exemple de fonction continue qui n’est pas uniformément continue, il est donc nécessaire de choisir un intervalle I qui 
n’est pas un segment. Écrivons la négation de l’uniforme continuité de / : 

3e > 0 : Va > 0, 3xel: 3yel: |x-y| « a et |/(x) -/(y)| > e. 

Prenons I = [0,+oo[ et /(x) = x 2 . Cette fonction est continue sur [0,+oo[. Montrons qu’elle n’est pas uniformément 
continue sur I. Formons pour 0 « x < y, l/(x) -/(y)| = y 2 - x 2 = (y - x)(y + x). On voit que si |x-y| « a avec le cas 
limite y = x + a, |/(x) - /(y) | = a(y + x) donc la quantité |/(x) - /(y) | devient arbitrairement grande en choisissant x et 
y grands. Montrons par l’absurde que / n’est pas uniformément continue. 

Posons e = 1, 

Soit a > 0, 

posons x = 1 la et y = 1/a + a 

ona |x-y| =aet |/(x)-/(y)| =2ax + a 2 ^2 + a 2 > 1. 

Exercice 1.11 ■ W H 

Quelles sont les liens entre les notions suivantes : « f est uniformément continue sur I » et « f est lipschitzienne sur 


Solution : On a les implications : 

f lipschitzienne => / uniformément continue => / continue 


et aucune des implications réciproques n ’ est vraie en général. Montrons que f lipschitzienne entraîne f uniformément 
continue. 


Soit e > 0 

Puisque f est Upschitzienne, il existe k > 0 tel que V (x, y) e I 2 , |/(x) - /(y) | =£ fc|x-y|. 
Posons a = el k. 

Soit (x, y) e I 2 tel que | x — y| a, 


\f(x]-f(y)\*£k\x-y\ «fca=se. 


Montrons que l’implication réciproque est fausse en général. Dire que f est lipschitzienne revient à dire qu’il existe 
k > 0 tel que Vx, y e I, x ^ y, I I <c fc ; i es pentes de toutes les cordes sont bornées. Considérons la fonction 


f : [0,1] — » IR définie par /(x) = \fx. Elle est continue sur le segment [0,1], donc uniformément continue d’après 
le théorème de Heine. Vérifions qu’elle n’est pas hpschitzienne. Par l’absurde, s’il existe k > 0 tel que V(x,y) e I 2 , 
l/M-/(y)l ®S fc|x-y|, on a pour tout entier n e N* , (/(2/n) - /(l/n)) « 1/n, c’est-à-dire V ne N*, (\/2- l)\/n « 1 ce 
qui est faux. 
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Techniques d’ algèbre 


sans techniqu’,un don n’est rien qu’un’ sal’ manie. 

Georges Brassens (1921-1981) 


B.l Trigonométrie 

Dans ce paragraphe, nous allons voir les formules de trigonométrie à connaître par cœur ou à savoir retrouver rapidement. 
Il est aussi important de comprendre à quoi servent ces formules. 

B.l.l Lecture du cercle trigonométrique 

Il faut savoir interpréter pour un angle 0, son sinus, son cosinus, sa tangente et sa cotangente géométriquement sur le 
cercle trigonométrique : 



Multimédia : animation avec l'angle qui varie 

On représente une demi-droite issue de l’origine faisant un angle 0 avec l’axe (Ox), cette demi-droite coupe le cercle unité 
en un point A, coupe la tangente au cercle au point B = (1,0) en un point P et la tangente au cercle au point C = (0, 1) en 
un point Q. On interprète sin0, cos0, tan0, cotan0 = - — - comme des mesures algébriques : 

- En notant M la projection orthogonale du point A sur l’axe (Ox), sin0 = OM. 

- En notant N la projection orthogonale du point A sur l’axe (Oy), cos0 = ON. 

- tan 0 - BP. 

- cotan0 = CQ. 

On a cos(tt/2 - 0) = sin(0), sin(jr/2 - 0) = cos(0), tan(jr/2 - 0) = cotan(0) et cotan(jr/2 - 0) = tan®. Pour retrouver 
d’autres simplifications, remarquons que si l’on choisit sur le dessin un angle 0 petit et positif, sin0 est petit positif, cos0 
est proche de 1 positif, tan0 est petit positif et cotan0 est grand et positif. 
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On retrouve sans calculs les simplifications de sin(fcir + 0), sinffcit + ji/2 ± 0), cosffcir + 0), cos(fcit + tt / 2 ± 0) en fonction 
de sin0 ou cos0 et les simplifications de tan(kn ± 0), tan(fcji + ji/ 2 ± 0), cotan(fc7i ± 0), cotan (fca + ji/ 2 ± 0) en fonction 
de tan0 ou cotan0. 

Exemple 2.1 Simplifier sin(37i/2 - 01, cos(3ji/2 - 0), tan(3ii/2 - 0) et cotan(3ji/2 - 0). On prend sur le dessin un angle 
0 petit positif et on représente l’angle 3ji/2 - 0 : 


On voit que cos(3ti/2-0) est petit et négatif et on retrouve sans calculs que cos(3tt/2-0) — -sin0. De même, sin(37i/2- 
0) étant proche de -1, il vaut -cos0. Puisque tan(37i/2-0) est grand et positif, il vaut cotan0 et de même cotan (3tt/2 - 
0) = tan0. 

I Exemple 2.2 Simplifier en utilisant le cercle trigonométrique, sin(7ii/2+0), cos(5tt/2+0), tan(rr/2+0), cotan(7jx/2+0). 
sin(77i/2 + 0) - -cos0, cos(5tt/2 + 0) = -sin0, tan(jr/2 + 0) = -cotan0, cotan(77i/2 + 0) = -tan0. 

On remarque que cos(0 + kn) = ± cos(0), sin(0 + kn) - ± sin(0) en fonction de la parité de l’entier k. On vérifie la formule 
utile : 

0 2.1 sin(0 + fcjr) = (— l) fc sin0 cos(0+ kn) = (-l) fc cos(0). 


B.1.2 Les quatre formules fondamentales de la trigonométrie 

Il n’y a que peu de formules à retenir vraiment par cœur en trigonométrie. Comme les méthodes que nous allons voir sont 
similaires en trigonométrie hyperbolique, nous les inscrivons en parallèle. 

On sait exprimer cos 2 x en fonction de sin 2 x grâce à la formule fondamentale : 

0 2.2 || cos 2 x + sin 2 x = 1 ch 2 x-sh 2 x=l. 

Lorsqu’on rencontre un groupement \/l - y 2 (avec |y| ^ 1), il est souvent intéressant de poser y - sinx ou y = cosx pour 
éliminer la racine : yl - sin 2 x = V cos 2 x = |cosx|. De même pour un groupement \/l + y 2 , il est intéressant de poser 
y = shx puisque V 1 + sh 2 x = V ch 2 x = chx et pour un groupement \J y 2 - 1 de poser y = ± chx puisque V ch 2 x - 1 m, 
\/sh 2 x = |shx|. 

Il faut connaître par cœur les quatre formules d’addition : 



tan(3ji/2- 0) = cotan(0) 


3tt/2-0 


0 2.3 


cos [a+b) = cosacosh-sinasinh ch(a+ b) - chachfi + shashh 
cos [a- b) = cosacosh + sinasinh ch [a- b) = chachfo-shashb 

sin(a+ b') - sin a cos b + cos a sin fi sh(a+ b) = shachb + chashb 

sin(a- b) - sin a cos b -cos a sin b sh(a- b) = shachb-chashb. 


Elles permettent, en prenant b - a, de trouver les deux formules importantes : 
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cos2a = cos 2 a -sin 2 a - 2 cos 2 a- 1 = 1 -2sin 2 a ch2a = ch 2 a + sh 2 a = 2ch 2 a - 1 = 1 + 2sh 2 a 


sin2a = 2 sin a cos a 


Ces formules servent en particulier à linéariser cos 2 a et sin 2 a : 

2 cos2a+l 


sh2a = 2shacha. 


Remarque 2.1 Ces formules de linéarisation sont surtout utilisées en trigonométrie classique. Pour la trigonométrie 
hyperbolique, les signes changent. On peut vérifier facilement une formule hyperbolique en prenant a — 0 et en faisant 
a — +oo. Par exemple, la formule suivante est fausse : 

ch(2a) = l-2sh 2 a 

{a — +oo ne va pas ! ) 

Re?narque 2.2 Ces formules servent également à exprimer 1 + cos a ou 1 - cos a comme un carré : 

2 0 ? 0 

1 + cos0 = 2cos - 1 - cos 0 = 2 sin — . 

2 2 

Lorsqu’on rencontre un groupement \/l +cos0 ou \/ 1 - cos 0, il faut donc penser à l’angle moitié : 
vT+côs0= \/2|cos||, \/l-cos0= \/2 1 sin ^ | . 


B.1.3 Comment retrouver les autres 

Pour linéariser un produit de cosinus et de sinus, il suffit d’additionner ou de retrancher deux lignes des quatre formules 
fondamentales. Par exemple, si V on veut retrouver la linéarisation de cos a cos b, on part des deux premières lignes : 

{ cos(a+b) = cosacosb- sinasinb 
cos {a- b) — cosacosb + sinasinb 

et on fait L2 + Li pour obtenir cosacosb - ^ [cos(a + b) + cos (a - b)]. On retrouve ainsi rapidement les trois formules 
suivantes : 

11 1 1 

cos(a)cos(b) = -[cos(a+ b) + cos(a- b)] ch(a)ch(b) = -[ch(a+ b) + ch(a- b)] 

sin(a)sin(b) = ^ [cos(a- b) - cos(a+ b)] sh(a)sh(b) = i[ch(a+ b) -ch(a- b)] 

sin(a)cos(h) = i[sin(a+h)+sin(a-h)] sh(a)ch(b) = i[sh(a+b) + sh(a-fc)]. 

On sait également transformer une somme de cosinus ou une somme de sinus en un produit. Par exemple, pour exprimer 
cos p + cos q, on part des deux premières lignes 

{ cos {a+b) = cosacosb- sinasinb 

cos {a- b) = cosacosb + sin asinb 


et, en les sommant, 


Il suffit de choisir a et b pour que 


cos(a+ b) + cos[a- b) = 2 cos (a) cos (b), 
p + q 


h b -”i.J 

[a-b =q j 


b 

p+q. 


p-q ■ On obtient de cette façon les deux formules suivantes : 


cos p + cos q = 2cos( p ^ h ) cos( P 2 — ) ch p + ch q -2ch( ^^ — ) ch( ^ — — ) 

,P+i h 


1157 



Remarque 2.3 On ne sait pas transformer cos p + sin q en un produit simple, sauf si p = q : 

cosp + sinp = \/2(cos(n/4)cos(p) + sin(7i/4)sin(p)) = v / 2cos(p-Ji/4) 


Mais puisque A 2 + B 2 = 1, il existe (p e [0, 2 tt [ tel que A = cos tp et B = sincp d’où finalement 

acos0 + bsinG = y/ a 2 + b 2 (cos 0 cos (p + sin (p sin 0) = \J a 2 + b 2 cos(0-(p). 


On retient le lien simple qui existe entre t; 


Pour les tangentes, on a les formules suivantes qui proviennent de la définition et des formules fondamentales. 


Terminons par des formules qui permettent d’exprimer les fonctions trigonométriques comme fractions rationnelles e 
t = tan(x/2). Ces formules nous serviront pour calculer des primitives. 


Démonstration Utilisons la formule sin(x) = 2sin(x/2) cos(x/2) et la relut: 


sin(x) = 2tan(x/2)cos 2 (x/2) = 


Il suffit de former le quotient pour trouver tan(x) = 


B.2 Calculs de sommes 

B.2.1 Comprendre les notations 

On considère un ensemble I fini (indices) et une famille de réels (a,-)jei- On note la somme de cette famille : et le 

tel 

produit de cette famille : Yl a i- 
ie I 

Par exemple, si I = [[1,^1, = a\ + ai + ••• + a n et Yi a i = a i x a 2 x **• x ci n . Lorsque l’ensemble d’indices est un 

ie I ie I 
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intervalle d’entiers : I = \\p, q]], on note 


£ a i = - a p + a p+ 1 + ■■■ + a q . 

i=p i€ I 


Il est important de comprendre que la lettre i utilisée dans la notation £ est muette (elle prend les différentes valeurs dans 

je i 


I) et on peut la remplacer par une autre lettre : 


Y à ai=Y j a J = a p + -- 


On sait calculer certaines sommes fondamentales, comme la somme des « premiers entiers (ainsi que la somme de leurs 
carrés et de leurs cubes) : 

A . _ n{n+ 1) 
ï-t 1 ~ ? 


D' 2 = 


L *' 3 = - 


n(«4-l)(2«4-l) 


Pour la somme S des n premiers entiers, une démonstration simple consiste à écrire les termes en ordre inverse : 


JS = 14-24 — + (n-l) + n 
[S = n+ (n- 1) 4 •••+2+1 

et, en remarquant que \ + n-2 + (n-\) - ■■■ - n+ \ puis en additionnant ces deux lignes, on obtient 2S = n(n + 1) d’où 
le résultat. On montre les deux autres formules par récurrence sur n. 

La formule du binôme de Newton : 


{a + b) n 




s’écrit avec nos notations : 

O 2.14 1 1 


(a + b) n = L , k b k . 


Les sommes géométriques sont très importantes. Si x ^ 1, 



1 — x 


En effet, 

S -\ + x+--- + x n 
XS =X4----4-x"4-x” +1 


et, en soustrayant, on obtient (1 - x)S = 1 - x n+1 
formule s’écrit avec nos notations : 

0 2.15 | 


d’où le résultat. Lorsque 



■= 1, on somme 1 («4-1) fois : S = («4-1). Cette 


si x^ 1 
si x = 1 


B.2.2 Changement d’indices, télescopage 

Considérons deux entiers « < p et une somme 

p 

S = ^ak-a n + a n+ i 4 — + a p . 
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On peut également écrire 


p-n 

S=L a n+ i = a n + a n+ \ + — t- a n+ ^p- n ). 
ï= o 

Formellement, on effectue un changement d’indice de sommation en posant i - k - n et en modifiant les bornes de 
l’intervalle de sommation : lorsque k - n, i - 0 et, lorsque k-p,i-p-n. Dans le terme générique à sommer a^, on 
remplace toutes les occurrences de k par ( n + i). 

On peut également effectuer le changement d’indices j - p-k : lorsque k parcourt l’intervalle \\n, pB, j parcourt l’inter- 
valle [[0, p-n]]. En remplaçant k par p - j, on obtient alors : 

p-n 

S = ^ cip- j = a,p + cip-i + • • • + a p -[p-n) . 


Ce changement d’indice consiste à sommer les termes de la famille dans l’ordre inverse. La formule du binôme peut 
s’écrire : 

Il suffit d’échanger les rôles de a et b ou d’effectuer le changement d’indice j-n-k. 

Si dans les termes à sommer, on a en facteur un terme qui ne dépend pas de l’indice de sommation , on peut le factoriser 
dans la somme : 

S = £ax ai - (aai) + (aa2) H — + (a a n ) = a(ai H — + a n ) = a 


Par exemple, pour calculer une somme géométrique avec l’indice qui ne commence pas à 0, on peut utiliser deux tech- 
niques : 

1-JC q+1 1-xP xP-x^ 1 

1-X 1 — X ~ 1 — X 


9*=L* , = L*‘-L* 


ou, en posant j=i- p. 


s = 


J = x p £ xP = X 

7-0 


En pratique, il vaut mieux utiliser la deuxième méthode car elle donne un résultat factorisé dans des calculs de sommes 
plus compliqués. 


Exemple 2.3 Pour calculer la somme S = £ (n - i) 2 , on peut développer : 

1=0 

s = X> 2 -L 2ni+ L i2 

i = 0 i = 0 i=0 

= ln+l)n 2 -2nJ^ i + 

1=0 ('= o 

o n(n+ 1) n{n+ \)(2n+ 1) 

= [n+\)n 2 -2n— -+— -. 

2 6 

Mais il vaut bien mieux effectuer le changement d’indices k-n-i : 


s=I> 2 = 


n{n + l)(2n + l) 


Voyons maintenant une technique courante dans les calculs de sommes, le télescopage. Considérons : 


= £(--!). 

ti^k + 1 k) 


Si l’on écrit les termes successifs de cette somme, 
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on s’aperçoit que tous les termes se simplifient sauf 1/1 et \/(n + 1) : S = — — - 1. Utilisons les changements d’indices 
pour rédiger ce calcul : 


fc=l K+1 k=l K 


n+ 1 1 ni 

= L- r L- k (*=*+« 

i=l 1 k= 1 K 

- ^ t t (les indices sont muets ) 


= y + — j- - + y) (on sort des sommes les termes qui ne sont pas communs) 


Exemple 2.4 Calculer la limite de la suite de terme général 




^m+mk+2) 

Commençons par décomposer en éléments simples la fraction rationnelle 


s -;Éi-Ê 


1 v - 1 

A k 


2 ^k fcTjfc+1 2 k + 2 

“2 fc t' 1 fc“s7 + 2 J è 3 7 


_ 1/ » 1 1 U ( " 1 1 1 t lri 1 1 1 ) 

2l£fc + 1 + 2J l£fc + 2 + u+J + 2l£fc + n+1 + u + 2 ) 


4 2(«+l) 2(u + 2) n~ 


On utilise souvent des changements d’indice pour calculer des sommes où tous les indices sont pairs ou impairs. Par 
exemple, on veut calculer la somme des premiers entiers pairs inférieurs à un entier n : 


S n — 0 + 2 + 4+ ■ 


Puisque les indices i de cette somme sont pairs, on peut les écrire sous la forme i - 2k où k est un entier. Comme 
0 ^ i = 2k < n, il vient 0 =£ fc =S n/2 et le nouvel indice k varie donc dans l’intervalle entier [[0,E(«/2)]]. Si n - 2 p, 
k e [[0, p] et si n - 2p + 1, k e [0, p]]. Par conséquent, 

S „ = £ (2fc) = 2 pk = 2^^- = p(p + 1). 

Nous voulons calculer maintenant la somme des coefficients binomiaux 



L’idée consiste à utiliser la formule du binôme donnant la somme de tous les coefficients binomiaux : 
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On introduit la somme des coefficients binomiaux où les indices sont impairs : 



Nous avons alors + T„ = 2". Il nous faut une autre relation pour calculer S n et T„. Formons la différence : 


S„— T„.= 



= (l-l) n =0. 


On en déduit que S„ = T n = 2" _1 . Nous avons calculé les deux sommes en développant (1 + 1)" et (1 - 1)". On remarque 
que 1 et -1 sont les racines carrées de l’unité. 

On peut généraliser cette idée en utilisant les racines w-ièmes de l’unité. Par exemple, si nous voulons calculer les sommes 



on calcule à l’aide du binôme les trois sommes 



Nous avons utilisé les relations j k - 1 lorsque k = 0 [3], j k = j lorsque k = 1 [3] et j k = j 2 lorsque j = 2 [3]. En utilisant la 
propriété 1 + j + j 2 = 0, il suffit d’additionner les trois lignes précédentes pour trouver 


y 2 ” + (1 + j) H + (1 +y 2 )" 
n 3 

On peut également avec la combinaison linéaire Li + j 2 L2 + 7L3 calculer V„ et de même avec Li + j L2 + j 2 L3 calculer W„. 
Cette technique permet de calculer plus généralement des sommes de la forme 



Il suffit de développer (1 + Wfc)" pour les n racines u-ièmes de l’unité (%. 


B.2.3 Sommes doubles 

Lorsque l’ensemble d’indices est une partie finie formée de couples, on dit qu’on a une somme double. Par exemple, si 
1 = {(1,2), (1,3), (2,2), (3,2)} et a {iJ) = i + j, 

S = £«; = a(i,2) + «(3,i) + «(2,1) + 0(1,1) = (1 + 2) + (1 + 3) + (2 + 2) + (3 + 2) = 16. 

(El 

Un cas courant est lorsque I est un produit d’intervalles d’entiers : 

1 1 Œl, Pl x Œl, ql = (Cl, 1), (1, 2), ... , (1, q), (2, 1) . . . , (2, q ), . . . , (p, q)} 


En notant a/j = a^j), on a la formule d’interversion de sommes : 



Remarquons que a/ = Y «jy ne dépend pas de j (l’indice de sommation est muet), mais de i. De même, (3 y ne dépend pas 
7= i 

de i. La formule précédente permet donc d’exprimer une somme double à l’aide de sommes simples. 

Pour comprendre cette formule, considérons l’exemple suivant : I = {1,2} et J = {1,2,3} : 


É(É «<;)=. (gn + a.12 + «13) + («21 + «22 + «23)7 


E(£», 


= («11 + «21 ) + («12 + «22) + («13 + «23) • 


Ces deux sommes sont bien égales puisque le résultat d’une sommation ne dépend pas de l’ordre dans lequel on effectue 
les sommes (en algèbre, on dit que la loi + est commutative). 

Lorsque a,y = a; x py, la somme double s’écrit comme un produit de deux sommes simples : 


s = LL«iP 

*'=i;'=i 


P , <7 , 

= Y a i PyJ (a,- ne dépend pas de y) 


= | Y P;') x (X a <) (Y ne dépend pas de i ). 


Exemple 2.5 Calculons la somme S = Ÿ Y M • |(v / 2) ; : 
y=ot=o l J) 


= ËE± »(i +v /a». 


Exemple 2.6 Calculons la somme S = Y Y (*' + fi 2 - développant cette somme, 

*'=17=1 

i=iy=i 1=17=1 1=17=1 

= np 2 + 2(±i)(p) + n±f 

= 2n^/ 2 + 2(^ij ( indices muets ) 

n 2 (n+ l)(7u + 5) 

“ 6 ‘ 


Un exemple plus compliqué d’interversion de signes sommes, lorsque les bornes ne sont pas indépendantes : 


S = £(£««) = !(£««)■ 

i=0 7=0 7=0 1=7 


Ici, S = X(/,y)ei «17 où I = {(/,y) e N 2 | 0 =S y i sc n}. On peut représenter chaque couple (;,/) e I par un point sur un 
quadrillage ( n - 3 sur la figure) : 
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j j 



Si on commence par sommer sur l’indice i variant de 0 à n, à i fixé, j varie entre 0 et i. Sur le dessin, cela correspond à 
sommer verticales par verticales : 

S = (Ooo) + (aïo + flll) + (g20 + a 2l + Q22) + (<330 + <3.31 + <332 + <3 33) . 

i= 0 /=! 1=2 1=3 

Mais on peut également sommer horizontale par horizontale : 

S = (opo + aïo + a2o + (I30) + (an + <3 21 + <331) + («22 + 032) + («33) • 

7=0 7=1 ;'=2 ;'=3 


Exemple 2. 7 Calculer la somme S = ^ 


. En inversant les signes sommes : 






B. 3 Trigonométrie et nombres complexes 

Nous allons voir dans ce paragraphe des techniques de calcul trigonométrique utilisant la notation £ et les exponentielles 
imaginaires. 

B.3.1 Transformation de cos(n0) 

Il s’agit de transformer une combinaison linéaire de cosfcG et sin fc0 en produits de la forme cos p a sin 1 ? a. Ce procédé 
s’avérera utile pour résoudre des équations trigonométriques. La formule de Moivre est à la base du procédé de factorisa- 
tion. Commençons par un exemple. Pour 0 e IR, on veut transformer en produits cos50 et sin 50. On a, par application de 
la formule de Moivre : 

(cos0 + i sin0) 5 = e 5 ‘ e = cos50 + i sin50. 

Développons le membre de gauche de cette égalité avec la formule du binôme : 

(cos0+ z'sin0) 5 = cos 5 0 + 5î'cos 4 0sin0- lOcos 3 0sin 2 0- lOicos 2 0sin 3 0 + 5cos0sin 4 0 + isin 5 0 
= (cos 5 0-lOcos 3 0 sin 2 0 + 5 cos 0 sin 4 0) + i (5 cos 4 0 sin 0 - 10 cos 2 0 sin 3 0 + sin 5 0) . 

En prenant la partie réelle et imaginaire, on obtient : 

cos 50 = cos 5 0- 10 cos 3 0 sin 2 0 + 5 cos 0 sin 4 0 

sin50 = 5cos 4 0sin0- lOcos 2 0sin 3 0 + sin 5 0. 

Calculons maintenant une formule générale qui permet d’exprimer cos(«0) comme un polynôme en cos(0). Écrivons avec 
la formule de Moivre 

cos(«01 = e mQ + e~ ,nQ ) - ^ [(cos0 + isin0)" + (cos0- isin0)"j 
et développons à l’aide de la formule du binôme : 

cos(n0) = ” [1 + (-l) fc ]i fc cos" _fc 0sin fc 0. 

2 k=o\ k ) 
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Puisque [l + (-l) fc ] = < 


, cos (rc0) = ÿ U fc cos” fc 0sin fc 0. Tous les indices de cette somme étant pairs, 


[ 0 si A: impair 

on peut les écrire k-2p avec 0 =£ 2p n, c’est-à-dire p e [[0,E(«/2)]]. Par conséquent, 


E (n/2)/ n \ 


1) p cos" _2p 0 sin 2p 0 


E( ^ 2) f n \ n 

- > COS 

P =0 \2p) 


2p 0(l -cos 2 0) p = T„(cos0) 


où T„ est un polynôme appelé n-ième polynôme de Tchebychev (de première espèce) : 


E(n/2)/ \ 

T„(X) = £ I" |(-l) p X"- 2p (l-X 2 ) p . 

Le calcul précédent est fondamental. Les polynômes de Tchebychev jouent un rôle important en algèbre et en analyse et il 
est courant de trouver cette question de cours dans les premières questions d’un problème de concours. Vous devez avoir 
bien compris et savoir refaire rapidement ce calcul. 

Effectuons le calcul similaire pour sin(rc0) : 


sin(n0) = - e“ in0 ) = ^ [ (cos 0 + i sin 0) " - (cos 0 - / sin 0) " ] , 


sin(n0) = — -ÿ [l - (-1)*] i fc cos" fc 0sin fc 0=-: ÿ / fc cos” fc 0sin fc 0. 


Tous les indices de cette somme étant impairs, on peut les écrire sous la forme fc = 2p + 1 où 0 =S 2p + 1 ^ n, c’est-à-dire 
-1/2 « p ^ (n- 1)/2 et p varie donc dans l’intervalle d’entiers [[0,E(-^)][. 

\ E ( n ^ 3 ) I \ 

sin(rc0) = - Y U i 2p+1 cos” _2p_1 0sin 2p+1 0 = sin0 Y " (-l) p cos ,! “ 2p “ 1 0(l-cos 2 0) p = sin0U„(cos0) 

i pt'o \2p+l) \2p + 1/ 

E(2 T 1) / n \ 

où U„(X) = y (-l) p X" _2p_1 (l-X 2 ) p est un polynôme. 

p= o \2P +1 / 

Pour terminer, voyons un complément important sur les polynômes de Tchebychev. Utilisons la formule de trigonométrie 

,p+q , rP-q^ 

cos p + cosq- 2cos( - J cos( - J 


pour écrire V0 e [R, ÿ 2, 

cos[(rc + 1)0] + cos[(«- 1)0] = 2cos0cos(rc0). 

Puisque tout réel x e [-1, 1] peut s’écrire cos(0), il vient 

Vxe [-1,1], T„ + i(x) + T„_i(x) = 2xT„(jc) 

et on utibse une technique importante sur les polynômes : le polynôme Q = T„+i + T n -i - 2XT„ admet une infinité de 
racines, il est donc nul. On obtient ainsi une relation de récurrence qui permet de calculer de proche en proche les T n : 

T 0 = 1,Ti =X,Vrc^2, T„+i =2XT„-T„_i. 

On obtient T 2 (X) = 2X 2 - 1, T 3 = 4X 3 - 3X et on retrouve les formules de trigonométrie cos(20) = 2 cos 2 0-1, cos(30) ff 
4cos 3 0-3cos0 

et ainsi de suite. On se sert souvent de cette formule de récurrence pour introduire plus simplement les polynômes de 
Tchebychev. Elle permet en particulier de montrer simplement par récurrence que le terme dominant du polynôme T n 
vaut 2” -1 X”. 


B.3.2 Problèmes de linéarisation 

L’objectif de ce paragraphe est de montrer comment transformer un produit cos p 0 sin^ 0 en une combinaison linéaire de 
cos k6 et sin k6. Cette opération s’avérera très utile pour les problèmes de calcul de primitive. Les formules d’Euler sont 
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également à la base du processus de linéarisation. Commençons par un exemple. Nous souhaitons linéariser sin 6 0. On a 


= __L( e iee _ 6e i50 e -f8 + 15e m -m_ 2Oe î30 e -m + 15e ize e -m _ 6e io e -m + e -m\ 

64 V J 

= - — ( e m - 6e'' 40 + 15 e' 20 - 20 + 15e“ i20 - 6e - '' 40 + e - '' 60 ) 

64 V J 

= - ^ (e' 60 + e“ i60 - 6 (e' 40 + 6e“ i40 ) + 15 [e' 20 + e“ i20 ] - 2o] 

= -^(cos60-6cos40 + 15cos20-lO). 

Nous avons utilisé la formule du binôme et avons regroupé les termes symétriques pour retrouver des cosinus. Maple 
permet d’effectuer ces linéarisations trigonométriques à l’aide de la fonction combine : 


> A:= (cos (t) ) A 4 ; 


Il est alors facile de déterminer une primitive, / cos 4 t d t - — sin(4 t) + - sin(2 t) + - 1 + C. 

32 4 8 

Attaquons-nous maintenant à la linéarisation générale : 


2” V 




En s’inspirant de l’exemple précédent, nous souhaitons regrouper le terme k - 0 avec le terme k- n, le terme k — 1 avec 
le terme k= n - 1 ... Il faut distinguer les cas n pair et n impair pour pouvoir compter précisément le nombre de termes 
dans la somme. 

- Si n = 2p + 1 est impair, il y a 2p + 2 termes dans la somme que l’on sépare en deux : 


2We 'ÊG)**~“ + £(; 


(n-2fc)0 


Effectuons alors un changement d’indice dans la deuxième somme pour inverser l’ordre des termes : k! - n-k. On 


remarque que 


et que [n-2(n- k')) = -(n-2k!) d’où 




m -2k') _ I n \ y e U.n-zm + e -i(«-2fc)6j 


cos 2p+1 0= | 2P fc + 1 |cos[(2p-2fc+l)0]. 

- Si n - 2p est pair, il y a 2p + 1 termes dans la somme et on doit sortir le terme médian : les [p - 1) premiers termes 
correspondent à k e [0, p - IB, le terme médian à k - p et les (p - 1) derniers termes à k e [[p + l,2p]] : 


et avec le changement d’indice k' - n-k dans la deuxième somme puis en regroupant les sommes, on trouve finalement 

H 


cos2p 0 = z( 2 fc P ) cos ( 2 (p - fc ) 0 )- 
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B.3.3 Utilisation des sommes géométriques complexes 

L’idée fondamentale de ce paragraphe est qu’il est souvent plus facile de calculer une somme complexe qu’une somme 
trigonométrique, grâce aux propriétés de l’exponentielle imaginaire. 

Pour calculer la somme 

S„ = 1 + cos(9) + cos(20) + • • • + cos(n0) = £ cos(fc0), 

introduisons la somme correspondante avec des sinus : 

T„ = 0 + sin(0) + sin(20) + • • • + sin(rc0) = £ sin(fc0) 
fc= o 

et la somme des exponentielles imaginaires associées : 

u* -s„ + rr„ = £ e m = £ [e' 0 ]*'. 

k= 0 k = 0 

Si on sait calculer U„, on en déduit S„ et T„ en prenant les parties réelles et imaginaires : S n = Re(U„) et T„ = Im(U„). 
On reconnaît pour U„ une somme géométrique de raison e' 0 . Distinguons deux cas : 

1. Si e' 0 ^ 1, c’est-à-dire 0 ^ 2kn où k g Z, alors 

e Hn+ 1)0 _ i 
u " = ^ — ■ 


Nous voulons extraire la partie réelle et imaginaire. Utilisons la factorisation de l’angle moitié : 
l _ sin (^~9) = ein \ sin(^9) 

sin| sin(|) 

d’où 


U„ = - 


n (n+l)6 




2. Si e' 0 = 1, c’est-à-dire 0 = 2 kn où k g Z, alors U w = n + 1 d’où S„ = (n + 1) et T„ = 0. 

Vous devez penser par vous-même à introduire la somme complexe correspondante. Par exemple, pour calculer la somme 

s " = Z |fcj cos(a+ 

où a, P g IR, introduisez la somme des exponentielles imaginaires correspondante : 


u »=l: 


/(CX+fcP) 


puisque S„ = Re(U„). Le calcul de U„ se ramène au calcul d’une somme binomiale : 


V, = e“î(*)[^ = e'>' P Mp. 


Il suffit alors de factoriser l’angle moitié : 

U„ = e'“[2cos^e ! 2 

et de prendre la partie réelle : 


„ , rcfL „ u 

S„ = 2 cosla + — Icos -. 

K 2 ’ 2 

Un dernier exemple : nous voulons calculer la somme 

S„=£ cos 2 (fc0) 
k=0 

Nous ne pouvons pas ici introduire de somme d’exponentielles imaginaires associés. Si par exemple U„ = £ [e' fc0 ] 2 , 

k=o 

nous n’avons pas S„ = Re (U„) ! Pour calculer cette somme, il suffit de linéariser cos 2 (fc0) = - [cos(2fc9) + 1] et on a alors 

S« = \ Z cos(2 fc0) + in+ l) . 
z fc= o z 

Vous pouvez terminer le calcul en introduisant la somme complexe U„ = ^ e 2ifc0 . 
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B.4 


Calculs sur des polynômes 


B.4.1 Les trinômes 

Le but de ce paragraphe est de rappeler les principales propriétés des trinômes qui doivent être parfaitement connues. 


Discriminant réduit 


On considère un polynôme du second degré 

P = aX 2 + bX+c avec a ^ 0. 


On sait calculer ses deux racines complexes x\, xz à l’aide du discriminant : 
A = b 2 -4ac 


- Si A = 0, le trinôme possède une racine double donnée par x = — . 

a 

- Si A ^ 0, le trinôme possède deux racines complexes distinctes. On commence par calculer une racine carrée complexe 
de A, c’est-à-dire un complexe Ô vérifiant Ô 2 = A et on obtient 


Xi 

x 2 


-b-Ô 
2 a ’ 
-b+ 6 
2 a 


- Si A < 0 est un réel strictement négatif, on sait que les deux racines complexes sont conjuguées : X2 = x\. 
Lorsque le trinôme s’écrit 

P — æX 2 4- 2 bX 4- c 


(utile lorsque b est entier), on peut utiliser directement le discriminant réduit A ' -b 2 - ac et exprimer les racines à l’aide 
d’une racine carrée complexe de A' (ô' 2 = A') : 


*i 

*2 


-b- S' 
a 

-b + 8' 
a 


Cela évite la simplification par 2 dans les expressions . . . 


Exemple 2.8 Pour résoudre l’équation x 2 - 4x 4 3 = 0, on écrit A' = 2 2 - 3 = 1 et les deux racines sont xi - 2 + 1 = 3 et 
jc 2 = 2-1 = 1. 


Exemple 2.9 Une démonstration de l’inégalité de Cauchy-Schwarz utilise le discriminant réduit. Soit E un espace 
euclidien et x, y e E deux vecteurs, considérons (lorsque x ^ 0e) le trinôme 

T (À) = ||Àx + y|| 2 = À 2 ||x|| 2 +2À(x | y) + ||y|| 2 . 

Puisqu’une norme ne prend que des valeurs positives, ce trinôme ne prend que des valeurs positives et ne possède donc 
au plus qu’une racine réelle. Son discriminant réduit est négatif ou nul : 

A' = (x|y) 2 -||x|| 2 ||y|| 2 «0 


| d’où |(x | y)| « ||x|| ||y|| . 

Relations entre coefficients et racines 

En notant xi,X2 les deux racines complexes du polynôme P = aX 2 4 bX 4 c, on a 

P = a(X — xi) (X ■ — x 2 ) = a[X 2 - (xi 4 x 2 )X 4 xi x 2 ] . 

En identifiant les coefficients de P, on déduit la somme et le produit des racines sans avoir à les calculer explicitement : 

I b 

Xi + X 2 = — , 
a 

c 

xix 2 

a 
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Exemple 2.10 Déterminons l’expression logarithmique de argsh(x). Soit x e IR, notons y = argsh(x) : 


En notant Y = e y , Y est racine d’un trinôme : x - - 


Le discriminant réduit vaut A' = x 2 + 1 > 0 et le trinôme possède deux racines réelles distinctes 

jYi = x + Vx 2 + 1>0, 

|y 2 = x-Vx 2 -1<0. 


En effet, puisque Y| Y 2 = -1 < 0 , l’une des racines est positive, l’autre est négative et puisque de façon évidente Yi > 0 , il 
vient que e y — x + Vx 2 + 1 d’où 

argsh(x) = ln(x + V x 2 + 1). 

Déterminons de même l’expression logarithmique de y = argch(x) pour x>l. Avec les mêmes notations, 
e y+ e -y Y + 1/Y Y 2 + l 


et 


Y 2 - 2xY +1 = 0. 

Le discriminant réduit A' = x 2 - 1 ^ 0 est toujours positif d’où les deux racines 


Puisque Y; Y 2 = 1, les deux racines ont même signe (> 0), l’une est supérieure et l’autre inférieure à 1. Puisque Y] sxÿ 1, 
et que y - argch(x) = ln Y ^ 0, il vient Y 2* 1 d’où Y— Yj et argch(x) = ln(x + Vx 2 - 1) . 


Extrémum d’un trinôme 

La courbe représentative d’un trinôme y = P(x) = ax 2 + bx+c est une parabole. 

b 

1 . a > 0 : la parabole est convexe et atteint son maximum enc = — : le milieu des racines de P (lorsque P possède 

a 

deux racines réelles). 

2. a < 0 : la parabole est concave et atteint son minimum en c = - — : le milieu des racines de P (lorsque P possède 

a 

deux racines réelles). 



Il suffit d’étudier les variations de P : P'(x) = 2 ax+b et P' s’annule en -b! a. 


Exemple 2.11 sup x(l - x) = - Le trinôme admet un maximum atteint en x = 1/2 (milieu des racines 0, 1) et la valeur 
XE[0,1] 4 

du maximum vaut 1/4. 

Exercice 2.1 I W 

On considère la suite de terme général 



a. Montrer que u n + > 0. 
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b. Déterminer un équivalent simple de u, 


Solution : 

a. Le trinôme P = X(« - X) a pour racines 0 et n et atteint son maximum sur [0, n\ en c = ni 2. Le maximum vaut 
n 2 14. On majore facilement : 

0 ^u n ^-rnx sfrF 71 = — 
n A 2 n 

et u n ^ - » 0. 

b. Écrivons 


n n > n 


où S n est une somme de Riemann qui converge vers L = I \/ x(l - x) dx Mais la courbe d’équation y - i/x(l - x) 

J o 

a pour équation y 2 — x - x 2 et on reconnaît un demi-cercle centré en (1/2,0) de rayon 1/2. L’intégrale L est 1 ’ aire 

d’un demi-disque de rayon 1/2 et vaut donc L = ji/8. Finalement, u n ~ — . 

n-*+oo 8 n 


B.4.2 Développement de polynômes 

Pour développer un produit de polynômes, il est indispensable de mener les calculs en une seule ligne. Par exemple, pour 
développer 

P (X) = (X 2 + 3X - 2) (X 3 + 2X 2 - 3X + 1 ) 

il est très maladroit d’écrire : 

P(X) =X 2 (X 3 +2X 2 -3X+ 1) + 3X(X 3 +2X 2 -3X+ 1) -2(X 3 +2X 2 -3X+ 1) 

= X 5 + 2X 4 - 3X 3 + X 2 + 3X 4 + 6X 3 - 9X 2 + 3X - 2X 3 - 4X 2 + 6X - 2 
= X 5 + 5X 4 +X 3 - 12X 2 + 9X- 2. 

En effet, recopier mécaniquement des termes mène à une perte d’attention, source fréquente d’erreurs. 

La bonne méthode pour mener ce calcul consiste à : 

- déterminer le degré d du polynôme produit (somme des degrés), 

- déterminer pour k e [[0, d]] d’où vient le terme en X fc et sommer les coefficients sélectionnés, 

- écrire en une seule ligne le résultat. 

Multimédia : Coefficients entiers de 2 (ou 3) polynômes choisis au hasard, pour calculer 
le coefficient de X k , griser dynamiquement les termes du produit et collecter les 
coefficients en bas. Exerciseur? 

Détaillons cette technique sur notre exemple. Les opérations suivantes se font de tête et ne nécessitent qu’une seule ligne ! 

Le degré du polynôme P vaut 5. 

- Le terme en X 5 ne provient que du produit de X 2 avec X 3 et le coefficient de X 5 vaut donc 1 : 

([x 2 ] + 3X-2)([x 3 ] + 2X 2 -3X+1). 

- Le terme en X 4 provient du produit de X 2 avec 2X 2 (coefficient 2) 

(fx 2 "! + 3X - 2) (X 3 +|~2X~| 2 - 3X+ 1), 

du produit de 3X avec X 3 (coefficient 3) 

(X 2 + [Jx]- 2)([x^] + 2X 2 - 3X+ 1) 

et le coefficient de X 4 vaut donc 2 + 3 = 5. 

- Le terme en X 3 provient du produit de X 2 avec -3X, 

+ 3X — 2) (X 3 + 2X 2 | -3X | + 1), 

du produit de 3X avec 2X 2 

ÇX 2 + [3X|-2)(X 3 + [aC 2 ] -3X+l) 
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et du produit de -2 avec X 3 

(X 2 + 3Xp-2~[) (0 + 2X 2 - 3X + 1 ) . 

Le coefficient vaut donc -3 + 6 - 2 = 1. 

- Le terme en X 2 a pour coefficient 1-9-4 = - 12: 

(0 + 3X - 2) (X 3 + 2X 2 - 3X0) , 

(X 2 + [0 - 2) (X 3 + 2X 2 | -3X | + 1) , 

(X 2 + 3X| -2 |) (X 3 + 1 2X 2 | - 3X + 1 ) . 

- Le terme en X a pour coefficient 3 + 6 = 9 

(X 2 + 0- 2)(X 3 + 2X 2 - 3X0), 

(X 2 + 3X0]) (X 3 + 2X 2 | -3X | + 1) . 

- Le terme constant provient du produit des deux constantes et vaut -2. 

CX 2 + 3X0]) (X 3 + 2X 2 - 3X0]) . 

Il faut impérativement adopter cette technique de calcul. Dans un premier temps, vous pouvez utiliser le brouillon pour 
noter les coefficients que vous récoltez et ensuite les sommer. Avec un peu d’habitude, ce calcul se fait de tête immédiate- 
ment. 

Exercice 2.2 

Développer les polynômes suivants : 

1. (X 3 +X 2 -X + 2)(2X 2 +X- 1) ; 

2. (2X 4 + 3X 2 - 6X - 1) (X 3 - 2X 2 + X + 1) ; 

3. (X 5 +X 4 -2X 2 + 3)(2X 3 -X 2 +X- 1). 


Solution : 

1. 2X 5 + 3X 4 - 2X 2 + 3X - 2 ; 

2. 2X 7 - 4X 6 + 5X 5 - 10X 4 + 14X 3 - X 2 - 7X - 1 ; 

3. 2X 8 +X 7 -4X 5 +X 4 + 4X 3 -X 2 + 3X-3. 


Exercice 2.3 

Déterminer le développement limité à l’ordre 4 en 0 de : 
a. sin(x) exp(x) ; 
ln(l + x) 


Solution : 


a. 

e x sin(x) = (x - — + o(x 4 )) (l + x + — + — + olx 3 )) 


= x(l - Ç + o(x 3 ))(l + x+ 7 + J + 


n X 3 o 

— X + X H h 0(X ). 

3 

b. 

^ = x(l + — - — + 0 (x 3 )) (1 - + x 2 - x 3 + oLc 3 )) 

1+X 234 


= x(l--x+— x 2 -— x 3 + o(x 3 )) 
2 6 12 


3 O 11 O 25 A A 

= x--x z + x 4 + o(x 4 ). 

2 6 12 


Pour développer un produit de trois polynômes, on peut utiliser la même technique et chercher directement d’où provient 
le terme X d . 
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Exemple 2.12 Développer 

PCX) = (X 2 +X- 1)(X 2 +3X- l)(X-5). 

Le degré du produit vaut 5. 

- Le terme en X 5 provient uniquement du produit 

çfxH+X — l)Jx*l+3X-lMfx1-5) 

et vaut X 5 . 

- Le terme en X 4 provient des produits : 

([x^~|+X- l)([x^~| + 3X- 1)(X[-5~|), 

S + X - 1) ÇX 2 + [~3x] - l)([x~|-5), 

(X 2 + [x]-l)([x^+3X-l)([x]-5) 

et le coefficient de X 4 vaut donc -5 + 3+1 = -I. 

- Terminer le calcul de cette façon. 

Si vous n’êtes pas à l’aise avec cette méthode, vous pouvez effectuer le calcul en deux lignes en ne faisant que des 
multiplications de deux polynômes en utilisant la méthode précédente (une multiplication par ligne ) : 

P = P(X) = (X 2 +X- 1)(X 2 + 3X- l)(X-5) 

= (X 2 +X- 1)(X 3 - 2X 2 - 16X + 5) 

= X 5 -X 4 - 19X 3 - 9X 2 + 2 IX— 5. 


B.4.3 Factorisation de polynômes 

Il est tout aussi important de savoir factoriser un polynôme. Rappelons que Maple permet de développer et de factoriser 
les polynômes : 


P := (x+1) * (x A 2— 3*x+2) ; 

P := (x + 1) (x 


x - 2 x - x + 2 

Q := X A 4 + 2*X A 3 - 11*X A 2 - 12*X + 36; 


Q := X + 2 X - 11 X - 12 X + 36 


(X + 3) (X - 2) 


La factorisation d’un polynôme revient à déterminer ses racines (complexes). On se heurte ici à l’un des principaux 
problèmes des mathématiques. Depuis l’antiquité, on connaît un algorithme pour trouver les racines d’un polynôme de 
degré 2 et on sait également déterminer les racines d’un polynôme de degré 3 et de degré 4. 

À faire : Manu : note historique + précise avec photo ? 

On a cherché longtemps un algorithme similaire permettant d’exprimer les racines d’un polynôme de degré 5 à l’aide de 
radicaux faisant intervenir les coefficients du polynôme. Abel puis Galois ont montré que ce problème était insoluble. 
Cette obstruction au calcul de racines d’un polynôme se retrouve dans toutes les branches des mathématiques : 

Exemple 2.13 On sait en théorie primitiver une fraction rationnelle. En pratique , il faut être capable de la décomposer 
en éléments simples. Pour cela, la première étape consiste à factoriser le polynôme au dénominateur. Dès que le degré 
du dénominateur est supérieur à 5 on est bloqué. Voici une réponse de Maple pour le calcul de f — g — - : 
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| Ce n’est pas tout à fait ce que l’on appelle une primitive explicite . . . 

On est souvent confronté à cette obstruction fondamentale en calcul scientifique et le seul choix possible consiste à utiliser 
des méthodes numériques pour déterminer des valeurs approchées des racines d’un polynôme. Heureusement, on dispose 
d’algorithmes très efficaces pour trouver ces valeurs approchées (vous connaissez déjà la méthode de Newton par exemple 
...). Voici un calcul avec Maple qui illustre l’impossibilité de trouver les valeurs exactes des racines d’un polynôme. Une 
méthode numérique permet cependant de trouver des racines réelles approchées : 


Exemple 2.14 

P := x A 10 -2*x - 1; 

> factor (P); 

> solve (P = 0, x) ; 

> fsolve(P=0, x) ; 



RootOf (_Z - 2 _Z ~ 1) 

-.4995164207, 1.12509967' 


Dans la suite de ce paragraphe, nous allons voir quelques techniques qui permettent de factoriser de façon explicite un 
polynôme dans certains cas très particuliers. 


Factoriser à partir d’une racine connue 

On veut factoriser un polynôme P de degré d. Si l’on connaît une racine a de ce polynôme, on se ramène à la factorisation 
d’un polynôme Q de degré {d- 1) en factorisant (X- a) dans P. Considérons le polynôme 

P(X) = X 3 - 5X 2 + 7X - 3. 

On voit que a = 1 est racine évidente de P puisque l-5xl + 7xl-3=0. On peut donc écrire 
P = (X- 1)Q(X) 

Il faut savoir écrire en une seule ligne le polynôme Q en utilisant la méthode suivante : 

- P = X 3 - 5X 2 + 7X - 3 

- Le degré du polynôme Q vaut 2 : P = (X - 1) (aX 2 + bX + c) . 

- On détermine le coefficient a puisque le produit de X avec aX 2 doit donner le terme en X 3 de P : a - 1 

P = (X-1)(X 2 +?X+...). 

- On cherche le coefficient de X dans Q en examinant le terme X 2 du produit : (- 1+?)X 2 = -5X 2 d’où ? = -4 : 

P = (X - 1) (X 2 - 4X+?) . 
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- On s’intéresse ensuite au terme en X dans le développement : (? + 4)X = 7 d’où ? = 3. 

P = (X- 1)CX 2 -4X+3). 

- On vérifie notre calcul en calculant le terme constant du produit : (-1) x 3 = -3 qui est bien le coefficient constant de P. 
Voici un autre exemple. Nous détaillons ici les calculs en plusieurs étapes afin d’illustrer la méthode, mais vous devez 
mener ce calcul de tête en une seule ligne ! 

P = 2X 5 -X 4 -3X 3 +X 2 + 3X-2. 

On voit immédiatement que 1 est racine évidente de P (la somme des coefficients est nulle) et on factorise en une seule 
ligne P en suivant les étapes suivantes : 

- P = (X— 1) (2X 4 . . . ), 

- P = (X— 1) (2X 4 + X 3 . . . ), 

- P = (X- 1)(2X 4 +X 3 -2X 2 ...), 

- P = (X- 1)(2X 4 +X 3 -2X 2 -X...), 

- P = (X— 1)(2X 4 +X 3 — 2X 2 — X + 2), 

- On vérifie le coefficient constant. 

Multimédia : Applet exerciseur 


Trouver toutes les racines rationnelles 


La méthode précédente permet de factoriser (X-a) où a est une racine de P. Encore faut- il être capable de trouver 
une racine « évidente » du polynôme P ! Pour un polynôme quelconque, c’est impossible comme nous l’avons vu dans 
l’introduction. Il existe tout de même quelques méthodes à connaître. 

D’abord des remarques évidentes : 

- Si le coefficient constant est nul, on peut factoriser X ! 

X 5 +4X 2 -5X = X(X 4 +4X-5) =X(X- 1)(X 3 +X 2 +X + 5) 


X 6 - 4X 5 +3X 3 = X 3 (X 3 - 4X 2 +3) = X 3 (X- 1)(X 2 - 3X- 3) = X 3 (X- 1) (X - a) (X - (3) 
où a = etp= 3 ~^ 24 . 

- Examiner les coefficients du polynôme : si leur somme vaut 0 alors 1 est racine évidente. Regarder de même si P( — 1) = 

0 . 

Il existe un algorithme pour déterminer les racines rationnelles d’un polynôme à coefficients rationnels. Voir exercice 
21.54 p. 804 Considérons par exemple le polynôme 


P = X 3 --X 2 --X+ 


1 . On peut supposer que le coefficient constant ao est non-nul, sinon on peut factoriser X fc dans P et se ramener à 
chercher les racines d’un polynôme de degré inférieur. 

2. On peut se ramener à chercher les racines rationnelles d’un polynôme à coefficients entiers en réduisant les fractions 
au même dénominateur : 


P = 


2*X* + ... + « X+ « ss ± 

bd h b 0 P 


(bd - 1 


... b 0 X d + --- + b d ...b 1 ). 


Sur notre exemple, 

P = i(6X 3 -7X 2 -9X + 9). 
6 

On se ramène ainsi à chercher les racines du polynôme 

Q = 6X 3 - 7X 2 - 9X + 9. 


3. Supposons que a - pl q soit une racine rationnelle du polynôme Q = a d X d + ad- {X d 1 H — + a\X + üq où at g Z. 
On suppose que p e Z et q e N* et que les entiers p et q sont premiers entre eux : p a q - 1. On doit avoir : 

pd d - 1 

0 = Q(a) = a d —y + a d -\ — i-r + ■ • • + «t - + ao 

q d q d ~ l q 

et, en réduisant au même dénominateur, 


a d p d + a d -iqp d 1 + --- + a l q d 1 p+a 0 q d = 0. 


On obtient ainsi une relation entre entiers et on peut utiliser le cours d’arithmétique dans Z . 
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4. Écrivons en factorisant p : 


p(-a d p d 1 aiq d 4 ) = aoq d . 


On en déduit que l’entier p doit diviser l’entier aoq d et puisque p a q = 1, on a aussi p a q d = 1 d’où en utilisant le 
théorème de Gauss : 


[p\aoq d 
\p/\q d = l 


p | a 0 . 

Gauss 


L’entier p doit diviser le coefficient üq. L’entier p ne peut donc prendre qu’un nombre fini de valeurs, les diviseurs 
de oq. Sur notre exemple, pe {1,3,9, -1,-3, -9}. 

5. De façon symétrique, puisque 

a<iP d = q(~ad-iP d ~ l aoq d ~ l ), 

on a q \ a d p d et, puisque q a p - 1, il vient q \ a d et q ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Sur notre 
exemple, q e {1,2, 3, 6} 

6. On ne peut donc avoir qu’un nombre fini de racines rationnelles de P, sur notre exemple 


7. Il suffit, pour chacun de ces rationnels, de tester si P(a) = 0. On en déduit toutes les racines rationnelles de P. Sur 
notre exemple, a = 3/2 est la seule racine rationnelle de P. 


B.4.4 Polynômes particuliers 

Polynômes bicarrés 

Si un polynôme s’écrit P = Q(X fc ), il suffit, pour trouver les racines de P, de déterminer les racines de Q. En effet, si 
P(a) = 0, alors a k est une racine de Q et on sait déterminer les racines fc-ièmes d’un nombre complexe. Par exemple, 

P = X 6 - 3X 3 +2 = (X 3 ) 2 - 3(X 3 ) + 2 = Q(X 3 ) où Q(X) = X 2 - 3X + 2 = (X - 1) (X - 2) 

Les racines de P sont donc {l, j, j 2 , ^2 ,j\/2,j 2 \/2\. 

Un polynôme bicarré est un polynôme P = Q(X 2 ) où Q est un polynôme du second degré : Q(X) = aX 2 + bX + c. Par 
exemple, 

PCX) = X 4 - 3X 2 + 2 = Q(X 2 ) où Q (X) = X 2 - 3X + 2 = (X- 1)(X- 2) 

Dans le chapitre 21.6.7, on a vu que les polynômes irréductibles normalisés dans IR [X] étaient : 

- les polynômes du premier degré (X- a), 

- les polynômes du second degré sans racines réelles : X 2 + pX+ q avec A = p 2 - Aq < 0. 

Un polynôme bicarré n’est donc jamais irréductible et on peut toujours le factoriser ! On peut évidemment déterminer les 
racines complexes a, P de Q et les 4 racines complexes de P seront les racines carrées complexes de a et p. Pour obtenir la 
décomposition dans IR [X], il suffit alors de grouper ces racines conjuguées deux à deux. Cette méthode est souvent lourde 
et il faut connaître l’algorithme suivant qui permet d’obtenir directement la factorisation de P dans IR [X] sans passer par 
les complexes. 

1. Si le polynôme Q(X) = (X - a) (X- b) possède deux racines réelles, P(X) = (X 2 - a){X 2 - b), selon le signe de a et b, 
on obtient directement la factorisation de P dans IR [X] . Par exemple, 

PCX) = (X 2 - 1)(X 2 -2) = (X- 1)(X+ 1)(X- v / 2)(X+ \/2), 

PCX) = (X 2 + 3)(X 2 - 1) = (X 2 + 3)(X- 1)CX+ 1). 

2. Si le polynôme Q ne possède pas de racines réelles, travailler directement sur le polynôme P en groupant le terme 
en X 4 avec le terme constant et en faisant apparaître un début de carré et en utilisant la factorisation a 2 -b 2 - 
(a-b)(a+b) : 


P = X 4 +X 2 + 1 = (X 4 + 1) +X 2 = (X 2 + l) 2 -X 2 = (X 2 -X+ 1)(X 2 +X+ 1), 
P = X 4 + 1 = (X 2 + l) 2 -2X 2 = (X 2 - \/ZX + 1) (X 2 + V2X+ 1), 

P = X 4 + 2X 2 + 2= (X 4 + 2) + 2X 2 = (X 2 + \f2Ÿ + (2-2v / 2)X 2 
= (X 2 - \j 2-2\/2X+v / 2)(X 2 + \j 2 — 2\/2X+ VU). 
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Racines de l’unité 


Certains polynômes font intervenir les racines rc-ièmes de l’unité et se factorisent facilement. 

I Exemple 2.15 Le polynôme P = l+X+X 2 a pour racines j et j 2 : P = (X- j) (X — _/ 2 ) . Il faut le reconnaître et le factoriser 
sans calculer son discriminant ! 

| Exemple 2.16 Le polynôme Q =X 2 -X+ 1 a pour racines -j et -j 2 puisque Q(-X) = P(X). 

Plus généralement, considérons le polynôme P = X" - 1. Ses racines complexes sont les n racines n-ièmes de l’unité : 
co fc = e~n~ , ke [0, n-lfl. On a F identité remarquable X"-l - (X-l)(l+X+X 2 +---+X" _1 ). Il en découle que le polynôme 

Q = 1 +Xh i-X” -1 

a pour racines les racines rc-ièmes de l’unité sauf 1. 

On sait également écrire la factorisation dans IR [X] du polynôme P = X" - 1 en groupant les racines n-ièmes de l’unité 
avec leurs conjugués. On a toujours P(l) = 0 et selon la parité de n : 

- si n - 2p est pair, PC— 1) = 0 et -1 est une racine n-ième de l’unité. Les (2 p - 2) autres racines ne sont pas réelles et 
puisque le conjugué de a>fc est <±>2p-k, on peut écrire 

p - 1 p-i, f2k . . 

X 2p -l = (X-l)(X+l)n (X-(ü fc )(X-cü£) = (X-l)(X+l) fl X 2 -2 cos — X+l . 

k= 1 fc= i V Kn 

- si n - 2p + 1 est impair, - 1 n’est pas une racine de l’unité et en groupant les 2 p racines différentes de 1, on trouve 
X 2 ^-l = CX-l)f[(x 2 -2cos(^)x + l). 


Polynômes réciproques 


Cette technique est beaucoup moins importante que les précédentes. Vous pouvez la sauter en première lecture. 
d 

Un polynôme P = ^ a/X' est dit réciproque lorsque ses coefficients sont symétriques : Vi e [[0, d]], ai = a<i-i. Par exem- 
1=0 

pie, le polynôme 


P = 6X 4 + 5X 3 - 38X 2 + 5X + 6 


est réciproque (<24 = «3 = ai, «2 = «2)- 

- Une remarque importante : un polynôme est réciproque si et seulement si 


Vx^O, p|ij 


PM 

x d ’ 


Sur notre exemple, 

m_ 6 5 38 5 _ 6 + 5 x 3 -38x 2 +5x + 6 _ P(x) 

P lxj“^ + ^3 _ ^ 2 + X + 6_ ? “1^' 

On en déduit que si x ^ 0 est une racine de P, alors 1/x est également une racine de P. Il suffit donc de trouver deux 
racines de P pour les connaître toutes. 

- Voyons une technique pour calculer les racines de P qui réduit le problème à chercher les racines d’un polynôme de 
degré dl 2 lorsque d est pair. Nous allons illustrer la technique sur notre exemple. Une fois l’idée comprise, elle se 
généralise sans problème à tous les polynômes à coefficients symétriques. Soit x ^ 0 une racine de P, en divisant par 
x 2 , on obtient 

0 = 6x 2 + 5x-38+ ~ + ~2 ~ ô^x 2 + ^ j + 5 |x+ ^| - 38. 

Posons v-x+ —, calculons 
x 

y 2 = x 2 + 2 + — d’où x 2 + = y 2 -2 

x 2 x 2 

et y doit donc être racine d’un polynôme de degré 2 : 


0 = 6(j/ 2 - 2) + 5y - 38 = 6y 2 + 5y - 50 = 0. 
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On cherche les racines de ce trinôme. On trouve y = 5/2 ou y - -10/3 et il suffit ensuite de résoudre deux équations du 
second degré en x : 


r + — x + 1 = 0 . 


On trouve finalement x e {2, 1/2, -3, -1/3}, d’ où la factorisation de notre polynôme, P = (X - 2) (X - 1 12) (X + 3) (X + 
3MX+1/3). 

Lorsque le degré d est impair, il est facile de voir que P(-l) = 0 et, en factorisant (X+ 1) dans P, on se ramène à un 
polynôme de degré ( d - 1) qui est encore réciproque. En effet, P(X) = (X+ l)Q(X), 


(X+1)Q(X) 

X d 


^ = P(l/X) = (1/X+ 1)Q(1/X) = ^li-QCl/X), 


d’où l’on tire Q(l/X) = et on en déduit que Q est réciproque. 


Exercice 2.4 

Factoriser le polynôme P = X 5 + 3X 4 + X 3 + X 2 + 3X + 1 . 


Solution : On factorise (X + 1) , P = (X + 1) (X 4 + 2X 3 - X 2 + 2X + 1) et on se ramène à factoriser le polynôme réciproque 
Q =X 4 +2X 3 -X 2 + 2X+ 1. Soit x e C une racine de Q, en divisant par x 2 , on obtient 

(x 2 H — "2 j 4- 2 (x + — ) — 1 = 0 

et en posant y = x + 1/x, y vérifie l’équation du second degré y 2 + 2y -3 - 0, d’où y -1 ou y - -3. On résout alors 
x+l/x = 1, soitx 2 -x+l m 0 d’oùx i = - j etx 2 - - j 2 ,puis x+llx- -3 et on trouve X 3 = (-3+V5)/2 etX 4 = C— 3— x/5)/2 
(on vérifie à l’aide des quantités conjuguées que IIX3- X4). Finalement, 

P = (X+ 1 )(X + j)(X + /) |x+ |x+ . 


B.4.5 Relations entre coefficients et racines 

Le but de ce paragraphe est de présenter de façon plus élémentaire, avec des exemples, les relations entre coefficients et 
racines d’un polynôme et de montrer des applications en calcul algébrique. 

Commençons par l’exemple élémentaire d’un trinôme ayant pour racines (complexes) a et p. Il peut s’écrire sous forme 
développée et sous forme factorisée : 

P = a 2 X 2 + «iX+ a 0 > 

P = a 2 (X-a)(X-p) = a 2 [X 2 - (a + P)X+a|3)]. 

En identifiant les coefficients, on trouve les relations coefficients racines bien connues : 

(<Ji=a + |3 =- — 

I «2 

I « a o 

l «2 

Pour un polynôme de degré 3, ayant trois racines complexes (pas nécessairement distinctes) a, p, y, le même calcul donne : 
P — Æ3X 3 + « 2 X 2 + (7] X + Ct() 


et 


P = a 3 (X-a)(X-P)(X- y) 

= a 3 [X 3 -(a + P + y)X 2 + (ap + ay + Py)X - aPy] , 
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d’où les relations entre coefficients et racines : 


Un polynôme de degré n 
s’écrit sous forme factorisée dans € 


<Ji=a + |3 + Y = 

«3 

o 2 = aP + ay + Py = — 


o 3 = aPy 


P — a n X. n + 1 + • • • + <2jX+ CIq 


P = a„(X-xi)(X-x 2 )...(X-x„) 


où xi,...,x„ sont ses racines (pas nécessairement distinctes). En développant cette forme factorisée et en identifiant les 
coefficients, on trouve les relations coefficients racines générales : 


CTl 

02 


Xi + ---+X„ 

X1X2 +-•• + X1X„ + X 2 X 3 + • • • + X 2 X„ + • • • + Xfi—lXn 


an- 1 
a n 
an- 2 
a n 


I On — X\ ... Xfi = (-1) • 

1 a n 

Ces relations sont importantes car on a vu qu’on ne savait pas exprimer en général les racines d’un polynôme de degré 3* 5 
à l’aide des coefficients. Par contre, certaines expressions faisant intervenir les racines du polynôme peuvent s’exprimer 
à l’aide des coefficients. Par exemple, la somme ou le produit des racines et plus généralement tous les a,- s’expriment à 
l’aide des coefficients. Il est bon de connaître le résultat suivant (hors programme). 

Si l’on prend l’expression des ct,-, par exemple lorsque n = 3,o 2 = X1X2+X1X3+X2X3, on s’aperçoit que cette expression est 
invariante par permutation des racines (on peut par exemple échanger les indices 1 et 2, on retrouve la même expression). 
L’expression 

N 2 = xf + xf + xf 

et, plus généralement, les sommes de Newton 


N fc = *1 + * 2 + *3 

sont invariantes par permutation des racines. L’expression 

E = xix 3 + x 2 x 3 + xf 


par contre n’est pas invariante. 

Il existe un théorème d’algèbre qui dit que toute expression polynomiale en (xi, . . . , x n ) (c’est-à-dire une somme-produit 

des x{) invariante par permutation des racines peut s’exprimer comme un polynôme en ai a n . 

Prenons par exemple la somme de Newton N 2 et exprimons-la explicitement à l’aide de ü| ,o 2 ,ü 3 . Calculons 

Oj = (Xi + x 2 + X3) 2 = xf + x| + xf - 2(xix 2 + X1X3 + X2X3). 

On trouve donc N 2 = af - 2 a 2 . Calculons ensuite 

0‘iN 2 = (xi + x 2 + x 3 ) (x 2 + xf + xf ) 

= N 3 - XiX 2 (Xi + x 2 ) - XiX 3 (Xi + x 3 ) - x 2 x 3 (x 2 + x 3 ) 

= N 3 - X] X 2 (Xi + X 2 + X 3 ) - X] x 3 (xi + x 2 + x 3 ) - x 2 x 3 (xi + x 2 + x 3 ) + 3xi X2X3 
= N 3 -aiCT2 + 3a 3 , 


d’où l’on tire 


N 3 = Oi(af - 2 ct 2 ) + 0i0 2 - 3ct 3 = of - 3 ctiCT 2 + 3ct 3 . 


Exercice 2.5 ■ 00 

Soit P (X) = X 3 + X - 1 e € [X] . On note x\,x 2 , X3 ses trois racines complexes. 
a. Vérifier (sans chercher à les calculer) que les trois racines sont distinctes. 
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b. Effectuer la division euclidienne de X 5 par P. 

c. En déduire la valeur de la somme 


N s = L 4- 

k= 1 


Solution : 

a. Par 1 ’ absurde , si x est une racine double de P, alors P (x) = P'(x) — 0. Mais P' (x) = 0 => 3x 2 + 1 = 0 => x = ± ~= , 

V3 

qui ne sont pas des racines de P. Donc toutes les racines complexes de P sont simples. 

b. On trouve X 5 = (X 2 - 1)P(X) +X 2 +X— 1. 

c. Si Xfc est une racine de P, alors x| = (x| - l)P(Xjt) + x| + x* - 1 = x| + xj; - 1. On peut alors exprimer la somme 
cherchée en fonction des fonctions symétriques élémentaires des racines de P ; 

3 

N 5 = £ x\ + ai — 3 = a 2 - 2 ct 2 + cri - 3 = -2 — 3 = -5. 


Exercice 2.6 ■ W 

Soient trois complexes (a, b, c) e C 3 de module 1 vérifiant a+b+c- 1. Montrer que l’un de ces trois complexes vaut 


Solution : Comme \a\ = 1, — - a et a+b+c-— + — + - = 1 d’où cti = 1 etoz = ab+ac+bc= abc -a. Donc {a,b,c ) 
a abc 

sont les racines du polynôme 


P =X 3 -X 2 + aX-a. 


Puisque P(l) = 0, l’une des racines vaut 1. 


Exercice 2.7 

Montrer qu ’il n ’ existe pas de réels (w, v, w) vérifiant : 

u+ v+w = 3 et uv+vw+wu = 6. 


Solution : u, v, w seraient racines du polynôme P (X) = X 3 - 3X 2 + 6X + c avec c-uvw g IR . Mais d ’ après le théorème 
de Rolle, P' posséderait alors deux racines réelles distinctes, ce qui est faux. 


B. 5 Calculs en algèbre linéaire 


B.5.1 Symbole de Kronecker 

Dans un corps IK, pour deux indices (i, j) e [1, u]] 2 , on définit le symbole de Kronecker : 

8j; = I 1k sU = J '. 

J [0 K si iïj 

Il apparaît souvent dans les calculs matriciels. La principale utilisation de ce symbole consiste à simplifier les sommes. 
Dans une somme S = X/ei 8 t p au tous les termes de la somme sont nuis, sauf celui correspondant à l’indice i - p : S = a p . 


Exemple 2.17 


J^ônau = a u , 
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B.5.2 Utilisation des matrices E pq en calcul matriciel 

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques utilisations pratiques des matrices de la base canonique de 50T„(IK). 


Définition 2.1 W Matrices E pq 
Pour ( p , q ) e [[1, n]] 2 , on définit la matrice 

E M = (6 / p6i <ï ) KU<|I e‘m II (K). 

Les coefficients de cette matrice sont tous nuis, sauf le coefficient à la ligne p et à la colonne q qui vaut 1 k . 


Dans le chapitre 25, on montre que la famille constituée de ces n 2 matrices (E pc? )i ^ Pl q^ n forme une base de 9JÎ„ (K). En 
particulier, toute matrice A = (a, -y ) e DJl n (IK) se décompose en une combinaison linéaire de ces matrices : 

A =LL«Ü E Ü- 

i=ij=i 

Le produit de deux matrices de la base canonique est simple à retenir : 

<9 2.18 | E M xE w = 6^E p/ 

Ces matrices fournissent des exemples simples en algèbre linéaire. Par exemple, si p ^ q, E 2 pq = E pq E p q = 0 : la matrice 
Epq est nilpotente d’indice 2. Pour n>2, l’anneau 9Jl„ (IR) n’est pas commutatif : E12E21 = En alors que E21E12 = E22 . . . 

Exemple 2.18 Soit A = (a,- y) e et (p, q) e [[ 1 , «]] 2 . Calculer Tr(AE pc? ). Décomposons la matrice A sur la base 

canonique : 

A = LX>; E ü 

i=ij=i 

En utilisant la formule du produit E,yE p(? , la linéarité de la trace et la trace d’une matrice de la base canonique : Tr (E i(? ) = 

Tr(AE pc? ) = a/yTr(EjyE p g) = Y.Y. aijdj p Tr(E iq ) - £ £ a;yÔy p Ô i(? = a qp . 
i= U=1 i=l;= 1 *=1/=1 

Exemple 2.19 Déterminer les formes linéaires (p : ÜJl n (IK) >->• K vérifiant : 

V (A, B) e <m„m, ip(AB) = <p(BA). 

Soit (p une telle forme linéaire. Si l’on considère deux matrices quelconques A et B, on a 2 n 2 coefficients arbitraires et 
le calcul est pénible. Remarquons que si l’on connaît <p(E,-y) pour tous (i,j) e [1, n]], (p étant linéaire, on connaîtra (p(A) 
pour toute matrice A : il suffit de décomposer A sur la base canonique. Utilisons cette idée : 

Puisque (p vérifie la propriété pour deux matrices quelconques, elle la vérifie en particulier pour deux matrices de la base 
canonique E pq et E*/, (p(E pc? E kl) — (p(Efc/E p<? ) et on doit donc avoir : 

V (p, q, k, l) e g, n]] A , 8q k q>{E p i) = ô/ p (p( E kq ) 

Soient (i,j) e [1, n]\ 2 , avec i / j. 

- En prenant p- i, l- j, q- k- i, on trouve que cp(E,y) = Ôy/ipfE,-,) = 0. 

- En prenant p-l-ietq-k- j, on trouve que cp(E,,) = <p(Eyy), c’est-à-dire que (p prend la même valeur sur toutes 
les matrices E,-,-. 

En notant a = (p(En) = • • • = (p(E cette valeur commune, on a donc tp(E,y) = aô,y . Pour une matrice A quelconque, 
<P(A) = ip(£ Y. a ij E ij ) = L L aijip(Eij) = Y auaÔij = aY au = aTr (A) 

*=iy=i <=u-i foi 1=1 

Nous avons montré qu’il existait a e K tel que (p = aTr. Réciproquement, pour tout a e IK, en posant (p = aTr, cp vérifie 
la propriété. 

Exercice 2.8 ■ 

Soit deux matrices A, B e 9Jl„ (K) . On suppose que 

VX e m„ (K) Tr (AX) = Tr (BX) . 


Montrer que A = B. 
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Solution : Si A = (a, ; ) etX= (xij), on calcule 

Tr(AX) = £ £ a ik x ki . 

En prenant X=E pq , x k j = 8 k pSiq, Tr(AX) = a qp etV[q,pl e [1, w], a qp - b qp d’où A -B. 


Exercice 2.9 ■ W 

Soit une sous-algèbre sd de I ’ algèbre DJt n (K) . On suppose que 

VMe®t„(K), M 2 e^ =^> Mei 


Montrer que sd = S ül„ (M) . 


Solution : Supposons que sd soit une sous-algèbre de Dll n (K) vérifiant VM e Ü7t n (K), M 2 e sd => M e sd. Il suffit 
de montrer que toute matrice E;j de la base canonique appartient à sd. Comme sd est une sous-algèbre de 3K„(IK), 
Oan„(K) e sd- Or si (i,j) e [1, n]] 2 , E 2 . - E^-E^- = 6 ,-yE Par conséquent, si i £ j, E 2 . e sd et E/j e sd. Soit maintenant 
i e [[1, n]]. Soit j ^ i. On sait queEjj ,Eji e sd et, puisque sd est une sous-algèbre de ÛJl n {K), le produit E,yEy; = En est 
encore dans sd. Comme sd contient toutes les matrices de la base canonique et que c’est un sous-espace vectoriel de 
m„m,sd=m n m. 


Regardons ce que donne la multiplication à gauche et à droite d’une matrice par une matrice de la base canonique : 

À faire : Dessins 

1. Lorsqu’on pose la multiplication E p qA, on remarque que toutes les lignes du produit sont nulles sauf la ligne p où 
l’on retrouve les coefficients de la ligne E q de la matrice A. 

2. Lorsqu’on pose la multiplication AE pq , toutes les colonnes du produit sont nulles sauf la colonne q où l’on retrouve 
les coefficients de la colonne C p de la matrice A. 

Un premier exemple illustre l’utilisation de ces matrices : 

Exemple 2.20 Déterminer les matrices A e qui commutent avec toutes les matrices de 9JÎ„(K). 

Soit A une telle matrice. Puisqu’elle commute avec toutes les matrices, elle commute en particulier avec les matrices de 
la base canonique : 

V(p,q)E\\\,nf, E P qA- AE pq . 

Mais on a calculé E pq A et AE pq ci-dessus et on en déduit que \/j^q, a q j = 0 et, en examinant le coefficient à la ligne 
p et à la colonne q de ces deux produits, on obtient : Vp , q e Hl.n], a qq - a pp . En notant a - an -■■■ - a nn , on a 
nécessairement A = al„ : A est une matrice scalaire. Réciproquement, toute matrice scalaire commute avec toutes les 
matrices. 


Exercice 2.10 ■ V 

Déterminer les matrices A e 9JÎ /2 (IR) qui commutent avec toutes les matrices symétriques. 


Solution : A doit commuter avec toutes les matrices symétriques E pp et on trouve que A doit nécessairement être 
diagonale. Ensuite, A doit commuter avec toutes les matrices S y = E y + E j, et, en effectuant le calcul, on trouve que A 
doit être une matrice scalaire. 


B.5.3 Calcul de déterminants 


Faire apparaître des zéros 


C’est, peu ou prou, la méthode de Gauss. La méthode est plus souple 
Exercice 2.11 
Calculer 


-8 0 3 



-5 -4 -2 


on peut travailler sur les lignes et sur les colonnes. 
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Solution : On 

est en présence 

d’une matrice 

à coefficients 

entiers. On utilise la méthode 

du 

pivot de Gauss. 

On utilise 

des 

petits pivots (en valeur absolue) pour éviter les quotients. 

-8 

0 3 2 

Li 1 — Li — 2 L 4 

2 

8 7 0 


-1 

8 -10 -7 

L 2 * — L 2 + 7 L 4 

-36 -20 -24 0 


-2 

-7 4 -9 

L 3 < — L 3 + 9 L 4 

-47 -43 -14 0 


-5 

-4 -2 1 



-5 

-4 -2 1 


On fait apparaître un p . 

ivot égal à 1 : C 2 *■ 

-C2-C3. 



2 8 7 | 


2 1 

7 


2 1 7 


D = 

-36 -20 -24 

= 

-36 4 - 

-24 

L 2 * — L 2 - 4L! 

-44 0 -52 



-47 -43 -14 


-47 -29 - 

-14 

l 3 * — l 3 + 29 I 4 

7 0 175 


D’oùD- -(-44 x 189 

-( 

—52) x 11) = 7744. 




Factorisation 

C’est l’hygiène du calcul de déterminants. Repérer un facteur commun sur une ligne ou une colonne et mettre en facteur 
simplifie le travail. En particulier lorsque la somme des lignes est constante, un bon réflexe est d’additionner toutes les 
lignes dans première, de mettre en facteur (on n’a plus que des 1 sur la première ligne) puis on peut soustraire la première 
colonne de toutes les autres... 

Exercice 2.12 

Soit a, b, c, x quatre complexes. Factoriser 

x a b 


c b a 


c 

b 

a 


Solution : En additionnant toutes les lignes dans la première, on fait apparaître x + a+ b + c : 


x+a+b+c 

x+a+b+c 

x+a+b+c 

x+a+b+c 


1 

1 

1 1 

a 

x 

c 

b 

= [x+a + b+c) 

a 

x 

c b 

b 

c 

x 

a 

b 

c 

x a 

c 

b 

a 

x 


c 

b 

a x 


La présence des 1 sur la première ligne incite à soustraire par exemple la dernière colonne dans les autres : 


D = ( x + a + b+c ) ^ 
c 

On additionne la deuxième ligne dans la première : 



0 

x-b+c-a 

x-a+c-b 


0 1 1 | 

D = -(x+a+b+c) 

\b- a 
c-x 

c- a 
b-x 

x-a 
a- x 

| = — (x + a + b + c) (x — a — b + c) 

\b-a c-a x-a\ 
c-x b-x a-x| 


-b x-b c-b b 
-a c-a x-a a 



\a-b 

x-b 

c- b\ 

= (x+a+b+c) x (-1) x 

\b- a 
c-x 

c-a 

b-x 

x- a\ 
a- x | 


On soustrait la troisième colonne dans la deuxième, on développe ensuite suivant la première ligne : 


D - ~(x+ a+ b+ c)(x- a- b+ c) 
= -(x+a+b+c)(x-a-b+c) 


0 1 I 

c-x jc- a 
b-a a- x | 


c-x| 
b- a\ 


= (x+ a+ b+ c)(x- a- b+ c) [(c-x) 2 -(h - a) 2 ] 


= (x+ a+ b+ c)(x- a- b+ c)(x- c- b+ a)(x- c+ b- a). 


Exercice 2.13 

Soit ai,a2,ot3 trois réels. Calculer 


|1 cos ai 
D = 1 cosa2 
|l cosa3 


Démontrer que si a i + 02 + a.3 = jt alors D = 0. 


tanf | 

tan T • 
tan 
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Solution : Soit t \ t = tan on a 


, , ,. .. -è 

(i + r^id + r^id + r, i I , i j_i 


i 


t 2 a+tb 

m+th 


\ 1+ \ 
- i + ê 




d + f 2 )d + t 2 2 )d + t 2 )| 1 + | 2 t 3+ || 

en soustrayant la première colonne dans la deuxième. Maintenant on soustrait la première ligne dans les deux autres : 


1 1 + ff 

-L 2 -t? 


h + tf 


O T t] 

5 5 T-\h~h 0 t 2 - h + ê - t?\-. 

(i+iîKi+ifKi+if)||_^ 0 (3 _, 1+ |_4| 


( t 2 - hm - h) 
d+tf)d+tf)d+tf) 


\t 2 + h 

\h + h 


On développe par rapport à la deuxième colonne, 

p _ {t 2 - fi)(f 3 ~ h) \t 2 + h l+tl + tl + ht 2 \ 
d + ff)d+t|)d+t|) Vz + h l + q + l\ + hh\ ' 
2 {t 2 -h){t 2 -ti){t 2 -t 2 ) \t 2 + ti l + tj + tl + hh 
(l+r 2 )d + t|)d + t|) I 1 h + h + h 
_ {t 2 - t\){t\ - f 3 )(f 3 - t 2 ) 


lt 2 -h){t 2 -h) \t 2 + h 


d+t 2 )d + t|)d + tf) \ t3-h 
t 2 - t\){h - h)fh~ t 2 ) 


2 h + t\ 

0 1 4- 4- t 2 4- fl t 2 \ 

0 l+tl + tl + fif 3 | 


1 + + $1 $2 
f 3 - r 2 + f l( f 3 - t2)| 


d + ff)d+f|)d+f|) 


[(Î2 + fl)d 3 + + tl) - (1 + îf + *1 + *1 fe)] 


d+ff)d+t 2 2 )d+t 3 2 ) 
Comme tan(9| 4-9 2 4-9 3 ) = 


(fl *2 + t 2 t 2 + t 2 t\ - 1) 

tan t) 1 + tan 9 2 + tan 9 3 


„ „ - , en prenant 9 k-^r, comme ai + a 2 + a 3 = n, 

l-tan9itan92-tan92tan9 3 -tan9 3 tan%\ 2 

on en déduit que le dénominateur 1 - tan 9i tan 9 2 - tan 9 2 tan 9 3 - tan 9 3 tan 9i s’annule, autrement dit t\ t 2 + t 2 t 2 + f 3 1\ - 
1 = 0 et par suite D = 0. 

Cela signifie que les points de paramètres avec ai 4- a 2 4- a 3 = ji sont alignés sur la courbe x - cos t ; y - tan | . 


Techniques polynomiales 

Lorsque les coefficients sont des polynômes, le déterminant est lui-même un polynôme. 
Exercice 2.14 ■ W I 

Soit cio, a n -\ e C”, soit x e C . 

Calculer 


-x 0 ... 0 -cio 

1 -x ... 0 -ai 


D(x) = 0 


-a 2 


0 ... 0 1 -a n - i-x 
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Solution : On développe par rapport à la dernière colonne : 



1 -x 

0 ... 0 


-x 0 

0 



0 1 

: 0 


0 1 

-x : 0 


D(x) = (-l)"- 1 x(-a 0 ) 

0 0 

1 : 0 

+ (-!)" 

x (-ai) 

0 0 

1 : 0 




' • . 1 : 



0 : 



0 ... 

... 0 1 


0 ... 

... 0 1 



-x 0 ... 

... 0 


-x 0 

0 





1 -x 

: 0 

+ ... + (-l)” +fc_1 x 

i-a k ) 

0 ... -x 

0 : 

+ ... + (■ 

-a„_i-x) 

0 1 

-x : 0 



1 



-x 1 


0 

0 1 


0 ... 

1 -x 


En développant les déterminants par blocs (triangulaires) 

DW = (-1)"- 1 x (-<*,) x 1 + (-1)" x (-ai) x (-x) + ...+ (-î)"^- 1 x (-a*) x (-x)* + ...+ x (— a n _ 2 ) x (-x) n ~ 2 

+ ^n+n-l-l x { _ an l _ x) x { _ x) n - 1 

Puis, en effectuant les calculs, 

D(x) = C-l)"ao + (-l)"aix+ ... + (-l) n a k x k + ... + (-1)" a„- 2 x n ~ 2 + (-l)"(a„_ i + x)x" _1 
« (-l)"(ao + aix+... + a„-ix" _1 + x"). 


On peut reprendre un exercice précédent en simplifiant les calculs ... à condition d’avoir le bon coup d’œil et de connaître 
ses déterminants de Vandermonde : 

Exercice 2.15 ■ W I 
Calculer 


+ tl 2 

i-tf 

fid+ff)i 

+ tf 

1 -t 2 

f2(l + f|) 



f 3 (l + f|)| 


Solution : Comme précédemment, 


|l + t 2 

2 

fi(l+ti 2 )| 

|i+ ff ] 

L fi(l + ff)| 

Yl - 

L fi(l + ff)| 

1+f 2 

2 

f 2 a+t|) 

= 2 i + ff i 

L f 2 (l + f|) 

= 2 tf : 

L t 2 (l+f|). 

|l + t| 

2 

f 3 a+t|)| 

| 1 + 1 2 i 

L f 3 (l + t|)| 

l^ 3 2 - 

L f 3 (l+f|)| 


En utilisant la multilinéarité du déterminant : 


A = 



Le premier déterminant est le déterminant de Vandermonde V 3 ( t\ , t 2 , h) = (f 2 - tï ) ( fa - t\)(t^ - f 2 ) et le second est le 

X X 2 X 3 


coefficient de x dans 


t 2 f? 

f 2 f 3 

2 3 

l a ‘3 


Or V4 (x, fi, f 2 , f 3 ) = (x- tiKx- t 2 ) (x — t3)V 3 (fi, t 2 , f 3 )(ti t 2 + t 2 f 3 + f 3 fi). 
Ainsi le coefficient de x égale — (f] f 2 + t 2 t 3 + f 3 fi)V 3 (fi, t 2 , f 3 ). 
Finalement, A = -2V 3 (fi, t 2 , f 3 )(fi f 2 + f 2 f 3 + f 3 fi - 1). 


L’avantage d’être un polynôme, c’est qu’il est déterminé par un nombre fini de valeurs. 
Exercice 2.16 MW I 

1 . Soit a, b deux réels distincts, xi x„, n nombres réels. 
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En ajoutant x à chacun des éléments, calculer 


x\ b 
a X 2 

a a x 3 


2. Soit a un réel, X],..., x n , n nombres réels. 
Calculer 


x\ a 
a X 2 

a a x 3 


Solution : 

1 . Cet exercice illustre 1 ’ adage : Plus une égalité comporte de variables, plus elle est facile à démontrer ! 
Ici on cherche à calculer D Uib = D a /,(0) avec 


b + x 

X2 + X 


b+x 
b + x 


b+x 
a + x x n + x 


D est un polynôme en x. 

En retranchant la première colonne à toutes les autres puis en développant par rapport à la première colonne (ou 
en dérivant deux fois par rapport à x le déterminant D a ,b(x) ), on voit que D ajb (x) est un polynôme en x de degré 
inférieur ou égal à 1, c’est-à-dire une fonction affine. D ab (x) = ax + p. 

Maintenant, il suffit de déterminer la valeur de D ab (x) en deux points distincts. Par exemple en -a et -b on voit 
alors qu’on a à calculer le déterminant d’une matrice triangulaire. 

D a ,b(-à) = FI “ «) et D a,b(-b) = fl (x k -b). 


D a , b (-o)-D aib (-b) 1 f^ ( , A, J\ 

»= —a -—a{W Xt - a) - W Xt ~ b j- 

En posant fl t = FT (x b - t), la valeur qui nous intéresse est 6 = D a b (0) -U a + a — — — . 

fc=i ' b- a 

2. a étant fixé, la fonction D : b • — » f> a b est continue puisque c’est un polynôme en b. 

Donc D a = T>(à) = lim D(£>) -Il a + all' a = (x^ — a) - ^ (x^-a). 

b ^ a fc= 1 i=ll«fc«» 

m 


Un exercice déjà vu : 

Exercice 2.17 ■ W 
Soit a, b, c, x quatre complexes. Factoriser 


b 

a 

x 


Solution : P a , b , c est un polynôme de degré inférieur ou égal à 4. Le coefficient de x 4 ne peut être obtenu qu ’en prenant 
les x de la diagonale principale. Donc ce coefficient égale 1. 
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En additionnant toutes les lignes dans la première, on trouve x + a + b + c : 


x+a+b+c x+a+b+c x+a+b+c x+a+b+c 


1111 

a x c b 

= (.x+a+b+c) 

a x c b 

b c x a 

b c x a 

c b a x 


c b a x 


Autrement dit, le polynôme X+a+b + c divise P a ,b,cOQ ■ 

Cette fois nous allons multiplier la deuxième et la quatrième ligne par - 1. Nous additionnons le tout dans la première 
ligne et nous pouvons factoriser x- a+b- c. Cette fois, c ’ est X-a+b-c qui divise P a ,b,c (X) . 

En multipliant la deuxième et la troisième ligne par -1, on trouve X- a- b + c divise P a ,b,cOQ et en multipliant la 
troisième et la quatrième ligne par -1, on trouve queX+ a - b- c divise P a ,b,cOQ- 

Lorsque les quatre nombres a+b+c, -a+b-c, -a-b+c, a- b- c sont distincts deux à deux, alorsles quatre polynômes 
X+a + b+c sont premiers entre eux, donc leur produit divise P a ,b,c (X) • Comme P a ,b,cOQ et(X + a + b + c){X-a + b- 
c)ÇX- a- b + c)(X+ a- b- c) sont deux polynômes de degré 4, que le deuxième divise le premier et qu ’ils sont tous 
deux unitaires, on a 

Vxe C, P a ,b,cM = (x + a+b+ c)(x- a+b- c)(x- a-b+ c)(x + a- b- c). 

Dans le cas où au moins deux des nombres a + b + c; -a + b-c; -a-b + c et a- b- c sont égaux, on remplace b par 
b' = b+hetcparc' = c+2h. La fonction h > — >P a ,b',c' M = (x + a + b' + d)(x- a+b' - d)(x- a- b' + c')(x+ a-b'-c ') 
est un polynôme en h donc une application continue, qui est nulle d ’ après ce qui précède pour h> 0 assez petit pour que 
les a+b' + c' , -a+b' - d , -a- b' + c' et a- b' - c' soient tous distincts. (Il suffit de prendre h plus petit que la moitié 
du plus petit des nombres strictement positifs parmi \ a±b\, \a±c\ et \b±c\.) Donc en faisant tendre h vers zéro, on a 
bien P«,è, c (x) - (x + a+ b+ c) (x - a+ b- c) (x - a- b+ c) (x + a - b- c) -0, ce qu’il fallait démontrer. 

Remarque : Il faut parfois se torturer les méninges pour éviter des calculs pas forcément méchants. C’était surtout pour 
voir la méthode. Méthode qui est beaucoup plus efficace avec les polynômes à plusieurs indéterminées (qui ne sont pas au 
programme). En effet, plus il y a de variables... 

Dérivation 

Un déterminant peut être une fonction d’une (ou plusieurs) variable(s). Il faut savoir la dériver. 

Exercice 2.18 31W I 

|cos(a+d) sin(a+d) cos(b-c)| 

Soit a,b,c,d quatre réels. On pose A (d) = cos(fe + d) sin {b + d) cos(c- a)\. 

|cos(c + d) sin(c + d) cos(a-b)| 

1. Calculer A(b- c- a). 

2. Calculer la dérivée A' (d) . 

3. Conclure. 


Solution : 

1. On a a + d - b - c; b + d-2b- c- a; c + d-b-a. Donc 


A (b-c- a) = 


cos(h-c) 
cos(2 b-c- a) 
cos (b -a) 


sin(b-c) cos(h-c)| 

sin(2 b-c- a) cos(c-a) 
sin(b-a) cos(a-b)| 


0 sin(h-c) cos(b-c)| 

= cos(2b-c-a)-cos(c-a) sin(2 b-c- a) cos(c-a) 
0 sin(b-a) cos(a-b)| 


= - (cos (2 h - c - a) - cos(c - a)) 


I sin(b - c) 
|sin(fe- à) 


cos(h-c)| 

cos(a-b)| 


= (cos(c -à)- cos(2 b -c-a)) (sin(b - c) cos (b - a) - cos (b - c) sin(b - a)) 


= (cos(c — a) — cos(2b — c — a)) sin(b — c — (b -à)) = (cos(c- a) -cos(2b- c - a))sin(a- c) 

= ^ sin(2a - 2c) - ^ (sin(2b - 2c) + sin (2a - 2b)) - ^ (sin(2a - 2c) + sin(2c - 2b) + sin(2b -2a)). 


2. En notant C* (d) la k-ième colonne. On a (voir proposition 6.3 p. 232 ) 

A '(.d) = \C\{d)C 2 (d)Oi(d)\ + \C ] (d)C' 2 (d)C 3 (d)\ + |C,W)C 2 W)C'W)|. 
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(On aurait bien sûr un résultat semblable avec les lignes). On a donc 


|sin(a + d) 

sin(a+ d) 

cos(fo-c)! 

|cos(a + d) 

cos(a + d) 

cos (b - c ) 1 

|cos(a + d) 

sin(a + d) 

01 

■ sin(fc+d) 

sin(fo + d) 

cos(c-a) + \cos(b+d) 

cos (b+d) 

cos(c-al + 

cos [b+d] 

sin(fo + d) 

0 

|sin(c+d) 

sin(c+d) 

cos(a-b)\ 

|cos(c + d) 

cos (c+d) 

cos(a-fo)| 

|cos(c + d) 

sin(c + d) 

o| 


= 0 + 0+0 

3. Conclusion : A (d) ne dépend pas de d et Md e R, A(d) = ^ (sin(2a-2c) + sin(2c-2fo) +sin(2fo-2a)). 
Plus il y a de variables... 


Matrices 

Les déterminants sont utiles pour les matrices, pourquoi pas l’inverse ? 
Exercice 2.19 
Soit a, b, c, d e C. Calculer 


b+ c + d 
b 2 + c? + d 2 
b 3 + c 3 + d 3 
b 4 + c 4 + d 4 


a + c + d 
a 2 + c 2 + d 2 
a 3 + c 3 + d 3 
a 4 + c 4 + d 4 


a+ &+ d 
a 2 + b 2 + d 2 
a 3 + b 3 + d 3 
a 4 + fo 4 + d 4 


a + fo+ c 
a 2 + b! 2 + c 2 
a 3 + b 3 + c 3 
a 4 + b 4 + c 4 


Solution : On a 


r b+c+d 

a + c + d 

a+b+d 

a+b+c 1 


' a 

b 

c 

d) 


0 111' 

b 2 + c 2 + d 2 

a 2 + c 2 + d 2 

a 2 + b 2 + d 2 

a 2 + b 2 + c 2 


a 2 

b 2 

c 2 

d 2 


10 11 

b 3 + c 3 + d 3 

a 3 + c 3 + d 3 

a 3 + b 3 + d 3 

a 3 + b 3 + c 3 


a 3 

b 3 

c 3 

d 3 


110 1 

K b 4 + c 4 + d 4 

a 4 + c 4 + d 4 

a 4 + b 4 + d 4 

a 4 + b 4 + c 4 j 


,a 4 

b 4 

c 4 

d 4 , 


,1110, 


Â l’aide d’un déterminant de Vandermonde : 


a 

h 

c 

d 


1 

1 

1 

1 

a 2 

b 2 

c 2 

d 2 

- abcd 

a 

b 

c 

d 

a 3 

b 3 

c 3 

d 3 

a 2 

b 2 

c 2 

d 2 

d 4 

b 4 

c 4 

d 4 


a 3 


c 3 

d 3 


abcd{d -c)(d- b) ( d - d) (c - b) ( c -a) (b -a). 


En additionnant dans la première ligne : 


0 111 1111 0 1 

1 0 1 11 0 1 10 0 

1 1 0 1 “ d 1 1 0 1 m d 0 1 

1110 1110 11 


1 1 
1 1 


I 1 1 

= -3 0 1 


il li i 01 . 

1 =-30 1 1=3 

Ij 1 1 0 o| I 


0 


= -3. 


Donc 


b+c+d a+c+d a+b+d 
b 2 + c 2 + d 2 a 2 + c 2 + d 2 a 2 + b 2 + d 2 
b 3 + c 3 + d 3 a 3 + c 3 + d 3 a 3 + b 3 + d. 3 
b 4 + c 4 + d 4 a 4 + c 4 + d 4 a 4 + b 4 + d 4 


a+b + c 
a 2 + b 2 + c 2 
a 3 + b 3 + c 3 
a 4 + b 4 + c 4 


= -3 abcd(d- c)(d-b)(d- a)(c-b)(c- a)(b- à). 


Un autre exemple, déjà vu : 

Exercice 2.20 

Soit a, b, c, x quatre complexes. Factoriser 


b c 
c b 


x a 
a x 
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Solution : Après une bonne contemplation, il saute aux yeux que 

abc ' 
x c b 


(x+c+b+a -x+c+b-a x-c+b- a 
x + c+b+ a -x + c+b-a —x+ c-b+ a 


- x-c+b+a ' 
x+c-b-a 


b c 

x a 11 

1 1 x+c+b+a 

x-c-b+a x-c+b-a 

x+c-b-a 

Vc b 

a x){ 1 1 

-1 -1 \x+c+b+a 

x- c- b+ a —x + c — b + a 

-x-c+b + a, 

d’où l’égalité : 





P a,b,cM 

1-1-1 1 
1111 

- {x+ a+b+ c){x+ a- b- 

c){x— a+ b— c){x— a— b+ c) 

1-1-1 1 
1111 


11-1-1 



1 1 -1-1 


et il suffit de vérifier que 


1 -1 1 

1 -1 -1 


est non nul. Or ses vecteurs colonnes sont orthogonaux deux à deux. 


Enfin un exemple qui ressemble plus à une devinette : 
Exercice 2.21 
Démontrer que 


1 -ps pr-q qs-r 


1 m n 


1 + m 2 + n 2 

m+q+np 

n + r + ms 

ns-m 1-nr mr-s 

= 

q 1 p 

= 

m+q+np 

l + p 2 + q 2 

p + s + qr 

mp-n nq-p 1-mq 


r s 1 


n+r+ms 

p + s+ qr 

1 + r 2 + s 2 


Solution : Soit A - I q 1 p I . La deuxième égalité vient de 
s l) 



' 1 m n ' 


r 1 <7 r ' 


r 1 + m 2 + n 2 

m+q+np 

n+r + ms ' 

A*A = 

q 1 p 

x 

mis 

= 

m+q+np 

1 + p 2 + q 2 

p + s+qr 


„ r s 1 , 


, n p 1 , 


, n + r + ms 

p + s+qr 

1 + r 2 + s 2 , 


Pour la première, on commence par calculer les cofacteurs : 

' 1 - ps ns-m mp-n 
detAl3 = A pr-q 1-nr 1 -mq 
, qs-r nq-p mr-s 

En calculant le déterminant des deux membres : 

1 -ps ns- 

(detA) 3 = detA 


mp-n 
pr-q 1-nr 1 -mq 
qs-r nq-p mr-s 


1 — ps pr-q qs-r 
ns-m 1-nr mr-s 
mp-n nq-p 1-mq 


puisqu ’une matrice a même déterminant que sa transposée. Lorsque A est inversible, on obtient la première égalité en 
simplifiant par detA. Lorsque A n’est pas inversible, la matrice transposée des cofacteurs n’est pas inversible non plus. 
En effet, lorsqu’on la multiplie par A on trouve la matrice nulle. Donc les deux membres de l’égalité sont nuis. 


Polynôme caractéristique 

Cette méthode sera utilisée l’an prochain. 
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Annexe 


C 


Techniques d’ analyse 


Le Calcul infinitésimal, [...], est l’apprentissage du maniement des inégalités bien plus que des égalités, et on pourrait le 

résumer en trois mots : MAJORER, MINORER, APPROCHER. 

Jean Dieudonné, Calcul Infinitésimal, (1968). 

C.l Majorer-minorer 

En algèbre, on s’intéresse particulièrement à des égalités alors que l’analyse est l’art des approximations où les majorations- 
minorations jouent un rôle essentiel. Dans ce paragraphe, nous allons voir un bon usage des inégalités et étudier quelques 
erreurs fréquentes qu’il est bon d’analyser pour ne jamais les commettre. 

C.l.l Quelques inégalités classiques 

Majorations trigonométriques 

On a les majorations fondamentales en trigonométrie : 

Ç>3.1 || VxelR, |sin(x)|=£l, |cos(x)| « 1. 

Préférer une majoration en valeur absolue à des inégalités lorsque c’est possible. 

Ç>3.2 || VxelR, |sin(x)| « |x|. 

Cette dernière majoration est surtout intéressante lorsque x est proche de 0. 



Exemple 3.1 En utilisant la trigonométrie, on peut majorer une différence de sinus ou de cosinus : 


(On aurait pu également utiliser que les fonctions sin et cos sont 1-lipschitzienne puisque |sin'(x)| = |cos(x)| « 1 et 
|cos'(x)| = |sin(x)| « 1). 
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Majoration de produits 

I I Q?“ lo^ 

O 3.3 \/[a,b)£R 2 , \ab\ =s — - — 

ce qui permet de majorer ab et -cib par une somme de deux carrés. La démonstration s’obtient en développant (a+b) 2 ^ 0 
et [a- b) 2 ^0. 


IH‘(fr‘) («) 

C’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz utilisée avec le produit scalaire canonique de IR”. 

Étude de fonctions 

Il est souvent utile d’étudier une fonction pour montrer une égalité. 

x 3 

Exemple 3.2 Montrer que Vx& 0, x « sinx =S x. Définissons les deux fonctions / et g sur [0,+oo[par /(x) = sinx-x 

6 

x 3 

et g(x) = sinx- xh . Elles sont dérivables et /'(x) = cosx- 1 « 0 ce qui montre que / est décroissante. Donc Vx ^ 0, 

6 

/(x) ^ /(O) = 0 d’où la majoration de sin. Ensuite, g'(x) = cosx- 1 + g"(x) = -sinx-i- x & 0 donc g' est croissante, 

et comme g'(0) = 0, g' est positive donc g est croissante et comme g(0) = 0, g(x) S* 0 d’où la minoration. 



0 +oo 

/' 

- 

g' 

+ 

f 


g 



Exercice 3.1 

Montrer que Vx ^ 0, x - 


Solution : En posant /(x) = ln(l + x) - x et g(x) = ln(l + x) - 
Dresser le tableau de variations de f et g pour conclure. 


x+x 2 l 2, /'(x) = « 0 pour x & 0 et g'(x) = & 0. 


Procéder par inégalités équivalentes 

On est souvent amené à se demander si une inégalité est vraie. On peut procéder par équivalences (c’est l’un des rares cas 
nous vous le conseillons !) pour aboutir à une inégalité triviale. 

Exemple 3.3 On veut comparer les deux réels \/2-\f2 et Procédons par équivalence en utilisant que x — ► \fx 

et x i — x 2 sont des fonctions croissantes : 

\J2-V2^\]3-V3 
<=>2-\/2«3-\/3 
<=>\/3 - « 1 

<=>3-2v / 6 + 2s; 1 
<=>\/6 S* 2 
«6 5=4 


La dernière inégalité étant vraie, on en déduit que \ 
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Utilisation de la convexité 


O 3.5 | VxgIR, | e x s* 1 + x | . 

O 3.6 | Vxe] - l,+oo[, | ln(l + x) g x] . 

On utilise la convexité (concavité) de l’ exponentielle (du logarithme). La courbe est située au dessus (en dessous) de 
chacune de ses tangentes. 



La fonction sinus est concave sur [0 ,tt/ 2], donc son graphe se situe au dessus de la corde. On obtient l’ inégalité : 

2 x 

Vx G [0 , jt/ 2], sinx ^ — . 

TT 

La fonction x i — • x“ étant convexe sur IR+ pour a ^ 1 , on peut utiliser l’ inégalité de convexité / 1 ~~~ j p 0ur 

obtenir l’ inégalité 

( a+b) a «2 a ~ 1 {a a + b a ). 

La fonction / : x ln(l + e x ) étant convexe sur R. En effet / est deux fois dérivable sur IR et pour tout x g IR, /'(x) = 
e x 1 , 

= est croissante sur IR. On en déduit, d’après la proposition 12.23 p. 482 en prenant les Àfc égaux à 7 - que 

1 + e x e x + 1 " 

pour tous (xi, . . . , x n ) réels, 

ln | 1 + “ Ê “ X> 0 + «**)• 

En prenant pour les x^ les ln(yfc), on obtient pour tous (yi , . . . , y n ) réels positifs, 

ln |l + exp Y. ln tKfc) j j « ^ L ln l 1 + yk) - 

soit | 

in ( i+ (p/ it )) <:in ((â i+yii: ) )’ 

soit, en prenant l’exponentielle des deux membres : 

On appbque cette dernière inégabté en prenant pour le quotient de deux nombres positifs b^ et a^, ce qui donne, pour 
tous (ai, . . . , a n , bi, . . . , b n ) réels positifs, 


1 + (n£r« 




Enfin, en multipliant les deux membres par (njj =1 bfc) n , on obtient : 


(ek) +(n>) ■ 

Cette dernière inégalité - qui signifie que la somme des moyennes géométriques est inférieure à la moyenne géométrique 
de la somme - reste vraie lorsque l’un (ou plusieurs) des a k ou est nul, par passage à la limite. 

Voir aussi les propositions 12.27 et 12.28 p. 484. 
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C.1.2 Techniques de majoration 

En analyse, on utilise par défaut des inégalités larges (=£, Une inégalité stricte peut être parfois nécessaire, mais il faut 
toujours la justifier. Par exemple, 

VxelR, |sin(x)| ^ |x| 

est une inégalité classique. Par contre la formule 

Vxe M, |sinx| < |x| 

est fausse : pour x = 0 l’inégalité stricte n’est pas vérifiée. 

Majorer des produits-quotients 

Attention aux multiplications d’inégalités : 

( ac < bc si c 2= 0 
aab => ^ 

[ ac 2= bc si c < 0 

En pratique, on utilise souvent les valeurs absolues et les termes à majorer sont positifs. Pour majorer un produit P = Pi x P 2 
de termes positifs, il suffit de majorer chaque terme du produit. 

Exemple 3.4 u n = ( n 2 +2n+ l)ln(n 2 + 1 ). Puisque Vu e N, ln(u 2 + 1 ) « rc 2 et que pour n 2= 1 , 2n « 2 n 2 et 1 « n 2 , on 
obtient la majoration grossière : 

Vrc^l, u n ^ (4rc 2 ) x n 2 = 4n 4 . 


Pour majorer un quotient de termes positifs, majorer le numérateur et minorer le dénominateur. 

jç J 

Exemple 3.5 Encadrer pour x e [2,3] /(x) = x + ^ - Puisque 2«x«3, lsx-l«2ete 2 + l« e x + lse 3 + l d’où 
Exemple 3.6 

Vk 2 + nk 
Un = ^n 3 + k 2 -k 

Puisque lorsque Kfsn, k 2 + nk^ 2 n 2 et n 3 + k{k - 1) ^ n 3 , on majore 

„ y/l 

0 « u n « n x — — *■ 0. 

n 3 n n->+oo 

Exercice 3.2 ■ 

Majorer (u n ) par une suite de la forme C rc“ à partir d’un certain rang : 


h 

c. u„ = Vn 3 + n 2 - n + 1- Vn 3 + 3n 


Solution : 

a. Pour n^l, n 3 + n 2 < 2 n 3 et n 2 + l> n 2 d’où u n « 2 n. 

b. Pour 1, 3" ~ n - (1 + 2) n ~ n 2* 1 + 2{n 2 - n) en utilisant la formule du binôme (c’est un cas particulier de 
l’inégalité de Bernoulli, voir l’exercice 8.30 page 329) et en minorant les termes positifs restants par 0. Par 
conséquent, 

2 n 2n n 2 

Un " 2rc 2 -2u + 1 " 2 (w 2 -ri)" n 2 !2 " n 

puisque n 2 -n^n 2 l 2 pour n>2. 

c. Avec les quantités conjuguées, 

n 2 -4n+l 2n 2 _ 1 

\/n 3 + n 2 + n + 1 + Vn 3 + n" 2 n 312 sfn 

puisque pour n>l,l^n 2 . 
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Bonne utilisation des valeurs absolues 


Une valeur absolue, un module (ou une norme) permettent de mesurer des distances : \a-b\ mesure l’ écart entre les deux 
réels (complexes) a et b. Ce sont des outils indispensables en analyse. Par exemple, pour montrer qu’une suite converge 
vers une limite /, il suffit de majorer la quantité e n - \ u n - l\ par une suite qui converge vers 0. L’année prochaine, vous 
utiliserez des normes qui se manipulent comme la valeur absolue et le module. Autant prendre maintenant de bonnes 
habitudes et utibser la valeur absolue aussi souvent que possible. 

Les propriétés importantes sur les modules- valeurs absolues sont 

1. L’inégabté triangulaire : \a + b\*£,\a\ + \b\ 

2. La minoration de l’inégalité triangulaire : |a| - \b\ hs \ a+ b\ qui permet au choix deux minorations d’un module : 


flal-l&l 

[\b\-\a\ 


« \a+b\. 


3. Le module d’un produit : \a x b\ — \a\ x \b\. 

On a par exemple en utilisant l’inégalité triangulaire : 


\a\-\b\*\a-b\*\a\ + \b\. 


sinx — 2cosx 

Exemple 3.7 On définit /(x) = ; . Majorer |/(x)| pour xe IR. 

e smx 

Onautilisé l’inégalité triangulaire |sinx + 2cosx| ^ |sinx| + 2|cosx|, que |sinx| « 1, que e smx était positive pour enlever 
la valeur absolue, puis que sinx ^ -1 pour minorer le dénominateur. 


Exemple 3.8 Pour x ^ 0, on définit /(x) 


1 1 - 3x 2 1 - x 


Minorer |/(x)| par une fonction de type Cx“ pour |x| grand. 


I/(*)I = 


1 1 1 — 3x 2 1 - x| 
1*1 

1 1 — 3x 2 1 — |x| 
1*1 


>1*1 


|3x 2 - 1| - |x| 
1*1 

3x 2 — 1 — |x| 

1*1 

3x 2 - 2x 2 

w 


On a utilisé la minoration de l’inégalité triangulaire, ||l-3x 2 | - x| 3= 1 1 — 3x 2 1 — |x| puis l’inégalité triangulaire 1 1 — 3x 2 1 =S 
1 +3|x 2 | et que |x| + 1 « 2|x| 2 pour |x| 3* 1. 


Exercice 3.3 O 
Montrer que la fonction 



R 

) sin(xy) 


si (x,y) * (0,0) 
si (x,y) = (0,0) 


est bornée. 


Solution : Pour (x, y) / (0, 0) , 


l/(*,y)l« 


l*yl 


On a utilisé les inégalités classiques | sin 0 1 « |0| et \ab\ a + b ■ 
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On se sert très souvent de l’inégalité triangulaire pour majorer des sommes et des intégrales : 

|J f(t) dfj =£ J \f{t)\dt. 

Pour les intégrales de Riemann, on utilise également la majoration fondamentale : 


Vxe [a, b], /(x) « g(x) 


J /(x ) d J g(x) dx 


Si / est une fonction continue sur un segment [a, b], elle est bornée et on note ||/||oo = sup |/(x)|. On se sert très souvent 

xela,b\ 

de la majoration : 


|£7(fldf| « J b \f(0\dt* ib-à)\\f\\ a 


Exemple 3.9 On définit la suite d’intégrales 

I n = f x”/(x) dx 

J o 

où : [0, 1] — - R est une fonction continue. Montrer que I„ ► 0. 

La fonction / est continue sur un segment donc est bornée. Notons ||/||oo = sup |/(x)| et majorons : 

* 40 , 1 ] 


Uni = I f Ww dxl « C\x n \\f{x)\ dx« f 1 x"||/|| 0O dx= ll/lloo /V dx = 0. 

|Jo I J o J o J o n+ 1 n->+oo 


On rencontre souvent en pratique l’intégrale 


<?3.7 


J » = [ 1 x n dx=^—. 

J o n+ 1 



Ïï+T 


Multimédia 


animation pour 


voir 


l'aire x n f(t)dt qui tend vers 0 


C.1.3 Erreurs de majoration fréquentes 

Une faute très fréquente consiste à majorer à l’intérieur des valeurs absolues : a*zb => |a| « \b\. C’est faux en général. 
Par exemple, -3 « -2 et pourtant |-3| = 3 > 2 = |-2|. 

Exemple 3.10 Voici une erreur typique rencontrée dans une copie : puisque sinx « 1 et - siny ^ 1, pour x,y > 0 on a : 

Isinx sinyl 11 11 

| x y \ |x y\ 

Si on prend par exemple x = tt et y = ji/2, l’inégalité obtenue s’écrit | qy | =£ | ^ - || = 4 qui est évidemment fausse. 

Le résultat suivant est classique et souvent posé en devoir : 


Lemme 3.1 W Lebesgue 
Soit / e 'if 1 ([a, b\, C), 

I n - J sin(rcfj/(f) dt ^ + > 0 


Dans les deux « démonstrations » suivantes, il y a des erreurs de majoration. Trouvez-les ! La fonction / est continue sur 
le segment [a, b] donc est bornée. On note ||/||oo = sup |/(x) |. 

x€[a,b] 
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"-H/j 


|I«I = | / /(t)sin(rcf)dt| 

‘■'■“If sin(rat) dr| 

UJ , U |cos(rzb)-cos(rca) | 
«ll/lloo| - | 

<£ . 0 . 




ll/llooj |sin(«t)| dr 

|cos(rcb)|-|cos(raa)| 


« WfWoo 

^ 2H/II, 


Dans la première série de majorations, on a majoré à l’intérieur des valeurs absolues en multipliant par sin t qui peut 
être négatif (deux erreurs). Dans la deuxième série, les majorations sont correctes, mais |sin(«f)| ne se primitive pas en 
|cos(rct)|/n. 

Remarque 3.1 On comprend graphiquement le résultat précédent : lorsque n est grand, la fonction t<-* s'm(nt) oscille 
beaucoup entre a et b et les aires positives compensent les aires négatives : 



On comprend également que f b f{t)\sin{nt)\ dt ne converge pas vers 0 et que la dernière tentative était vouée à l’échec ! 


La preuve correcte est instructive et doit être étudiée soigneusement. 

Démonstration Puisque la fonction f est de classe V 1 , on peut intégrer par parties I n et puisque f et f' sont continues si 

le segment [a, b], elles sont bornées : 

]\ijy, mcosl „ 0d , 


et en utilisant l’inégalité triangulaire : 


, l/(fe)l|cos(ub)| + |/(q)||cos(w«)| / , 


;/> 


(t)||cos(nf)| dt 


_ 211/IIqq , \\f'\\oo{b-a) 


Remarque 3.2 On montre que le résultat précédent reste vrai lorsque / est uniquement continue par morceaux sur 
[a, b]. On commence par le démontrer lorsque / est une fonction indicatrice d’un segment (la fonction indicatrice d’une 
partie de IR est la fonction qui vaut 1 sur cette partie et 0 partout ailleurs), puis lorsque / est une fonction en escalier et 
on utilise l’approximation d’une fonction continue par morceaux par des fonctions en escalier. 


C.1.4 Suivre son intuition avant de majorer 

Pour montrer qu’une suite ( u n ) converge vers 0, on majore \ u n \. Par contre, pour montrer que u n + > /, il ne sert à rien 
de majorer \ u n \, c’est \ u n -l\ qu’il faudrait majorer. Avant de se lancer dans une majoration hasardeuse, il est nécessaire 
de comprendre intuitivement comment se comportent les différents termes. 


1195 


Exemple 3.11 Étudier la suite de terme général u n - — £ kl Commençons par écrire les différents termes de la somme 
d’une autre façon pour comprendre ce qui se passe : 


«„ = -(l + lx2 + -+lx2x 


1 1 
n{n - 1) . . . 3 + n[n - 1)...2 


Une erreur fréquente : puisque - 


n n^+œ n {n- 1) . . . 2 n^+oo 

0, le nombre de termes augmente avec n. Avec le même raisonnement, on aurait 1 = — 


1 : bien que chaque terme tende vers 


n fois 


Nous allons tout de même montrer que u n — - — * 1 en écrivant u„ = 1 + z n et en montrant que z n — — ► 0. Pour cela, 
majorons z n : si l’on majore tous les termes de z n par le plus grand 1 In, on trouve que z n ^ {n - 1 )ln qui ne tend pas 
vers 0. Écrivons plutôt 

1 (n — 2) 

0 « z„ « - + — — » 0. 

n n{n- 1) n^+oo 


/' 2x gjjj i 

Exemple 3.12 On pose pour x > 0, F(jc) = I — df. 

a. Déterminer la limite lorsque x -» +oo de F. 

b. Déterminer la limite lorsque x — ► 0 de F. 
a. Avec une majoration simple : 

Vf e [x,2x], 


|sinf| 1 


on obtient : 


f 2x |sin f | , f 2x 1 , 1 

u — i,t L 


Par conséquent, F(x) ^ 0. 

b. Essayons d’abord un encadrement élémentaire : pour f e [0 ,ti/2], 

2t 

— « sin f « f 

71 


on obtient pour 0 < x < 2x ^ ti/2, l’encadrement 

2 C 2x 2t C 2x t 

— In2= I — df«F(x)«/ — df = ln2. 

TT Jx 71 1 2 Jx t 2 

On voit que la fonction F est bornée au voisinage de zéro, mais l’encadrement obtenu ne permet de trouver la 
limite. Au voisinage de 0, sin(f) est proche de t : on peut utiliser l’inégabté t- 1 1 16 =£ sin f =£ f vue dans l’exemple 
3.2. On obtient l’encadrement : 


x 2 r 2x df i r 2x 7 r 2x dt 

ln2 -T = Jx T -six Jx T = lr 

et avec le théorème des gendarmes, on en déduit que F(x) » ln2. 


Pour des exemples plus théoriques, lorsqu’on ne dispose pas de majorations explicites des fonctions, il est nécessaire 
d’utiliser les définitions à e d’analyse pour justifier les approximations. Voyons deux exemples classiques. 

Exemple 3.13 Soit / une fonction continue sur [0, 1], Étudier la limite de la suite de terme général 
In = n['x n f(x)dx. 

J o 

Le graphe de x >—■ x n pour n grand montre que x n est très petit, sauf au voisinage de 1 où il vaut 1. On se doute que 
la limite va dépendre des valeurs de / au voisinage de 1. Commençons par approximer /(x) par /( 1) sur [0,1] pour 
comprendre ce qui se passe (cela consiste à supposer dans un premier temps que / est constante) : 

J n ~ nf{ 1) Ç x n dx = ^y/( 1) -jj;— /( 1). 
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Montrons rigoureusement que I„ — — — — • /(l) en écrivant pour x e [0,1], /(x) - /(l) + r(x) où r est une fonction continue 
sur [0, 1] telle que r(x) — -p 0- P 31 linéarité de l’intégrale, 


I« = — — r/Cl) + n f 1 x n r(.x) dx. 
n + 1 Jo 


On a déjà vu que la première suite convergeait vers /( 1). Il nous suffit de traiter le reste de notre approximation : montrons 
que R n - » 0. Pour cela, écrivons une démonstration à epsilon. Soit e > 0, comme r(x) — p 0, il existe ce [0, 1 [ tel 
que Vx e [c, 1], | r (x) | « e/2. Coupons notre intégrale en deux : 


Nous avons noté K = J |r(x)| 
Vn> N, 0„ « e et pour n ^ N, 


|R„|««J |r(x)|x" dx+nj |r(x)|x"dx 

ic n f C jr(x)\dx+n^ Tx" dx 
J 0 2 Jo 


« UC 

« Kuc" + - 


dx qui est une constante indépendante de n. Puisque 0„ 
|R„l<e. 


e/2, il existe N e N tel que 


L’exemple précédent est typique d’une démonstration en analyse. 

1 . On commence par comprendre intuitivement les approximations pertinentes. 

2. On met en évidence l’approximation pour isoler le résultat et on se ramène à montrer qu’un reste tend vers 0. 

3. On utilise les majorations, les définitions à e . . .pour traiter le reste de l’approximation. 


Exemple 3.14 1 Soit / : [0,+ooH- IR une fonction continue telle que /(x) — — — ► /. On définit pour x ^ 0, F(x) = 
-J fit) df. Montrons que F(x) -p-^ — - 1. 

On commence par utiliser l’hypothèse en approximant / par l : 

/(x) = l + r[x) avec r(x) ^ + ^> 0 

Cette approximation permet de mettre en évidence la limite de F : 

F(x) - — f l df + — f r(t) dt- Z + R(x). 
xJo xJo 

Il nous suffit de montrer que R(x) — - — > 0. Rédigeons pour cela une démonstration à e. 

Soit e > 0. 

Puisque r(t ) - - » 0, il existe A > 0 tel que Vf ÿ A, \r(t)\ « e/2. 

Posons C= / |r(f)| df. Puisque C/x -0, il existe B ^ A tel que Vx^B, C/x«e/2. 

Jo x^+oo 

Soit x^B, coupons l’intégrale en deux : 

1 1 r A i r x l c î r x (x— Aie 

|R(x)| = - / r(f) df + - / r(t)dt\ ^ - I |r(f)| df^e/2+ ^ e. 

\xJo xJa I x xJa 2x 


C.2 Dérivation 

Contrairement au calcul de primitives où l’on sait primitiver très peu de fonctions à l’aide des fonctions usuelles, on sait 
dériver une fonction quelconque, aussi compliquée soit-elle. Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques règles simples 
pour calculer efficacement une dérivée sous forme factorisée. En effet, on se sert souvent du signe d’une dérivée pour 
étudier les variations d’une fonction, d’où l’intérêt d’obtenir une forme factorisée de ces dérivées. 

Rappelons d’abord comment calculer la dérivée d’une expression à l’aide de Maple : 


1197 



f := exp(x) * sin(x A 3); 


f := exp(x) sin (x A 3 ) 


exp(x) sin (x ) + 3 exp (x) cos (x 


3 3 2 

exp (x) (sin (x ) + 3 cos (x ) x ) 


C.2.1 Dérivées particulières 

Homographies 


Une homographie est une fonction définie par : 


Cette fonction est définie sur les deux intervalles 
Une homographie se dérive facilement : 


dlc, +oo[. 


O 3.8 


/'(*) : 


I a b I 
|c d\ 

( cx+d ) 2 


Il est bon de retenir cette formule (déterminant des coefficients au numérateur, dénominateur au carré), car on rencontre 
souvent des homographies en pratique. Remarquez que le signe de la dérivée est donné par le signe du déterminant : les 
variations des homographies sont simples. 

La bijection réciproque d’une homographie est encore une homographie : il faut savoir résoudre rapidement l’équation 


On voit donc que lorsque le déterminant A = 


cx+d 
a b\ 


{cy- a)x-b- dy x-- 


cy- a 

est strictement positif, / définit une bijection de L vers Ji =] - 


’ |c d\ 

et de U vers J2 =]alc, +oo[. 

Exercice 3.4 O 

Dériver les homographies suivantes et déterminer l’expression de leur bijection réciproque. 

r, ï 3x ~ 4 

a. /(x) = 


b. gix) = - 


2x+ 1 
2-3x 


Solution : 


a. 

b. 


y + 4 

2F3' 


. . 3x- 2 , 17 

Ecnvons g(x) = ~ x + 5 d ou g’(x) = ~ ^ + ^ 2 et g '(y) = 


5y-2 
y + 3 ' 


Exponentielle en facteur 

On rencontre souvent en analyse des expressions de la forme 

/(x) = e A[x) x B(x) 

où A et B sont deux fonctions dérivables. On peut mettre e Aixl en facteur dans la dérivée et il est bon de retenir la formule 
suivante : 

0 3.9 JJ /(x) = e AW B(x), /'(x) = e AW [B , (x)+A'(x)xB(x)]. 

Cette formule est à la base de la résolution des équations différentielles du premier ordre. Considérons l’équation différen- 
tielle 

y' + a(x)y = h(x) 
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Soit y : I —► 1 une fonction solution. On considère la fonction auxiliaire définie par /(x) = e AW x y(x) où A est une 
primitive de a car lorsqu’on dérive /, on trouve 

/'(x) = e A(x) [j/(x) + a(x)y(x)] = e A(x) x b(x). 

Par conséquent, avec le théorème fondamental, si xo e I, 

/(x) = /(x o) + J fit ) dt = /(x o) + J e Atf) h(r) dt. 

et on trouve l’expression de y sur l’intervalle I en fonction de la condition initiale y(0) : 

y(x) = e“ AW /(x) = y(0)e“ AW + e~ Mx) ^ e A[t) bit) dt. 

On peut utiliser la même technique pour des inéquations différentielles : 

Exercice 3.5 ■ W I 

Soit f : [0, +oo [ — *■ M une fonction dérivable vérifiant /(O) = 1 et Vx s* 0, /'(x) + /(x) =£ 1. Montrer que f est bornée. 


Solution : 

d’où 
et donc 


Considérons la fonction F définie par F (x) = e x f(x). Elle est dérivable et Vx & 0, 
F \x) = e x \f\x)+f{x)]^e x 

F(x) = F(0) + [ F'(t) dt « 1 + [ e t dt=e x 
Jo Jo 

/(x) = e-*F(x) « 1 


Il faut savoir dériver successivement une fonction définie par 

/(x) = e Atx) x B(x) 

en utilisant de façon répétée la formule précédente. En particulier, pour résoudre des équations différentielles du second 
ordre, on rencontre souvent le cas où A et B sont des polynômes. Par exemple : 

/ (x) = e* 2 [x 2 + l] 

f{x) = e* 2 [2x + (2x) (x 2 + 11] = 2e* 2 [x 3 + 2x] 

/"(x) = e* 2 [3x 2 + 2 + (2x)(x 3 +2x)] = 2e* 2 [2x 4 + 7x 2 +2] 

/ C3) (x) =2e* 2 [8x 3 + 14x + 2x(2x 4 +7x 2 +2l] =4e x2 [2x 5 + llx 3 +9x] 


Remarquez que les calculs s’effectuent avec une ligne par dérivée. Pour chaque ligne, à la première étape, appliquer la 
formule de dérivation, à la deuxième étape, ordonner le polynôme en facteur. 

C.2.2 Règle de la chaîne 

Il s’agit simplement de la formule de la dérivée d’une fonction composée 

Cette formule s’étend par récurrence à la composée de n fonctions (on dérive à la chaîne ) : 

(/, o/ 2 o — o/„)' = (fof 2 o...of n ) x (/ 2 'o/ 3 o--.o/„) X ■••x (/^_, of n )xf 

Remarquez que le résultat est donné sous forme de produit, donc est automatiquement factorisé ! 

Remarquez aussi que pour une fonction composée, il est parfois plus rapide d’utiliser la « règle des signes »pour les 
variations d’une fonction (voir 1 1.4 page 416) que de calculer sa dérivée. 


1199 


Exemple 3.15 Déterminer la dérivée et les variations de la fonction définie par 


/ (x) = ln ch ■ 


On calcule avec la règle de la chaîne et la dérivée d’une homographie en une ligne : 


/'« = - 


5rr 


{ e x + 1 ) (e* + 1) 2 


Tous les facteurs étant toujours positifs sauf le dernier, la fonction est décroissante sur ] - oo, 0] et croissante sur [0, +oo[. 


Exercice 3.6 ■ W H 

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les intervalles sur lesquels la fonction est dérivable et calculer sa 
dérivée. Les résultats seront factorisés et on déterminera le signe de la dérivée. 


a. f (x) = ln(x + Vx 2 + 1) 

b. /(x) = ln(V2sinx + 1 + \/2sinx- 1) 

c. /(x) = arctan 

d. /(x) = e x arctan (e x ) - ln (v / I+~ë 2 *j . 

e. PourkeR, /(x) = |Vx 2 + k+ ^ln(x + Vx 2 + fcj 

f. /(x) = 

g- m= 

h. /(x) = 

i. f(x) = 

j • /(*) = 

•* Vl + X‘ 

* „ 1 , x—a 1 x 

k. Pour ae [RI, f (x) = — ln h — arctan — 

4a x+ a 2a a 


cos^x V cosx , 
2x 2 

arcsin j-j — - 


ln tan — — 
V 2> si 
arctan x , 


l /(x) = arctan ^ f. 


m. /(x) = ln 
n. f (x) = ln 


/I + x 2 + 1 
/x 4 + l-x 2 


'x 4 + 1 + X 2 

o. /(x) = Vx arcsin (v^) + Vl -x 

p. /(x) = arcsin - 


Wï+ 


q. /(x) = arctan : 


S. /(x) = logg2 (x" + V X 2n + l),HEN,«ÿl 
t. /(x) = ln[lnx(lnlnlnx- 1)]. 


Solution : 


a. PourxelR, Vx 2 + 1 > Vx 2 -\x\. Par conséquent, x + Vx 2 + 1 > |x| + x & 0. La fonction est dérivable sur IR etl’on 

trouve /'(x) = ; > 0. 

Vx 2 + 1 

b. Il faut que sinx > 1/2, c’est à dire x e u J t e z]2fcji + 7r/6,2fcji + 5 ji/6[. On trouve ensuite /'(x) = 

cosx 

. :5*0. 

\/ (2 sinx - l)(2sinx+ 1) 

c. La fonction f est dérivable sur ] 0, +oo [ et 


f\x) = 


3 

x(9 + ln 2 x) 


> 0 . 


d. La fonction f est dérivable sur IR et /'(x) = e x arctan e x > 0. 

e. Il faut que x 2 > -k. Donc si k > 0, / est définie et dérivable sur I = [R. Si k^0, f est définie sur J -oo, -v / -fcj u 
[ V—k, +oo | et dérivable sur J -oo, - sf-k [ u | V—k, +oo [ . On calcule 


fix) = 


f. Il faut que cosx > 0 et sinx > -1, c’est à dire xe Uj; £ z]2A:jt- ji/2,2fcjr + ji/2[. On trouve que 


f'M = 


2 

COS 3 X 


0. 
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1 “l" x ^ 2 jc^ 

g. La fonction arcsin est dérivable sur ] - 1, 1[. Puisque x I 2 * « — - — , ^ + 4 « 1 et la fonction est définie sur IR. On 
2x 2 

a -j = 1 si et seulement si x = ±1 et donc f est dérivable sur Ii =] - oo, - 1 1 , 12 =] - 1, 1( et I 3 =]l,+oo[. On 


f'M = 


ll-x^l + x 4 ) |_ 


si x e I 2 
si xeli ul 3 


h. La fonction f est dérivable sur ] 0, +00 [ et 


/'(x) = x* 2+1 ( l + 2 lnx). 

i. La fonction f est définie et dérivable sur \Jkez ]2A:jt, (2k + 1) Jt[. Si x est élément de cet ensemble :f(x) = 

sin' 

arctanx 

j. La fonction f est définie et dérivable sur ] 0 , +oo[. Si xel', / (x) = — . 

k. La fonction f est définie et dérivable sur ]-oo,-a[ u ]a,+oo[ et pour x dans cet ensemble, f(x) - 


(x- à)(x+ a)(x 2 + a 2 ) ’ 

La fonction f est définie et dérivable sur IR \ j ^ j et si x est élément de cet ensemble, f (x) = ^ + 2 . 

9 

m. La fonction f est définie et dérivable sur IR* et si x e IR* , /'(x) = 


n. La fonction f est définie et dérivable sur IR et si x e IR, /'(x) = 


XV 1 + X 2 
-4x 

V X 4 + 1 ’ 


arcsin (y^x) 

Vx 


o. La fonction f est définie sur [0, 1] et dérivable sur ] 0, 1 [. De plus, si x e] 0, 1 [, f (x) = 

/ — cosx 

p. Puisque |sinx| < v 1 + sin x, la fonction est définie et dérivable sur IR et f (x) = 5 —. 

1 + sin 2 x 

q. La fonction est définie et dérivable sur ] 0, +00 [ et f (x) = + 


La fonction est définie et dérivable sur ]0, +oo[ et /'(x) = 
La fonction f est définie et dérivable sur IR et f(x) = 


x ;t+ 1 lnx(lnx- 1 ) 


2\Jx 2n + r 


t. La dérivée de f est f (x) 


lnlnlnx 

xlnx 


C.3 Manipulation de bornes supérieures 

Dans ce paragraphe, nous allons voir en pratique comment manipuler les bornes supérieures et inférieures définies dans le 
chapitre sur les nombres réels 9.4 page 342. Avant toute chose, retenez que l’on ne manipule jamais les bornes supérieures 
en écrivant une suite d’égalités, mais en justifiant des inégalités. La technique principale s’appelle le raisonnement de 
passage à la borne supérieure et utilise la définition même de la borne supérieure, le plus petit élément de l’ensemble des 
majorants de la partie. 

Plan 3.1 : | Passage à la borne supérieure] 

On veut montrer que la borne supérieure d’une partie A est majorée par un réel M. Il suffit de justifier que M est un 
majorant de la partie : 

1. SoitxeA, . ,.x«M. 

2. Alors, puisque sup A est le plus petit des majorants de A, sup A « M. 


I Exemple 3.16 Soient A et B deux parties non vides et majorées de IR telles que An B ^ 0. Montrer que les parties (Au B) 

et (A n B) possèdent une borne supérieure et que sup (A u B) ^ max(sup A, sup B) , sup (A n B) s; min (sup A, sup B) . 

- On vérifie facilement que les deux parties sont non vides et majorées ce qui justifie l’existence des bornes supérieures. 
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- Soit x£ Au B. Si x e A, alors x « supAet si x£ B, x « supB. Dans les deux cas, x ^ max(supA,supB) ce qui montre 
que max(sup A.supB) est un majorant de Au B. Par passage à la borne supérieure, on en déduit que sup(Au B) « 
max(supA, supB). 

- Soit x e An B. Puisque x £ A, x « supA et puisque x £ B, x « supB donc x « min(supA,supB). Le réel 
min(supA,supB) est donc un majorant de An B et par passage à la borne supérieure, on en déduit que sup(AnB) « 
min(supA,supB). 

On ne raisonne jamais directement avec des égalités entre bornes supérieures, mais on justifie toujours les égalités en 
suivant le plan suivant. 

Plan 3.2 : | Pour montrer sup A = sup B | 

Pour montrer que deux bornes supérieures sont égales, on montre deux inégalités en utilisant deux passages à la 
borne supérieure. 

1. Montrons que sup A « supB. 

2. Montrons que sup B « sup A. 


Exemple 3.17 Soient deux parties A, B non vides et majorées de IR. On note 
A+B = {a + b; (a,b)£ AxB}. 


Montrons que sup (A + B) = sup (A) + sup (B). 

- A et B possèdent une borne supérieure puisque ce sont des parties non vides et majorées de IR. Puisque A ^ 0, il existe 
a £ A et de même, il existe b £ B. Alors P élément a+b appartient à la partie A + B ce qui justifie qu’ elle est non vide. 
Notons Ma un majorant de A et Mb un majorant de B. Soit x £ A + B, il existe (a, b) £ A x B tel que x - a+b et alors 
x « Ma + Mb. Nous avons montré que Ma + Mb est un majorant de la partie A + B. Par conséquent, sup(A + B) existe. 

- Montrons que sup(A + B) « sup (A) + sup (B). Soit x£ A + B, il existe (a, b) £ A x B tels que x - a + b et alors comme 
a s; sup A et b « supB, x « supA+ supB. Le réel supA+ supB est donc un majorant de la partie A + B. Puisque 
sup(A + B) est le plus petit des majorants, on a sup(A + B) « sup A+ supB. 

- Montrons que sup (A) + sup (B) =£ sup (A + B). La technique de passage à la borne supérieure permet de majorer une 
borne supérieure. Isolons donc dans le membre gauche de l’inégalité à montrer une borne supérieure. La propriété que 
nous voulons montrer s’écrit de façon équivalente 

sup (A) « sup (A + B) - sup (B) 

Pour montrer l’inégalité sous cette forme, il nous faut majorer A. Soit a £ A, et b £ B, écrivons 
a = (a + b) - b 

Comme (a+b)£A + B, (a+b) =S sup(A + B) d’où a =S sup (A + B) - b et par passage à la borne supérieure, 
sup (A) « sup (A + B) - b 

L’inégalité précédente est valable pour tout élément b £ B, donc 

Vb £ B, b « sup (A + B) - sup(A) 

ce qui montre que sup(A+ B) - sup(A) est un majorant de B. Par passage à la borne supérieure, on en déduit que 
sup (B) « sup (A + B) - sup (A) 


| c’est à dire sup (A) + sup (B) « sup (A + B). 

Exercice 3.7 10 

Reprendre l’exemple 3.16 page 1202 et montrer que sup(AuB) = max(supA,supB). 
On dispose d’une technique similaire pour minorer une borne inférieure : 

Plan 3.3 : | Passage à la borne inférieure] 

On veut montrer que a « inf A. 

1 . Soit x £ A, a « x donc a est un minorant de la partie A. 

2. Puisque inf A est le plus grand des minorants de A, il vient que a « inf A. 
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Exemple 3.18 On considère une partie AcK non vide. Pour un réel x e IR, on définit la distance de x à la partie A par : 
d{x, A) = inf{|x- a\ \ a g A}. 

- Vérifions que dix, A) est bien défini. Soit x g IR, on définit la partie X s {\x-a\ \ a g A} de telle façon que dix, A) = infX. 
Puisque A ^ 0, il existe a g A et alors r - \x - a\ e X ce qui montre que la partie X est non vide. Puisque Va g A, 
\x - a\ > 0, la partie X est minorée par 0. La partie X possède donc une borne inférieure. 

- Montrons que V ix, y) e IR 2 , 

\dix,A)-diy,A)\^\x-y\. 

Il s’agit de montrer deux inégalités. 

- Soient x, y e IR. Montrons que 

d(x > A)-tf(y > A)<|*-3& 

Écrivons l’inégalité à montrer en isolant à droite une borne inférieure : 
dix,A)-\x-y\^diy,A). 

Soit a G A. En utilisant la minoration de l’inégalité triangulaire, 

\x-a\-\x-y\^\ix-a)-ix-y)\ = |y-a|. 


Mais dix, A) « \x- a\ et donc 


dix,A)-\x-y\^\y-a\. 

Le réel dix, A) - \x- y\ ne dépend plus de a et il est un minorant de l’ensemble Y ~{\y-a\ \ a g A}. Puisque diy, A) 
est le plus grand minorant de Y, il vient que 


dix, A) — \x—y\ ^ diy, A). 

- Pour montrer que diy, A) - dix, A) « \x- y\, il suffit de faire le même raisonnement en échangeant les rôles de x et 

y- 

On utilise très souvent en analyse les notations suivantes : 


Définition 3 . 1 Borne supérieure d’une fonction 

Soit une fonction définie sur un partie AdRi/iA^IR. On note lorsque ces bornes existent, 

sup/(x) = sup/(A) = sup{/(a) | a g A} inf fix) = inf/(A) = inf{/(a) | a g A}. 


Exemple 3.19 Soit A c IR une partie non vide majorée et / : IR — ► IR une fonction croissante. Comparer sup/(A) et 
/( supA). 

- Montrons que sup/(A) ^ /(sup A). Soit y g /(A), il existe x g A tel que y = fix). Puisque x g A et que supA est un 
majorant de A, x supA. Comme la fonction / est croissante, on a fix) « /(supA). Le réel /(supA) est un majorant 
de la partie /(A) et par passage à la borne supérieure, on en déduit l’inégalité annoncée. 

- L’ autre inégalité est fausse en général comme le montre le contre-exemple suivant. On note A =] -oo, 0 [ et / la fonction 
définie sur IR par 


Alors sup(A) = 0, /(supA) = 1 alors que /(A) = {0} et sup/(A) = 0 et donc sup/(A) < /(supA). 


Si une fonction / est continue sur un segment [a, b], le théorème 11.48 page 437 affirme qu’elle est bornée. Par conséquent 
l’ensemble X = {|/(x)| | x g [a, b]} est non vide (car |/(a)| g X) et majoré. Il possède une borne supérieure et on note 

ll/lloo = supX = sup |/(x)|. 

XEla.b] 

Exemple 3.20 Soient /, g : [a, b] — ► IR deux fonctions continues sur un segment. Montrons que 
ll/ + glloo< ll/lloo + ]lglloo 

En notant pour une fonction h : [a, b] <-*■ IR X^ = {|fi(x)| | x g [a, b]}, il s’agit de montrer que supXy +g « supXy + supX g . 
Utilisons le raisonnement de passage à la borne supérieure. Soit t g Xy +g , il existe x g [a, b] tel que t = | (/ + g) (x) | = 
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| /(x) + g(x)|. Avec l’inégalité triangulaire, 


|/(x) +g(x)| « |/(x)| + |g(x)| « supX/ + supX g . 


Le réel X/ + X g est donc un majorant de la partie X/ +g et par passage à la borne supérieure, supX/ +g ss supX/ +X g ce 
qui prouve la propriété. 

Soit maintenant un réel À. Montrons que 

IIX/lloo = 1X111/1100 


Avec les notations précédentes, il nous faut montrer que supXx/ = |À| supX/. Procédons par double inégalité. 

1. Montrons que 


supXx/ « |À|supX/ 


Soit t e X K f, il existe x e [a, b] tel que t = |À/(x)| = |À| |/(x)| « |À| supX/. Par passage à la borne supérieure, on 
en déduit l’inégalité voulue. 

2. Montrons que 

|À| supX/ «supXx/. 

Le membre gauche à majorer n’est pas une borne supérieure. Écrivons l’inégalité en isolant une borne supérieure. 
Si À = 0, le résultat est clair. Si À ^ 0, il nous faut montrer que 


supX / « ï^j supXx/. 


Soit teXf, il existe xe [a, b] tel que t - |/(x)| = — |À/(x)| « — supXx/. Par passage à la borne supérieure, on 
|A| |À| 

en déduit l’inégalité souhaitée. 


C.4 Équivalents 

Dans ce paragraphe, nous allons voir la pratique des équivalents et des développements limités. Les équivalents sont un 
outil très puissant en analyse, indispensables dans plusieurs chapitres du cours de math. spé. et agréables à utiliser une 
fois que l’on a compris certains points. À utiliser sans modération ! 


C.4.1 Qu’est-ce qu’un équivalent simple ? 

On parle d’équivalents de suites (au voisinage de +oo) et de fonctions (au voisinage d’un point a éventuellement infini). 
Les techniques utilisées sont tout à fait similaires. 

Il y a plusieurs façons de traduire que deux suites ( u n ) et {v n ) sont équivalentes u n ^ ~ v n : 
u n 

1 . — > 1 (si v n ne s’annule pas à partir d’un certain rang). 

V n n->+oo 

2. il existe une suite (e„) telle que u n - u n [l + e„) avec e„ — 0 

3. la définition de suites équivalentes (valable même si les suites s’annulent une infinité de fois ) : 


Pour deux fonctions f,g définies sur un voisinage d’un point a , elles sont équivalentes au voisinage de a et on note 
/(x) ~ g(x) si et seulement si l’une des propriétés suivantes est vérifiée : 

f(x) 

1 . — — a > 1 (lorsque la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage de a) 

2. Il existe une fonction e définie sur un voisinage V de a telle que : 

Vx e V, /(x) = g(x) (1 + e(x)) avec e(x) 0 

3. La définition : /(x) = g(x) + h(x) où h(x) = o(g(x)) au voisinage de a. 

Il est nécessaire de bien réfléchir à ces définitions et de ne pas les confondre avec d’autres propriétés : 
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Exemple 3.21 

1. Si u n -v n +w n avec w n + » 0, les suites (u n ) et (v n ) ne sont pas nécessairement équivalentes. Par exemple 
u n — \ et v n — 1 la suite w n - - \ converge vers 0 et pourtant (u n ) et (v n ) ne sont pas équivalentes. 

2. Les suites u n - e" +n et v n - e n ne sont pas équivalentes (former le quotient !). 

3. Si u n ~ v n , alors u n - v n — - — > 0 : cette propriété est fausse en général. Par exemple, u n - n 2 + n et v n - n 2 
donne un contre-exemple. 

On utilise les équivalents en pratique pour simplifier l’expression d’une suite ou d’une fonction en vue de : 

- calculer sa limite, 

- déterminer son signe à partir d’un certain rang, 

- en deuxième année, déterminer la nature de la série £ u n , 

- en deuxième année, voir si la fonction / est intégrable sur un intervalle 

Qu’entend-t-on par un équivalent simple d’une suite u n ? C’est une suite v n équivalente à u n formée uniquement de 
produits-quotients de suites de références. Quelques exemples de suites de référence : n a , k n , n\, « a (In nfi, n n , ... 

Il existe une infinité de suites équivalentes à une suite donnée : 

n 2 n ~ n 2 +\nn ^ ~ n 2 + sin(rc) ^ ~ e 21n « +1/ln «... 

mais parmi ces suites, il y en a une de référence (ici n 2 ) qu’on appellera équivalent simple. Remarquons qu’un équiva- 
lent simple ne fait intervenir aucune somme , uniquement des produits-quotients. Voici quelques exemples d’équivalents 
simples : 


nsin{n), rc 3 ln(rc), n n ', In (n) 2 e 3n , e n e n , ln(sin(n 2 )),... 

Par contre les expressions suivantes ne sont pas des équivalents simples : 

- v n = n 2 + n car v n ~ | n 2 \ 

-tin- ln (n 3 ) car ln(n 3 ) = | 31nu | 

- v n = e n2+n+lln car v n = e” 2 e n e lln ~ \ e" 2 e n \ . 

Pour déterminer un équivalent d’une suite composée u n - f(v n ), il est indispensable de déterminer la limite de (v n ). Une 
erreur grossière courante consiste à écrire sin(u„) ~ v n alors que la suite ( v n ) ne converge pas vers 0. En pratique, 
lorsque la suite (u„) est compliquée, on commence par chercher un équivalent simple de (v n ) qui permet d’une part de 
trouver la limite de (v n ) et d’autre part de simplifier l’équivalent de {u n ) ensuite. 


Exemple 3.22 


sin(e ") 



Puisque e n 


0, sin(e n ) 


e n . Puisque - 


n 

— - — et donc 
e”ln n 


On peut utibser l’équivalent usuel de tan en 0 et finalement u n 


ln n 
n 


Exemple 3.23 

Ici cos(l/u) ^ 1 

v n ^ + » 0. Il suffit 



u n = ln(cos— ) 
n 

et on connaît un équivalent de ln(0„) lorsque 0„ — - — ► 1 sous la forme ln(l + v n ) ~ v n avec 
d’écrire u n = ln(l + v n ) où v n - cos(l ln) - 1 et puisque v n ^ ~ ~ 2~2 + ’ ^ v ' er,t que 
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C.4.2 Suppression des sommes 

Puisqu’un équivalent simple n’est formé que de produits-quotients, il faut savoir faire disparaître toutes les sommes dans 
la recherche d’équivalents. Supposons qu’une suite ( u n ) s’écrive comme somme de deux suites : u n = v n + w n . 

Re?narque 3.3 On ne peut pas sommer les équivalents! Si v n ~ a n et w n b n , on n’a pas toujours 

u n ~ a n + b n . Par exemple : v n - n 2 + n ~ a n - n 2 + lin, w n - -n 2 + lin ~ -n 2 . On a u n — v n + w n — 

n + lln ~ n et pourtant a n + b n = 21 n .. . 

Deux cas se rencontrent souvent en pratique. 


L’une des suites est négligeable devant l’autre 

Si par exemple w n = o{v n ), alors u n - v n + w n ^ ~ ^ v„. C’est la définition même d’un équivalent. 

I Exemple 3.24 u n = n 2 + ^ ~ n 2 . En effet, w n = — = o{n 2 ) = v n car — = ^ ► 0. 

| " n^+oo n Vn n 3 n^+oo 


Exemple 3.25 

_ ln(ln ri) ln n ln s/n ln(lnu 7 ) 

Un \/n n\fn s/n s/n 

Commençons par utiliser les propriétés du logarithme pour écrire 

In s/n ln n 7 , , 

— — = — — , ln(ln n 7 ) - ln(71n n) - ln7 + ln(lnn) 

s/n 2 s/n 

Il est indispensable ensuite de classer les suites par ordre décroissant d’importance : 

ln n ^^lnClnn) + ln7 + ln n 
n 2 \/n s/n s/n ns/n 


En effet, ln(ln n) = o(ln n) puisque - 


lnx , ln(lnn) ^ , , 7 , ^ ln n 

- 0 et donc ► 0. On a egalement — — = o(ln n/s/n) et — — = 

o ln n n^+oo ns jEi 

o(l Is/n). Les trois dernières suites sont donc négligeables devant ° et on en déduit l’équivalent simple : 

2 s/n 


ln n 



En pratique, on commence par chercher un équivalent simple de chacune des suites ( v n ) et ( w n ) ce qui permet de les 
comparer plus facilement. 


Exemple 3.26 


Pour utiliser les équivalents usuels, écrivons 


u n 



lnnl 

-cos 

n J 


avec v, 


ln n 
2 n 2 


- — b n . Puisque a n — o {b n ), v n = o (w„) et donc u n 


(ln n) 2 
2 n 2 ' 


Les deux suites ont le même ordre de grandeur 

On suppose encore que u n -v n + w n et on commence toujours par chercher un équivalent plus simple de v n et w n : 
v n „ ~ a n , w n ~ b n . Ici, on n’a ni a n - o{b n ), ni b n - o(a n ). Bien qu’on ne puisse pas sommer les équivalents, si 
la somme n’est pas nulle, on devine l’équivalent de u n . Il ne reste qu’à le démontrer en utilisant les définitions. 
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Exemple 3.27 


Pour utiliser les équivalents usuels, écrivons : 


2 


Mn = 



Puisque v n ~ jw - a n et que w n ~ jjk- b n , en utilisant la définition des équivalents. 


«-+00 2 2” ' 

Lorsque la somme des équivalents simples a n et b n est nulle, utiliser les développements limités (voir paragraphe suivant). 


C.4.3 Utilisation des propriétés fonctionnelles 

On connaît nos équivalents classiques sous la forme u n = f(v n ) avec v n * 0 ou f{v(x)) avec v{x) » 0. Que se 

passe-t-il lorsque v n — — ► Z / 0 ? 


Logarithmes 

On connaît un équivalent usuel deln {v n ) lorsque v n — — — * 1 sous la forme ln(l + e„) ~ e„ avec z n — — — * 

v n — - — ► l e]0, +oo[, il suffit d’utiliser la propriété \n(ab) -\na + ]r\b en écrivant : 


ln(i/„) =ln^/ x -yj =ln/ + ln(-y) avec -y ^ + ^> 1 
et on peut utiliser l’équivalent classique. 

Exemple 3.28 

u n = \nll + 


Puisque 


n 2 + 1 


n 2 + l) 

1, on ne peut pas utiliser l’équivalent classique ln(l + e„) ~ e„. Écrivons plutôt : 

2n 2 + 1 


u n - ln 
= ln 1 1 + 


2(n 2 + 1) 

2n 2 - 1 


T-l 


2{n 2 + 1) j 

3_ 

2 n 2 ' 


0. Lorsque 


Re?narque 3.4 Attention à ne pas prendre de logarithmes d’équivalents! Si u n ~ v n , on n’a pas toujours 
ln(u n ) ~ ln(u„). Par exemple si u n - 1 + 1/ n et v n = 1 + 1/n 2 , on a u n ~ v n ~ 1 et pourtant \n(u n ) ~ Un 

alors que ln( v n ) ~ lin 2 . 

Il est intéressant d’examiner d’où vient le problème. Traduisons que u n ~ v n par u n = u n {l + t n ) avec z n 0. 

Alors ln(u„) = ln(u„) + ln(l + e„) donc 

ln u n _ ï | ln(l + e n ) 
ln v n ln v n 
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Il y a un problème lorsque ln(u„) — » 0 c’est à dire lorsque v n + > 1 comme dans l’exemple ci-dessus. 

Par contre, lorsque v n — > l ^ 1 (même 0 ou + 00 ), on s’aperçoit qu’on a le droit de prendre les logarithmes des 
équivalents. 

Pour éviter d’écrire des bêtises, il vaut mieux retenir qu’on ne peut pas prendre le logarithme d’équivalents et refaire au 
cas par cas la preuve précédente lorsque nécessaire. 


Exemple 3.29 Déterminer un équivalent lorsque x —• +00 de f(x) = argsh(x). On connaît la forme logarithmique (voir 
l’exemple 2. 10 page 1 169) : 


/(*) =ln(* + 


Puisque x+Vx 2 + l = 2x + o(x), 

/(x) = ln(2x(l + e(x))) = lnx + ln2 + ln(l + e(x)) = lnx + o(lnx) 


| et donc /(x) ^ ~ lnx. 

Lorsqu’on veut trouver un équivalent de /(x) = ln \u{x) + u(x)] avec v(x) = o(u(x)), factoriser à l’intérieur du logarithme 
le terme dominant : 

/(x) = ln [«(x) (1 + u(x)/a(x))] = lnw(x) +ln(l + u(x)/m(x)) ~ lnw(x) 

puisque u(x)/m(x) » 0 , ln(l + u(x)/w(x)) > 0 . 

Exemple 3.30 Déterminer un équivalent de /(x) = ln(chx) lorsque x — + 00 . Écrivons 

/(x) =ln| 6 — | = ln|^- [l + e -2x ]j ^lne^ -ln2 + ln(l + e ~ 2x ) = x-ln2 + ln(l + e~ 2x ) 

et donc f( x ) x ~ x - 


Exponentielles 

On connaît un équivalent classique ( e £n - 1) ~ e„ lorsque e„ — — ► 0. Lorsque e n — — ► Z ^ 0, il suffit d’utiliser la 

propriété e a+b = e a e h en écrivant 


- 1 ainsi que -f— 


Un-ex-e « 2 + 1 -exe « 3 +i 
= e - l) - (e“^ï - l]l 


Mais comme ' 1 - 1 j ~ -lin 3 et que « 3 +i - lj ~ -Un 2 — o(l/n 2 ), il vient que u n ~ 

Remarque 3.5 On ne peut pas prendre d’exponentielle d’équivalents : si u n ~ v n , on n’a pas toujours 

e Un ~ e Vn . Par exemple si u n - n 2 + n et v n - n 2 , e" 2+n n’est pas équivalent à e" 2 . 

Regardons ce qui se passe : 

£_ _ e u n -v„ 

donc e Un ~ e"" si et seulement si u n - v n — - — ► 0, ce qui n’est pas la même chose que u n ~ v n ! 
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Fonctions puissances 

On connaît un équivalent classique de [(i^n) a -l] lorsque v n + » 1 sous la forme [(1 + e n ) a - 1] 
e„ + » 0 . Si v n — > / ^ 1 , on se ramène au cas précédent en écrivant : 


[(^)“-H = / a [( yf-l] 


avec v„ll ^ +po > 1 . 
Exemple 3.32 


/4 n+ 1 3 / 8 n 


n+ 1 V n+ 1 


u n — 2 | 

(f&'H 

)“(\/ 1 + ( 7 TTT 

= 2 | 



= 2(a n -b n ) 



et comme a n - -3/(8n) + o(l/rc), b n - -ll(3n) + o(lln), on trouve que u n ~ . 


ae„ lorsque 


Quantités conjuguées 


Une identité basique très utile pour manipuler des différences de racines carrées (multiplication par les quantités con- 
juguées) : 


0 3.10 




a-b 

sfà+Vb 


Elle provient simplement de la formule (a - (3) (a + (3) = a 2 - 13 2 . 


Exemple 3.33 Trouver un équivalent de u n = Wn+ 1 - \fn) . 

(n+\)-n 1 _ 1 

\/n+ 1 + \fn \/n + 1 + \/n ”^ + °° 2 y/n 


C.4.4 Mise sous forme exponentielle 

Pour étudier un équivalent d’une suite u n = a bn où l’exposant dépend de n, utiliser la forme exponentielle : 

0 3.11 || a b = e blna 

Exemple 3.34 Cherchons un équivalent de /(x) = x x - 1 lorsque x — 0 : 

x x — i = e xblx — 1 ~ xlnx 
x^o 

puisque xlnx — ^ 0. 


Exemple 3.35 3 Un exemple fondamental : Soit x e IR, étudier la limite de la suite de terme général 


u n = 


Une erreur fréquente consiste à dire que lorsque v n + * 1, v' r \ + » 1. C’est une forme indéterminée 1 1°° | . En effet, 
v n _ e n\n v n et on vo j^ q Ue s j Vn _ , 1, il y a une forme indéterminée oo x 0 dans l’exposant. 

Écrivons plutôt 

u„ = e rîlnll+ £ ) = e Vn 


1209 



I et cherchons la limite de la suite (v n ). Comme x/n + > 0, avec l’équivalent du logarithme, v n n ~ nx — - x et 
donc v n — — * x et par composée de limites, u n — — — * e x . 

I Remarque 3.6 La forme exponentielle n’est utile que si l’exposant dépend de la variable. N’en abusez pas. Il serait 
ridicule d’écrire ( n 2 + 1) 2 = e 2ln(n +1) pour trouver un équivalent de cette suite ! 

C.4.5 Utilisation des développements limités 

Les équivalents sont l’outil principal pour obtenir le comportement d’une fonction au voisinage d’un point et sont à 
utiliser en priorité. Dans certains cas, l’utilisation des développements limités est plus simple, voire nécessaire. Dans ce 
paragraphe, nous allons voir comment calculer et utiliser les développements limités. 

Rappelons que Maple permet d’obtenir des développements limités : 



Attention, si l’on veut un DL à l’ordre n avec un reste en o(x"), il faut demander à Maple l’ordre ( n + 1) (Maple donne 
les restes en O (x")). 

Prévoir les ordres des DL 

Lorsqu’on veut obtenir un développement limité d’un produit à l’ordre n, il faut faire un développement limité de chaque 
terme à l’ordre n et ne garder que les termes de degré inférieur à n dans le produit des parties principales. Si dans un des 
deux termes, le développement limité commence par x k avec k 3= 1, on peut économiser des calculs. 

I Exemple 3.36 Calculer le développement limité de /(x) = tanx x sin 2 x à l’ordre 5. Nous pouvons utiliser que le 
développement de sinx et tanx commence par x (pas de termes constants) en écrivant sin 2 x = x 2 1 S ' n * j et tanx = 



On voit que comme x 3 est en facteur, il suffit d’obtenir un DL de (sinx/x) 2 et de tanx/x à l’ordre 2 : 



Et en effectuant le produit des DL, 

/(x) = x 3 1 1 — Y +0 ^ 2 ^] [ 1+ T +0 ^] ~ X 3 [ 1 + 0jc2+ °( x2 )] =* 3 + o(x 5 ). 

Dans cet exemple, nous avons utilisé uniquement le DL de sin à l’ordre 3 et le DL de tan à l’ordre 3 (et non pas à l’ordre 
5 comme on aurait pu le penser). 

Plus généralement, si les développements limités de deux fonctions s’écrivent : 

|/(x) = a k x k + ... 

jg(x) =b p xr> + ... 

il suffit d’écrire 

et pour obtenir un DL à l’ordre n de fg, il suffit de faire un DL à l’ordre n-(k+ p) de f(x)lx k et g(x)lx k . Il suffit donc 
d’avoir le DL de / à l’ordre n- pet celui de g à l’ordre n - k. 
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Exercice 3.8 ■ 0 

Calculer le DL à l’ordre 13 de f(x) - sh 3 (x)ln 4 (l + x 2 ). 


Solution : Comme sh x = x + . . . et ln(l + x 2 ) = x 2 - . . . , écrivons 




Il suffit d’avoir le DL des deux crochets à l’ordre 2 ; 


shx „ x 2 , I shxl 3 „ x 2 , 2 , 
= 1 + — +OCX 2 ) =1+— + o(x 2 ) 


lnd + x 2 ) x 2 


o(x 2 ) 


v x 
lnd + x 2 )! 4 


1-2x 2 + o(x 2 ) 


/(x) = x n |l + y +o(x 2 )J [l-2x 2 +o(x 2 )| =x n |l-^x 2 + o(x 2 )J = x n -^x 13 +o(x 13 


La même technique est valable pour les composées de DL. Pour calculer un DL à l’ordre n de /(x) = g(h(x)), d’après 
le cours, il nous faut un DL à l’ordre n de g et de h , effectuer la composée des parties régulières et ne conserver que les 
termes de degré inférieur à n. En pratique, on commence par regarder le premier terme du DL de h et en fonction de ce 
premier terme, on évalue les ordres nécessaires. 

Exemple 3.37 Calculer le DL à l’ordre 4 de /(x) = sh(sin 3 x). Puisque sin 3 x = x 3 + . . . , lorsqu’on effectue le DL de sh, 
sh(y) = y + . . . , en remplaçant y par la partie régulière de sin 3 x, on s’aperçoit que le premier terme est déjà de degré 3. 
Les autres termes seront des o(x 4 ) car (x 3 ) 2 = x 6 = o(x 4 ) (on peut utiliser également que la fonction / est impaire, donc 
que le coefficient de x 4 est nul). Il suffit finalement d’utiliser le DL de sin et sh à l’ordre 1 : 

/(x) = sh(x 3 + otx 3 )) = x 3 + o(x 4 ). 


DL et équivalents 

Un développement limité d’une fonction au voisinage d’un point permet de trouver un équivalent. Si au voisinage de zéro, 
/(x) = akX k + ak + ix k+1 + ■ ■ ■ + o(x") 


avec a/c / 0, alors /(x) ~ ^ a ; tx fc . 


Exemple 3.38 Trouver un équivalent simple lorsque x — 1 de /(x) = x x - x. Commençons par faire un changement de 
variables pour se ramener à chercher un équivalent en 0. On pose h - x - 1 et on définit la fonction auxiliaire g (h) = 
/(I + h) - (1 + h) 1 + h - 1 - h. On se ramène à chercher un équivalent de g lorsque h—> 0. Sous forme exponentielle, 

g{h) = \e am]na+h) -\\-h. 

Avec T équivalent usuel, (e“ - 1) ~ u, puisque (1 + h) ln(l + h) ~ h — 0, e U+W W 1+ W _ i ~ h. On est dans le cas où 
u-o h-o o 

la somme formelle des équivalents est nulle. La méthode du paragraphe précédent ne s’applique pas. C’est typiquement 
le cas où l’on utilise les développements limités. Nous avons utilisé le DL de ln(l + h) à l’ordre 1, poussons le DL à 
l’ordre supérieur : 


Par conséquent, g(ù) ~ h 2 et donc /(x) ~ (x-1) 2 
h-~ o x—i 


Exemple 3.39 Déterminer un équivalent lorsque x — ► +oo de /(x) = arctan(x) - + 1 . On commence toujours par 

étudier la limite de la fonction (si /(x) — ► Z ^ 0, alors /(x) ~ l !). Ici /(x) — - — * 0 et il faut travailler un peu plus. On 
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cherche un équivalent de chaque terme de la somme : puisque arctan(x) ~ jt/ 2 et ~ jt/ 2, on est dans le cas 

où la somme des équivalents est nulle et on ne peut pas conclure. Utilisons alors les développements limités. Faisons le 
changement de variables h-llx pour se ramener à nos DL en 0 : on définit la fonction g(h) = /(l/h) : 

,, , I% n+h ri , jt 1 + h/ji 

g(h) - arctan(l h) = arctan h . 

5 2+h 2 2 l + h/2 

On a utilisé que arctan (h) + arctanfl / h) - ni 2 pour h > 0. Alors 

g(h) = j - (h + o (h)) - \ (i - \ + o(/i)j = ^ph + o(h). 

jt-6 jt-6 

On en déduit que g{h) ~ h et donc /(x) ~ . 

h^o 4 x^+oo 4 X 


Recherche de limites 

Les développements limités sont un outil important, mais nécessitent des calculs souvent pénibles. Par exemple, pour 
trouver le développement limité d’un produit de fonctions, il faut effectuer un produit de polynômes (utiliser la méthode 
vue en B.4.2 page 1170). Si l’on veut uniquement trouver la limite d’une fonction qui s’écrit comme produits-quotients, il 
serait maladroit de calculer un développement limité : il est préférable d’utiliser les équivalents (on peut faire des produits 
et quotients d’équivalents). 

On veut trouver la limite d’une fonction / qui s’écrit comme produit de fonctions /• lorsque x — a. Voici la démarche 
typique à suivre : 

1 . On étudie la limite de chaque fonction /• et on regarde si la limite de / est évidente. 

2. S’il y a des formes indéterminées, on cherche un équivalent de chaque terme /• du produit. Si a ^ 0, on se ramène 
à des équivalents en zéro avec le changement de variables h = [x- à) ou h - {a- x) (ou h - 1 Ix lorsque a - ±oo). 
On se ramène à chercher des équivalents en 0 de fonctions gi. 

3. Si la fonction g,- est une somme de fonctions, et si les sommes d’équivalents sont nulles, utiliser les développements 
limités pour trouver un équivalent de g,-. 

4. On peut faire des produits d’équivalents et on trouve un équivalent de / qui permet de trouver la limite. 


Exemple 3.40 Déterminer la limite lorsque x — 0 de 

f(x ) = ^ [e* 2 - cosx) [(1 + x) x - 1] 

Il y a plusieurs formes indéterminées dans cette limite. Cherchons un équivalent de chaque facteur : 

/l (X) = e* 2 - cos(x) = [ 1 + x 2 + o(x 2 )] - [ 1 — y + o(x 2 ) ] = ^x 2 + o(x 2 ) ^~ o —x 2 
f 2 W = (e xiDa+x) - 1) ^~ q x 2 
d’où /(x) ^ x ^x 2 x x 2 = ^ et donc /(x) ^ 

Lorsque la fonction / s’écrit comme quotient de fonctions, /(x) = on commence par chercher un équivalent du 
dénominateur. Si par exemple, d(x) bkX k avec bk / 0 et qu’on doit utiliser un développement limité pour le numéra- 
teur, il suffira de faire un DL à l’ordre k pour conclure : 

1. Si n(x) = a p x p + ■■■ + o(x fc ) avec p < k et ^ 0, /(x) ~ jz ► ±oo. 

x^o b k x k P x^o 

2. Si n(x) - a k x k + o(x fc ) avec a k ^ 0, alors /(x) ~ — et /(x) » a k lb k . 

b k x—*o 

3. Si n(x) = o(x fc ), alors /(x) = o(l) d’où /(x) — ^ 0. 
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Exemple 3.41 Déterminer la limite lorsque x — 0 de /(x) = 


■. Commençons par 


9x 2 

du dénominateur : d(x) ~ x x = 


x(l - cos(3x)) 

Pour obtenir la limite de /, il suffit de faire un DL du 

x-x 3 /6+o (X 3 ) x+x 3 /3+o(x 3 ) 


«(x) = e 

= [1 + (x - x 3 /6) + - (x - x 3 /6) 2 + - (x - x 3 /6) 3 + olx 3 )] 
2 6 

- [1 + (x + x 3 /3) + - (jc + x 3 /3) 2 + - (x + x 3 /3) 3 + olx 3 )] 


chercher un équivalent 
numérateur à l’ordre 3. 


X 3 O 

= -y + °(x 3 ). 

D’où n(x) ~ o -x 3 /2 et en prenant les quotients d’équivalents, /(x) -1/9 puis /(x) — - -1/9. 


C.4.6 Étude locale d’une fonction 

On se sert souvent des développements limités pour étudier le prolongement d’une fonction en un point. Si une fonction 
/ est continue sur ]0, a] et qu’elle possède un développement limité en 0 à l’ordre 1 : 

/(x) = a 0 + «ix + o(x) 


1 . /(x) ► «o donc la fonction / se prolonge en une fonction 


| /(x) si x ? 0 
] cio si x = 0 


qui est continue sur [0, a] . 
2. De plus, pour x ^ 0, 


/ (x) - / (0) _ /(x) - a 0 


= «i+o(l) » ai 


ce qui montre que la fonction / est dérivable en 0 et que /'(0) = ai . 


Remarque 3. 7 Une fonction / :]0, a] — - IR peut admettre un développement limité à un ordre n & 2 sans qu’elle soit de 
classe < té >l sur [0, a}. Étudiez attentivement le contre-exemple classique suivant (nÿ 2) : 

) [0, 1] — IR 

Jx" +1 sin(l/x") si x/0 . 

[0 si x = 0 

- Puisque |x" +1 sin(l/x”)| « x n+1 , /(x) = o(x") et donc / admet un DL à l’ordre n en 0 («o = ••• = a n — 0). 

- La fonction / est donc continue et dérivable en 0 (puisqu’elle admet un DL(0,1)). 

- Calculons pour x ^ 0, 

, „ 1 1 
/ (x) = (ra+ l)x sin — - n cos — 

On voit que /' n’admet pas de limite en 0 (considérer par exemple les suites x n = (2rar) _1/ " et y n = (2mx + jt/ 2) _1/ ”). 
La fonction /' n’est donc pas continue en 0 (et à fortiori n’est pas dérivable en 0). La fonction / est donc dérivable 
sur [0, 1] mais pas de classe c iS l sur [0, 1], 

Exemple 3.42 2 Montrer que la fonction 

IR — ► R 

l 1 - — 

t ' — * < t sinf 


si t? 0 
si t = 0 
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est de classe Sé’ 1 sur IR. La fonction / est dérivable (et continue) en tout point x f 0. Étudions ce qui se passe en 0. 
Effectuons un DL de / en 0 à l’ordre 1 : pour t f 0 , 


lf t 2 O 1 f 

= 7r a+ 6" f 0( ^ ,ï r - 6 + 


On en déduit que /(f) — ^ ao-0- /(O) donc que / est continue en 0. De plus, / est dérivable en 0 et /'(O) = a\ = 1/6. 
Le DL que nous avons fait ne suffit pas à conclure que / est de classe r to 1 (voir le contre-exemple ci-dessus). Il nous faut 
étudier la continuité de la fonction dérivée : 


f- 


U 


si t ^ 0 
si f = 0 


Cherchons la limite de f lorsque t — ■ 0 en utilisant les équivalents : on a un équivalent immédiat du dénominateur : 
dit) t 4 . Il suffit de faire un DL à l’ordre 4 du numérateur pour conclure : 


nit) = fil- t 2 12 + oit 2 )) - fa-f/e + oit 2 )) = -t 4 /6+oit 4 ) 1 4 /6 

t^o 


d’où fit) — -1/6 = /'(O). La fonction f étant continue, la fonction f est de classe ‘î#’ 1 sur IR. 


Un développement limité à un ordre supérieur à 2 permet de préciser l’allure locale de la courbe y- fix). Si au voisinage 
de xo, fix) - ao + aiix-xo) + ai c ix-xo) k + oiix-xo) k ), la fonction / est dérivable en x 0 et l’équation de la tangente en 
xq s’écrit y - ao + aiix-xf). La quantité rix) - fix) - oo - aiix-xo) représente la mesure algébrique entre la courbe et 
la tangente : 



Puisque rix) ~ a^ix-x o) k ia k f 0), on obtient sur un voisinage de xq, le signe de rix) et donc la position locale de la 

X *^0 

courbe par rapport à sa tangente (elle dépend du signe de ajc et de la parité de k). 


Exemple 3.43 
que 


Pour la fonction définie sur IR* par fix) - 


, on effectue un DL à l’ordre 5 du sinus pour trouver 


On en déduit que / est dérivable en 0, que l’équation de la tangente au point (0,0) s’écrit y = -x/6 et qu’il existe a > 0 
tel que la courbe se situe au-dessus de la tangente pour x e]0,a[ et au-dessous pour x e] - a,0[. 


C.4.7 Développements asymptotiques 

Revenons sur la définition d’un développement limité au voisinage de zéro : fix) = üq + a\x + • • • + a^x k + oix k ). La 
fonction / s’écrit comme un polynôme (la partie régulière du DL) et un reste rix) = x k eix) où e(x) — — 0. Nous pouvons 
écrire par exemple : 


x 2 (lnx) 2 


-o(x 2 ln 2 x). 
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En effet, il suffit d’utiliser le fait qu’un développement limité est une égalité : e u = 1 + u + u 2 I2 + u 2 z{ü] et on peut 
remplacer u par xln x : 

x 2 ln 2 x 

e xhlx = xlnx+ — - — + x 2 ln 2 xe(xlnx). 

Mais puisque xln x — -► 0 et que z(u) — par composée de limites, e (xln x) — 0 et donc x 2 ln 2 xefxln x) = o(x 2 ln 2 x). 

Exemple 3.44 Cherchons un équivalent lorsque x — 0 de /(x) = x x - 1 - xlnx. Écrivons /(x) = e xlnx - 1 - xlnx = 
f (xlnx ) 2 9 ? 1 x 2 ln 2 x 9 ? x 2 ln 2 x 

1 + xlnx H +o(x ln x) - 1 - xlnx= — - — +o(x ln x) et donc /(x) — - — . 

Exemple 3.45 Cherchons un équivalent lorsque x — 0 de /(x) = (tanx)* - x x . Écrivons en utihsant le DL(0,3) de tan : 
/(X) = e xln[ * + * 3/3+0(;<:3)1 _ e xlnx 

_ ^x(lnx+ln(l+x 2 /3+o(x 2 ))) ^ x lnx 
_ e xlnx | ^xln(l+x 2 /3+o(x 2 )) _ ^ 

= e xlnx [Ç + o(x 2 )] 

~ x 3 
x~o 3 

en effet, puisque xlnx — 0 , e xlnx — -*■ 1 . 


| Exemple 3.46 

On appelle développement asymptotique d’une fonction / au voisinage d’un point a, une égalité : 

/(x) = / 0 (x) + fi (x) + • • • + fk (x) + r (x) 

où les fonctions /• sont ordonnées par ordre décroissant d’importance au voisinage du point a : /i(x) = o(/o(x)), / 2 (x) = 
o(/i(x)) . . .et r(x) = o(/ fc (x)). Si de plus r(x) = o(g(x)), on dit qu’on a un développement asymptotique à la précision g(x). 
Cette notion généralise les développements limités : un développement limité (au voisinage de a) est un développement 
asymptotique avec les fonctions /o(x) = 1, /i(x) = (x- a), . . ./^(x) = (x- a) k . 

| Re?narque 3. 8 Un développement asymptotique donne un équivalent de / : /(x) ~ fo (x) . 

Exemple 3.47 Trouver un développement asymptotique à la précision 1/x 2 au voisinage de +oo de 
/(x) = xln(x + 1 ) - (x + 1 ) ln x 

Posons h - 1/x et g(h) - /(l/h). On se ramène à effectuer un développement asymptotique de g à la précision h 2 au 
voisinage de 0 . Écrivons : 


g(« = 


= [ln(l + h) + hlnh] 
h 

t r u2 u3 

= - \h\nh+h- — + — + o(h 3 ) 
h [ 2 3. 

h h 2 

= lnh + 1 + — +o(h 2 ) 

2 3 


d’où au voisinage de 


/(x) - -lnx +1 - — + — 


o(l/x 2 ). 


En particulier, /(x) ~ - lnx. 


Un développement asymptotique permet de trouver des asymptotes à une courbe. On dit que deux courbes d’équations 
y = /(x) et y- g(x) sont asymptotes au voisinage de a lorsque g(x) - /(x) » 0 . 
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Par exemple, pour déterminer une asymptote d’une courbe d’équation y — /(x) lorsque x — ■ +oo, on peut effectuer un 
développement asymptotique de / au voisinage de +oo. Si par exemple 

„ «fc J- 

/(x ) = aox+ai + — r + o(l/ x K ). 
x* 


En posant g(x) - ciqx + ai, r(x] = /(x) - g(x) ~ — — — — » 0 (a^ / 0) et on en déduit que la droite d’équation 

y = oqx+ ai est asymptote on détermine la position de la courbe par rapport à son asymptote à l’aide du signe de 
a , t 

l’équivalent — . 


Exemple 3.48 Si /(x) = ( x + 2)e llx , en posant h - 1 Ix, 


g(W = 


1 ft 2 , 

= -(l + 2fc)(l + fc+y+0(fc 2 )) 

1 5, 

— — + 3 + — h + o(h) 

et on obtient un développement asymptotique de / lorsque x -> > ±00 : 

f(x) = x + 3+^+oM 


On en déduit que la droite d’équation y = x + 3 est asymptote à la courbe y = /(x) lorsque x — >■ ± 00 . De plus, puisque 
5 

/(x) - [x + 3] ~ —, sur un voisinage de + 00 , /(x) - [x + 3] ^ 0 ce qui montre que la courbe est située au-dessus de 

son asymptote et sur un voisinage de - 00 , la courbe est située en-dessous de son asymptote. 


Un développement asymptotique permet également de trouver des courbes asymptotes plus compliquées que les droites. 
On effectue en pratique un développement asymptotique avec le dernier terme significatif qui tend vers zéro. 


Exemple 3.49 Étudier la branche infinie lorsque x — +00 de la courbe d’équation y = /(x) où /(x) = x 2 e* 2 -i . En 
posant h-llx. 


1 h , 
gW = jp eT -^ 


h 2 

1 

“F 


d’où /(x) = x 2 + x H 1 + o( — ). On en déduit que la parabole d’équation y - x 1 + x+ 1/2 est asymptote à la courbe 

2 6x x 

et que sur un voisinage de + 00 , la courbe est située au-dessus de cette parabole. 


C.4.8 Exercices 

Exercice 3.9 . 

Déterminer un équivalent simple de 
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a. 

b. 


d. 


(x? + l' \ 

f{x) - ln — lorsque x — ► +oo. 

\x 6 + x) 

/(x) = \/thx - 1 lorsque x — ► +oo. 


= cos 


rc i. 2 + l 1 
rc 2 + rc + 2 j’ 


ln(n+l)-lnw 


Mrc = 
«n = 


1 + taXL 2 (^r) — cos(^r) 

sinx/îâ» 1 

e v n -cos—. 

s/n 


f. u n - s/côsUTn) - e sin(1/ " K 


g. u n - vn+VW+1 - V n+ Vn 2 - 1. 

h. /(x) = ln(chx) - ch(lnx) lorsque x — *■ +oo. 

_ (]n(n+ i) \ 

Un [ \nn ) 


Solution : 

a. ^ + > 1. Écrivons donc /(x) = ln^l + ^^-lj = ln^l + ^jj. Puisque ^ ~ -pr + 

f(x) x~ + oo~?’ 


b. Puisque thx 


- 1, écrivons /(x) = \/l + (thx - 1)-1 et cherchons un équivalent de u(x) = thx-1 = - 
~ -2e -2 * <-0. Par conséquent, fix) ~ -e -2x . 


c. Su u n = cos( v n ), la suite (u n ) tend vers ti/2. Utilisons la trigonométrie : u n = cos | — j-j- — — - 1 J J J = 

{2\n 2 +n+2 lln^+oo 2 \n 2 +n+2 ) 2 n 2 + n - 2 n-^+oo 2n 

d. <x n - ln(«+ 1) -ln(rc) = ln(l + 1/n) ^ ~ = [(l + tan 2 (l/2")) 1/3 - lj + [l -cos(l/2")]. v„ ^ ~ et 


Wn n ~+ 17 e d’où = fyr + o(l/2”) et donc u„ 

e. Écrivons d’abord 




u n - (e H " - 1) + (1 - cos n 1/4 ) = a n + b n . 

Puisque ln n = o [ri), Q n n ~ Vlnrc/n — 0. Avec l’équivalent classique de l’exponentielle, a n ^ ~ s/ïrvnJn. 
Avec l’équivalent classique du cosinus, b n ~ 1 /(2 v / «) et comme b„ - o{a n ), il vient que 

l\nn 

Un Mn n _^ J +OQ y “ • 

f. Pour utiliser les équivalents usuels, écrivons 

u n = [\/l + (cosl/ra- 1) - 1] - | e sin l 1/,î2 l - lj = a n + b n - 

On trouve que a n n ~ -U2n 2 et b n ^ ~ l/« 2 . Donc avec la définition d’un équivalent, a n = -l I2n 2 +o(ll n 2 ) 

et b n = Un 2 + o(l/n 2 ) et donc u„ = l/2n 2 + o(l/n 2 ). Finalement, u„ ^ l!2n 2 . 

g. En utihsant les quantités conjuguées, écrivons : 


(\/ n+VWTl+ V n+Vn 2 - lj [Vn 2 + 1 + Vn 2 - lj Vn> 
Ensuite, on cherche un équivalent de chaque partie du produit. Puisque V n 2 + 1 ~ 


n, n + Vn 2 + 1 = 2rc + 

o(rc) ~ 2 n. Donc Vn+ Vn 2 + 1 ~ \fTn. De même, V n+ Vn 2 - 1 ~ V2n et ensuite u n ~ 2\f2n. 

On fait de même pour w„ : w n ~ 2 n et finalement, u n =r . 

n^+00 4V2n 312 

h. Utilisons la propriété du logarithme pour écrire ln(chx) = ln [Ç (1 + e -2 *)) = x - ln2 + ln(l + e -2x ) = x + o(x) et 

ln r. , — ln r v— 1/v r q q 

ensuite ch (lnx) = 2 — = ~ f +o(x). Alors /(x) = §x + o(x)^ |x. 


i. Sous forme exponentielle, 

eta„ = nlnnln[l + !M{iMia] ^ 


= 1 d’où a n » 1 et donc u„ 
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j. Sous forme exponentielle : u n = e ” ln ( tan (^ + «)) - e a n utilisons ensuite la formule de trigonométrie : 

tan a + tan b 

tan(a + b) 

1 -tanatano 

(n 11 \/3 + tani _ 

tan - + - = — V ~ v3. 

v.3 n) l-\/3tan-i 

On n ’a pas le droit de prendre 1 ’ exponentielle d ’ équivalents ! Formons toutefois le quotient : 


Un _ 
p n\nVl 


1 + -4= tan j- 


1- v^tan-i 







Exercice 3.10 I9W I 

Déterminer les limites : 


a. /(x) = (tan Mj tan ~T lorsque x — 1 . 

b. /(x) = [ln(l + e~ x )] Vx lorsque x -* + 


sin 2 (x) 
fln(l + x) ]■ 


f. /(*) = 


sh 2 x ln 2 (l + x) 


lorsque x — >• 0. 


2(1 -y/x) 3(1 - \/x) 


Solution : 

a. Par le changement de variables h - x - 1, on se ramène à chercher la limite lorsque h->0 de 


g{h) = tan^- 


7i/n— l/tan(JiW2) l f 2tan7l/î/4 il 

— = exp — ln lH 

4 1 ( tan— l l-tan7i/i/4jj 


et avec les équivalents usuels, on trouve que la limite vaut l/e. 
b. Sous forme exponentielle, 

/(x) = gè ln ( ln(1+<r * 3 ) 

Mais puisque ln(l + e~ x ) * ~ e~ x , on peut écrire ln(l + e~ x ) = e~ x x 0(x) avec 0(x) - > 1 . Alors 


-ln(ln(l + e *)) = -! + 


Finalement, /(x) — - — * 1 le. 


d. 


Si /(x) = n{x)/dfx) alors dix) x 2 et n(x) = ln(l - (1 - cos(3x))) — — d’où finalement /(x) — ^ -9/4. 


Sous forme exponentielle, /(x) = e l lnx 
ln(l + 1 /x) 1 

— ^ ~ — — d’où xlnxln(l +ln(l + l/x)/lnx) - 

lnx +°o xlnx 4 


Avec l’équivalent classique du logarithme, 
-* 1 et finalement /(x) + > e. 
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e. Avec le changement de variables h- x- 1, on se ramène à chercher la limite lorsque h—> 0 + de 

a+h) 1+h -i-h 

g(h) = 

ln(l + s/h[2+h)) 

Puisque d(h) ~ Vïh, il suffit de faire un DL à l’ordre 1 du numérateur : 


_ „ .... „ 4 et il suffira de faire 

sh 2 xln 2 (l + x) 

un DL du numérateur r(x) à un ordre inférieur à 4 pour conclure. On trouve que n{x) ~ -x 3 et donc que 

/(x) ~ — 1/x d’où /(x) * -oo et /(x) » +oo. 

x->0 x— o + r— o _ 

g. Avec le changement de variables h = x - 1, on se ramène à chercher la hmite lorsque h — 0 de 
_ 3 ( 1 — Vï+h)- 2(1 — VT+h) 


g(h) = '■ 


ea-vï+hia-vT+h) 


Avec l’équivalent usuel (1 + h) a - 1 ~ ah, on trouve un équivalent du dénominateur : d(h) ~ h 2 . Il suffit de 
h^o h^o 

faire un DL à l’ordre 2 du numérateur : 


C.5 Étude de suites récurrentes, vitesse de convergence 

C.5.1 Étude d’une suite récurrente 

Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques techniques pour étudier une suite définie par son premier terme uq et une 
relation de récurrence de la forme 


Vne N, Un+i-flUn) 

Nous allons citer quelques résultats hors programme dans le but de dégager quelques méthodes générales. Dans la pratique 
des exercices, n’utilisez pas ces théorèmes, mais rédigez des démonstrations (essentiellement des récurrences simples) 
pour retrouver ces résultats. 

Une procédure Maple permet de calculer le n-ième terme d’une suite récurrente 


terme := proc(f, üO, n) 
u := uC; 

for i from 1 to n do 

u := f(u) #u = u i 

od; 

u; #u = u_n 

f := x -> x A 2 
terme (f , 2, 3) ; 


On peut également calculer la liste des n premiers termes de la suite 
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listetermes := proc(f, uO, n) 
local % i, 1; 
u := uC; 

1 := uC; 

for i from 1 to n do 
u := f (u) ; 

1 := 1 , m 
od; 

[i] ; 


Définition 3.2 Intervalle stable 

On dit qu’un intervalle I est stable par la fonction / lorsque /(I) c I, c’est-à-dire Vx e I, /(x) e I. 


Proposition 3.2 La suite récurrente reste dans un intervalle stable 

Si I est un intervalle stable par la fonction / et si uq e I, alors V n e N, u n e I. 


Démonstration Par récurrence sur n. Pour n = 0, on a supposé que uq e I. Supposons la propriété vraie au rang n, u n e I. Puisque 
u n + 1 = f{u n ) et que I est stable par f, f(u n ) e I. 

Le résultat suivant est fondamental car il permet de trouver les limites éventuelles d’une suite récurrente. 


Proposition 3.3 V Limites possibles de (u n ) 

Si la suite (u n ) converge vers une limite finie l, et si la fonction / est continue au point l, alors l est un point fixe de la 
fonction / : f{ï) = l. 


Démonstration Si (u n ) converge vers l, alors la suite extraite {u n + \ ) converge vers la même limite l. De plus, d’après le 
théorème 1 1.22 page 426, comme la fonction f est continue au point l, la suite (f(u n i) converge vers f(l). Par unicité de la limite, 
on doit avoir l = /(/). 

Les deux résultats précédents montrent qu’il est important d’étudier les intervalles stables par la fonction / et les points 
fixes de /. Un point fixe d’une fonction se lit facilement sur un dessin : il correspond à l’intersection du graphe de / avec 
la première bissectrice. Lors de l’étude d’une suite récurrente, on commencera donc par représenter sur le même dessin 
le graphe de la fonction et la première bissectrice. On peut ainsi deviner le comportement de la suite [u n ) en représentant 
les premiers termes de la suite par « ricochets »sur la première bissectrice. 



Multimédia : Animation pour représenter l* évolution d'une suite récurrente avec des 
ricochets sur ia première bissectrice 

Le dessin permet également de visualiser les intervalles stables intéressants, en général hmités par les points fixes de la 
fonction. 
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L’étude générale d’une suite récurrente peut être très compliquée, et une suite récurrente aussi simple que uq g [0, 1], 
Vue N, u n +\ - À u n {l - u n ) est un sujet de recherche récent ! Nous allons étudier uniquement le cas le plus simple où la 
fonction / est monotone sur un intervalle stable L 


Proposition 3.4 Cas où / est croissante sur un intervalle stable 

On suppose que la fonction / est continue et croissante sur un intervalle I stable et que uq e I. 

1. Si uo « /(«oh la suite [u n ) est croissante. 

2. Si «o > /(Mo), la suite (u n ) est décroissante. 

Démonstration On a déjà montré que Vu e N, u n £ I. Supposons par exemple que uq =s fluq). Montrons par récurrence que 
Vu e N, u n « u n+ ; . La propriété est vraie pour u = 0 par hypothèse. Supposons-la vraie au rang n : u n *£ u n+ \ . Puisque f est 
croissante suri, f{u n ) « f(u n+ \) c’est-à-dire u n +\ « u n+2 - 

I Remarque 3.9 Si de plus l’intervalle I est borné, alors la suite (u n ) converge en vertu du théorème de la limite monotone 
et sa limite ne peut être qu’un point fixe de /. Cela nous suffit en général pour conclure. 


Exemple 3.50 Étudions la suite définie par 


Introduisons la fonction / : -j 
l 2 = 4 + 31, c’est-à-dire l = 4. 


. Elle est continue sur [0, +oo[ et un point fixe l > 0 de / vérifie 



sont stables par la fonction continue /. 

- Si Mo g [0,4], puisque uq =£ /(Mo), la suite {u n ) est croissante. Puisqu’elle est majorée par 4, elle converge et ce ne peut 

être que vers l’unique point fixe de / donc u n » 4. 

- Si Mo g [4, +oo[, puisque uq S* /(«o), la suite [u n ) est décroissante. Comme elle est minorée par 4, elle converge et ce 

ne peut être que vers l’unique point fixe de / donc u n » 4. 

Nous avons donc montré que V uq 3* 0, u n ► 4. 


I Remarque 3.10 Dans l’étude d’une suite récurrente, il est intéressant d’étudier le signe de la fonction définie par 
g(jc) = f(x) - x qui donne la position du graphe de / par rapport à la première bissectrice et qui permet de connaître le 
signe de /(m 0 ) - mq. 


Proposition 3.5 Cas d’une fonction décroissante sur un intervalle stable 

On suppose que la fonction / est continue et décroissante sur un intervalle I stable et que uq £ I. Alors les deux suites 
extraites ( u 2n ) et (u 2n+ i) sont monotones de sens contraire. 


Démonstration Notons (v n ) = [u 2n ] et (w n ) = [u 2n+ \). On calcule 

Vn+ 1 = U 2n +2 = /(W2n+l) = /°/(W2n) = f 0 f(Vn) 
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et de même w n+ 1 = / ° f(w n ). Les deux suites vérifient la même relation de récurrence associée à la fonction g = f°f. Puisque la 
fonction f est décroissante sur I, la fonction g est croissante suri et les deux suites (v n ) et (w n ) sont monotones. Si uq S / ° /(Mo), 
alors mi 5= /°/(mi) et d’après la proposition 3.4, la suite [v n ) est croissante et la suite (w n ) est décroissante. Si par contre 
M o > /°/( Mo), alors U\ «s /°/(Mi) donc (t/„) est décroissante et (w n ) est croissante. 



I Remarque 3.11 La preuve précédente montre qu’il peut être intéressant d’étudier le signe de la fonction définie par 
B(x) = fof(x)-x. 


Exemple 3.51 Étudions la suite définie par 


| Mo G [0,1] 

[VmeN, u n+ i = l-u 2 


\ 


Introduisons la fonction / : j ^ • On vérifie facilement que l’intervalle I = [0, 1] est stable par / donc 

que V n g N, u n g [0, 1]. La fonction / est décroissante sur I et admet un unique point fixe l g [0, 1] vérifiant l 2 + 1-1-0 
c’est-à-dire l - (\/5-l)/2. On calcule g[x) - /°/(x) = 1- (1 — jc 2 ) 2 puis g(x) -x- x(l-x)(x 2 + x- 1). Les points fixes 
de g dans [0, 1] sont donc 0, Z et 1. En utilisant le théorème précédent, 

- Si 0 « Mo < Z, puisque g{uo) & Mo, la suite (m 2 «) est décroissante et la suite (M2«+i) est croissante. Puisque (M 2n ) est 
décroissante minorée par 0, elle converge d’après le théorème de la limite monotone et ce ne peut être que vers un 
point fixe x de g. Par passage à la limite dans l’inégalité U2 n =£ Mo, on obtient que x « Mo < l d’où la seule possibilité 
x — 0. Nous avons donc montré que U2 n — » 0. Le même raisonnement montre que U2n+i — » 1 et la suite [u n ) 
est donc divergente. 

- Si l < Mo « 1, comme g[uo) =£ Mo, la suite {U2 n ) est croissante et la suite (M2n+i) décroissante. Elles convergent toutes 
les deux vers l ce qui montre en vertu du théorème 10.24 page 363 que u n — - — ► Z. 



C.5.2 Vitesse de convergence d’une suite 

On s’intéresse dans ce paragraphe à la vitesse de convergence d’une suite vers sa limite. Votre calculatrice sait faire 
des opérations simples comme l’addition, la multiplication et la division de nombres décimaux. Lorsque vous tapez 2 
suivi de la touche « racine », votre calculatrice utilise un algorithme qui calcule une valeur décimale approchée de \[2. en 
n’effectuant que des additions, multiplications et divisions. 


1222 


Certaines suites convergent vers \fa très lentement et demandent un grand nombre de termes pour obtenir une approxi- 
mation satisfaisante alors que d’autres convergent très rapidement et il suffit de calculer quelques termes pour obtenir une 
précision à neuf chiffres. 

Considérons une suite {u n ) qui converge vers une limite finie l. Nous noterons 

tn = \u n -l\ 

l’erreur commise en approximant la limite l par le u-ième terme de notre suite. La vitesse de convergence de la suite 
[u n ) vers sa limite est la vitesse de convergence de la suite d’erreurs (e n ) vers 0. Nous voulons connaître le nombre n de 
termes à calculer pour que cette précision soit inférieure à une valeur e — 10 _p donnée. Pour fixer les idées, supposons 
que notre suite soit une suite récurrente et qu’à chaque terme le calcul de /(x) prenne 10 -6 secondes à notre calculatrice. 
Nous noterons T le temps total de calcul pour aboutir à une précision de 10 -10 . 

- Si z n — 1 In, pour que e n =S 10 _p , il faut prendre n - 10 p . Il faut calculer 10 10 termes de notre suite ce qui nécessite un 
temps de calcul T = 10 4 secondes ou environ 3 heures . . . 

- Si z n - Il n 2 , n vaut 10 p/2 et T = 10 _1 : un dixième de seconde. 

- Si z n - 1/10", n - p et T = 10 -5 secondes. 

On utilise le vocabulaire suivant pour classifier les vitesses de convergences : 

- Si £fî+1 ► 1, (par exemple si z n = 1 /«“), on parle de convergence lente. 

z n n^+oo 

- Si — — <• k e]0, 1 [ (par exemple si z n = fc"), on parle de convergence géométrique. 

Z n n^+oo 

- Si £,i+l — — — > 0, (par exemple si e„ = Uni), on parle de convergence rapide. 

Exemple 3.52 Étudions un premier algorithme de calcul de la racine carrée d’un nombre a > 1 basé sur la suite récurrente 


J «d = l 

| VneN, 


u n + a 
U n + 1 



la fonction associée ■ 


x + a .C’est une homographie de dérivée /'(x) < 0 et on vérifie 

7+1 (JC+U 


{y/â- X){y/â+ X) 
X+l 


facilement en étudiant les variations de / que l’intervalle I = [1, a] est stable. On calcule /(x) - x- 
et on voit que la fonction / admet un unique point fixe l = y/a dans l’intervalle I. En utilisant le théorème 3.5 page 
1221, on vérifie que la suite (M 2 «) est croissante, que la suite [ii 2 n+i) est décroissante et qu’elles convergent toutes les 
deux vers \fa ce qui montre que u n — > \fà. Étudions la vitesse de convergence de cette suite. Définissons la suite 
z n - u n - \fa. On obtient une relation de récurrence simple : 


u n + a 


u n + a- \fà{u n + Vt 1 - \fa 

U n + 1 U n + 1 £ ' 


Puisque u„ - 


- \fa, on en déduit que 


s/d - 1 _ 
1 s/d+1 


La convergence de cette suite est donc géométrique. 


Il existe une classe importante de suites récurrentes définies à l’aide d’une fonction / contractante. La convergence d’une 
telle suite est assurée par le théorème suivant que vous étudierez dans un cadre plus général en deuxième année. 
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Théorème 3.6 Point fixe en dimension un 

Soit / : [a, b] • [a, b] une fonction contractante, c’est-à-dire une fonction fc-lipschitzienne de rapport k e [0, 1 [ : 
V(x,y) e I, \f{x)-fly)\^k\x-y\. 

Alors : 

1 . La fonction / possède un unique point fixe l e [a, b] . 

2. Pour tout Mo e I, la suite récurrente u n+ \ = f{u n ) converge vers ce point fixe. 

3. La convergence est géométrique : \u n - /| =£ C k n où C est une constante. 


Démonstration Remarquons que la fonction f est continue sur l’intervalle stable 1= [a, b] puisqu’elle est lipschitzienne. Définis- 
sons la fonction g par g(x) = f{x) - x. Puisque fia) s a, g (a) s 0 et puisque f(b) € h, g(b) g 0. D’après le théorème des valeurs 
intermédiaires, il existe l e [a, b] tel que gil) = 0, c’est-à-dire fil) = l. Montrons l’unicité d’un point fixe de f. Supposons que 
1,1' e [a, b] vérifient fil) = l et fil') = /'.En majorant la différence en valeur absolue, on obtient \l- l'\ = \fil)~ fil')\ < k\l- l'\ 
d’où (1 — k)\ l — Z'| ^ 0 et puisque 1 - k > 0, il vient que l = /'. En utilisant que l est un point fixe, majorons 

\u„ + i-l\ = \fiun)-f!l)\^k\u n -l\ 

Une récurrence simple montre qu 'alors, pour tout n E N, | u n - l\ < | Uq - l\ k n . 

Remarque 3.12 On vérifie en pratique qu’une fonction est contractante en calculant sa dérivée et en montrant que 
supl/'l « k < 1. Si / : IR — > IR est une fonction contractante, on peut montrer en utilisant les outils de math. sup. qu’elle 
admet un segment I = [-a, a] stable puis appliquer le théorème précédent. Puisque / est Mipschitzienne, grâce à la 
minoration de l’inégalité triangulaire, pour x g IR, 

\fix)\-\fiO)\^\fix)-fm^k\x\ 

et donc \fix)\ « |/(0)| + k\x\. Le graphe de la fonction / est situé dans la région délimitée par les courbes d’équation 
y - 1/(0) | + fc|x| et y - -|/(0)| - k\x\. La première bissectrice coupe ces courbes en a et -a où a - |/(0)|/(1 - fc). On 
vérifie facilement que le segment [-a, a] est stable par / et d’après le théorème précédent, la fonction / admet un unique 
point fixe l g IR situé dans le segment [-a, a], 

y=\fm\ + k\x\ 



Exemple 3.53 Étudions une autre suite récurrente qui permet également de calculer une valeur décimale approchée de 

sffr. 

{ uq- a 

VneN, u n+ i--\u n + — ] 

2 l U n ) 

Remarquons que le calcul de u n ne fait intervenir ici aussi que des additions et des divisions. Introduisons la fonction 
[ ]0,+oo[ ^ IR x 2_ a 2 a _ x 2 

/ : | 1 | + a j . On calcule f'(x) - ^ 2 — et f{x)-x = — — . On en déduit que / possède un unique 

point fixe l - \fa ainsi que la position de la courbe représentative de / par rapport à la première bissectrice. 

- Si 0 < Mo ^ \fà, alors Mi & \fa et on se ramène au cas suivant. 

- Si Mo 3* sfa, comme l’intervalle \sfa, +oo[ est stable par f, et que / est croissante sur cet intervalle avec fix ) « x, on 
vérifie que la suite iu n ) est décroissante, minorée par sfa. Elle converge donc vers sTa- 
Considérons désormais l’erreur commise en approximant \fà par u n : z n — u n - fa. On obtient facilement une relation 
de récurrence liant e„+i à z n . 


E«+l — M/î+i — fa - 


m| - 2fâu n + a iu n — fa) 2 
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Puisque Vrc ^ 1, u n > U\, on en déduit que 

0 « e„+i « Ce 2 

où C = 1/(2 mi). Lorsque la suite d’erreurs vérifie une telle relation, on dit que la convergence est quadratique. Pour 
comprendre la signification pratique d’une telle convergence, regardons le cas d’une suite d’erreurs (e n ) vérifiant e n+ \ « 
e|. Si u n est une valeur approchée de sa limite à 10 -p près, (e n ^ 10 _p ), alors comme e n+ \ « e 2 , le terme suivant 
u n+ i sera une valeur approchée à 10 -2p près. Le nombre de décimales communes entre u n et sa limite double à chaque 
itération. On peut calculer la liste [eq, ...,£«] avec Maple (nous avons pris a = 2) : 


liste_erreurs := proc(n) 
local u, 1, rac2; 
rac2 := evalf (sqrt (2) ) ; 
u : = 1 . ; 

1 : = NULL; 

for i from 1 to n do 
1 :» t* u - rac2; 
u := (u + 2/a) / 2; 

od; 

[il; 

end; 

Digits := 3Q; liste_erreurs (10) ; 


On obtient la liste d’erreurs 

[-0.41421,0.08578,0.00245,2.45 x 10“ 6 , 1.59 x 10“ 12 ,8.99 x 10“ 25 ,0,0,0,0] 

On voit que u$ est déjà une approximation de \[2 avec 24 décimales exactes. À partir de u%, l’erreur est inférieure à la 
précision de 30 décimales définie par la variable Digits. 


La suite précédente est un cas particulier de la méthode de Newton qui permet de trouver une valeur approchée du zéro 
d’une fonction. Supposons que x n soit une première valeur approchée de l’unique zéro c de la fonction g sur l’intervalle I. 
L’idée consiste à approximer le graphe de g par sa tangente au point x n . L’intersection de cette tangente avec l’axe (Ox) 
va fournir une meilleure valeur approchée de c : 



Si l’on suppose la fonction g dérivable sur I et que g' ne s’annule pas sur I, l’équation de la tangente au point (x n ,g(x„)) 
s’écrit Y = g(x n ) + g'(x n ) (X-x n ). On cherche x n+ \ = X pour que Y = 0 et on trouve 


X n +1 = x n 


Si l’on prend la fonction g définie par g(x) = x 2 - a qui s’annule en ±\fa. on retrouve notre suite récurrente x n+ \ - 
(x n + alx n )l2. 

Multimédia : Une applet maple pour voir l'effet d'une convergence quadratique, géométrique 
sur le nombre de décimales exactes 


C.6 Fractions rationnelles, primitives 

Dans ce paragraphe, nous allons voir des techniques pour calculer une primitive d’une fonction sur un intervalle. Il est 
indispensable de comprendre que l’on ne sait calculer une primitive que d’un nombre très restreint de types de fonctions. 
Il est donc primordial de reconnaître des classes de fonctions que l’on saura primitiver et de connaître les algorithmes 
correspondants. 
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La première classe intéressante de fonctions que l’on sait primitiver est formée des fractions rationnelles. L’algorithme est 
basé sur leur décomposition en éléments simples. Nous commençons donc par étudier la pratique de cette décomposition. 
On obtient la décomposition d’une fraction rationnelle dans K (X) avec Maple en utilisant la commande convert : 


> F : = (X A 5 + 1) / (X A 3 - X) %j|| 

5 

X + 1 
F 

3 2 

(X - X) 

> convert (F, pa r "cac, X) ; 

1 1 a 

&/2 ~ Mi + 5/4 

2 X - 1 X + 1 

(X - 1) 


On calcule une primitive avec Maple en utilisant la commande int : 



C.6.1 Décomposition pratique dans C 

p 

Une fraction rationnelle est un quotient de deux polynômes : F = — où Q est un polynôme unitaire. Dans C [X], tout 
polynôme est scindé. Le polynôme Q peut donc s’écrire Q = (X - a \) a ' ... (X - a n ) a " . La forme de la décomposition en 
éléments simples dans C s’écrit alors : 


1 Àll 

1 À12 1 

Ai ai 

v X-ai 

(X-aU 2 + 

+ (X-ai)«i. 

1 A nl 

l Xn2 l 


yX-a n 

(X-a„) 2 + 



où la partie entière E e C [X] est un polynôme et où les coefficients À,ÿ e C sont complexes. 


Calcul de la partie entière 

1 . Lorsque deg(P) < deg(Q), E = 0. Lorsque d - deg(P) - deg(Q) ^ 0, E est un polynôme de degré d. 

2. Lorsque d - 0, E est un polynôme constant qui s’obtient directement : E = a p où a p est le coefficient de plus haut 
degré de P. 

3. Lorsque d > 1, E est le quotient de la division euclidienne de P par Q. 

I Exemple 3.54 F « X +1 = (X + 3) + ?X ~ 5 . 

| y X I 2 - 3X + 2 X 2 - 3X + 2 

On se ramène alors à décomposer ^ où R est le reste de la division de P par Q (avec une partie entière nulle). 

Calcul du coefficient associé à une pôle simple 

Lorsque a,- = 1, on dit que le pôle a,- est simple. 

Exemple 3.55 

7X-5 À p 

(X-1HX-2) “ X-l + X-2 
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et on cherche les coefficients À et p. Il suffit de multiplier la décomposition par (X - a,) et de prendre x - a,- dan la 
fraction restante : 


En prenant x — 1, on trouve que -2 = À. De même, en multipliant par (X- 2) : 


7X-5 X — 2 

X-l - À xTI 


+ H 


et en prenant x — 2, on trouve que 9 = p. On écrit alors la décomposition complète : 


X 3 + l 

(X- 1) (X — 2) 


9 

X — 2 


Calcul des coefficients associés à un pôle multiple 

Il existe une méthode qui permet de calculer tous les coefficients À y (division selon les puissances croissantes d’un 
polynôme), mais elle est hors programme et en pratique l’ordre des pôles est généralement inférieur à 2. Nous préférons 
vous montrer une technique plus utile. 


Exemple 3.56 Décomposons la fraction 

X 3 a . b ^ c ^ d 

~ (X- l) 2 (X — 2) 2 “ X-l + (X-l) 2 + 03-2) + (X — 2) 2 ’ 

1 . Multiplions par X les deux membres : 


X 4 X X X X 

(X- l) 2 (X — 2) 2 _fl X-l (X-l) 2 +C (X-2) (X-2) 2 ' 

En faisant x — +oo, on obtient toujours une relation intéressante. Ici, 1 = a + c. Il suffit donc de trouver l’un des 
deux coefficients a et c et on connaît automatiquement l’autre. 

2. Les coefficients b et d sont simples à déterminer. Il suffit de multiplier les deux membres par (X- 1) 2 : 


X 3 (X-l) 2 

= a(X- 1) + b+ c 

(X — 2) 2 (X — 2) 


(X — 2) 2 ’ 


En prenant ensuite x - 1, on tire b - 1. De la même façon, en multipliant par (X-2) 2 puis en prenant x = 2, on tire 

d = 8. 

3. Il suffit enfin de prendre une valeur particulière pour x afin d’obtenir une nouvelle relation liant a et c. Ici, pour 
x — 0, on a 

0 = -a + b-cl2 + d/4 - -a- c/2 + 3. 


On a les deux relations 

I a + c =1 
\2a + c - 6 

et l’on tire a — 5, c — -4. 

4. La décomposition s’écrit donc : 

X 4 _ 5 1 4 8 

(X- l) 2 (X-2)2 “ X-l + (X— l) 2 “ (X-2) + (X-2) 2 ’ 


C.6.2 Décomposition pratique dans IR 

p 

Considérons une fraction rationnelle F = — e IR (X). La décomposition en facteurs irréductibles dans IR [X] du dénominateur 
s’écrit : 

Q = (X-ai) ai ...(X-a„) a "(X 2 + b 1 X+ci) Pl ...(X 2 + bpX+Cp) p P 
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Alors la fraction F s’écrit de façon unique : 


( ^-12 
\X-ai (X- fll ) 2 

( Kl ^ K2 

\X-a, 
H 12 X +612 


(X-ai)“ij 

Ka n 


I jiiiX+Ôn 

- \X 2 + b\X + ci ' (X 2 + b{X+ ci) 2 
( |i p iX+8 pl |ip 2 X+8p2 


(X- a n ) 2 Qt-a n ) a n) 

HiPiX+Sip, 1 
' f (X 2 + f7 1 X+Cl)PlJ + '' 
Mp|3 P x +Ôpp p V 


\X 2 + bpX+c p (X 2 + b p X+ c p ) 2 


où la partie entière EeR[X] est un polynôme nul ou de degré cl = degP - degQ, et tous les À,y, p/y, Ô,-y sont des réels. 
Le premier groupe est formé d’éléments simples de première espèce et le second groupe d’éléments simples de seconde 
espèce. 

Nous allons voir sur des exemples simples comment calculer les coefficients de cette décomposition. 


Exemple 3.57 1 


Commençons par factoriser dans R [X] le dénominateur : X 3 + 1 = (X+ 1) (X 2 - X+ 1). La décomposition dans IR (X) 
s’écrit donc 


1 _ a bX+c 

(X+1)(X 2 -X+1) “ X+l + X 2 -X+1 

2. On calcule facilement le coefficient du pôle simple en multipliant par (X- 1) et en prenant x-l : a -1/3. 

3. En multipliant par X et en faisant tendre x vers + 00 , on trouve une relation entre coefficients : 0 = a+ b d’où 
b = -1/3. 


4. 

5. 


Il ne reste que le coefficient c à déterminer. En prenant x = 0, on a la relation l = a+ cd’oùc = 2/3. 
La décomposition s’écrit donc : 


1 1/1 X— 2 1 

X 3 + l - 3[x+l _ X 2 -X+lJ 


Exemple 3.58 

F =x*+ï 

Le polynôme Q = X 4 + 1 est bicarré. On obtient sa décomposition en suivant la technique du paragraphe B.4.4 : 
X 4 + 1 = (X 2 + 1) 2 - 2X 2 = (X 2 - V2X+ 1)(X 2 + V2.X+ 1). 


La décomposition en éléments simples dans IR (X) s’écrit : 

1 aX+b cX+d 

X 4 + 1 “ X 2 - V2X+ 1 + X 2 + n/X+ 1 


Le plus rapide lorsqu’il n’y a pas de pôles simples consiste à réduire au même dénominateur : 

1 _ [a + c]X 3 + [y/2la- c) + lb+ d)]X 2 + Ka + c) + \/2lb- d)]X+ lb+ d) 

X 4 + l ~ X 4 + l ' 

On obtient ainsi un système d’équations linéaires : 


a+c 

\/2(a-c) + (b + d) 
b-d 


b+d 


= 0 

“ ° d’où b = d = 1/2, a = -II 2 V 2 = -c. 
= 0 


La décomposition s’écrit donc : 


1 / X 2 + y/2 

X 2 — \[2 \ 

2^2 (x 2 + \/2X+1 

X 2 — s/2X + 1 ] 


1228 



C.6.3 Primitives de fractions rationnelles 


Rappelons qu’on dit qu’une fonction F est une primitive d’une fonction / sur un intervalle I lorsque F est dérivable et que 
F' = /. Toute fonction / continue possède une primitive (théorème fondamental de l’analyse) et toutes les primitives de 
/ diffèrent d’une constante. Dans les calculs qui suivent, on ne notera pas les constantes de primitivation. On ne définira 
pas non plus les intervalles sur lesquels on cherche les primitives (ils sont définis à partir des pôles de la fraction). Ne pas 
confondre primitive f /(x) dx (une fonction) avec une intégrale définie f a f{x) dx (un réel). Les méthodes que nous allons 
voir s’appliquent également au calcul d’intégrales : il suffit de ne pas oublier de modifier les bornes lors d’un changement 
de variables. 

/ P (x) 

^ - dx. On commence par décomposer la fraction en 

éléments simples dans IR (X) et on doit alors primitiver des éléments simples de première espèce et de deuxième espèce. 


Primitives des éléments simples de première espèce 


On connaît une primitive sur I| =] -oo, a[ ou I 2 =]a, +oo[ de : 


O 3.12 


F(x) = 


/ 


dx 

{x-a) k 


1 1 

k- 1 (x-a) fc_1 
ln|x- a\ 


si 1 
si k - 1 


Remarque 3.13 Ces primitives se rencontrent très souvent en pratique. Il suffit de retenir que pour a e IR, a ^ -1 (le 
dénominateur ne doit pas s’annuler) : 


/ (x - à) a dx = — — (x - a 

(X+ 1 


et d’écrire 


/ 


dx 

(x- a) k 




-1 1 

k- 1 lx-a) k ~ l 


Primitive des éléments simples de seconde espèce 

Il est bon de connaître par coeur deux primitives fondamentales que l’on rencontre souvent dans les calculs : 

= — arctanf-l 


0 3.14 


I f dx 

J x z + a 2 

f —J——ÿ 

J x 2 - a 2 2 a I x + a I 


Pour primitiver un élément simple de seconde espèce 

/ ax + 

— 7 

(x 2 + px 


( x 2 + px+q) k 


on procède dans l’ordre suivant : 

1 . Éliminer x du numérateur : 

2x+ p 


FW= f (h 

On sait primitiver : 


f 2bla- p 
(x 2 + px+ a) k 


) = ?[jp. dx+c [— r . 

I 2 J u k (x) J (x 2 + px + q) k 


J u k [x) 


{k-V)u k ~ l (x) " . 

ln|w(x)| pour k-l 


On se ramène donc à trouver une primitive G(x) = J 


lx 2 + px+q) k ' 


2. Mettre le trinôme sous forme canonique : on écrit 

x 2 + px+^= [x + p/2) 2 + (q - p 2 /4) = lx-a) 2 + a 2 

où a = \/ 4q - p 2 /2 (A - p 2 - 4q < 0 puisque le trinôme est irréductible). On effectue ensuite le changement de 
variables y = x + p/2 et on se ramène à primitiver 


G *00 = f 


d y 

(y 2 + a 2 ) k 
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Lorsque k = 1, Gi (y) = — arctan — et pour k > 2, 


3. Intégrer par parties Gjt_i(y) : 


G ‘- lW = /(rW)‘- > 

= FFFFi +m ~ 11 1 G *-' W- » 2g *W] ■ 

On exprime alors Gfc(y) en fonction de Gfc-i(y) et en itérant, en fonction de Gi(y) que l’on sait calculer. 
f dx 

Exemple 3.59 Calculons F(x) = I — — On a décomposé la fraction en éléments simples dans l’exemple 3.57 

page 1228 : F(x) = f - f — - — - — dx = ln|x+ 1| - G(x). On écrit alors 
J x+1 J x 2 -x+l 

G(x) = ^ J + dx = \ ln(x2 - A + D - ~H(x) 

avec H(x) = J Avec I e changement de variables y = (x- 1/2), on calcule K(y) = J 


' (x- 1/2) 2 

2 2y 2 (2x + 1 ) 

— arctan — et donc H(x) = — arctan — — et finalement, 
v3 y3 v3 V y3 7 


y 2 + f 


1 1 , 1 (2x+l) 

F(x) = - ln|x + 1 1 ln(x - x + 1) + — arctan — — . 

3 6 s/3 \ s/3 ) 


Exemple 3.60 Calculons F(x) = f — _ X+ 1 — - dx. 

J (x 2 + x+l) 2 

1 f 2x+ 1 1 f dx 

x - 2 J (x 2 + x+l) 2 + 2 J [(x+ 1/2)2 + 3/4] 2 / 

G(xr) 

Avec le changement de variables y = x+ 1/2 et en posant a = s/312, on est amené à calculer H2 (y) = 
intégrant par parties 

H , (y)= [^=y +2 [>pt!âz£, r + 2H lW -2jmy) 

J y l + a l y l + a l J (y 2 + a 2 ) 2 y 2 + a 2 

1 [ y 1 /-y-vl 2x+l 4 2x+l „ , 

on trouve que H 2 (y) = — 0 -5 7 + - arctan - d ou G(x) = — ^ + — — arctan — — et hnalement 

2 a 2 [y 2 + a 2 a V a ) 3(x 2 + x+l 3^ s/3 


d y 

(y 2 + a 2 ) 2 ' 


3(x 2 +x + 1) 3s/3 l s/3 . 


C.6.4 Primitives / F (cos x, sin x ) dx, règles de Bioche 


On sait en théorie primitiver des fonctions définies par /(x) = 


deux variables (sommes-produits de X et Y). Par exemple : 


-J 

-h 


sin° x + cos x 


X + Y 2 ' 

X/Y _ XY 2 
' 1 + X 3 / Y 3 “ X 3 + Y 3 ’ 


P (sin x, cos x) 
Q(sinx, cosx) 


où P(X,Y) et Q(X,Y) sont des polynômes en 
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On définit V élément différentiel ü>(x) = F(sinx,cosx) dx et on regarde s’il est invariant par l’un des trois changements de 
_ , , , f sinxcosx 

variables x 1 — • -x, X 1 — • rr-x, X 1 — • jt + x. Par exemple, pour calculer / — ^ — dx, 

J sim x + cos 3 x 


ivariant par aucun des changements de variables. 


I Remarque 3.14 Ces règles sont faciles à mémoriser : parmi les trois fonctioi 
par x ► -x, sin est la seule invariante par x >— • jt - x et tan est la seule invarian 


_ r dt _ i 
-J t 2 — 2 ~ 2V 


1 . t-y/2 

— F ln F 

2ffï t+y/2 


u)(— x) = tn(x), on peut donc effectuer le changement de variables 


d’où F(x) = -ln|cosx|. 

2. wCji - x) = w(x), on peut effectuer le changement de variables t 


0= f -^(cosxdx)= f 

J cos 2 x J 1 — su 

r t , ir 2t, 

»=Jïzw dt =-2j^ dt = 
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3 . CD (tt + x) = co (x) , on peut effectuer le changement de variables t = tan x, d t - ( 1 + tan 2 x) dx = — . En utilisant 

! cos 2 x 

la relation 1 + tan 2 x =— : 

cos^x 


H 


F(jc) = j tanxcos' 


f tai 
X ~ J T + tÊ 


tan 2 x cos 2 j 

G(f) = J ^dr^lntf + l) 


I Exemple 3.63 

F(x) = f dX 
J 2 + cosx 

co(x) n’est invariant par aucune des trois transformations. On utilise le changement de variables général t - tan | : 

f sin(x) = 


0 3.15 


cos(x) = 


1+/ 2 


f 1 2dr f 2dt 2 t t 

G(f) = I — -- 2 = I ~2 — ^ - ^arctan — 

J 2 + ^4 1 + t J t 2 + 3 s/3 \sFz 


s/3) 


Remarque 3.15 En toute rigueur, les changements de variables de cette section ne sont valables que sur certains inter- 
valles. Par exemple dans le dernier calcul, la fonction x est continue sur IR et admet donc une primitive sur 

2 + cos(x) 

IR. Mais le changement de variables t - tan(x/2) n’est défini que sur les intervalles Jfc =] (2fc- l)n, (2k+ 1)jt[. La primitive 

que nous avons obtenue n’est pas définie pour x = (2k + 1)jt. On s’aperçoit tout de même que F(x) ► ±tt/\/3 

x->(2k+l)n 

et on peut donc « recoller »les différentes primitives en ajustant les constantes d’intégration pour obtenir une fonction 
continue sur IR. Il suffit ensuite de vérifier que la fonction obtenue est dérivable en chacun des points {2k + 1)ji et que sa 
dérivée coïncide avec la valeur de / en ces points. . . 

On rencontre souvent dans les calculs les primitives de Wallis : 

Wfc(x) = J sin fc xdx 

1 . Lorsque k est impair, W 2 P+ i (x) = J (1 - cos 2 x) p xsinx dx. Par le changement de variables y = cosx, on se ramène 
à primitiver un polynôme - J (1 - y 2 ) p dy. 

2. Lorsque k est pair et petit, on peut linéariser sin 2p x. Par exemple, 

.... , fl- cos(2x) x sin(2x) 

3. Lorsque k est pair et supérieur à 4, utiliser une intégration par parties pour trouver une relation de récurrence : 

W 2p + 2 (x) = j sin 2p+1 xsinxdx 

= -sin 2p+1 xcosx+ (2p+ 1) J sin 2p x(l - sin 2 x) dx 
= - sin 2p+ 1 x cos x + (2p + 1) [W 2p (x) - W 2p+2 (x) ] . 
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On exprime W 2 P+ 2 (x) en fonction de W 2 P (x) et on itère cette relation pour exprimer W 2 P (x) en fonction de Wo (x) = 
Voir l’exercice 13.95 page 584. 

C.6.5 Primitives J F (sh x, ch x) dx 

e x — e~ x e x + e~ x 

Puisque sh(x) = et ch(x) = , on peut utiliser le changement de variables y - e x qui conduit à une 

primitive de fraction rationnelle en y. On peut également utiliser les règles de Bioche. On remplace dans oj(x), sh(x) par 
sin(x) et ch(x) par cos(x). Si les règles de Bioche indiquent le changement de variables y = cos(x) (resp. sin(x), tanx), 
on utilise le changement de variables y = ch(x) (resp. sh(x), th(x)). 

/ sh 3 x sin 3 x 

5 — dx. On notant cu(x) = 5 — , oj(-x) = co(x), co(ji - x) = u»(x) 

ch x (2 + sh x) cos x (2 + sin z x) 

et ü)(ji + x) = co(x). On peut utiliser plusieurs changements de variables : 

1 . , = donne 

r f--i 

2. t = ch x donne G(t) = I 5 - d t. 

J ta+t 2 ) 

r t 3 

3. f = thx donne G(f) = I - — ^ d t. 

r (f 2 -i ) 3 

4. t - e x donne G(t) = I — 7 . ^ df. 

J f(t 2 + l)(f 4 + 6r 2 + l) 

Les fractions rationnelles à primitiver ne sont pas toutes agréables ! Le mieux ici est d’utiliser le changement de variables 
t = th x pour calculer 

t 2 , 

G(f) = - — - ln|r -2| 

puis 

F(x) = _ th ^ _ ln(2 - th 2 x) + C 


C.6.6 Primitives avec des racines 

Deux types de primitives avec radicaux sont à connaître : 


*rimitives f F [ x, \ ax+ ^ 
J \ V cx + d 


Ce sont des primitives de fractions rationnelles en x et en une racine u-ième d’une homographie. Dans la notation précé- 
dente, F(X, Y) est une fraction rationnelle. Par exemple : 

x + l + x dxoùF(X,¥j = j |^ 

; 2 + xV x + 1 +XY 


h __ 

7?TT\^ <î ’ :oi,F(X ' V) = ïèT Y - 


„/ ax+ b dy n — b ad — bc 

Pour calculer ces primitives, on effectue le changement de variables y- \ , x = , dx = ny dy 

V cx + d cy n -a ( cy n -a ) 2 

et on se ramène au calcul d’une primitive de fraction rationnelle. 


Exemple 3.65 Calculer F(x) = 


y- 1 

y 2 + 1 


4 y 

' (y 2 + 1) 2 


et on se ramène à calculer la primitive 


/] 4 / (y 2 - 1) (y 2 + 1) dy ' 
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La décomposition de la fraction rationnelle s’écrit 
X 2 


et on trouve que G (y) = ln 


I y— 1 1 

y+i| 


1/4 1/4 1/2 

(X 2 - 1)(X 2 + 1) “ X- 1 ~ X+ 1 + X 2 + 1 
+ 2arctany. Après simplifications : 


F(x) = ln 


/1 + jc-vT^Jc 


l + x+VT^x\ 

On peut utiliser ensuite les quantités conjuguées pour écrire 


+ 2arctan 


Exemple 3.66 Calculer une primitive F(x) 




dx 


= sur l’intervalle I =]0, +oo[. 


s/x + \/x 

On reconnaît une primitive de notre type avec ici sfx qui est une racine sixième d’une homographie et F(X, Y) = - 
Avec le changement de variables y = {/x, x = y 6 , dx = 6y 5 dy, on se ramène à calculer 


et en effectuant la division euclidienne de X 3 par (X+ 1) 

y 3 


on calcule 
d’où finalement 


- y 2 - y + 1 

l+y l+y 


G(y) = 2y 3 - 3y 2 + 6y - 61n|y + 1| 
F(x)=2 v / x-3^x + 6^-61n(l+^c). 


mitives J F(x, V ax 2 + bx+c ) dx 


Ce sont des primitives de fractions rationnelles en x et en une racine carrée d’un trinôme. Par exemple, on sait calculer : 

f x+Vx 2 + x+l J X + Y 

- I , dx avec F(X,Y) = —= — -, 

J x 2 + Vx 2 + x+l X 2 +Y’ 

r x 4 + 1 x 4 + 1 

- / ô rrr dx avec F(X, Y) = - 

J x(x 2 + L q,? 


. t-l) 3/2 X(X 2 + 1)Y' 

Il est bon de connaître par coeur les primitives fondamentales (a > 0) : 


I f dx 
J ^ 2 2 = arcs 

îÆ =argsh 0 (I = 

J ^ 2 =argch (a) ( I= l a > + °°D 


(I =]-a,aD 
K) 


Si le trinôme possède deux racines réelles a < P et on veut calculer par exemple une primitive sur I =]a,|3[, F(x) = 
J F(x, \J (x-a) (P - x)) dx le plus rapide consiste à se ramener à une racine d’une homographie en factorisant (x - a) : 

Exemple 3.67 Calculons F(x) = J \J x(l - x) dx sur I =]0, 1[. En écrivant F(x) = J xy ?? ^ dx, on se ramène à une 
primitive du paragraphe précédent. Le changement de variables y = \/(l-x)/x, x = l/(y 2 + 1) mène au calcul de 


G(y) = 


= -2 [ — — — dy = — y - I 

J (y 2 + l) 3 y 2(y 2 + l) 2 4(y 2 + 1) 4 
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On trouve finalement 


Dans l’algorithme général de calcul de ces primitives, on commence par réduire le trinôme sous forme canonique. Par un 
premier changement de variables affine y = (x - a) / b, on se ramène à calculer une primitive de la forme : 

1. J F(y,\/i-y 2 ) dy : on effectue alors le changement de variables y = sin0 (ou y = cos(0)). Avec la formule de 

trigonométrie sin 2 0 + cos 2 0 = 1, V 1 - sin 2 0 = |cos0| et on se ramène à une primitive de type J F(cos0,sin0) d0 
que l’on sait calculer. 

2. J F(y, \Jl + y 2 ) dy : on effectue le changement de variables y = sh0. Avec la formule de trigonométrie ch 2 0 - 

sh 2 0 = 1 , on élimine la racine : \/ 1 + sh 2 0 = ch 0 et on se ramène à une primitive du type J F (sh 0, ch 0) d0 que F on 
sait calculer. 

3. J F(y t] /y 2 -l) dy : on effectue le changement de variables y = ch 0 car \J ch 2 0-1 = | sh 0| et on se ramène à une 
primitive de type J F(sh0,ch0) d0. 

I Exemple 3.68 Calculer F(x) = f V x 2 + x+l dx. On réduit le trinôme à l’intérieur de la racine : 


V x 2 +x+ 1 = s/ (x+ 1/2) 2 + 3/4 = — A / [ 1 +1 

2 \l[ s/3 \ 

et par le premier changement de variables y = (2x + l)l\j3, on se ramène au calcul de G(y) - y 2 + 1 dy. Ensuite, 
avec la changement de variables y = sh0, dy = ch0 d0, on se ramène à 

H(0) = ^J ch 2 0d0. 


H(0) = — sh(20) + -0 


G(y) = g \ y V 1 + y2 + argsh(y) 

(2x+1)Vx 2 + x+1 


ln(2x + 1 + 2\/ x 2 + x + 1). 


Remarque 3.16 Les primitives / V x 2 + a 2 dx, / V x 2 - a 2 dx, / \/ a 2 - x 2 dx se calculent plus rapidement en intégrant 
par parties. Par exemple : 

f r~n r x 2 + 1 — 1 

F(x) = | v x 2 + 1 dx = xv x 2 + 1 - I — - dx 


Vx 2 + 1 


d’où l’on tire 


K 


Lorsque la primitive à calculer s’écrit sous la forme / /(x a ) — , on peut utiliser le changement de variables y = x“. En 
effet, 
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f dy 

et on se ramène à calculer la primitive J /(y) — qui est plus simple. 


-) = f — — — — 

J (x 2 + l) 2 x 


ir y 2 dy^ir y 
2 J (y+1) 2 y 2 J (y + 1) 2 


I Exemple 3.70 Calculons F(x) = 


= dx. Cette primitive ne fait pas partie des classes connues, mais avec le 


1 f 1 

G (y) = - / — -j== dy 
4 J yy/ÿ + 1 

C’est une fraction rationnelle en y et en une racine nième d’une homographie. Avec le changement de variables u = 
y'y + 1, y - u 2 - h on se ramène à calculer 


( -I f du _ 1 ln | M ~ 1 | 

1 ~2 J ( u 2 - 1) “ 4 n | u+l| 


I Exemple 3.71 Calculer pour a > 0, F(x) 




e changement de variables y = x 2 mène au calcul de 


1 f dy 1 

y 2 J 2 31 


C.6.8 Intégration par parties 

On sait calculer des primitives de type / e x P(x) dx. Il suffit d’intégrer plusieurs fois par parties en dérivant le polynôme. 
Exemple 3. 72 Calculer J (x 2 - x + 3) e 2x dx. Une première intégration par parties donne : 

F(x) = ^-(x 2 -x + 3 )- J (x- l/2)e 2x dx 


I et une deuxième permet de calcule 
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Finalement, F(x) = 


(x 2 - 2x + 4) e 2x 
4 ' 


Exemple 3.73 Calculer F(x) = J e x sin(x) dx. La première méthode consiste à intégrer deux fois par parties pour 
retrouver F(x) : 

F(x) = e x sinx-J e*cosxdx= e x (sin x - cos x) - F(x) 

d’où F(x) = ^e*(sinx-cosx). 

La deuxième méthode consiste à utiliser qu’un sinus ou un cosinus s’exprime à l’aide des exponentielles imaginaires. 
On primitive une fonction à valeurs complexes et on prend ensuite la partie réelle : 


F(x) = Im U e x e lx dxj = Im 
(e x (l+ i)(cosx+ isinx)! _ 


* e a+i)x\ 

, 1 + i J 
e x 

— (smx-cosx) 


Le seul espoir pour calculer des primitives faisant intervenir ln, arctan, arcsin,. . .consiste à intégrer par parties. En effet, 
les dérivées de ces fonctions sont des fractions rationnelles ou des racines de trinômes. On espère ainsi se ramener à l’une 
des classes de fonctions que l’on sait primitiver. 

Exemple 3.74 Calculer F (x) = J arctan (x) dx. En primitivant par parties, 

F(x) = x arctan x- f — ^ — dx = xarctanx- -lnlx 2 + 1) 

J x 2 + l 2 


Exemple 3.75 F(x) = J ln( * + lj dx. Si F on intègre par parties en dérivant ln, 

F(x) = ln(x) ln(x + 1) - f dx 

J x+1 

et la nouvelle primitive fait encore intervenir un logarithme. On ne sait pas primitiver cette fonction à l’aide des fonctions 
usuelles. 


C.6.9 Exercices 


ü/ACidtC J.1I J VV ! ■ 

Calculer une primitive F(x) = J sur ^' nterva ^ e I =] - 1> 1|. 


Solution : En posant y - \J x — ^ + + | l , dx = - ^2^2 et on se ramène au calcul de 




y 2 + i ~J (y 2 - 

et en utilisant la technique du paragraphe C.6.3, on trouve que 


F(x) = -(1 - x)i/ — 


Exercice 3.12 W 
Calculer F(x) = j' -E - — 
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Solution : Décomposons la fraction rationnelle en éléments simples : 

1 _ 1 1+X 1+X 

X(X 2 +X+1) _ X~X 2 +X+1 “ (X 2 +X+l) 2 

On primitive chacun des éléments simples. Pour calculer la dernière primitive, procéder dans l’ordre : 


dx 


1 


-J 7 


dx 


' (x 2 + x+l) 2 


2 J (x 2 + x+l) 2 ' 

2. Par réduction du trinôme et un changement de variables, se ramener à f 

d y 


2 J (x 2 + x+l) 2 2 J (x 2 + x+l) 2 2(x 2 + x + 1) 

d y 


(y 2 + 1) 2 


3. On calcule cette dernière primitive en intégrant par partie f 
On trouve finalement, 


(y 2 + 1) ’ 
( 2 x+n 


r dx -x+l 5 (2x+l\ 

/ ô r = ^ — arctan — — + ln 

J x(x 2 + x+l) 2 3(x 2 +x + 1) 3 ^ { s/3 I 


Exercice 3.13 W 
Calculer F (x) = J arctan ^ J dx. 


Solution: En intégrant par parties, 


= xarctan — + / — ^ — — dx 

x—2 J 2x 2 - 6x + 5 


On calcule ensuite la primitive de la fraction rationnelle : 

1 f 4x-6 J 3 f dx 

GW = d g -6, + 5 dl+ 2 J 2x 2 -6j:+5 


*’lh 


Exercice 3.14 I IW I 

Calculer F(x) = 


f dx 

C) -J xHx 2 + !)’ 


Solution : On écrit FM = f —, — ^ — et avec le changement de variables y = x 2 , — = 2— , 

J x 2 (x 2 + l) x y x 




On décompose la fraction rationnelle : 


1 


a b 


y 2 (y + 1) y y 2 y+i 

En multipliant par y 2 (resp. y + 1) et en prenant y = 0 (resp. y - -1), on tire b - 1, c - 1. En multipliant par y et en 
faisant tendre y vers +oo, on obtient la relation O-a+c. 

G(y) = -iln|y|-ii + iln|y+l| 

F(x) = -ln|x| ^ +ln(x 2 + 1) 
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Exercice 3.15 I W I 
Calculer 1 = 




Solution : On décompose la fraction rationnelle avec 1 ’ astuce suivante pour profiter de la parité : 

X 3 +X dX+b cX+d 
FW “ (X 2 + 2) 2 ~ X 2 + 2 + (X 2 + 2) 2 

Comme F(-X) = -F(X), b-d-O. En multipliant par x et en faisant tendre x vers +oo, on tire a-l.En divisant par X 
et en prenant x-0, on tire b - -1. On a donc 


et en intégrant par parties 


[x 2 + 2) 2 x 2 + l {x 2 + 2) 2 

T 1 f 1 2x , 1 f 1 2x — 2 1 r 1 U f 1 dx 

I= 2jo vT7 dx ~U JvT^ dx= 2 ,nl3,2,+ klv^lo + i TVVTfi 

r 1 dx 

J — = , on tire 

Jo x 2 + 2 

f 7 m —7= arctan(l/\/2) + 

Jo (x 2 + 2) 2 4y/2 12 


T 1, 3 1 1 

I = - ln - + — — arctan — — 
2 2 4^2 y/2 


Exercice 3.16 IW i 
T x 3 ln x 

Calculer F(x) = 




Solution : Commençons par écrire 




et avec une intégration par parties, 


On décompose la fraction 


1 f lnu 

G Cm) = - / 3- du 

9 J (u + 1) 3 

, 1( ln|u| 1 f du \ 

M 9 1 2(u + l) 2 + 2 J u(u+ l) 2 J 


1 1 1 


1 


u(u+ 1) 2 U u+1 (u + 1) 2 

G(u) =ln 1—^—1 + W— 
lu+ll u+1 


1 ln|x| 1 1 ln|x 3 + l| 

F(x) = + - ln|x| + 3 ! 

12 (1 + x 3 ) 2 6 18(x 3 + 1) 18 


Exercice 3.17 IW 1 
f dx 

Calculer F (x) = / — 3 — . 

J sin 3 xcos b x 


Solution : Avec Bioche, on a o)(-x) = oj(x) et on effectue donc le changement de variables t - cos x 


f dt _ f 1 df 
GU) " J a-t 2 ) 2 t 5 ~ - J (i-t 2 ) 2 t 4 T 
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Avec le changement de variables y=t 2 , d yly - 2 dtl t, on se ramène à calculer 


H (y) = - 


U 


d y 

(1 -y) 2 y 3 


Il faut alors décomposer cette fraction rationnelle : 

1 3 2 1 3 1 

(y-l) 2 y 3 y y 2 y 3 y-1 (y-1) 2 


On a calculé directement le coefficient de (y - l) 2 et de y 3 . Pour calculer les autres, on a retranché l/y 3 aux deux 
membres, simplifié et calculé le coefficient de II y 2 en multipliant par y 2 et en prenant y - 0 et ainsi de suite. On obtient 
alors 


puis 


F(x) = 3ln|tanx| + — + ^—r— 

cos^x 4cos 4 x 


2sin 2 x 


Exercice 3.18 IW 1 

Calculer F (jc) = 


H ïMtv 


Solution : Avec la règle de Bioche, on effectue le changement de variables t - thx, dt — (1 - t 2 ) dx : 


Gw =/<T^W' 


La décomposition de la fraction rationnelle s’écrit : 


d'où G(tJ = 1^1^! -^2_. 


1 _ 1/4 1/4 1/2 

(r-i) 2 (f+i) “ 7+T~~ + (t-i) 2 

et finalement 


4 | thx— 1 1 2(thx-l) 


Exercice 3.19 I W 

r 2 FTÂdt 

Calculer l’intégrale I = 


Solution : C’est une fraction rationnelle en t et en la racine nième d’une homographie. Posons donc u = y-j-y : 


m 2 + 1 4u d 

-u 2 + 1 _ (1 — u 2 ) 


T 4U 4 

J 0 (1 - W 2 )(l + U 2 ) aU 

et en décomposant en éléments simples cette fraction rationnelle, 


Au 2 


1 1 


on trouve finalement : 


(1 - m 2 )(1 + u 2 ) 1 + u u-1 u 2 + 1 

/ \/3+ 1 \ JT 


I = ln 


y/3-1) 3 
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Exercice 3.20 W I 

Calculer F (x) = f 

J x+Vx 2 + l 

Solution : On primitive une fraction rationnelle en x et une racine d’un trinôme qui est déjà réduit sous forme canon- 
ique. Le changement de variables x - sh t donne 


En remplaçant t par argsh(x) = ln(x + V x 2 + 1), on trouve que 
F(x) = i ln(x+ \/x 2 + 1) 


+ He t t e~ 2 


4(x+Vx 2 + 1) 2 


Exercice 3.21 IW I 

dx 

Calculer F (x) - f —= — — 


= sur l’intervalle I -] 1, +oo[. 


Solution : En multipliant par les quantités conjuguées : 

fv^TÏ+v ^ 2 ^ I 


on se ramène au calcul de deux primitives simples. Le plus rapide consiste à intégrer par parties pour calculer G(x) = 
J V x 2 + 1 dx etH(x) = J \/ x 2 -\ dx. On trouve finalement : 


i |^x\/ x 2 + 1 + argshx+ ^x\/ x 2 - 1 -ln(x+ V x 2 - 1)| 


Exercice 3.22 JW I 
Calculer F (x) - 


H 


x 2 (l + x 2 ) 3/2 ‘ 


Solution : La fonction à primitiver ne fait pas partie des classes connues. Essayons le changement de variables z — x 2 . 
1 f d z 

On se ramène à primitiver G(z) = - / —rrz — - . En écrivant 

2 J z iu {\ + z) iu 

1 r dz 


On se ramène à une primitive de la forme fF(z, y ff^j) dz que l’on sait calculer avec le changement de variables 
fz + 1 1 2 y 


(y 2 - 1) 2 


d’où finalement, 


. On se ramène à calculer 


H « =-/^r dy =- y -j 

_ r Vx 2 + 1 x 


Exercice 3.23 W 

Calculer F(x) = J ]J 1 


dx sur l’intervalle I =] - 1, 1 [. 
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Solution : La fonction à primitiver ne fait pas partie des classes qu ’on a vues. Essayons d’éliminer une racine carrée 
avec le changement de variables x = sin t sur l’intervalle J =] - n/2,n/2[ : 

„ r vT+lcôsTi r . 

G(t) = I — ; — cosf df = / Vl + cosidï 

J Icos t\ J 

En effet, cos t> 0 sur J. On n’a toujours pas à primitiver une fonction qui entre dans les catégories connues. Avec la 
trigonométrie, 1 + cos t - 2cos 2 (f/2), on a 

G(t) = V2j cos(î/2) dt - 2v / 2sin(f/2) 

d’où finalement 
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Conseils 


Heureux comme une rivière 
qui peut suivre son cours 
sans sortir de son lit. 
Graffiti anonyme en salle de classe. XX e siècle. 


D.l Conseils d’étude 

D.l.l Attitude pendant le cours 

Il est très important d’être parfaitement concentré pendant les heures de cours. Ne jamais vous dire que si vous ne com- 
prenez pas quelque chose sur le moment, vous aurez le loisir de reprendre ce point chez vous. Un quart d’heure d’inat- 
tention vous prendra plus d’une heure à rattraper et vous n’aurez matériellement pas le temps de combler ces lacunes plus 
tard. Il est donc important de se présenter au cours en bonne condition ; pour cela il est indispensable d’adopter un rythme 
de vie équilibré et en particulier de bien dormir pour arriver en cours parfaitement reposé. 

En ce qui concerne la prise de notes, tout dépend de votre faculté à écrire rapidement. Votre professeur doit boucler un 
programme très chargé, et par moments il est obligé d’accélérer. Le plus important est de comprendre l’essentiel pendant 
le cours, quitte à ne pas tout écrire. Notez précisément les définitions et les énoncés des théorèmes, mais ne notez pas 
les phrases complètes pendant le cours, utilisez des abréviations. Il faut être en permanence attentif à ce que dit votre 
professeur et comprendre les idées qu’il exprime, quitte à ne pas tout noter. 

Après chaque cours le soir, faites une synthèse de ce que vous avez vu pendant la journée en mettant en évidence les points 
importants. Vous devez vous présenter au cours suivant en ayant en tête les définitions du cours précédent. Le moindre 
retard dans votre travail peut avoir des répercussions importantes par la suite. 


D.1.2 Bien comprendre les définitions et les hypothèses de théorèmes 

Les définitions ainsi que les théorèmes du cours sont très importants, vous aurez à les utiliser pendant les devoirs et elles 
vous serviront à comprendre la suite du cours. Une erreur fréquente consiste à vouloir aller trop vite lors des révisions en 
ne se contentant que d’une connaissance superficielle. Il est normal de passer du temps à bien réfléchir aux définitions et 
aux hypothèses des théorèmes. En particulier, prenez l’habitude de chercher vos propres exemples, contre-exemples et de 
faire le maximum de schémas pour vous imprégner de ces connaissances fondamentales. 

Prenons l’exemple du théorème des accroissements finis : 


Théorème 4.1 Accroissements finis 

Soit / : [a, b] • IR une fonction vérifiant les hypothèses : 

1 / est continue sur le segment [a, b], 

2 f est dérivable sur ] a, b[. 

Alors il existe c e] a, b[ tel que f{b) - f(a) = (b- a)f'(c). 
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d b 


Pour comprendre ce théorème, essayons de visualiser le résultat. On peut écrire = f'(c). Le quotient ^ — ff^}_ 

b — ci b — ci 

représente la pente de la corde joignant les points A = (a,f{a)) et B = ib.fib)). Le réel f'(c) représente la pente de la tan- 
gente à la courbe y = f{x) au point C = (c,/(c)). Si l’on place une règle joignant les points A et B et qu’on déplace cette 
règle en maintenant sa pente, on va rencontrer au moins une tangente à la courbe. On voit sur notre dessin que le c du 
théorème n’est pas nécessairement unique. 

Réfléchissons aux hypothèses du théorème. Pour parler de /' (c) où c e] a, b[, il faut supposer que / est dérivable sur ]a,b[. 
Si l’on suppose uniquement que / est continue sur ]a,b[, le résultat peut être faux comme le montre le contre-exemple 
suivant : 



a b 


La conclusion du théorème dit qu’il existe un réel c intérieur au segment [a, b]. Le fait que c f a et c ^ b est important 
dans les applications. On peut se demander si ce théorème reste valable lorsque la fonction est à valeurs complexes. La 

réponse est négative. Si l’on considère la fonction /: | ^ ^ ix , on a bien / qui est continue sur [0,2 ji], / 

dérivable sur ]0,2 ji[ mais /(l) - /(O) = 0 et pour tout ce]0,27i[, /'(c) = ie lc ^ 0. 


D.1.3 Faire une synthèse des points importants d’une démonstration 

Prenez l’habitude de résumer les points importants d’une démonstration en quelques phrases et schémas. C’est ainsi que 
vous les retiendrez sur le long terme. Prenons l’exemple du théorème des accroissements finis. Si l’on observe le schéma 
précédent, on s’aperçoit que le point C rend extrémale la hauteur entre la courbe et la corde [AB] ce qui nous conduit à 
introduire une bonne fonction auxiliaire. 


A 



d 


L’équation de la corde s’écrit y = fia) + ix- a) 


fib) - f[a) 
b- a 


d’où la fonction auxiliaire définie par 


, , t , , r , , , ^ fib) -fia) 

(p(x) = f{x)~ fia) - (X - a) — — - — 

On a f{b) = fia) = 0 et il suffit d’apphquer le théorème de Rolle (en vérifiant les hypothèses) à cette fonction auxiliaire. 
Sur une fiche, vous pouvez résumer les idées de cette démonstration : 

- Introduire la fonction auxiliaire et faire le dessin ci-dessus. 

- Vérifier les hypothèses de Rolle pour cette fonction auxiliaire. 

- En déduire qu’elle admet un extremum. 

Prenons un autre exemple typique, le théorème du rang : 
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Théorème 4.2 

Soit u : E i— • F une application linéaire entre deux espaces vectoriels avec E de dimension finie. On a la formule du 
rang : 

dimE = dim (Ker u) + rg(u) 


On résume la démonstration avec les points suivants : 

- Vérifier que Im u est isomorphe à tout supplémentaire V de Ker u. 

- Pour vérifier cet isomorphisme, considérer la restriction u de «àV. 

- Vérifier que v est surjective en décomposant un antécédent d’un vecteur yelmw sur Ker u et V : 

V 


Ker u 


- Utiliser que dimV = dimlm u et que dimE = dim Ker u + dimV 

D.2 Conseils de rédaction 

Vous préparez des épreuves écrites de concours. Contrairement au baccalauréat, les examinateurs n’ont pas de consignes 
d’indulgence pour vous attribuer artificiellement des points, mais leur but est de vous classer par rapport aux aubes 
candidats. Si vous rendez une copie mal rédigée, ilhsible où il manque des arguments essentiels, ou au contraire, si 
vous utibsez bois pages pour un calcul qui ne nécessite que deux bgnes, vous serez inévitablement pénabsé. Il est très 
important de s’enbaîner pendant les deux années de préparation à rédiger de façon correcte vos devoirs pour prendre de 
bonnes habitudes et êbe bien préparé pour les concours. Voici quelques mauvaises habitudes à perdre : 

- Écrire directement sur votre copie la première idée qui vous passe par la tête (quelquefois au crayon de papier . . .) 

- Commencer une phrase ou une démonsbation et s’arrêter en plein miheu ! Au beu de monber votre inconsistance au 
correcteur (n’espérez pas gagner quelques centièmes de points ainsi), mieux vaut ne rien écrire. 

- Effectuer un calcul directement sur vobe copie en détaillant toutes les étapes de façon maladroite. 

- Sauter une question dont vous ne bouvez pas la solution immédiatement, quitte à y revenir ensuite en écrivant dans la 
marge, en mettant une astérisque demandant au correcteur de se reporter à la dernière page . . . 

- Utibser des formules de type « c’est évident », « trivialement ». . . 

- Citer vaguement un théorème : « d’après un théorème »sans vérifier ses hypothèses d’application. 

- Écrire de façon bès compacte sans jamais passer à la ligne. Les quelques centimes d’euros que vous économisez en 
feuilles n’intéresseront certainement pas vobe correcteur qui tient à sa vue ! 

- Écrire trop gros en utihsant quelques dizaines de feuilles doubles pour un problème qui n’en nécessite que deux. 

Il faut au contraire : 

- Utiliser impérativement un brouillon sur lequel vous pouvez chercher les idées de démonstrations, fane des calculs 
longs . . .C’est uniquement une fois que vous avez les idées claires sur la façon de procéder que vous rédigez au propre 
le calcul ou la démonsbation. 

- Si vous vous apercevez que vous avez fait une erreur, n’ utibsez pas l’effaceur ni le blanco (perte de temps et souvent 
illisible), mais barrez proprement ce que vous avez écrit et recommencez. 

- Une fois que vous avez bouvé une idée de preuve, prenez le temps de vous demander s’il n’y a pas moyen de la 
simplifier encore. Repérez les points importants qu’il faudra mettre en évidence au propre, ainsi que les détails que 
vous pourrez minimiser dans la rédaction définitive. Faites de même pour un calcul, ne recopiez pas toutes les étapes, 
mais uniquement les plus importantes. 

- Encadrez les résultats de calculs demandés. 

- Ne cherchez pas à grappiller des points, mais baitez les questions les unes après les aubes en passant un minimum de 
temps à chaque question. Ce temps n’est jamais perdu car vous aurez mieux assimilé l’énoncé, repéré que le résultat 
peut servir par la suite et vous serez moins bloqué sur les questions suivantes. 

- Numérotez correctement les questions que vous traitez en laissant un espace blanc si vous n’avez pas bouvé le résultat. 
Vous pourrez compléter cet espace par la suite et le correcteur suivra vobe copie selon l’ordre du problème. 

- Pour rédiger une démonsbation ou un calcul, passez souvent à la bgne, centrez des formules . . .Le but est de metbe en 
évidence les points importants et de montrer à votre correcteur que vous les avez vus. 
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- Tirez un trait horizontal pour séparer chaque question, vous facilitez ainsi la lecture de votre copie. 

- Si vous devez utiliser un résultat précédent du problème, citez précisément le numéro de la question où ce résultat a été 
démontré. De même, respectez scrupuleusement les notations de l’énoncé. 

- Si vous utilisez un théorème du cours, citez-le précisément (il a souvent un nom), et surtout vérifiez ses hypothèses 
précises avant de l’appliquer (vous montrez ainsi que vous connaissez votre cours). 

- Évitez trop de phrases longues et verbeuses, allez à l’essentiel. Au contraire, une copie avec uniquement des formules 
est illisible. Il faut savoir trouver le juste milieu. N’abusez pas des abréviations et essayez de rédiger des phrases simples 
mais correctes. 

- N’utilisez jamais les symboles => , •<=> dans vos démonstrations, mais des mots comme « donc », « par conséquent »... 
Si on vous demande une démonstration, commencez par travailler au brouillon : 

- Bien analyser F énoncé pour comprendre ce que vous devez montrer. Demandez-vous la nature de chaque objet manipulé 
(vecteur, application . . .). 

- Écrire le plan de démonstration au brouillon. 

- Chercher un brouillon l’idée de la démonstration. Pour cela, 

- Essayez de voir un lien entre le résultat à démontrer et un point du cours ou une question précédente du problème. 

- Faites éventuellement des schémas pour trouver l’idée. 

- N’hésitez pas à chercher un exemple ou à traiter la question dans un cas plus simple, ou à faire des hypothèses 
supplémentaires. 

- Demandez-vous dans quel ordre vous devez introduire les objets nécessaires. 

Une fois que vous pensez que vous avez bien compris l’idée, vous pouvez rédiger au propre : 

- Commencez par citer le résultat que vous allez démontrer. 

- Si vous voulez montrer une équivalence ou une égalité d’ ensembles, procédez systématiquement par double implication 
ou double inclusion. 

- Rédigez la démonstration en respectant le plan. 

- Mettez en évidence les points importants (en soulignant, en passant à la ligne . . .). 

- Une fois votre preuve rédigée, rebsez-la en vous assurant que chaque objet est bien introduit et que le plan a été respecté. 

- Si un schéma n’est pas suffisant à lui seul, il peut illustrer votre démonstration. N’hésitez pas à le reproduire sur votre 
copie. 
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i F 

Annexe I. 

Formulaires 


E.l Trigonométrie 



cos a cos b - - (cos [a + b) + cos {a - b)) 
2 

sin asin b - - (cos [a- b)- cos (a + b)) 
2 

cosasinb- - (sin(a+ b) -sin (a- b)) 
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E.2 Trigonométrie hyperbolique 


Proposition 5.1 


VxeR, chx + shx=e x 

VxeR, chx-shx = e~ x 
VxeR, ch 2 x-sh 2 x=l 


'Proposition 5.2 V 
V(x,y)el 2 , 

ch(x + y) = chxchy + shxshy 
ch(x-y) =chxchy-shxshy 
sh(x + y) =shxchy + chxshy 
sh(x-y) = shxchy- chxshy 


Proposition 5.3 Ç> 

VxeR, 

ch2x = ch 2 x + sh 2 x = 2ch 2 x- 1 = 1 + 2sh 2 
sh2x = 2shxchx 

'Proposition 5.4 
V(x,y)el 2 , 

chxchy = - [ch(x + y) +ch(x-y)] 
shxshy= i [ch(x + y)-ch(x-y)] 
shxchy = i [sh(x + y)-sh(x-y)] 
ch 2 x=i(ch2x+l) 
sh 2 x = ^(ch2x-l) 


(Proposition 5.5 
V(x,y) e R 2 , 


, , „ , x + y , x-y 

chx+chy = 2ch -ch 

2 2 

, , , x + y , x-y 

chx-chy = 2sh -sh 

* 2 2 

sh x + sh y - 2 sh % + ^ ch - — - 
J 2 2 

, , „ , x~y , x + y 

shx-shy = 2sh -ch 

J 2 2 






th(x + y) 


Proposition 5.7 Ç> 

Pour tout x e IR, posant t = th — , on a 


E.3 Dérivées des fonctions usuelles 


Dans tout le formulaire, les quantitées situées au dénominateur sont supposées ni 

I Dérivées des fonctions usuelles I 



arcsin: [-1,1] — [■ 




■ arccos : [- 1, 1] — ► M est dérivable sur ] - 1, 

■ arctan : IR — 1 - f f [ est dérivable sur IR. 


de définition et de dérivabilité des fonctions usuelles 



I^Opérations^etdérivée^ 

(/+g)' = /' + g' | (/°g)' = g' x (f°g) 

(À/)' = Xf , X désignant une constante (u n )' - nu n ~ l u' (n e N, 
(/g)' = /'g + /g' (77*)' = -^ («eN, n 

m-4 ^ 


En particulier, si n > 0 : V a £ R, | ( u a Y - au' u 
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E.4 Primitives des fonctions usuelles 


J Primitives des fonctions u 


Dans chaque ligne, F est ^unej primitive de / sur l’intervalle I. Ces primitives sont | unique 


À (constante) IR 


"(rceN*) IR 


]-oo,0[ ou ]0,+oo[ ln | jc| + C 



|^Operations^etprimi^ 

On suppose que u est une fonction dérivable sur un intervalle I 

• Une primitive de u'u n sur I est ! j—\ (n e N*) 

• Une primitive de sur I est - jj . 

• Une primitive de -~rr sur I est ~ (n _^ u n \ -(n eM,«s2. 

• Une primitive de sur I est 2 \fü (En supposant u > 0 sur I.) 

• Une primitive de 7- sur I est ln | u\. 










E.5 Coniques 


E.5.1 Définition et équation générale d’une conique fé 7 



E.5.2 Parabole (e = 1) 
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E.5.3 Ellipse ê (0 < e < 1) 



E.5.4 Hyperbole {e>l) 



E.6 Limites usuelles 



Soient a, P et y des réels strictement positifs. 
• En +oo : 



En 0 et -c 







E.7 Équivalents usuels et croissances comparées 
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Cette dernière formule appliquée àa=|etrc = 2 donne : 



La dernière s’obtient en remarquant que arccos x - | - arcsinx. 

Légende : = à savoir par coeur, = à savoir retrouver rapidemment. 


E.9 Espaces vectoriels 


Dans tout la suite IK désigne le corps des réels IR ou celui des complexes C. (E, +, .) est un K-espace vectoriel. 



Soit F c E, une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si : 
1 F/0 


2 F est stable par combinaison linéaire : 

V (x,y) g E 2 , V(a,p)eK 2 , ax + pyeF 


Remarque : si F est un sous-espace vectoriel de E alors 0 g F. 



Soient n vecteurs de E : v\ v n . On a : 

\Tect{v - {ai vi + . . . + a n v n | ai,..., a, x g IR} 
C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant v\,...,v n . 



On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires si et seulement si ils vérifient : 


f) E = F + G 
P) F n G = {0} 


Caractérisation des sous-espaces supplémentaires 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel (E, +, ■). On a équivalence entre : 

1 E = F ® G (c’est à dire F et G sont supplémentaires). 

2 Vx g E, 3 !(xi,X2) g FxG: x- X1+X2 (c’ est à dire, [tou^ vecteur de E se décompose de manière | unique 

comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.) 

Dans toute la suite (E, +, .) et (F, +, .) sont deux IK-espace vectoriel. 
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Application linéaire 



|^propos^deJCer/^etIm/J 

Soit / e 5 £ (E, F) . On appelle : 

1 - Noyau de / et on note Ker / le sous-ensemble de E : | Ker / - {xe E | /(x) - 0p| 

- Image de / et on note Im / le sous-ensemble de F : 

0 Ker / est un sous-espace vectoriel de E et Im / est un sous-espace vectoriel de F. 


J Injectivité et surjectivité des applications linéaires L 


ijgj / est injective si et seulement si Ker / = { 0 }. 


/ est surjective si et seulement si Im/ = F. 


|^rqjecteurs^et^ 

Soient Ei et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = Ei ® E2. Tout vecteur x e E s’écrit d’ui 
nanière unique x- X1 + X2 avec x\ e Ei et X2 £ E2. Soit p et s deux applications de E dans E. On dit que : 

[ p * g 

1 p est le projecteur de E sur Ei parallèlement à E2 si p: < _ 

[ X — X\ + X2 1 — *■ X\ 

[ E * E 

2 s est une symétrie par rapport à Ei parallèlement à E2 si s : < _ 


J Propriétés des projecteurs et des symétries L 


Avec les notations de l’encadré précédent : 
Ig; p et s son linéaires : p, s e ï£ (E) . 

2 s = 2 p-Id E . 

3 Ker p = E 2 et Im p = Ei . 


Ker s = { 0 } et Ims = E (autrement dit s est un auto- 
morphisme de E). 

5 p(x) = x <=> x e Ei (Ei est l’ensemble des 
vecteurs invariants par p). 


I^Caractérisations^desj^ 

Soient p,sei?(E). 

fa p est un projecteur si et seulement si pop-p. 

2 s est une symétrie si et seulement si s o s = id. 


On montre que FcE. 

2 On montre que F ^ 0 (la pluspart du temps on montre que 0 £ F). 
U Soit (a, ( 3 ) e K 2 et soit (u, v) e E 2 . On montre que au + P v £ F. 


|^ommonttCTque^®^G^Ej 

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 

| Montrons que la somme est directe : j II faut donc montrer que F n G = { 0 }. Soit x £ F n G. ... donc 
| Montrons que E = F + G : | Soit x £ E. Posons xi = . . .. Posons X2 = . . .. On a bien : 









X 2 £ G. 


X=Xi + X 2 . 


^^éthôdë^ôü^môntrë^üïün^ârtï^^^^s^^ë^^^ 

Soit F une partie de E. Pour montrer que F est un sev de E, on peut : 

1 Montrer que F est non vide et stable par combinaison linéaire. 

2 Montrer que F = Vecf (A) où A est une famille de vecteurs de E à déterminer. 

3 Montrer que F = Ker / où / est une application linéaire à déterminer. 

4 Montrer que F = Im/ où / est une application linéaire à déterminer. 


| Pour montrer qu’une application est linéaire 

Soit /:E— >F. 

1 Soient a, P e IR. Soient u, v e E. 

2 Montrons que : 

Remarque : si / est linéaire alors / (Oe) = Of- 


J Pour montrer qu’un endomorphisme .. 


Soit /e 5£ (E). 

1 . / est bijectif si et seulement si il existe ge E) tel que Si une telle application g existe 

alors / _1 = g. 

2. f est une projection si et seulement si \f°f = fY 


3. /est une symétrie si et seulement si | sos = id 
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Caractérisation de la fonction exponentielle 
par une équation différentielle 183 

Caractérisation de la fonction exponentielle 
par une équation fonctionnelle 184 

Cardinal 293 

Cardioïde 631,688 
Cauchy-Schwarz 1048 

Centre 

de courbure 63 1 

de l’ellipse 261 

de l’hyperbole 264 
Cercle 65 

principal d’une ellipse 262 

Cesâro 1138 

Champ de vecteurs 688 
Changement 

de paramétrage 625 

de repère 52 
de repère orthonormal 52 

de variable dans une intégrale 518 
Changement de variables 

intégrale double 686 
Coefficients 

binomiaux 301 

Cofacteur 963, 1031 
Comatrice 964, 1034 
Combinaison 

p-combinaison 298 

linéaire 833, 882 
Commutative 
loi 703 
Comparaison 

des fonctions usuelles 415 
des suites de référence 357 

Complétion 

d’une famille libre 886 
Complexe 

Argument d’un nombre 1 5 

module d’un nombre 8 


Complexes 

Corps des nombres complexes 4 
Composante 

d’une fonction vectorielle à valeurs dans IR 2 216 
Composantes 

d’un vecteur relativement à une base 885 
Composé 

nombre 741 

Composée 1123 
Composition 

de polynômes 756 
Condition 

initiale 185, 195 

Congruence 734 

Conique 257 
Conjugué 

d’un nombre complexe 6 
Continuité 

à droite 408 

à gauche 408 

d’une fonction en un point 408 
de la composée de deux applications 411 
de la composée de deux fonctions 419 
uniforme 423 

Convergence 

d ’ une suite géométrique 352 
Convexe 

partie 1088 
Coordonnées 

d’un point dans un repère d’un espace affine 108S 
d’un point dans un repère de l’espace 101 
d’un vecteur relativement à une base 885 
polaire d’unpoint 53 
Coordonnées cartésiennes 
d’un point 49 

d’un vecteur 49 

Coplanaires 

vecteurs 99 
Corps 711 

archimédien 329 

Cosinus 146 

hyperbolique 151 

Courbe 

développée 634 

de Lissajoux 237 

intégrale 184, 195 

paramétrée 218 

Courbure 628 

centre de 63 1 
Critère 

de convergence d’une suite 348 
de divergence d’une suite 348 
Cycle 1019 

longueur 1019 
support 1019 

Cycloïde 229 

D 

Décompositon 

rotation 1062 

Décomposition 
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d’un entier en produit de facteurs premiers 742 
d’une permutation en cycles 1019 
d’une permutation en transpositions 1020 
en éléments simples 800 

en facteurs premiers 742 

Degré 

d’un polynôme 754 
d’une fraction rationnelle 798 

Dense 

partie 330 
Déplacement 1095 
Dérivabilité 

d’une fonction réelle 216 

d’une fonction sur un intervalle 457 
d’une fonction vectorielle 216 

d’une fonction vectorielle sur un intervalle 216 
Dérivée 

d’une composée 657 
d’une fraction rationnelle 798 

des fonctions composées 458 

partielle d’une composée 658 

selon un vecteur 653 
Dérivées 

successives 464 
Déterminant 

d’ordre 2 et 3 d’une famille de vecteurs 959 
d’un endomorphisme 961,1027 
d’un système de deux équations à deux inconnues 
d’une matrice carrée 1028 

d’une matrice de taille 2 ou 3 958 

d’une matrice triangulaire 1030 
d’une transposée 1030 

développement selon une ligne, colonne 1032 
dans une base 1025 
de Cauchy 1041 
de deux vecteurs 56 

de Vandermonde 979, 1033 

Développée 

d’une courbe 634 
Développement 

d’un déterminant suivant une ligne ou une colonne 
déterminant 1032 

limité 581 

limité à l’ordre 1 d’une fonction d’une variable réelle 
456 

limité d’ordre 1 pour une fonction de deux variables 
réelles 656 

Développement limité 
composée de 585 

primitive de 587 
quotient de 586 
somme et produit de 585 
Dichotomie 420 
Difféomorphisme 624, 665 

Différentielle 657 

extremum local 658 
Dimension 

d’un espace vectoriel 888 
Direct 

repère orthonormal 49 

Directrice 257 


Discriminant 20 
Distance 

d’unpointàunplan 115 
d’un point à une droite 62 
d’un point à une droite de l’espace 1 17 
entre deux droites non parallèles 118 
entre deux réels 326 
Divergence 

d’une suite 346 
Divisibilité 

dans K [X] 756 

dans Z 733 

Division 

selon les puissances croissantes 757 
Division Euclidienne 
dans K [X] 756 

dans Z 735 

quotient 735 
reste 735 
Domination 

d ’ une fonction par une autre 414 
d ’ une suite par une autre 353 
Droite 

affine du plan 48 
asymptote 222 
numérique achevée 328 
perpendiculaire commune 117 
58 vectorielle 836 

vectorielle du plan 48 
Droite de Simson 89 
Droites 

orthogonales 48 
parallèles 48 

perpendiculaires 48 
Dual 1054 

E 

Égalité 

du parallélogramme 1048 
Élément 

963 neutre 703 
Nilpotent 710 

orbite d’ 1019 

plus grand 327 
plus petit 327 

symétrisable 704 
Ellipse 257 

définition bifocale 266 
paramétrage de F 262 
Endomorphisme 707 

d’espaces vectoriels 842 
orthogonal 1057 

Ensemble 

fini 293 
infini 293 
Ensembles 

équipotents 293 

Équation 

aux dérivées partielles 663 
caractéristique 195, 898 
cartésienne d’un sous ensemble du plan 


52 
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linéaire 845 

normale d’un plan dans l’espace 113 
normale d’une droite 63 
polaire d’une conique 258 

réduite d’une parabole 259 

réduite de l’ellipse 260 
réduite de l’hyperbole 263 

Équation cartésienne 
d’un cercle 66 

d’un plan dans l’espace 113 

d’une conique 258 
d’une droite 61 
Équation différentielle 

homogène 184, 195 

linéaire du premier ordre 1 84 
linéaire du second ordre 195 

normalisée 184 

sans second membre 184, 195 

Équation polaire 54 

d’une droite ne passant pas par le pôle 65 
d’un cercle passant par l’origine d’un repère 67 
d’une droite passant par le pôle 64 
Equivalentes 

fonctions 416 

suites 354 
Équivalents 

classiques en 0 418 

usuels pour les suites 357 

Espace 

affine 1084 

euclidien 1047 
préhilbertion réel 1047 
vectoriel 830 

vectoriel IK" 831 
vectoriel de dimension finie 886 
vectoriel de fonctions 832 

vectoriel des suites à coefficients dans K 832 
Espace vectoriel 48 
Excentricité 257 

Exponentielle 

de base a 142 
imaginaire 1 1 
népérienne 140 
Extremum 

d’une fonction d’une variable réelle 400 
local d’une fonction d’une variable réelle 400 

F 

Factorielle 292 
Factorisation 

par les angles moitiés 14 

Faisceau 

de plan issu d’une droite 128 

Famille 1131 

départies 1131 

génératrice de vecteurs 884 
liée de vecteurs 883 
libre de vecteurs 883 
linéairement dépendante 883 

linéairement indépendante 883 
Fermât 


nombre de 748 
petit théorème de 749 
Folium de Descartes 235 
Fonction 

argch 1154 

argsh 1154 

k fois dérivables 217 

arcosinus 148 

arcsinus 147 

arctangente 150 

argument cosinus hyperbolique 156 

argument sinus hyperbolique 154 

argument tangente hyperbolique 157 

bornée 400 

continue par morceaux sur un intervalle 511 

continue par morceaux sur un segment 506 

continue sur un intervalle 418 

coordonnée 216 

croissante 401 

décroissante 401 

définie par une intégrale 517 

dérivable à droite 454 

dérivable à gauche 454 

dérivable en un point 455 

dérivable sur un intervalle 457 

de classe c é’ k 217 

de classe 5g’" 465 

de classe Sé’ 1 655 

de Leibniz 1086 

deux fois dérivable 464 

dominée par une autre 414 

en escalier 504 

exponentielle complexe 16 

impaire 401 

lipschitziennes 402 

majorée 400 

minorée 400 

monotone 401 

négligeable devant une autre 414 

périodique 402 
paire 401 
plan d’étude 159 
polynomiale 758 
puissance 143 

strictement croissante 401 

strictement monotone 401 

tangente 146 

uniformément continue 423 
vectorielle à valeurs dans IR 2 216 

Fonctions 

équivalentes 416 
usuelles, comparaison 415 

Forme 

u- linéaire 1023 

u- linéaire alternée 1024 
«-linéaire antisymétrique 1024 
«-linéaire symétrique 1024 

linéaire 842, 1054 

multilinéaire alternée 959 

Formule 

d’Al-Kashi 82 
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de changement de base 1026 
de changement de base pour le déterminant d’une famille 
de vecteurs 960 

de changement de base pour un endomorphisme 953 
de changement de base pour un vecteur 952 
de changement de base pour une application linéaire 
952 

de changement de base pour une forme linéaire 953 
de Green-Riemann 690 
de Héron 44, 82 

de Leibniz 465 

de Leibniz pour les polynômes 762 
de Machin 171 
deMoivre 13 

de Stirling 391 
de Taylor avec reste intégral 522 
de Taylor avec reste intégral pour les fonctions de deux 
variables réelles 662 

de Taylor pour les polynômes 762 
de Taylor- Young 524 

de Taylor- Young à l’ordre 2 pour les fonctions de deux 
variables réelles 663 

du binôme 1144 
du binôme de Newton 300, 710 

du rang 896 

Formules 

d’Euler 13 

de Cramer 967, 1029 
de Frenet 628 

de Taylor complexes 644 
Foyer 257 
Fraction rationnelle 797 

décomposition en éléments simples 800 
dérivée 798 

degré 798 
pôle 798 
partie entière 799 

partie polaire 799 

Frenet 

formules de 628 
repère 627 


G 

Gradient 657 
Gronwall 

Lemme de 563 
Groupe 704 

U des nombres complexes de module 1 
alterné 1022 

calcul dans un 706 

commutatif 47 

de Klein 714 
deLorentz 1000 

des translations 1091 
linéaire 845 

orthogonal 1058, 1060, 1062 

permutations 1018 

produit 706 

symétrique 1018 


H 

Hadamard 

lemme d’ 986 

Homomorphisme 707 

Homothétie 22, 1091 

vectorielle 844 
Hyperbole 257 

équation réduite de V 
équilatère 276 

centre 264 

définition bifocale 
paramétrage 265 

sommet 265 

I 


Identité 844, 1 122 

depolarisation 1048 
Image 

d’un intervalle par une application continue 421 
d’un nombre complexe 7 
d’une application linéaire 843 
directe 1129 
réciproque 1128 
Inégalité 

arithmético-géométrique 308, 470 
de Cauchy-Schwarz 513,1048 

de la moyenne 513 
de Minkowski 513,1 049 
de Taylor-Lagrange 523 

des accroissements finis 462 
triangulaire pour une norme 1049 
Inégalités 

triangulaires 9, 326 
Injection 1123 
Intégrale 

calcul approché 527 

d’une fonction complexe 643 
d’une fonction continue par morceaux sur un segment 
509 

d’une fonction en escalier 505 

d’unefonction périodique 519 

d’une fonction paire ou impaire 520 
de Wallis 569 
Intégration 

par parties 518 

Interprétation cinématique 218, 462 
Intersection 

de deux droites 65 

d’un cercle et d’une droite 68 

Intervalle 329 

Invariance 

de l’ intégrale par translation 514 
Inverse 

à droite 897 

à gauche 897 

Isobarycentre 1088 

Isométrie 1057 

affine 1093 
directe 1060 

indirecte 1062 

matrice 1059 
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Isomorphisme 707 
affine 1090 
d’espaces vectoriels 842 

J 

Jacobien 686 
Jordan 

Matrice de 992 

L 

Leibniz 

fonction de 1086 
Lemme 

d’augmentation d’une famille libre 886 
d’Hadamard 986 

de diminution d’une famille liée 886 
de Lebesgue 1179 

de Steinitz 887 

des trois pentes 467 
Lemniscate de Bernoulli 238 
Ligne 

de niveau 59 

Limaçon de Pascal 254 

Limite 

à droite 408 
à gauche 408 

conservation des inégalités par passage à la 345 
d’une famille de droites 218 
d’une fonction en un point 403, 405 
d’une suite 341 

infinie d’une fonction en un point 404 
Linéarité 

de l’intégrale 510 

Lipschitzienne 

Continuité d’unefonction 419 

Liste 

p-liste 297 
Logarithme 

décimal 141 
de base a 141 
népérien 137 
Logarithmique 

Critère de comparaison 356 

Loi 

associative 703 

commutative 703 
de composition interne 4, 702 

Longueur 

d’un arc paramétré 625 
Lorentz 

Groupe de 1000 

M 

Majorant 327 

Maple 

combine 1151 
convert parfrac 1211 
diff 1183 

evalm 939 

expand 1157 
factor 1157, 1183 


GramSchmidt 1054 

int 1211 

matrix 939 

sériés 1195 

transpose 939 
Matrice 935 

élémentaire 936 
antisymétrique 949 

carrée 935 

colonne 935 

d’un endomorphisme dans une base 944 
d’un système linéaire 965 
d’un vecteur relativement à une base 940 
d’une application affine 1090 
d’une application linéaire relativement à deux bases 
941 

d’une famille de vecteurs relativement à une base 940 
d’une forme linéaire relativement à une base 941 
de changement de base 950 
de Jordan 992 

de passage 1059 

diagonale 948 

identité 935 

inverse 1034 

inversible 944 

ligne 935 

nulle 935 

orthogonale 1058 
scalaire 948 

spéciale orthogonale 1060 
symétrique 949 

transposée 938 

triangulaire supérieure 948 
Maximum 

d’une fonction d’une variable réelle 400 
local d’une fonction d’une variable réelle 400 
Médiateur 

plan 126 

Mesure algébrique 54, 1099 

Méthode 

d’ intégration par parties 518 
des rectangles 527 

du pivot de Gauss 967 
Mineur 963, 1031 
Minimum 

d’une fonction d’une variable réelle 400 
local d’une fonction d’une variable réelle 400 
Minkowski 1049 
Minorant 327 

Module 

d’un nombre complexe 8 
Morphisme 

d’espaces vectoriels 842 
de groupes 707 
Multiplication 

d’une matrice par un scalaire 936 


Nombre 

complexe 4 
composé 741 
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de Fermât 748 
deNeper 138 
imaginaire pur 6 
premier 741 
Nombres 

premiers entre eux 737 
Normal 

vecteur normal à un plan 99 
Norme 

associée à un produit scalaire 1048 
Notation 

n 291 

I 291 

Noyau 

d’un morphisme 708 

d’une application linéaire 843 

O 

Opération 

élémentaire 1029 

élémentaire sur les colonnes 95 1 
élémentaire sur les lignes 95 1 

Opérations 

sur les dérivées 457 
sur les fonctions 399 

sur les polynômes 753 
sur les suites 340 

Orientation 

d’un arc paramétré 625 
du plan ou de l’espace 965 
Origine 

repère cartésien dans un espace affine 1088 
Orthogonal 

d’une partie d’un espace vectoriel 1051 
groupe 1060 

Orthogonale 

matrice 1058 

Orthogonalité 1050 

de deux vecteurs d’un espace préhilbertien réel 
Schmidt 1052 
Orthoradial 

vecteur 230 

P 

Parabole 257 
Paramétrage 

admissible 625 

de la parabole 260 

normal 627 

Paramètre 

angulaire 627 

d’une conique 257 

Partie 

entière d ’ un réel 330 

principale d’un développement limité 581 
régulière d’un développement limité 581 

Permutation 

circulaire 1019 

inversion 1021 

signature 1021 

PGCD 736, 767 


Plan 

médiateur 126 
tangent à une sphère 120 
vectoriel 836 

Plan de démonstration 1116 
Plans 

parallèles 114 

perpendiculaires 114 
Plus grand élément 327 
Plus petit élément 327 
Point 

anguleux 456 

critique 658 

régulier 219 

stationnaire 219 

Pôle 53 
Polynôme 752 
conjugué 764 

dérivé 761 
dérivé d ’ ordre n 761 
irréductible 765 

normalisé 754 
réciproque 781,786, 1161 
scindé sur K 763 

symétrique élémentaire 766 
Polynômes 

associés 756 

deTchebychev 987,1150 
premiers entre eux 768 
Potentiel scalaire 689 

PPCM 736, 769 

Prédicat 1115 
Premier 

nombre 741 

Prépondérance 

d’unefonction devant une autre 414 
d’une suite devant une autre 354 
Preuve 

1050 par neuf 735 
Primitive 

d’un développement limité 587 
d’unefonction 515 

Principe 

de récurrence 290 

des tiroirs 295 
Problème 

de Cauchy 185 

Produit 

cartésien 4 
d’espaces vectoriels 831 
de matrices élémentaires 938 
matriciel 937 
scalaire 54 
Produit scalaire 1047 

orthogonalité 1050 

Projecteur 847 

orthogonal 1055 

Projection 

affine 1091 

affine orthogonale 1094 

orthogonale 54 
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Prolongement 

par continuité 409 

Propriété 

d’Archimède 329 

vraie à partir d’un certain rang 341 
vraie au voisinage d’un point 403 

Puissance 

d’un point par rapport à un cercle 90 
Pythagore 

théorème de 1050 

Q 

Quantificateur 1115 

Quantité conjuguée 1194 

R 

Racine 

u-ième d’un nombre complexe 17 
u-ième de l’unité 17 
carrée d’un nombre complexe 19 
d’ordre p 760 

d’unpolynôme 759 
double 760 

multiple 760 
simple 760 

Rang 

d’un système linéaire 965 
d’une application linéaire 895 

d’une famille de vecteurs 895 

d’une matrice 953 
Réciproque 

du théorème de Thalès 1099 
Réflexion 1056, 1094 

Règle 

de l’Hospital 487 
deSarrus 110,958,1026 

Règles 

de calculs avec les matrices 938 
Régulier 

point 219 

Relation 

de Chasles 510 
de Pascal 299 

Relations 

entre les coefficients et les racines d’un polynôme 
Repère 

axe d’un 49 
cartésien 49 

cartésien dans un espace affine 1088 
Changement de 52 

de Frenet 627 

direct de l’ espace 100 

indirect de F espace 1 00 
origine d’un 49 
orthogonal 49 
orthonormal 49 
orthonormal direct 49 

Polaire 53 
Repère orthonormal 

Changement de 52 

Représentation paramétrique 


d’un cercle 66 
d’une droite 60 
Résolution 

d’une équation du second degré à coefficients com- 
plexes 20 

d’une équation du second degré à coefficients réels 
20 

Reste 

d’un développement limité 581 
euclidien 735, 756 
Rotation 22 

décompositon 1062 
matrice 1065 
vectorielle 1061 

Rotationnel 689 

S 

Scalaire 830 
Second membre 

d’un système linéaire 965 
Segment 329, 1088 
Série 

géométrique 352, 7 1 1 
géométrique complexe 641 
Similitude 1097 

directe 1097 
Similitude directe 23 

Simson 

Droite de 89 
Sinus 145 

hyperbolique 151 

Solution 

d’une équation différentielle linéaire du premier ordre 
184 

d’une équation différentielle linéaire du second ordre 
195 

Somme 

binomiale 1144 

de Newton 1163 

de Riemann 528 

de sous-espaces vectoriels 838 
directe de sous-espaces vectoriels 839 
géométrique 1144 

Sommet 

766 d’une parabole 259 
de l’ellipse 261 

de l’hyperbole 265 

Sous-corps 711 
Sous-espace vectoriel 833 

engendré par une partie d’un espace vectoriel 836 
orthogonal 1050 

somme 838 

Sous-espaces vectoriels 

en somme directe 839 
supplémentaires 840 

Sous-groupe 706 

Sphère 119 
Stationnaire 219 

Strophoïde droite 232 
Subdivision 

d’un intervalle 503 
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plus fine qu’une autre 503 

subordonnée à une fonction continue par morceaux sur 
un segment 506 

subordonnée à une fonction en escalier 504 

Suite 

arithmétique 292 

bornée 340 

complexe 640 

constante 340 

convergente 341 

croissante 340 

décroissante 340 

définie par récurrence 29 1 

deCesâro 371 

de Fibonacci 749, 898, 988 

divergente 341 

dominée par une autre 353 

extraite 347 

géométrique 292 

géométrique complexe 641 

majorée 340 

minorée 340 

monotone 340 

négligeable devant une autre 354 

réelle 339 

strictement monotone 340 

Suites 

équivalentes 354 

adjacentes 349 

de références 357 
Support 

d ’ un arc paramétré 218 

Surjection 1124 

Symbole 

de Kronecker 938,1164 
Symétrie 848 
affine 1092 

affine orthogonale 1094 

du produit scalaire 55, 105 

orthogonale 1056 
Symétrique 

d’un élément 704 
Système 

de Cramer 59, 967 

homogène associé à un système linéaire 965 
linéaire à n équations et p inconnues 965 
linéaire compatible 965 


T 

Tangente 

à la parabole 260 

à un cercle 68 
à une ellipse 262 

en un point stationnaire 219 
hyperbolique 153 

Taux d’accroissement 454 
Terme 

dominant d’un polynôme 754 
Thalès 

Réciproque du théorème de 1099 
Théorème de 1099 


Composition des fonctions continues 653 
d’ intégration par parties 518 

d’opérations sur les dérivées 457 
d’ opérations sur les fonctions continues 419 
d’opérations sur les fonctions de deux variables de classe 
655 

de Bézout 738 

de Bolzano-Weierstrass 35 1 , 64 1 

de caractérisation séquentielle de la continuité 411 

deCesâro 371 

de composition des limites 410 
de d’Alembert-Gauss 763 
de dérivation de la bijection réciproque 136, 137, 
459 


de dérivation des fonctions composées 458 

de Fubini 685 

de Gauss 739 

de Heine 423 

de la base incomplète 887 

de la bijection 136,424 

de la limite monotone pour les fonctions 413 

de la limite monotone pour les suites 348 

de la limite séquentielle 411 

de Lagrange 719 

de majoration pour les fonctions de deux variables 65 1 
de majoration pour les fonctions réelles 405 
de majoration pour les suites complexes 640 
de passage à la limite dans les inégalités 409 
de Poincaré 689 
de Pythagore 1050 

de récurrence 290 

de Rolle 460 

de Schmidt 1052 
de Schwarz 661 

de Thalès 1099 

des accroissements finis 461,1228 
des gendarmes pour les fonctions 410 

des gendarmes pour les suites 345 
des segments emboîtés 351 
des valeurs intermédiaires 419,421 
fondamental de l’algèbre 763 

fondamental de l’analyse 5 16, 644 

formule de Taylor avec reste intégral 522 
formule de Taylor- Young 524 
inégalité des accroissements finis 462 

petit théorème de Fermât 749 
relèvement 627 

Trace 

d’une matrice carrée 947 
Translation 22 
affine 1090 
Transposée 

d’une matrice 938 
Transposition 1020 

Triangle 

de Pascal 299 

Trifolium 250 
Troncature 

d’un développement limité 582 
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U 

Uniforme 

continuité 423 

V 

Valeur 

absolue 326 
décimale approchée 350 

Valeur moyenned’unefonction 514 
Valuation 

d’unpolynôme 755 

Variable 

muette 1116 

Variation 

de la constante 190 

Vecteur 830 

colonned’une matrice 935 
directeur 48 

ligne d ’ une matrice 935 

normal 62 

normal à un plan 99 

normal unitaire 106 

nul 830 
orthoradial 230 
symétrique 47 

unitaire 48, 1050 
Vecteurs 

angle 1061 

Vecteurs 

colinéaires 48 

coplanaires 99 

Voisinage 

à droite 408 

à gauche 408 
d’un point 649 

d’un point dans IR 403 

pointé d’un point 408 

strict à droite 408 

strict à gauche 408 

w 

Wallis 

intégrales de 390 
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